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* Todo debe hacerse tan simple como sea posible, pero sin excederse en ello.” 


Albert Einstein 


El Cálculo 7 (de aquí en adelante abreviado como EC7) es una obra diseñada 
tanto para los cursos de especialización en matemáticas como para los estu- 
diantes cuyo interés primario radica en la ingeniería, las ciencias física y 
sociales, o los campos no técnicos. La exposición está adecuada a la experiencia 
y madurez del principiante. Las explicaciones detalladas, los abundantes 
ejemplos desarrollados así como la gran variedad de ejercicios, continúan 
siendo las características distintivas del texto. 

En ningún otro tiempo entre ediciones sucesivas han ocurrido tantos 
cambios en la enseñanza del Cálculo como en el periodo entre las ediciones 
sexta y séptima de este texto. Muchos de estos cambios son el resultado de la 
disponibilidad de la tecnología moderna en la forma de calculadora gráfica o 
graficadora manual. Algunos otros cambios se deben al movimiento denomi- 
nado reforma del Cálculo. He invitado a seguir este movimiento observando 
el principio: REFORMA CON RAZÓN. Con el fin de apegarme a este principio, 
he aplicado las siguientes guías: 


1. La tecnología debe incorporarse para mejorar la enseñanza y el apren- . 
dizaje del Cálculo, no para reemplazar las matemáticas o restar impor- 
tancia a los temas teóricos. 

2. Las definiciones y teoremas deben establecerse formalmente, no in- 
formalmente. 

3. Los estudiantes deben estar concientes de que las demostraciones de los 
teoremas son necesarias. 

4. Cuando se presenta una demostración, debe ser bien motivada y cuida- 
dosamente explicada, de modo que sea entendible para cualquiera que 
haya alcanzado un dominio promedio de las secciones anteriores del libro. 

5. Cuando se establece un teorema sin demostración, la discusión debe au- 
mentarse mediante figuras y ejemplos; en tales casos, debe enfatizarse 
el hecho de que lo que se presenta es un ejemplo ilustrativo de la propo- 
sición del teorema y no una demostración del mismo. 

6. Debe darse importancia a los modelos matemáticos de las aplicaciones 
de la vida real. 

7. Debe destacarse la redacción en matemáticas. 


Los catorce capítulos de EC7 pueden clasificarse en dos partes: capítulos 
1-9, en los que se estudian funciones de una variable y series infinitas; capí- 
tulos 10-14, en los que se tratan vectores y funciones de más de una variable. 
En £C7 se han realizado cambios en las dos partes. En todo el libro se mantiene 
un sano equilibrio entre un estudio riguroso y un punto de vista intuitivo, in- 
cluso en las modificaciones. 

Con objeto de alcanzar los objetivos planteados, se han incorporado las 
siguientes características: 
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GRAFICADORA “ACTIVA” 


A lo largo de la presentación, EC? utiliza la calculadora gráfica o graficadora 
manual no sólo como un poderoso y fascinante instrumento para el apren- 
dizaje, sino como un instrumento fundamental en la solución de problemas. Se 
ha integrado la graficadora directamente a la exposición de acuerdo a la filo- 
sofía que he aprendido en mis tres veranos con TICAP (Technology Intensive 
Calculus for Advanced Placement) la cual se resume como sigue: 


1. Trabajar analíticamente (con papel y lápiz); después apoyar numérica 
y gráficamente (con la graficadora). 

2. Trabajar numérica y gráficamente; después confirmar analíticamente. 

3. Trabajar numérica y gráficamente debido a que otros métodos no son 
prácticos o posibles, 


MODELOS MATEMÁTICOS Y 
PROBLEMAS VERBALES 


Los modelos matemáticos de situaciones prácticas presentadas como proble- 
mas verbales surgen en diversos campos como física, química, ingeniería, 
administración, economía, psicología, sociología, biología y medicina. Las 
funciones como modelos matemáticos se introducen primero en la sección 1.3 y 
aparecen con frecuencia en el resto del texto. La sección 1.3 contiene suge- 
rencias para obtener una función como modelo matemático paso a paso. 


REDACCIÓN EN MATEMÁTICAS 


A fin de completar la solución de cada ejemplo de un problema verbal, se 
presenta una conclusión que responde a las preguntas de éste. El estudiante 
debe redactar una conclusión semejante, que consista en una o más oraciones 
completas, para cada ejercicio similar. Al final de cada grupo de ejercicios hay 
uno o dos de redacción los cuales pueden preguntar sobre cómo o por qué 
funciona un procedimiento determinado, o bien, pueden pedirle al estudiante 
que describa, explique o justifique un proceso particular. 


EJERCICIOS 


Los ejercicios, revisados de las ediciones anteriores y ordenados por grados de 
dificultad, proporcionan una gran variedad de tipos de problemas que van des- 
de cálculos y aplicaciones hasta problemas teóricos para la calculadora y 
ejercicios de redacción, como los mencionados anteriormente. Éstos aparecen 
al final de cada sección y como ejercicios de repaso al final de cada capítulo. 


EJEMPLOS Y EJEMPLOS ILUSTRATIVOS 


Los ejemplos, cuidadosamente seleccionados, habilitan a los estudiantes en 
la resolución de los ejercicios, y además sirven como modelos para sus solu- 
ciones. Se utiliza un ejemplo ilustrativo a fin de mostrar un concepto, defini- 
ción o teorema particular; es un prototipo de la idea expuesta. 


PROGRAMA DE ARTE VISUAL (FIGURAS) 


Todas las figuras se han vuelto a trazar para EC7. Las gráficas trazadas en la 
graficadora se muestran en una pantalla de graficadora enmarcada por un 
borde de color más oscuro a diferencia de las gráficas dibujadas a mano. Todas 
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las. figuras tridimensionales se han generado mediante computadora con el 
fin de obtener precisión matemática. Estas figuras, que son más vívidas que 
en las ediciones anteriores, fueron creadas con la ayuda de Matemática? y 
Adobe Illustrator?, 


ASPECTOS PEDAGÓGICOS 


' Cada capítulo comienza con una introducción titulada VISIÓN PRELIMINAR. 

Al final de cada capítulo se muestra una lista de sugerencias para su revi- 
sión. Juntos, estos aspectos sirven como una reseña, de principio a fin del 
capítulo, cuando el estudiante se prepara para un examen. 


DESCRIPCIÓN DE CADA CAPÍTULO 
Capitulo 1 Funciones, límites y continuidad 


Los tres temas del título de este capítulo conforman la base de cualquier pri- 


y mer curso de Cálculo. Se exponen todos los teoremas de límites incluyendo ' 
algunas demostraciones en el texto, mientras que otras se esbozan en los 
j ejercicios. La sección 1.3, nueva en esta edición, presenta las funciones 


como modelos matemáticos anticipadamente de su uso posterior en aplica- 
ciones. En consecuencia, estos modelos proporcionan al estudiante una vista 
preliminar de cómo se aplica el Cálculo en situaciones reales. La sección 1.4, 
también nueva, utiliza la graficadora para introducir el concepto de límite de 
una función. 


Capitulo 2 Derivada y diferenciación 


En la sección 2.1 se define la recta tangente a la gráfica de una función antes 
de estudiar la derivada, esto con el propósito de mostrar un avance de la inter- 
pretación geométrica de este concepto. Las aplicaciones físicas de la derivada en 
el estudio del movimiento rectilíneo se presentan sólo después de haber de- 
mostrado los teoremas sobre diferenciación, de modo que dichos teoremas 

pueden emplearse en estas aplicaciones. En la sección 2.7 se estudian las 

3 derivadas de las seis funciones trigonométricas y después se emplean 
como ejemplos para la presentación inicial de la regla de la cadena en la 
siguiente sección. La derivada numérica, tema nuevo en esta edición y pre- 
sentado en la sección 2.3, se utiliza junto con la graficadora para apro- 
ximar derivadas y para trazar sus gráficas. En la sección 2.4 se simula el 
movimiento de una partícula sobre una línea recta. 


Capítulo 3 Comportamiento de las 
funciones y sus gráficas, valores extremos 
y aproximaciones 


En este capítulo se presentan las aplicaciones tradicionales de la derivada que 
implican máximos y mínimos así como el trazado de una curva. Los límites 
al infinito y sus aplicaciones para determinar asíntotas horizontales se han 
cambiado a este capítulo donde se aplican a fin de dibujar gráficas. La grafica- 
dora se utiliza frecuentemente con el objeto de apoyar los resultados obtenidos 
de forma analítica así como para conjeturar propiedades de las funciones, las 
les cuales se confirman después analíticamente. Un aspecto nuevo de esta edición 
está relacionado con los ejercicios, donde se le pide al estudiante que dibuje 
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la gráfica de una función a partir de la gráfica de su derivada y viceversa. En la 
sección final del capítulo se presenta la aproximación mediante la recta tan- 
gente junto con el método de Taylor y el de diferenciales. 


Capitulo 4 Integral definida e integración 


Las dos primeras secciones tratan sobre antiderivación (o antidiferenciación). 
Se utiliza el término antiderivación en lugar de integración indefinida, sin 
embargo, se conserva la notación estándar [f(x) dx. Esta notación sugerirá 
que debe existir alguna relación entre integrales definidas y antiderivadas, 
pero no veo perjuicio alguno en lo anterior, en tanto la presentación propor- 
cione un panorama teóricamente apropiado de la definición de la integral 
definida como un límite de sumas. Dichos límites se aplican primero para de- 
finir el área de una región plana y después se utilizan en la definición de la 
integral definida. La capacidad de la graficadora para aproximar el valor de 
una integral definida se presenta antes de la demostración del segundo teo- 
rema fundamental del Cálculo, utilizado para obtener valores de integrales 
analíticamente. Esta capacidad permite demostrar propiedades de la integral 
definida en una graficadora tal como se desarrollan. La sección 4.3, sobre 
ecuaciones diferenciales separables, presenta aplicaciones sobre el movimiento 
rectilíneo, donde el movimiento se simula en la graficadora. Otras aplicaciones 
de los conceptos de este capítulo incluyen el estudio completo del área de una 


región plana así como el volumen de sólidos, presentados posteriormente en 


la edición anterior. La sección 4.9 se inicia con el cálculo de volúmenes mediante 
el método de rebanado, se continúa con la determinación de volúmenes de sólidos 
de revolución mediante los métodos de discos y de arandelas, considerados co- 
mo casos especiales del método de rebanado. En la sección 4.10 se determinan 
los volúmenes de sólidos de revolución mediante el método de capas cilíndricas. 


Capítulo 5 Funciones logarítmicas, 
exponenciales, trigonométricas inversas 
e hiperbólicas 


En la primera sección se tratan las funciones inversas, y las cinco secciones 
siguientes se dedican a las funciones logarítmica y exponencial. Primero se 
define la función logarítmica natural y después la función exponencial natural 
como su inversa. Este procedimiento permite dar un significado preciso de un 
exponente irracional de un número positivo. Posteriormente se define la fun- 
ción exponencial de base a, donde a es positivo. Las aplicaciones de estas 
funciones incluyen las leyes naturales de crecimiento y decaimiento, el creci- 
miento limitado implica la curva de aprendizaje, y la función de densidad de 
probabilidad normal estandarizada. Las tres últimas secciones se dedican a las 
funciones trascendentes (no algebraicas) restantes: las funciones trigonomé- 
tricas inversas y las funciones hiperbólicas. 


Capitulo 6 Aplicaciones adicionales de la 
integral definida 


En este capítulo se presentan las aplicaciones de la integral definida, no sólo 
las técnicas de manipulación sino también los principios fundamentales invo- 
lucrados. La longitud de arco, una aplicación geométrica, se trata en la sec- 
ción 6.1. Las otras cuatro secciones están dedicadas a aplicaciones físicas, las 
cuales incluyen centro de masa de una barra y de regiones planas, trabajo y 
fuerza ejercida por la presión de un líquido. En cada aplicación, se motivan 
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y explican intuitivamente las definiciones de los términos nuevos. Se han 
vuelto a escribir todas las secciones y se han agregado ejemplos, en algunos 
de ellos se utiliza la graficadora para aproximar el valor de la integral definida. 


Capítulo 7 Técnicas de integración, formas 
indeterminadas e integrales impropias 


Las técnicas de integración constituyen uno de los aspectos más importantes 
de las operaciones del Cálculo. Estas técnicas se estudian en las primeras cinco 
secciones, tratadas en ocho en la edición anterior. Después de una motivación 
introductoria, se explican los fundamentos teóricos de cada uno de los métodos. 
El dominio de las técnicas de integración depende de los ejem- 
plos, y se han utilizado como problemas ilustrativos que, seguramente, el 
estudiante enfrentará en la práctica. En la sección 7.4 se presentan otras dos 
aplicaciones de la integración: crecimiento logístico, que surge en economía, 
biología y sociología; y la ley química de acción de masas. En la sección 7.6 
se estudian dos métodos numéricos para aproximar integrales definidas. Estos 
procedimientos son importantes debido a que resultan muy adecuados para el 
uso de computadoras y graficadoras. Los temas sobre aproximación de inte- 
grales definidas incluyen el establecimiento de teoremas acerca de las cotas 
para el error implicado en estas aproximaciones. Las cuatro secciones res- 
tantes, que tratan acerca de las formas indeterminadas e integrales impropias, 
se han reubicado en esta edición; preceden inmediatamente a los temas de se- 
ries, en donde se aplican muchos de los resultados obtenidos. Las aplicaciones 
de las integrales impropias incluyen la función de densidad de probabilidad así 
como algunas otras relacionadas con geometría y economía. 


Capitulo 8 Aproximaciones polinomiales, 
sucesiones y series infinitas 


Las secciones acerca de sucesiones y series se han considerado en un solo 
capítulo y no en dos como en la edición anterior. Todos los temas se incluyen, 
pero algunas de las discusiones se han acortado sin sacrificar la integridad 
matemática. Este capítulo es independiente y puede estudiarse en cualquier 
momento después de completar los primeros siete capítulos. La primera sección 
trata acerca de aproximaciones polinomiales mediante la fórmula de Taylor. 
Esta fórmula se generaliza a la serie de Taylor en la sección 8.9. Las secciones 
8.2-8.6 se han dedicado a las sucesiones y series infinitas de términos constantes, 
y en la sección 8.6 se presenta un resumen de los criterios de convergencia 
para series infinitas. En las secciones 8.7-8.10 se estudian las series de tér- 
minos variables denominadas series de potencias. Los temas de este capítulo 
conducen por sí mismos a la incorporación de la graficadora, no sólo para faci- 
litar el estudio sino que permite a los estudiantes examinar e investigar la con- 
vergencia o divergencia de una serie infinita y de aproximaciones polinomiales. 


Capítulo 9 Ecuaciones paramétricas, curvas 
planas y gráficas polares 


Los tres temas de este capítulo se han agrupado para completar el estudio del 
cálculo de una variable. Las dos primeras secciones tratan sobre ecuaciones 
paramétricas y curvas planas, constituyen un requisito previo para el estudio. 
de vectores. En las dos secciones siguientes se estudian gráficas polares, 
mientras que en la sección final se presenta un tratamiento unificado de las 
secciones cónicas y las ecuaciones polares de las cónicas. La discusión de 
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las secciones cónicas en coordenadas rectangulares ahora se estudian por lo 
general en un curso previo al Cálculo, en esta edición se tratan en el apéndice. 


Capitulo 10 Vectores, rectas, planos 
y superficies en el espacio 


En esta edición, los vectores bidimensionales y tridimensionales se estudian 
en el mismo capítulo y no en forma separada como en ediciones anteriores. En 
la sección 10.1 se definen los vectores en el plano. En la sección 10.2, antes 
de definir un vector tridimensional, se presenta el espacio numérico tridimen- 
sional, el cual se denota por R3, En el capítulo también se proporciona una 
introducción vectorial a la geometría analítica sólida al estudiar, en la sección 
10.4, rectas y planos en R3, y superficies en la sección 10.6. 


Capítulo 11 Funciones vectoriales 


De igual manera que con los vectores en el capítulo 10, en este capítulo se 
estudian las funciones vectoriales tanto en el plano como en el espacio 
tridimensional. Las curvas en los dos espacios, definidas mediante una función 
vectorial o por medio de un conjunto de ecuaciones paramétricas, así como sus 
propiedades también se estudian simultáneamente. Las aplicaciones de este 
capítulo tratan acerca de geometría, física e ingeniería. En la sección 11.5, 
sobre movimiento curvilíneo, se utiliza la graficadora para simular en movi- 
miento de un proyectil en un plano. 


Capítulo 12 Cálculo diferencial de 
funciones de más de una variable 


Los temas contenidos en este capítulo se han reunido y condensado de dos 
capítulos de las ediciones anteriores, otra vez sin afectar la integridad mate- 
mática. En las primeras cinco secciones se estudian límites, continuidad, deri- 
vadas parciales, diferenciabilidad y la regla de la cadena para funciones de 
más de una variable. Las aplicaciones de estas secciones incluyen la determi- 
nación de tasas de variación y el cálculo de aproximaciones. La sección 12.6, 
sobre derivadas direccionales y gradientes, precede a una sección que muestra 
la aplicación del gradiente en la determinación de planos tangentes y rectas 
normales a superficies. Otras aplicaciones de las derivadas parciales se pre- 
sentan en las dos últimas secciones y tratan sobre problemas de extremos y 
multiplicadores de Lagrange. 


Capítulo 13 Integración múltiple 


El Cálculo integral de funciones de más de una variable, contenido en las 
secciones 13.2—13.6, es precedido por una sección en la que se estudian coorde- 
nadas cilíndricas y esféricas, reubicadas en esta edición, de modo que estén 
más cerca a los temas en que se aplican. Las integrales dobles de las fun- 
ciones de dos variables se estudian en la sección 13.2 y en las dos secciones 
siguientes se aplican a la física, ingeniería y geometría. 


Capítulo 14 Introducción al 
Cálculo de campos vectoriales 


En las seis secciones de este capítulo final se presenta un estudio amplio del 
Cálculo vectorial. Este estudio incluye campos vectoriales, integrales de línea, 
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el teorema de Green, el teorema de la divergencia de Gauss y el teorema de 
Stokes. La presentación de estos temas es intuitiva y las aplicaciones son 
acerca de física e ingeniería. 


Apéndice 


Los temas de álgebra, trigonometría y geometría analítica, por lo común se 
estudian en cursos previos al Cálculo, ahora se presentan en el apéndice, de- 
jando así el cuerpo principal del texto para temas estrictamente de Cálculo. Esta 
modificación tiene como consecuencia el hecho de que las palabras con geo- 
metría analítica no aparecen en el título de esta edición. Las secciones del 
apéndice pueden cubrirse en detalle, como un repaso o pueden omitirse por 
completo, dependiendo de la preparación de los estudiantes de cada grupo. 


Secciones suplementarias 


Las secciones suplementarias se encuentran después del apéndice; estas sec- 
ciones contienen temas que pueden ser cubiertos u omitidos sin afectar la 
comprensión del material subsecuente. Estas secciones designadas mediante 
el número de la sección del cuerpo principal del texto, contienen discu- 
siones teóricas y algunas de las demostraciones más difíciles. 
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MATERIAL SUPLEMENTARIO PARA EL CÁLCULO* 


Para el estudiante 


An Outline for the Study of Calculus (Un esbozo para el estudio del 
Cálculo) por Leon Gerber, de Saint John's University y John Minnick, de 
DeAnza College. 

Para ayudar a los estudiantes en su estudio de EC7, este manual, en tres 
volúmenes, contiene las soluciones detalladas paso a paso de todos los ejer- 
cicios cuyo número es divisible entre 4. Los manuales también contienen to- 
dos los teoremas y definiciones importantes así como exámenes simples con 
sus soluciones para cada capítulo. 


Para el profesor 


Instructor's Solutions Manual for THE CALCULUS 7 (Manual de solu- 
ciones para el profesor) por Leon Gerber, de Saint John's University. 

Este manual, en dos volúmenes, contiene las soluciones para todos los 
ejercicios de EC7. 


Test Generator/Editor with Quizmaster (Generador de exámenes/Editor 
con Quizmaster) 

Este banco de exámenes computarizado está disponible en versiones para 
DOS y Macintosh, y puede trabajarse completamente en redes. El Generador 
de Exámenes, escrito para EC7, puede emplearse para seleccionar problemas 
y preguntas al elaborar exámenes ya preparados. El Editor permite a los pro- 
fesores editar cualesquiera datos preexistentes o crear sus propias preguntas. 
Quizmaster permite a los instructores crear exámenes y cuestionarios del Ge- 
nerador de Exámenes y almacenarlos en discos de modo que puedan ser uti- 
lizados por los estudiantes en computadoras personales o en una red. 

También está disponible un banco de exámenes impresos que incluye 
todos los problemas y preguntas del banco de exámenes computarizado. 


Libros auxiliares de interés para 
estudiantes y profesores de 

Cálculo publicados por 

Oxford University Press, Harla, México 


Estos materiales se encuentran listados en la tercera de forros de este 
libro. 


* N. del E. Este material sólo está disponible en inglés. En un futuro próximo esta editorial tendrá el “Manual de resoluciones para el profesor”. 
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ASPECTOS HISTÓRICOS DEL CÁLCULO 


Algunas de los ideas fundamentales del Cálculo se remontan a los antiguos 
matemáticos griegos del tiempo de Arquímedes (287-212 a.C.) así como a 
los trabajos de los primeros años del siglo XVII realizados por René 
Descartes (1596-1650), Pierre de Fermat ((1601-1665), John Wallis 
(1616-1703) e Isaac Barrow (1630-1677). Sin embargo, la invención del | 
Cálculo se atribuye a Sir Isaac Newton (1642-1727) y Gottfried Wilhelm 

Leibniz (1646-1716) debido a que ellos iniciaron la generalización y unifi- 
cación de estos conceptos matemáticos. Asimismo, otros matemáticos de los 
siglos XVII y XVIII intervinieron en el desarrollo del Cálculo, algu- 
nos de ellos fueron: Jakob Bernoulli (1654-1705), Johann Bernoulli 
(1667-1748), Leonhard Euler (1707-1783) y Joseph L. Lagrange 
(1736-1813). No obstante, no fue sino hasta el siglo XIX en que se estable- 
cieron los fundamentos de las nociones y de los procesos del Cálculo por 
matemáticos tales como Bernhard Bolzano (1781-1848), Augustin L. 
Cauchy (1789-1857), Karl Weierstrass (1815-1897) y Richard Dedekin 
(1831-1916). 
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PREPARACIÓN PARA EL ESTUDIO DEL CÁLCULO 


Aprender Cálculo puede ser una de las experiencias educacionales más 
estimulantes y excitantes. Para que esto sea así, usted debe iniciar su curso 
de Cálculo con el conocimiento de ciertos conceptos de matemáticas concer- 
nientes a álgebra, geometría, trigonometría y geometría analítica. 

Los temas de álgebra, trigonometría y geometría analítica de especial 
importancia se presentan en las secciones A.1-A.11 del apéndice al final del 
libro. Las propiedades específicas de los números reales así como algunas 
notaciones básicas se presentan en la sección A.1. Debe familiarizarse con 
estos temas antes de iniciar el capítulo 1. Refiérase a las secciones A.2-A.8 y 
A.10 para revisar los temas de geometría analítica. En la sección A.9 se es- 
tudian las funciones trigonométricas. Tal vez necesite estudiar la sección 
A.11, donde se presentan las fracciones parciales, antes de tratar la sec- 
ción 7,4 sobre integración de funciones racionales. 

La visualización mediante gráficas juega un papel importante en el es- 
tudio del Cálculo. Estas gráficas se obtendrán en dos formas: a mano y me- 
diante un dispositivo de graficación automático de alta velocidad como las 
graficadoras y computadoras con el software apropiado. Estos dispositivos 
funcionan de manera similar, pero para el estudiante resultará más práctico 
utilizar una graficadora que una computadora personal. En consecuencia, en 
el texto se empleará la graficadora. 

Cuando se trate de una gráfica realizada a mano se usará la termino- 
logía dibuje la gráfica, y cuando deba emplear un dispositivo electrónico en su 
elaboración se indicará trace la gráfica. Las gráficas trazadas en una grafica- 
dora están representadas por figuras que muestran una pantalla de graficado- 
ra enmarcada por un rectángulo y las ecuaciones de las gráficas mostradas 
se indican en la parte inferior de la pantalla. Las graficadoras no son estric- 
tamente automáticas debido a que requieren de un operador (una persona que 
las haga funcionar) que presione teclas específicas; sin embargo, como estas 
teclas dependen del fabricante y del modelo de la graficadora, deberá con- 
sultar el manual de funcionamiento para obtener información sobre cómo 
realizar operaciones específicas. 

Con los conocimientos básicos preliminares, está usted preparado para 
iniciar su curso de Cálculo, que es el fundamento para muchas de las ramas 
matemáticas y para la mayoría de los conocimientos del mundo moderno. 


Funciones, límites 
y continuidad 


Funciones y sus gráficas 
Operaciones con funciones 
y tipos de funciones 
Funciones como 

modelos matemáticos 
Introducción gráfica alos 
limites de funciones 
Definición de límite de una 
función y 'teoremos sobra 
lírnites- 

tímites laterales 

Límites: infinitos 


Continuidad de uno función - 


en un número 
Continuidad de una función 
compuesto y continuidad:en 
un intervalo 


Continvidad de las funciones 
trigonométricas y teorema 


de estricción 


ndudablemente habrá tratado funciones en sus 
; cursos anteriores de matemáticas, y debido a que 
son fundamentales en Cálculo y sirven como un 
concepto unificador a lo largo de este texto, se dedicarán 
las dos primeros secciones a su estudio, La sección 1,3 
está designada para proporcionarle práctica en la 
obtención de funciones como modelos matemáticos de 
situaciones del mundo real así como para mostrarle 
algunas aplitociones del Cálculo 
Las dos operaciones matemáticos fundamentales 
en Cálculo son la diferenciación y la integración. Estas 
operaciones implican la determinación de la derivada y 
de la integral definida, cada una con base en lo noción de 
límite, probablemanta el concapto más importante en 
Cálculo. Se inicia el estudio de limites en la sección 1,4 
mediante una Introducción gráfica a los limites de 
funciones. Primero se proporciona una fundamentación 
paso a paso de la noción de limits, la cual comienza con el 
cólculo del valor de una función que se aproxima a un 
número y termina desorrollando una noción intuitiva dal 
proceso de límite. La definición formal de limite y los 
teoremas sobre limites se introducen el la sección 1.5 para 
simplificar cólculos de limites de funciones algebraicas 
elementales, En las secciones 1.6 y 1.7, se extiende el 
concepto de limite para incluir tipos de funciones 
adicionales y limites infinitos. 
Probablemente la clase de funciones más importante 
estudiadas en Cólculo sean las funciones continuas. La 
continuidad de una función en un número se define en 
la sección 1.8 mientras que la continuidad de una 
función compuesta, la continuidad en un intervalo y 
el teorema del valor intermedio son temas de la 
sección 1.9. El teorema de estricción se pre- 
sento en lo sección 1.10 y se oplica ahí para 
determinar el limite del cociente de sen ! 
conforme ? se oproxima o cero. Este resultado 
es importante al estudiar la continuidad de las 
funciones trigonométricas an esto misma sección 


2 CAPÍTULO 1 FUNCIONES, LÍMITES Y CONTINUIDAD 


1.1 FUNCIONES Y SUS GRAFICAS 


FIGURA 1 
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X: todos los Y: números no 
números reales negativos 


FIGURA 2 


Con frecuencia, en las aplicaciones prácticas el valor de una variable depende 
del valor de otra. Por ejemplo, el salario de una persona puede depender del 
número de horas que trabaje; la producción total de una fábrica puede de- 
pender del número de máquinas que se utilicen; la distancia recorrida por un 
objeto puede depender del tiempo transcurrido desde que salió de un punto 
específico; el volumen del espacio ocupado por un gas a presión constante 
depende de su temperatura; la resistencia de un cable eléctrico de longitud 
fija depende de su diámetro; etc. La relación entre este tipo de cantidades sue- 
le expresarse mediante una función. Para fines exclusivos de este texto, las 
cantidades involucradas en estas relaciones son números reales. 


En la figura 1 se muestra la representación de una correspondencia de 
este tipo. Se puede establecer el concepto de función de otra manera: considere 
intuitivamente que el número real y del conjunto Y es una función del número 
x del conjunto X, si existe una regla mediante la cual se asocia un solo valor 
de y a un valor x. Esta regla se expresa frecuentemente por medio de una 
ecuación. Por ejemplo, la ecuación 


y =P 


define una función para la cual X es el conjunto de todos los números reales 
y Y es el conjunto de los números no negativos. El valor de y asignado al 
valor de x se obtiene al multiplicar x por sí mismo. La tabla 1 proporciona 
algunos de estos valores y la figura 2 ilustra la correspondencia de los núme- 
ros de la tabla. 

Para denotar funciones se utilizan símbolos como f, g y h. El conjunto X 
de los números reales indicado anteriormente es el dominio de la función y el 
conjunto Y de números reales asignados a los valores de x en X es el contra- 
dominio de la función. El dominio y el contradominio suelen expresarse en la 
notación de intervalos descrita en la sección A.1 del apéndice. 


D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Con notación de intervalos, 


el dominio y contradominio de la función definida por la ecuación 
y =P 


es (oo, +00) y el contradominio es [0, +00). d 


D EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 sea fla función definida por 


la ecuación 


y= Wv1=2 


Como los números se han restringido a los números reales, y es una función 
de x sólo six — 2 > O debido a que para cualquier x que satisfaga esta de- 
sigualdad, se determina un solo valor de y. Sin embargo, si x < 2, se 
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tiene la raíz cuadrada de un número negativo, y en consecuencia, no se obten- 
drá un número real y. Por tanto, se debe restringir x de manera que x > 2. 
De este modo, el dominio de f es el intervalo [2, +00), y su contradominio 
es [0, +00). 4 


D EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 sea gla función definida por 


la ecuación 
y= dx? -9 


Se observa que y es una función de x sólo parax > 3 0x < -3 (0 sim- 
plemente, |x| > 3); para cualquier x que satisfaga alguna de estas desi- 
gualdades, se determinará un solo valor de y. No se determinará ningún valor 
real de y si x está en el intervalo abierto (3, 3), ya que para estos valores de 
x se obtiene la raíz cuadrada de un número negativo. Por tanto, el dominio 
de ges (-00,-3] U [3, +00), y el contradominio es [O, +00). | 


Se puede considerar una función como un conjunto de pares ordena- 
dos. Por ejemplo, la función definida por la ecuación y = x? consta de todos 
los pares ordenados (x, y) que satisfacen la ecuación. Los pares ordenados de 
esta función proporcionados por la tabla 1 son (1, 1), (3, $), (4, 16), (0, 0), 
E, DD, E 3 2 y 4, 16). Por supuesto, existe un número ilimitado de pares 
ordenados de esta función, algunos otros son (2, 4), (2, 4), (5, 25), (S, 25), 
(4/3, 3), etcétera. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 La función f del ejemplo 


ilustrativo 2 es el conjunto de pares ordenados (x, y) para los cuales 
= «/x — 2. En símbolos esto se expresa como 


f=(%y | y= /x-2) 


Algunos de los pares ordenados de f son (2, 0), (%, 3), (3, D, (4, 42), 
(S, 43),(6, 2), (11, 3). 4 


l> EJEMPLO ILUSTRATIVO 5 La función g del ejemplo 
ilustrativo 3 es el conjunto de pares ordenados (x, y) para los cuales 


y = yx? - 9; es decir, 
2 = (1) | y = Yx?-9) 


Algunos de los pares ordenados de g son (3, 0), (4, 47), (3, 9), (3, 0), 
EV, 2 « 


A continuación se establecerá formalmente la definición de función 
como un conjunto de pares ordenados. Al definir una función de esta manera, 
y no como una regla de correspondencia, se hace más preciso su significado. 


1.1.1 Definición de función 


4 
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número. El conjunto de todos los valores admisibles de x se denomina 
dominio de la función, y el conjunto de todos los valores resultantes 
de y recibe el nombre de contradominio* de la función. 


En esta definición, la restricción de que dos pares ordenados no pueden 
tener el mismo primer número asegura que y es único para cada valor especí- 
fico de x. Los símbolos x y y denotan variables. Debido a que el valor de y 
depende de la elección de x, x denota a la variable independiente mientras 
que y representa a la variable dependiente. 

Si fes la función tal que los elementos de su dominio se representan por 
x, y los elementos de su contradominio se denotan por y, entonces el símbolo 
f(x) (léase “f de x”) denota el valor particular de y que corresponde al valor de 
x. La notación f(x), denominada valor de función, se debe al matemático y 
físico suizo Leonhard Euler (1707-1783). 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 6 En el ejemplo ilustrativo 2, 
f= (a, y) | y = /x- 2). De modo que 


fa) = dx -2 
A continuación se calculará f(x) para algunos valores específicos de x. 
FA) = v3-2 FS) = y5-2 
= 1 = 43 
FO = y6-2 FO = 49-2 
=2 =04/7 d 


Cuando se define una función, debe indicarse el dominio implícita o 
explícitamente. Por ejemplo, si festá definida por 


FO) = 3x2 - Sx +2 


la función tiene un valor si x es cualquier número real; por tanto, el dominio 
es el conjunto de todos los números reales. Sin embargo, si festá definida por 


fo =32-51+2 1<x<10 


entonces el dominio de f consta de todos los números reales entre 1 y 10, in- 
cluidos éstos. 
De manera semejante, si g está definida por la ecuación 
5x-2 
x= === 
82) x+4 
está implícito que x + —4, debido a que el cociente no está definido para 
x = -4; en consecuencia, el dominio de g es el conjunto de todos los núme- 
ros reales excepto —4. 
Si h está definida por la ecuación 


ho) = Y4- 12 


el dominio de k es el intervalo cerrado [-2, 2] porque 4 — x2 no es un 
número real parax > 20x < -2, El contradominio de k es [0, 2]. 


* N, del T. La palabra inglesa range se ha traducido generalmente como rango, y corresponde al nombre del conjunto de valores asignados a la 


variable dependiente de una función. Otros nombres para este conjunto son: recorrido (poco empleado en cálculo); ámbito (término muy recien- 
te para este concepto); imagen (muy empleado en álgebra y teoría de conjuntos); rango (muy empleado en cálculo). 


y =f0) 
(a+ hfQ + h)) 


fa + h- 
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» EJEMPLO 1 Dado que fes la función definida por 
f0)=xX+3x-4 


determine: (a) f(0); (b) FA); (0) fm); (d) FOR); (e) $Qx); (D FA + Ah; 
Df + fm 


Solución 
(0) FO) =00+3-0-4 (Dd) JO) = 2 +3-2-4 
: = -4 =6 
(O fm = h?+3h-4 (d) FO = Ch? + 32h) - 4 
= 4h? + 6h - 4 
(0) fx) = Qxy? + 3(2x) - 4 


= 42 + 6-4 


(0D fa + h) + 43 +A) 4 
24 2h + h2+3x+3h-4 


= 12 + (2h + 3)x + (1? + 3h - 4) 


(0) 0 + fm. =02+3x- 4) + (42 + 3h - 4) 
=12 + 3x + (42 + 3h - 8) e] 


Compare los cálculos del inciso (£) y (g) del ejemplo 1. En el inciso (f) se 
realiza el cálculo de f(x + h), que es el valor de la función para la suma de x y 
h. En el inciso (g), en donde se calcula f(1) + f(h), se obtiene la suma de los 
dos valores de la función f(x) y f(h). 

En el capítulo 2 se requerirá calcular cocientes de la forma 


[EHMAD 20 


Este cociente se presenta como la pendiente de la recta que pasa por los pun- 
tos (x, £()) y (x + h, fG + h)) de la gráfica de la función definida por 
y = fG%). Consulte la figura 3. En caso de que al efectuar el cálculo aparezca 
en el numerador la diferencia de dos radicales, se racionaliza el numerador 
como en el inciso (b) del ejemplo siguiente. 


DP EJEMPLO 2 — Determine 
FA + HI) 
h 


donde h 0, si(a) f(x) = 4% - Sx + 75(b)f00) = Vx. 
Solución 

) Ffarh-f0_ 4r+hY? Sa + h) +7 (4x2? — 5x +7) 
(a h ñ 


_ 4x2 + 8hx + 4h? - 5x-5h+7-4x? +5x-7 
h 


_ 8hx — 5h + 4h2 
h 


8x — 5 + 4h 


Il 
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5 
fo) = dx -2 
FIGURA 5 


gl) = dx? -9 


FIGURA 6 


FIGURA 7 


(b) h = h 


(Ax + hdi +h+4x) 
hJx+h+4Yx) 


(+ H-x 
AJA+ hs Yx) 
- h 
MAX A +Ax) 
1 
Ja+h+Wxdx 


En el segundo paso del inciso (b) de esta solución, se multiplica el 
numerador y el denominador por el conjugado del numerador para racionali- 
zar el numerador, de donde se obtiene un factor común de A en el numerador y 
en el denominador. 4 


El concepto de función como un conjunto de pares ordenados permite 
enunciar la siguiente definición de gráfica de una función. 


1.1.2 Definición de gráfica de una función 


Si fes una función, entonces la gráfica de f es el conjunto de todos los 
puntos (x, y) del plano R? para los cuales (x, y) es un par ordenado de f. 


De esta definición, se deduce que la gráfica de una función fes la misma 
que la gráfica de la ecuación y = f(x). 

La gráfica de la función del ejemplo ilustrativo 1 es la parábola dibujada en 
la figura 4. La gráfica de la función f de los ejemplos ilustrativos 2 y 4 y dibujada 
en la figura 5 es la mitad superior de la parábola. La gráfica de la función g de 
los ejemplos ilustrativos 3 y 5 está dibujada en la figura 6; está gráfica es la mitad 
superior de una hipérbola. 

Recuerde que en una función existe un solo valor de la variable depen- 
diente para cada valor de la variable independiente del dominio de la función. 
En términos geométricos, esto significa que: 


Una recta vertical intersecta la gráfica de una función a lo más en un 
punto. 


Observe que en las figuras 4, 5 y 6, cualquier recta vertical intersectará a 
cada gráfica cuanto más en un punto. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 7 Considere el conjunto 
[G, y) | 12 + y? = 25), cuya gráfica es la circunferencia, de radio 5 y 
centro en el origen, dibujada en la figura 7. Este conjunto de pares ordenados no 
es una función porque para cualquier x en el intervalo (-5, 5), dos pares 
ordenados diferentes tienen a x como primer número. Por ejemplo, (3, 4) y 
(3, -4) son dos pares ordenados del conjunto dado. Además, observe que 
cualquier recta vertical cuya ecuación sea x = a, donde —5 < a < $, inter- 
secta a la circunferencia en dos puntos. 4 


[77.5, 7.5] por Et, 9] 


809 = fx 2) 
FIGURA 8 


x= 1 six < 3 
FO) =35 six = 3 


2 +1 sid<x 


FIGURA 9 
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» EJEMPLO 3 Determine el dominio de la función g definida por 


8) = Jx(x — 2) 


Apoye la respuesta trazando la gráfica en la graficadora. 


Solución Como /x(x — 2) no es un número real cuando xXx 2) <0, 
el dominio de la función g consta de los valores de x para los cuales 
xX(x — 2) > 0. Esta desigualdad se satisface cuando se tiene alguno de los 
dos casos siguientes: x > 0yx - 2 > O;osix < 0yx-2<0, 


Casol:x > 0yx - 2 > 0. Esto es, 
x=z0yx>2 


Ambas desigualdades se cumplen si x > 2, lo cual equivale a que x esté en 
el intervalo [2, +00). 


Caso 2:x < 0yx — 2 < 0. Esto es, 
x<0yx<2 


Las dos desigualdades se cumplen si x < 0, lo cual equivale a que x perte- 
nezca al intervalo (—oo, 0]. 

Las soluciones de estos dos casos se combinan para obtener el dominio 
de g, el cual es (-oo, 0] U [2, +00). 

La gráfica de g se muestra en la figura 8. Esta gráfica desciende desde la 
izquierda hasta x = 0, asciende hacia la derecha a partir de x = 2, y no con- 
tiene puntos cuando x está en el intervalo abierto (0, 2). Por tanto, la gráfica 
apoya la respuesta. 4 


Como se vio, el dominio de una función puede determinarse me- 
diante la definición de la función. Con frecuencia se determina el contrado- 
minio a partir de la gráfica de la función, como en el ejemplo siguiente en el 
que se trata una función definida a trozos, la cual se define empleando más 
de una expresión. 


» EJEMPLO 4 Sea f la función definida por 


x-1 six < 3 
0)=35 six = 3 
2x+ 1 si3<x 

Determine el dominio y el contradominio de f, y dibuje su gráfica. 


Solución El dominio de fes (oo, +00). La figura 9 muestra la gráfica 
de f; consta de la porción de la recta y = x — 1 para la cual x < 3, el punto 
(3, 5) y la parte de la recta y = 2x + 1 para la cual 3 < x. Los valores de la 
función son números menores que 2, el número 5 o números mayores que 7. 
Por tanto, el contradominio de f es el número 5 y aquellos números en 
(oo, 2) U (7, +00). 4 


Las funciones definidas a trozos serán de gran utilidad en el estudio de 
límites, continuidad y derivada, como ejemplos y contra-ejemplos de funcio- 
nes que poseen ciertas propiedades. En el caso de la gráfica de la función del 
ejemplo 4, se rompe en el punto donde x = 3 lo que, como aprenderá en la 
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a 372 IO 
x sil<x 


FIGURA 10 


ht) = x-9 
x-3 
FIGURA 11 


sección 1.8, muestra que la función es discontinua para ese valor de x. En el 
ejemplo siguiente se tiene una función definida a trozos cuya gráfica no se 
rompe en el valor de x, en el que cambian las expresiones que la definen, en 
este casoenx = 1. 


> EJEMPLO 5 Sea g la función definida por 


3x2 six<l 
80) =3, . 
x sil <x 


Determine el dominio y el contradominio de g, y dibuje su gráfica. 


Solución El dominio de g es (—oo, +00). La gráfica contiene la parte de 
la recta y = 3x — 2 para la cual x < 1 y la porción de la parábola y = x2 
para la cual l < x. La gráfica se muestra en la figura 10. El contradominio 
es (—o0, +00). A! 


> EJEMPLO 6 La función h está definida por 


2 
_  x*-9 
AQES x-3 
Determine el dominio y el contradominio de h, y dibuje su gráfica. 


Solución Como h(x) está definida para todo x, excepto 3, el dominio de 
h es el conjunto de números reales excepto 3. Cuando x = 3, tanto el nume- 
rador como el denominador son cero y 0/0 no está definido. 

Al factorizar el numerador como (x — 3X(x + 3) se obtiene 


(x — 3) + 3) 


ht) = x-3 


oh(x) = x + 3, teniendo en cuenta que x + 3, En otras palabras, la función 
h puede definirse por 


ho) =x+3 six * 3 


La gráfica de h consta de todos los puntos de la recta y = x + 3 excepto 
el punto (3, 6), y se muestra en la figura 11. El contradominio de A es el con- 
junto de todos los números reales excepto 6. 4 


En el ejemplo 6, la gráfica tiene un “hoyo” o “agujero” en x = 3, donde 
h(3) no está definido. En el ejemplo siguiente, también la gráfica tiene un 
agujero en x = 3, pero el valor de la función en 3 sí está definido. 


» EJEMPLO 7 sea Ha función definida por 


E A six x*3 


six = 3 


Determine el dominio y el contradominio de A y dibuje su gráfica. 


HH) = x+3 six * 3 
2 six = 3 


FIGURA 12 


0 2 
_le sixx2 
yd l six =2 


FIGURA 13 
y 


fa) = |x| 
FIGURA 14 


Función máximo entero 


FIGURA 15 
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Solución Como H está definida para todo x, su dominio es (—oo, +00). 
La gráfica de H se muestra en la figura 12. El contradominio de H es el con- 
junto de todos los números reales, diferentes de 6. | 


DP - EJEMPLO 8  Lafunción festá definida por 


10) el sixx* 2 
x)= 
7 six=2 


Determine el dominio y el contradominio de f y dibuje su gráfica. 


Solución Como festá definida para todo x, su dominio es (—o0o, +00). 
La gráfica, mostrada en la figura 13, consta del punto (2, 7) y todos los 
puntos sobre la parábola y = x? excepto (2, 4). El contradominio de f es 


[0, +00). 5 


La función del ejemplo siguiente se denomina función valor absoluto. 


» EJEMPLO 9 Determine el dominio y el contradominio de la 
función f para la cual 


fo = |x| 
y dibuje su gráfica. 


Solución Dela definición de |x|, 


FO) = l 


El dominio es (—oo, +00). La gráfica de f consta de dos semirectas que pa- 
san por el origen y están por arriba del eje x; una tiene pendiente | y 
la otra tiene pendiente —1. Consulte la figura 14. El contradominio de f es 


[0, +00). < 


x six>0 
-=x six<o0 


La función valor absoluto se ha implementado en las graficadoras y 
usualmente se denota por ABS. Otra función con que cuenta la graficadora es 
la función máximo entero cuyos valores de función se denotan por [[x] y 
están definidos por 


bl = 7» sin <x < n + l, donde n es un entero 


Esto es, [[x]] es el máximo entero menor o igual que x. En particular, [[1]] = 1, 
1.3] = 1, [[0.5] = 0, [I-4.2] = -5 y [-8I = -8. 

La gráfica de la función máximo entero está dibujada en la figura 15. 
Su dominio es el conjunto de todos los números reales y su contradominio 
consiste de todos los números enteros. En muchas graficadoras se denota la 
función máximo entero por INT. 


» EJEMPLO 10 Dibuje la función G definida por 
GOO = Ixl - x S 


y determine su dominio y su contradominio. Apoye su respuesta trazando su 
gráfica en la graficadora. 
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Solución Como G está definida para todos los valores de x, su dominio 
es (oo, +00). A partir de la definición de [[x]] se obtiene lo siguiente: 


si 2S<x<-—l [xl = 2; por tanto, G() = -2 — x, 
si-l<x<0O0, [xXx] = -1; por tanto, G(x) = —l — x, 
GO) = l-x si 0<x<l, lx = 0; por tanto, G(A) = —x, 
si 1<x<2, EJ = 1; por tanto, Ga) = 1 - x, 
EIGUE-Ie si 2<x3< 3, [xl = 2; por tanto, G() = 2 — x, 
y así sucesivamente. De modo más general, si n es cualquier número entero, 
entonces 
sins<x<n+ 1, [Xx] ==; por tanto, G(x) = n — x 
Con estos valores de función se puede dibujar la gráfica de G, mostrada 
en la figura 16. A partir de la gráfica se observa que el contradominio es 
(1, 0]. Al trazar la gráfica de G(x) = INT(x) — x se obtiene la figura 17, lo 
[<5, 5] por [-2, 2] 
cual apoya la respuesta. 
Gx) = INTO) - x 
FIGURA 17 


7. Dadaf(x) = 212 + 5x — 3, determine (a) f(-2); 
D) ADO FO (DA) (OA + D:(0 027); 


En los ejercicios 1 a 4, determine si el conjunto es una función. 
Si es una función determine su dominio. 


ales yd DRÉ- DMA + OO + FM; 
(M) (y | y = (374) y LEBLO 0, 
pan EZ 
(0 tay ly= 141% 8. Dada g(x) = 317 - 4, calcule (a) g(—4); (b) £()); 
(d) (y | 12 + y? = 4) (0) 222); (d) ¿Br? — 4); (e) ga — Mi (1) 200 — gh); 


2. (a) 
(b) 


(a4y]|y == Vx+1) 
(66) | y = dx? -1) S 
(Guy | y = Y1 - 32) j 


5) g(x + 2 EM 0 


Dada F(x) = yx + 9, encuentre (a) F(x + 9); 


(e) (b) Fix? — 9); (c) Fx — 9), (d) Fo? + 6x); 
2 =1 => 
(d) (y | 12 + y? = 1) A ALE: ») AAN 
3. (2) (69 |» =:9 0) ((65y | x = 13) 
() (y) | y =4)(d (yx = y?) 10. Dada G(x) = 4 — x, determine a) G(4 — x); 
4. (a) [(x,y) | y =(x- 1? + 2) ((b) G(4 - 1), (c) G(4 — xm); (d) G(4x — e) 
0) (y |lx=0-2% +1) O 
() (y | y = (x + 29 - 1) En los ejercicios 11 a 46, dibuje a mano la gráfica de la fun- 
(dd (6 | x= (y + 1) - 2) ción y determine su dominio y su contradominio. 
5, Dada f(x) = 2x — 1, determine pS ar j a a y 
(2) 8); (0) $2); (0) F0)% (d) fla + Dit0 fr o Be PO 14. 6) =x2 +2 
(107/00: 90 2/0; 0/A+D,0/0 + fm; 15 2) =5- x? 16. f(x) = (x - 1? 
, fa+m-f0, ñ 17. Go) = Yx-1 18. F() = Y9-x 
a e 19. fx) = dx? -4 20. e(x) = 44 - x? 
3 21. g(x) = /9- x? 2. fx) = dx? -1 
. D ja ; 3% É y 
6 ada f(x) E calcule (a) £(D); Dd) FE3); (A) f(6) 23. híx) = | e 3| 24. H(x) = É Ñ s| 
OO 3) 0) 13) (e) ES M3 28 F)= | +24 26 Gm) = a 
ó s h) — > 2 
0-0: fExXD LO, 20. 27. Ha) = 2 o = 28. fía) = A 


29. 


31. 


32. 


33, 


qu. 


35, 


36. 


37. 


38. 


39. 


41. 


4. 


49. 


_ 2 -4x+3 (A 
fo = cr E 30. ¿) = E 
_J2. six<3 
Sm = l 2 o sid3<x 
4. six<-2 
80) =%4-1. si2<x<2 
3 si2<x 
_J2x-1 sirx2 
so = (2 six = 2 
_J]di+2 six l 
fa = le six = 
FG) = do sixx* 3 
-2 six = 3 
Ga) = ce six -3 
4 six = -3 
a LA six<0 
d+ l siO<x 
FG) = ce six < 
2-1 si3<sx 
_J6x+ 7  six<-2 
ges DE si2<x 
2 six<0 
O ENS si0<x 
+3 six < -—5 
RO) = 4425-12 si-5<x<5 
3=x si5<x 
x+2 six <-4 
HO) =< 6x2? si4<x<a4 
2-x si4 < x 
A 3 2 
7). == 4. G= Et 
4 =.2 x+3 
fo = lx - 4] 46. g(x) = (lx + 2] 
(a) Dibuje la gráfica de la función escalón (o salto) unita- 


rio denotada por U y definida por 


O six<0 
1 si0<x 


U(x) = l 


Defina cada una de las siguientes funciones a trozos y di- 
buje sus gráficas: (b) U(x — 1); (e) U() — 1; (d) U() — 
U(x - 1). 


Defina cada una de las siguientes funciones a trozos y di- 

buje sus gráficas, donde U es la función escalón unitario 

definida en el ejercicio 47: 

(a) x - U(o); (b) (x + 1) - U(x + 0; 

(Y) + 1)-Ux + 1) - x- U(o. 

(a) Dibuje la gráfica de la función signo denotada por sgn 

y definida por 
1. six<oO 

senx=3 0 six=0 

lo si0<x 


l 
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sgn(x) se lee “signo de x”. Defina cada una de las siguien- 
tes funciones a trozos y dibuje sus gráficas: (b) x - sgn(p); 
(c) 2 — xsgn(o); (d) x — 2 sgn(x). 

Defina cada una de las siguientes funciones a trozos, don- 
de sgn es la función signo definida en el ejercicio 49: (a) 
sgníx + 1);(b)sgníx — 1);(c0)sgn(x + 1) — sgn(x — 1). 


50. 


51. La gráfica de la función f de la figura se parece a la letra 


W. Defina f(x) a trozos. 


52. La gráfica de la función f de la figura se parece a la letra 
M. Defina f(x) a trozos. 


(1, 2) (1,2) 


53. En la figura, la gráfica se parece a la letra X y es la gráfica 
de dos funciones f, y f, trazadas en el rectángulo inspec- 
ción de [-1, 1] por [-1, 1]. Definaf,(0) y fGo. 


El, Y por (1, 1] 


54, Existen tres funciones f,, f, y f cuyas gráficas trazadas 
simultáneamente en el rectángulo de inspección de [-1, 1] 
por [-1, 1] se parecen a la letra Z. Defina f¡00), £(0) 
y f30o). 

En los ejercicios 535 a 58, haga lo siguiente: (a) defina la fun- 

ción a trozos sin emplear las barras de valor absoluto; (b) di- 

buje la gráfica de la función definida en el inciso (a); (c) apoye 

sus respuestas a los incisos (a) y (b) trazando la gráfica de la 
función. - 

55. fx) = |1? - 1] 

57. ga) = |x| -15 - x] 


56. 20) 
58. f(x) 


la | 
le] > Ja a] 


1 


12 CAPÍTULO 1 FUNCIONES, LÍMITES Y CONTINUIDAD 


En los ejercicios 59 y 60, dibuje la gráfica de la función y de- 62. 
termine su dominio y su contradominio. Apoye sus respuestas 
trazando la gráfica de la función. 


59. ha) = x — [el 60. FG) = x + [xl 


61. Las gráficas de las funciones de los ejercicios 51 y 52 pa- 63, 
recen letras del alfabeto. Defina otras dos funciones cuyas 
gráficas se parezcan a dos letras diferentes y dibújelas. 


En esta sección se utilizaron los símbolos f, f(x) y y = f(x) 
concernientes a una función particular, los cuales tienen 
significados diferentes. Explique lo que significa cada no- 
tación, invente una función y utilícela para distinguir los 
tres símbolos. 


Explique por qué la gráfica de una función es consistente 
con la definición de la función como un conjunto de pares 
ordenados. En su explicación utilice un ejemplo específico. 


1.2 OPERACIONES CON FUNCIONES Y TIPOS DE FUNCIONES 


Se pueden formar nuevas funciones a partir de funciones dadas mediante adi- 
ción, sustracción, multiplicación y división de sus valores. De acuerdo con 
esto, las nuevas funciones se conocen como la suma, diferencia, producto y 
cociente de las funciones originales. 


1.2.1 Definición de la suma, diferencia, producto 


y cociente de dos funciones 


Dadas las dos funciones f y g: 


(i) su suma, denotada por f + g,es la función definida por 


(f+ 0) 


= f(x) + e) 


(ii) su diferencia, denotada por f — g, es la función definida por 
Y DH =10 - gn 

(ii) su producto, denotado por f - g, es la función definida por 
(£:D0) = £0) - 81) 

(iv) su cociente, denotado por f/g, es la función definida por 
UNO = Fl ¿030 


En cada caso, el dominio de la función resultante consta de aque- 
llos valores de x comunes a los dominios de f y g, con el requeri- 
miento adicional en el caso (iv) de que se excluyan los valores de x 


para los cuales g(x) = 


O. 


P EJEMPLO 1 


Dado que f y g son las funciones definidas por 


f)= Y/x+1 y g8)= Yx-4 


defina las siguientes funciones y determine el dominio de las funciones resul- 


tantes: (a) f + g,(b)f — eg; (c)f - e; (d) fe. 


Solución 

la) (f$+ DO) = Vx+1 + yx-4 

(b) £ - 00) = Vdx+1l - yYx-4 

() (f: 9D) = dx+1- /x-4 z 


(dd) Uam = LA 


] 


dominio , 


de e 


fog 


contradominio 


dominio de f de f 


contradominio de g 
contradominio de fo e 


FIGURA 1 
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El dominio de fes [-1, +00) y el dominio de g es [4, +00). Así, el dominio 
de las funciones resultantes en los incisos (a), (b) y (c) es [4, +00). En el inciso 
(d), el denominador es cero cuando x = 4; por lo que 4 también se excluye y 
se obtiene como dominio (4, +00). 


Otra Operación entre funciones es la obtención de la función compuesta 
de dos funciones dadas. 


1.2.2 Definición de función compuesta 


Dadas las dos fanciónes f y £, la Minción compuesta, denciada por 
+ fo g, está definida por 


(Fo Y) = Fs) 


y el dominio de f o g es el conjunto de todos los números x del do- 
minio de g tales que g(x) está en el dominio de f. 


Esta definición indica que cuando se calcula (f o g)(x), primero se 
aplica g a x y después se aplica fa g(x). Para visualizar este cálculo Consulte 
la figura l. La función g asigna el valor g(x) al número x del dominio de g. 
La función f asigna el valor f(g(x)) al número g(x) del dominio de f. Obser- 
ve que en la figura 1 el contradominio de g es un subconjunto del dominio 
de f y que el contradominio de f o g es un subconjunto del contradomi- 
nio de f. 


[> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 si f y gestán definidas por 
fo= Vx y 200 = 2x- 3 


entonces 
(fo gg) = feo) 
= f(x - 3) 
= Y/2x-3 


El dominio de g es (-oo, +00) y el dominio de f es [0, +00). Por tanto, el 
dominio de f o g es el conjunto de números reales x para los cuales 
2x — 3 > 0o, equivalentemente, [2, +00). d 


DP — EJEMPLO 2 Sean 


fo) = y 8) = 2x+ 1 


an 

-2 
Obtenga (f o g) (3) mediante dos métodos: (a) calcule g(3) y utilice este nú- 
mero para determinar f(g(3)); (b) calcule (f o gx) y emplee el resultado para 
determinar (f o 213). 


Solución 
(a).  ¿6)= 26) +1 Hb) fo. Y = fet) 
= 7 =fOx+ 1D 
A 5 
Sl “LD =2 
FEO) = 0 y 
5 5 


7-2 2-1 
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= 1 Por tanto 

o 5 
Fe 96) 26) -1 
1 d 


» EJEMPLO 3 Dado que f y g están definidas por 
fO0=WVx y 80)=x%-1 


calcule: (a) f of; (bg o gs (c)f o e; (d) g o f. También determine el do- 
minio de cada función compuesta. 


Solución El dominio de fes [0, +00) y el dominio de g es (—oo, +00). 


la) (£2pD0 = FU) (b) (8 9H) = g(g60) 
= Ax) = g( - 1) 
= Ávx =(2-12-1 
= Yx = 4-22 
El dominio es [0, +00). El dominio es (-oo, +00). 
() fo Y = fs) (d) (e e A) = ¿00) 
= fi? - 1) = g(Vx) 
= vi? -1 = (Va) - 1 
El dominio es =x-1 
Eo, -1] U [1, +00). El dominio es [0, +00). 


En el inciso (d) observe que aunque x — 1 está definido para todos los valo- 
res de x, el dominio de g o f, por la definición de función compuesta, es el 
conjunto de todos los números x del dominio de f tales que f(x) está en el do- 
minio de g. De donde, el dominio de ¿ o fdebe ser un subconjunto del domi- 
nio de f. 4 


Observe en los resultados de los incisos (c) y (d) del ejemplo 3 que 
(f o g)60) y (£ o $)G) no son necesariamente iguales. 

Un teorema importante en Cálculo, llamado la regla de la cadena, que 
se estudiará en la sección 2.8, trata sobre funciones compuestas. Cuando se 
aplica la regla de la cadena, es necesario considerar una función como la 
composición de otras dos funciones, tal como se muestra en el ejemplo ilus- 
trativo siguiente. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 — six) = (4x2 + 1), h se 


puede expresar como la composición de las dos funciones f y g para las cuales 
fo=xY* y 2) = 4% +1 


debido a que 
Fo ga = fet) 
= flá4x? + 1) 
= (412 + 19 >] 


La función h del ejemplo ilustrativo 2 también puede expresarse como la 
composición de otro par de funciones. Por ejemplo, si 


FO) = (+19 y Go = 32 


800) =-4 
FIGURA 3 
y 
A 


$0) =2x-6 


FIGURA 4 
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entonces 
(F o 06) = F(G() 
= F(x?) 
= (42 + 1? 


DP EJEMPLO 4 Dada 
1 
1243 
exprese h como la composición de dos funciones f y g en dos formas: (a) la 
función f contiene el radical; (b) la función g contiene el radical, 


ho) = 


Solución 
21 =1l 
(a) f60) = ERE HD) fm = pa 
ga) = ? 200) = 4x2 +3 
Entonces Entonces 
Fe 26 = feto) Fe gd = fea) 
= f0%) = [A +3) 
= = _L 4 
x2 +3 x2 43 


Una función cuyo contradominio consta de un solo número recibe el 
nombre de función constante. De este modo, si f(x) = c, y c es cualquier 
número real, entonces f es una función constante y su gráfica es una recta 
horizontal a una distancia dirigida de c unidades a partir del eje x. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 


(a) La función definida por f(x) = 5 es una función constante, y su gráfica, 
mostrada en la figura 2, es una recta horizontal situada a 5 unidades so- 


bre el eje x. 

(b) La función definida por g(x) = —4es una función constante cuya gráfica 
es una recta horizontal ubicada a 4 unidades debajo del eje x. Consulte la 
figura 3. 4 


Una función lineal se define por 
FO) = mx +b 


donde m y b son constantes y m % 0. Su gráfica es una recta cuya pendien- 
te es m y su intercepción y u ordenada al origen es b. 


l> EJEMPLO ILUSTRATIVO 4  Lafunción definida por 
f0) = 2-6 ' 


es lineal. Su gráfica es la recta mostrada en la figura 4. 4 
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La función lineal particular definida por 
FO =x 


se denomina función identidad. Su gráfica, dibujada en la figura 5, es la recta 
que bisecta los cuadrantes primero y tercero. 
Si una función f se define por 


Í) = ay" + apxl  a x7  4 Ax + 0 


donde aq, 4j, ..., 4, son números reales (a, + 0) y n es un número entero 
no negativo, entonces recibe el nombre de función polinomial de grado ». 
A Así, la función definida por 


FIGURA 5 fo = 3 -1+7-1 


es una función polinomial de grado 5. 

Una función lineal es una función polinomial de grado 1. Si el grado de 
una función polinomial es 2, entonces se le llama función cuadrática, y si el 
grado es 3, entonces recibe el nombre de función cúbica. 

Si una función puede expresarse como el cociente de dos funciones 
polinomiales, entonces se denomina función racional. 

Una función algebraica es aquella formada por un número finito de 
Operaciones algebraicas sobre la función identidad y una función constante. 
Estas operaciones algebraicas incluyen adición, sustracción, multiplicación, 
división, potenciación (elevación a una potencia) y radicación (extracción de 
una raíz). Las funciones polinomiales y racionales son tipos particulares 
de funciones algebraicas. Un ejemplo complejo de una función algebraica 


es aquella definida por 
(1? - 3x + 19 
FO) = 
x% +1 


Además de las funciones algebraicas, se considerarán las funciones tras- 
cendentes, ejemplos de estas funciones son las funciones trigonométricas, 
discutidas en la sección A.9 del apéndice, y las funciones logarítmica y expo- 
nencial estudiadas en el capítulo 5. 

Una función par es aquella cuya gráfica es simétrica con respecto al eje 
y, y una función impar es aquella cuya gráfica es simétrica con respecto al 
origen. Á continuación se presenta la definición formal de estas funciones. 


1.2.3 Definición de función par y función impar 


(i) Una función f es una función par si para cada x del dominio de f, 
SE) =f0. 

(ii) Una función fes una función impar si para cada x del dominio de 
f En = $0). 


“En los dos incisos (i) y (ii) se sobrentiende que —x está en el dominio 
de f siempre que x lo esté. 


Las propiedades de simetría de las funciones pares e impares se deducen 
de los criterios de simetría dados en la sección A.2 del apéndice. 


fo =x 


FIGURA 6 


tan 


a e IS 


o 


20) = 1 


FIGURA 7 
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> EJEMPLO ILUSTRATIVO 5 


(a) Sifía) = x?, entonces f(x) = (-x)?. Por tanto, fí-x) = f(x) y en conse- 
cuencia, f es una función par, Su gráfica es una parábola simétrica con 
respecto al eje y. Véa la figura 6. 

(b) Si g(x) = x3, entonces gx) = (xP. Como g(-x) = —g(x), entonces g 
es una función impar. La gráfica de g, mostrada en la figura 7, es simétri- 
ca con respecto al origen. 4 


» EJEMPLO 5 Trace la gráfica de la función y a partir de la grá- 
fica conjeture si la función es par, impar o de ninguno de estos dos tipos; des- 
pués confirme la conjetura analíticamente. 


(0) f0) = 314 - 2 +7 
(b) £(x) = 3x5 — 4x1? — Ox 
(e) ho) = 2x4 + 7 -12+9 


Solución 


(a) La gráfica de f, trazada en la figura 8, parece simétrica con respecto al eje 
y. Por tanto, se sospecha que la función es par. Para probar este hecho 
analíticamente, se calcula f(=x): 


a) = Ex Ur? + 7 
= 3x4 - 2x2? + 7 
= fa) 


Como f(=x) = f(x), entonces fes par. 


[55, 5] por [O, 10] [S5, 5] por [-11, 11] 
f) = 3-24 7 g(x) = 3x5 — 4x? — 9x 
FIGURA 8 FIGURA 9 


(b) La figura 9 muestra la gráfica de la función g, la cual parece simétrica 
con respecto al origen. Por tanto, se sospecha que la función es impar. 
Al calcular g(-x) se obtiene: 


¿0 = 360 - 41)? - IC) 
310 + 4x7 + 9x 
(3% - 41? - 91) 

= —g(x) E 


Como g(-x) = —g(x), entonces se ha demostrado analíticamente que la 
función g es impar. 
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55, 5] por [-30, 30] 
ho) = 2 + 710-1249 


FIGURA 10 


(c) 


Como la gráfica de h, mostrada en la figura 10, no es simétrica con res- 
pecto al eje y ni con respecto al origen, la función no es par ni impar. Al 


calcular h(-x) se obtiene: 


hox) = Ad + May — (ay? + 9 


= 24 -7?-%+9 


Como hí=x) + h(x) y hox) + —h(x), se ha confirmado que h no es par 
ni tampoco impar. 4 


(a) 


EJEMPLO 6 sea 
Fo) = |x + 3|-|x- 3] 


Defina F(x), sin las barras de valor absoluto, a trozos en los intervalos 
siguientes: (—0o, —-3); [-3, 3); [3, +00). (b) Apoye la respuesta gráfi- 
camente trazando la gráfica de F a partir de la ecuación dada. (c) De la 
gráfica del inciso (b) establezca si F' es par, impar o de ninguno de estos 
dos tipos. (d) Confirme la respuesta del inciso (c) analíticamente a partir 
de la ecuación. 


Solución 
(a) A partir de la definición del valor absoluto de un número 
ES x+3 six+3>0 
y Ha + 3) six+3<0 
x-3 six-3>0 
x-3| = 
| | sa six-3<0 
Esto es 
lx +3] 4 ESE six > 3 
y =x - 3 six < -3 
mé: six 3 
-x +3 six < 3 
Six € (oo, 3), lx + 3] =-x- 3 y lx - 3] = -x + 3. Encon- 
secuencia 
lx + 3| —- |x- 3] = -x-3- (cx +3) 
= -6 
Six€E [3,39 |x + 3| =x + 3y|x- 3] = -x + 3. Así 
lx + 3] - |x-3| =x +3 - (cx + 3) 
= 2x 
Six € [3, +00), |x + 3] =x+3y lx - 3] = x — 3. Por tanto 


lx+ 3] - |x-3|] =x+3- (1-3 
= 6 


Con estos resultados, se define F(x) a trozos de la siguiente forma 


6 six < -—3 S 
F() =32x si3<x<3 
6 si3=<x 


1.2 OPERACIONES CON FUNCIONES Y TIPOS DE FUNCIONES _ 19 


del inciso (c): 


(b) La figura 11 muestra la gráfica de F trazada a partir de la ecuación. La 
gráfica apoya la respuesta del inciso (a). 

(c) Como ta gráfica de la figura 11 es simétrica con respecto al origen, la fun- 
ción F es impar. 

(d) Al calcular F(=x) a partir de la ecuación dada, se confirma la respuesta 


Feo = |-x + 3] - |-x - 3] 
10, 10] por [-10, 10] _ o 3)| — |-(: + 3)] 
Ae les a ee al E AA 
HIGERAMA Por tanto, se ha demostrado analíticamente que F es impar. 4 


EJERCICIOS 1.2 


En los ejercicios 1 a 10, defina las siguientes funciones y deter- 
mine el dominio de la función resultante: (a) f + 8; (b)f — g; 


(c)f + 8; (d) fle; (e) elf. 
1, fo =x- 5200) = A] 


2 00 = dx) = +1 
_ x+l, 1 
LO = 0 
FO) = Jxi80) = 4-0 
FO = Axrgla = 2-1 


-fO=X%2+ log) = 3x - 2 


3 
4 

5 

6 f0) = |x|;800 = |x - 3] 
7 

8 Ax 480 = 2-4 


. f) = 
9 f0 = 


Dos a 
jan x-2 


10. f0) = x2% g(x) = + 


En los ejercicios 11 a 14, para las funciones f y g y el número 
c, obtenga (f o gMc) mediante dos métodos: (a) calcule g(c) 
y utilice este número para determinar f(g(c)); (b) Determine 
(f o gu) y emplee ese valor para calcular (f e gXc). 

11. 0) = 3? — do g(a) = 21 - 50 =4 


12. f00 = da? - 36:80 = 2 - dc =5 


A A ip 
13. $0) = 5800 = ai 
== 
14. fa) = +, (a) = ES = 2 


En los ejercicios 15 a 24, defina las siguientes funciones y 
determine el dominio de la función compuesta: (a) f o g; 
(bJg o f:(c)fo f:(d)g o g. 

15. f) = x - 2, g(a) =x 4 7 

16. f(x) =3 - 2x8) = 6 — 3x 

17. Las funciones del ejercicio 1. 

18. Las funciones del ejercicio 2. 

19. f() = Vx= 220) = 2-2 


20. f0) =x? - 1:200) = z 


21. f9= L80) = yx 


22. f(x) = Vx: glo) = l 
23. f0) = lx]:200 = |x + 2] 
24. f(0) = Val —- 13800) = Vx—-1 


En los ejercicios 25 y 26 defina las siguientes funciones y 
determine el dominio de las funciones resultantes: (a) fc); (b) 
LOOP OL Pi: (df > ft. 
25, f(x) = Yx 26. fo) = 7 

q 
En los ejercicios 27 a 32, exprese h como composición de las 


dos funciones f y g en dos formas. 


27. ha) = íx2-4 28. h(x) = (9 + Py? 
4 


E PAS y 
29, Ha) = (- > 5) 75 
31. Ho = (+ 4-5 32. hb) = lx] +4 


En los ejercicios 33 a 38, trace en la graficadora la gráfica de 
la función y a partir de la gráfica conjeture si la función es par, 
impar o de ninguno de estos dos tipos. Después confirme su 
conjetura analíticamente. 


30. 100) = 


33. (a) f()=2*-312+ 1  (b) e) = 55 + 1 
34. (a) fa) = 12 +2x+ 2 (b) 20 =xé- 1 
35. (a) fm) = 5x? — 7x (b) £6) = |x| 


DD 20=xX4+1 
(b) g(x) = 5x* - 4 


36. (a) f(x) = ax? + 3x7 


37. (a) fQ) = 
38. (a) f(0) = (b) 8() = 2 |x| +3 


En los ejercicios 39 y 40, determine analíticamente si la fun- 
ción es par, impar o de ninguno de estos dos tipos. 


1 


3 2 
39. a b) gm = FA 
(y) 51 (b) £(r) y] 


4 


(o) fu) (ES 
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: A-5 z-= 1 
40. ho) = b = 
(a) h(x) PCI (b) 22) 47 
lo si 0 
oro [y Es 


En los ejercicios 41 a 44, haga lo siguiente: (a) defina fo), 
sin las barras de valor absoluto, en los intervalos indicados. (b) 
Apoye la respuesta del inciso (a) gráficamente trazando la grá- 
ficadefen la graficadora a partir de la ecuación dada. (c) A par- 
tir de la gráfica del inciso (b), establezca si la función es par, 
impar o de ninguno de estos dos tipos. (d) Confirme la respues- 
ta del inciso (c) analíticamente a partir de la ecuación dada. 


41. fa) = Lal, —o0, 0), (0, +00) 


42. A) = x |x|; (00, 0), [0, +00) 
43. fa) = |x- 2] - lx +2]: 
(=oo, -2), [-2, 2), [2, +00) 
[x+ 1] - ]x-1| 
A 


4. $0) = 
(00, —1), El, 0), (0, 1], (1, +00) 


45. ¿Es conmutativa la composición de dos funciones? Es de- 
cir, si f y g son dos funciones cualesquiera, ¿son iguales 
(Fo 96) y (a e f)09? Justifique su respuesta propor- 
cionando un ejemplo. 


Si f y g son dos funciones tales que (f o gWMx) = x y 
(g o FX) = x, entonces se dice que f y g son inversas una de 
la otra. En los ejercicios 46 a 50, demuestre que f y g son in- 
versas una de la otra. 


46. f00)=2x-3 y gu) = ma 
1 - 
47. fo=>3 y em) = — 
488. f0=x4x>0, y 200 = Yx s 


2 
49. f(0=12x<0, y e) =-/x 


50 fo =(GM- 1% y 20 =1+ Yx 

51. La función escalón unitario U y la función signo sgn se 
definieron en los ejercicios 47 y 49, respectivamente, de 
la sección 1.1. (a) Defina sgn(U(x)) y dibuje la gráfica. 
(b) Defina U(sgn(x)) y dibuje la gráfica. 


52. 


53, 


54 


55. 


56. 


57. 


58. 


59. 


61. 


Demuestre que si f y g son funciones impares, entonces 
(f + 8) y (f — g) también son funciones impares, mien- 
tras que f - g y ffg son funciones pares. 

Determine si la función compuesta f e g es par o impar en 
cada uno de los casos siguientes: (a) f y g son impares; (b) 
fes par y g es impar; (c) g es par. 


Encuentre fórmulas para (f o g)(x) si 
0 six<0 
fo) =32x si0<x<l 
0 sil <x 
y 
1 six<0 
8) = ly si0<x<l 
1 sil<x 


Dibuje las gráficas def, gyf o g. 
Encuentre fórmulas para (g 2 fXx) a partir de las funciones 
del ejercicio 54, Dibuje la gráfica de g o £. 


Sif(a) = x? + 2x + 2, encuentre dos funciones g para 
las cuales (f o gx) = x? -4x +5, 


Si fíx) = x?, encuentre dos funciones g para las cuales 
(fo 6 = 4? — 12x + 9 


Demuestre que si f y g son dos funciones lineales, enton- 
ces f e g es una función lineal. 


Existe una función cuyo dominio es el conjunto de todos 
los números reales que es a la vez par e impar. ¿Cuál es esa 
función? Demuestre que es única esta función. 


. Suponga que f(x) = - 200) = 2 y hx) = —x. De- 


muestre que (f e gXx)= (g o fx) y explique por qué 
fe gnig e fson la misma que h. 


Trace en la graficadora las gráficas de las dos funciones 
F y G definidas por 


_ vxx+l _ fx +1 
ED = A y Cd = 13 


[Observe que F es la misma función que f/g del ejemplo 
1(d)]. Explique por qué las gráficas de F y G no son las mis- 
mas y, consecuentemente, las funciones no son iguales. 


1.3 FUNCIONES COMO MODELOS MATEMÁTICOS 


En las aplicaciones del Cálculo, se necesita expresar una situación del mundo 
real en términos de una relación funcional, denominada modelo matemático 
de la situación. Esta sección está destinada a proporcionarle práctica en la obten- 
ción de funciones como modelos matemáticos y al mismo tiempo para mostrarle 
algunas de las aplicaciones que encontrará posteriormente. 

Aunque no siempre se emplea un método específico para obtener un modelo 
matemático, a continuación se le presentan algunos pasos que le proporcionarán 
un procedimiento posible que deberá seguir. Conforme estudie los ejemplos, 
refiérase a estos pasos para ver cómo se aplican. 


Eb 
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Sugerencias para resolver problemas que implican 

una función como modelo matemático 

1. Lea el problema cuidadosamente hasta que lo entienda. Para com- 
prenderlo, con frécuencia es útil inventar un ejemplo específico 
que involucre una situación similar en la que las cantidades son 
conocidas. Otra ayuda es dibujar un diagrama si es posible, como 
se muestra en los ejemplos 4 y 5. 

2. Determine las cantidades conocidas y desconocidas. Utilice un sím- ; 
bolo, digamos x, para la variable independiente y un símbolo, por 
decir f, para la función que se obtendrá; entonces f(x) simbolizará el. 
valor de función. Como x y f(x) son símbolos para representar nú- 
meros, sus definiciones deben indicar este hecho. Por ejemplo, si la 
variable independiente representa longitud y la longitud se mide en 
pies, entonces si x es el símbolo para la variable, x debe definirse 
como el número de pies de la longitud o, equivalentemente, x pies* 
es la longitud. 

3. Anote cualquier hecho numérico conocido acerca de la variable y 
del valor de la función. ; 

4. A partir de la información del paso 3, determine dos expresiones 
algebraicas en términos de la variable y del valor de la función. De 
estas dos expresiones forme una ecuación que defina la función. Aho- 
ra ya se tiene una función como modelo matemático del problema. 

5, A fin de terminar el problema una vez que se ha aplicado el modelo .. 
matemático, para determinar las cantidades desconocidas, escriba * 
una conclusión, la cial consista de una o más oraciones, que respon- 
dan a las preguntas del problema. Asegúrese de que la conclusión - 
contenga las unidades de medición correctas. 


» EJEMPLO 1 El volumen de un gas a presión constante es di- 
rectamente proporcional a la temperatura absoluta y a la temperatura de 175* 
el gas ocupa 100 mí, (a) Encuentre un modelo matemático que exprese el 
volumen como una función de la temperatura. (b) ¿Cuál es volumen del gas a 
una temperatura de 140”? 

Solución 

(a) Sea f(x) metros cúbicos el volumen del gas cuya temperatura es x grados. 

Entonces, por la definición de variación directamente proporcional 


Fx) = kx 0) 


donde k es una constante. Como el volumen del gas es 100 mi a la tempera- 
tura de 175”, se sustituye x por 175 y f(x) por 100 en (1), de donde se obtiene 


100 = k(175) 
ko: 
Al sustituir este valor de k en (1), se obtiene 
fa) = tx 
(b) A partir de la expresión para f(x), se obtiene 
f0140) = Ed 140) 
= 80 
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_f2x si0<x< 10 
005 (e sil0<x 
FIGURA 1 


Conclusión; A una temperatura de 140%, el volumen del gas es de 
80 m'. 4 


» EJEMPLO 2 Un mayorista vende un producto por libra (o frac- 
ción de libra); si se ordenan no más de 10 libras, el mayorista cobra $2 por li- 
bra. Sin embargo, para atraer órdenes mayores, el mayorista cobra sólo $1.80 
por libra si se ordenan más de 10 libras. (a) Encuentre un modelo matemático 
que exprese el costo total de la orden como una función de la cantidad de libras 
ordenadas del producto. (b) Dibuje la gráfica de la función del inciso (a). (c) 
Determine el costo total de una orden de 9.5 lb y de una orden de 10.5 lb. 


Solución 
(a) Sea C(x) dólares el costo total de una orden de x libras del producto. 
Entonces, 
am = [> si0<x<10 
18x sil0< x 


(b) La gráfica de la función C se muestra en la figura 1. 
(c) C(x) se obtiene a partir de la ecuación C(x) = 2x cuando 0 < x < 10 y 
de la ecuación C(x) = 1.8x cuando 10 < x. Por tanto, 


C(9,5) = 2 (9.5) C(10.5) = (1.8100.5) 
= 19 = 18.90 
Conclusión; El costo total de 9.5 lb es $19 y el costo total de 10.5 Ib 
es $18.90. d 


Observe en el inciso (b) del ejemplo 2 que la gráfica de C se rompe en el 
punto donde x = 10, lo cual indica que la función C es discontinua enx = 10. 
Se estudiará esta propiedad en la sección 1.8. Por ahora, note que debido a esta 
discontinuidad de C, sería más ventajoso incrementar el tamaño de algunas ór- 
denes de compra para obtener un costo total menor. En particular, sería im- 
prudente comprar 9.5 lb por $19 cuando se pueden comprar 10.5 lb por $18.90. 

En el ejemplo siguiente se tiene una función compuesta como un modelo 
matemático. 


» EJEMPLO 3 En un bosque un depredador se alimenta de su 
presa, y para las primeras 15 semanas a partir del fin de la temporada de caza, 
la población de depredadores es una función f de x, el número de presas en el 
bosque, la cual a su vez, es una función g de t, el número de semanas que han 
pasado desde el fin de la temporada de caza. Si 


f0= ¿2 -2x+50 y £0) = 41 + 52 


donde 0 < £ < 15, haga lo siguiente: (a) Encuentre un modelo matemático 
que exprese la población de depredadores como un función del número de 
semanas a partir del fin de la temporada de caza. (b) Determine la población 
de depredadores 11 semanas después del cierre de la temporada de caza. 


Solución 


(a) La población de depredadores £ semanas después del cierre de la tempora- 
da de caza está dada por (f e gXt), donde 0 < t < 15. 


Fo DO = 0) 
= f(4t + 52) 
= L(4t + 52)? — 2(41 + 52) + 50 


4 (17 - 2x) pulg ———= 
17 pulg 


< (10 - 2x) pulg 
e 10 pulg > 


FIGURA 2. 


FIGURA 3 


[O, 5] por [O, 200] 
VO) = 170x — 54x? + 4x? 


FIGURA 4 
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(b) Cuando : = 11, se tiene 


(fo gdl) = ¿(006)? — 2(96) + 50 
= 50 
Conclusión: Once semanas después del cierre de la temporada de caza 
la población de depredadores es 50. 4 


En la sección 2.8 se considerará la situación del ejemplo 3 y se determi- 
nará la tasa a la cual creció la población de depredadores 11 semanas después 
del cierre de la temporada de caza. 


» EJEMPLO 4 Un fabricante de cajas de cartón desea elaborar 
cajas abiertas a partir de piezas de cartón rectangulares de 10 pulg por 17 pulg 
cortando cuadrados iguales en las cuatro esquinas y doblando hacia arriba los 
lados. (a) Encuentre un modelo matemático que exprese el volumen de la caja 
como una función de la longitud del lado de los cuadrados que se cortarán. (b) 
¿Cuál es el dominio de la función obtenida en el inciso (a)? (e) En una grafica- 
dora determine, con aproximación de dos cifras decimales, la longitud del lado 
de los cuadrados que se cortarán de modo que la caja tenga el volumen más 
grande posible. ¿Cuál es el volumen máximo? 


Solución 

(a) Sea x pulgadas la longitud del lado de los cuadrados que se cortarán y sea 
V(o pulgadas cúbicas el volumen de la caja. En la figura 2 se presenta una 
pieza de cartón dada y la figura 3 muestra la caja obtenida a partir de la pie- 
za de cartón. El número de pulgadas de las dimensiones de la caja son x, 
10 — 2x y 17 — 2x. Por tanto, 


VO) = x(10 - 217 — 2x) 
= 170x — 54x? + 40 


(b) De la expresión para V(x) del inciso (a), se observa que V(0) = 0 y 
V(S) = 0. A partir de las condiciones del problema se sabe que x no pue- 
de ser un número negativo ni tampoco mayor que 5. En consecuencia, el 
dominio de V es el intervalo cerrado [0, 5]. 

(c) La gráfica de la función V trazada en el rectángulo de inspección de [0, 5] 
por [0, 200] se muestra en la figura 4. Se observa que V tiene un valor 
máximo en su dominio. La. coordenada x del punto más alto de la gráfica 
proporciona la longitud del lado de los cuadrados, los cuales deben cor- 
tarse para obtener la caja de volumen máximo, y la coordenada y pro- 
porciona dicho volumen. En la graficadora se determina que el punto más 
alto es (2.03, 156.03). 


Conclusión: La longitud del lado de los cuadrados debe ser de 
2.03 pulg para obtener la caja cuyo volumen máximo es 156.03 pulg?. 4 


En la sección 3.2 se aplicará el Cálculo para confirmar analíticamente la 
respuesta del ejemplo 4(c). 


» EJEMPLO 5 Una envase cerrado de hojalata, cuyo volumen es 
de 60 pulg?, tiene la forma de un cilindro circular recto. (a) Determine un mode- 
lo matemático que exprese el área de la superficie total del envase como una 
función del radio de la base. (b) ¿Cuál es el dominio de la función obtenida en 
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FIGURA 5 


| 


[O, 10] por [0, 200] 
Sir) = 2 + 27 


FIGURA 6 


el inciso (a)? (c) En una graficadora determine, con aproximación de dos ci- 
fras decimales, el radio de la base del envase si se emplea la cantidad mínima 
de, hojalata en su elaboración. 


Solución 


(a) Observe la figura 5, ésta muestra el envase cilíndrico donde r pulgadas 
es la longitud del radio de la base y k es la altura. Se empleará la cantidad 
mínima de hojalata cuando el área de la superficie total sea un mínimo. El 
área de la superficie lateral es 27rh pulg?, y el área de cada una de las 
dos tapas es 7rr? pulg?. Si S pulgadas cuadradas es el área de la superficie 
total, entonces 


S = 21rh + 27 r? (2) 


Como zr?h pulgadas cúbicas es el vorumen de un cilindro circular recto y 
el volumen del envase es de 60 pulg, se tiene que 


ar?h = 60 
Al despejar k de esta ecuación y sustituirla en (2), se obtiene S como fun- 
ción de r: 
sS(n = 21 (60) + 27r? 
Tr 
su) = + 2ar? 


(b) Para obtener el dominio de S, observe en la ecuación que define a S(r) que 
r no puede ser cero. Sin embargo, teóricamente r puede ser cualquier nú- 
mero positivo. Por tanto, el dominio de S es (0, +00). 

(c) La figura 6 muestra la gráfica de S trazada en el rectángulo de inspección 
de [O, 10] por [O, 200]. La coordenada r del punto más bajo de la gráfica 
proporciona el radio para el área de la superficie total mínima. En la gra- 
ficadora se determina que el punto más bajo es (2.12, 84.84). 


Conclusión: Se empleará la cantidad mínima de hojalata en la ela- 
boración del envase cuando el radio sea de 2.12 pulg. 4 


En la sección 3.9 se confirmará analíticamente la respuesta del ejemplo 
5(c) como una aplicación del Cálculo. 


» EJEMPLO 6 En una comunidad de 8 000 personas, la velocidad 
con la que se difunde un rumor es conjuntamente proporcional al número de 
personas que lo han escuchado y al número de personas que no lo han escuchado. 
Cuando 20 personas han escuchado el rumor, éste circula a una velocidad de 
200 personas por hora. (a) Encuentre un modelo matemático que exprese la 
velocidad a la que se esparce el rumor como una función del número de perso- 
nas que lo han escuchado. (b) ¿Qué tan rápido circula el rumor cuando lo 
han escuchado 500 personas? (c) En la graficadora, estime cuántas personas han 
escuchado el rumor cuando éste corre con la mayor velocidad. 


Solución 
(a) Sea f(x) el número de personas por hora la velocidad a la cual corre el ru- 


mor cuando lo han escuchado x personas. Entonces, por la definición de 
variación conjuntamente proporcional, 


f(x) = kx(8000 — x) (3) 
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donde k es una constante. Como el rumor circula a la velocidad de 200 
personas por hora, cuando 20 personas lo han escuchado, se sustituye x 
por 20 y f(x) por 200 en (3), obteniéndose 


200 = k(20)(8 000 — 20) 


L 
798 


Al sustituir k por este valor en (3), se tiene 


x(8 000 — x) 


qee 798 


(b) De la expresión anterior para f(x), se obtiene 


500(8 000 — 500) 
798 
4 699.25 


F(S00) = 


$ 


Conclusión: El rumor se difunde a una tasa de 4699 personas por 
hora cuando lo han escuchado 500 personas, 


“(c) La figura 7 muestra la gráfica de f trazada en el rectángulo de inspección 
l de [O, 8 000] por [0, 25 000]. Se determina que el punto más alto se obtie- 
ne cuando x = 4000. 


Conclusión: El rumor se difunde a la mayor velocidad cuando lo han 
escuchado 4 000 personas, la mitad de la población. >] 


En las secciones 3.2 y 7.4 se considerará la situación del ejemplo 6 para 


[0, 8.000] por [0, 25 000] 


x(8 000 — x1) 


Ed 798 


ilustrar dos aplicaciones diferentes del Cálculo. En la sección 3.2 se confir- 
mará analíticamente la respuesta del inciso (c). Después, en la sección 7.4, se 
obtendrá un modelo que exprese el número de personas que han escuchado el 


rumor como función del tiempo que el rumor ha sido esparcido, de modo que 


FIGURA 7 


se puede determinar cuántas personas han escuchado el rumor en cualquier 


momento particular. Aprenderá que la gráfica de este modelo recibe el nom- 
bre de curva de crecimiento logístico. También se probará en la sección 7.4 
que, finalmente, la población completa escuchará el rumor. 


En cada ejercicio, obtenga una función como un modelo mate- 
mático de una situación particular. Muchos de estos modelos 
aparecerán posteriormente en el texto cuando se aplique el 
Cálculo a la situación. Defina la variable independiente y el va- 
lor de la función como un número e indique las unidades de 
medición. En algunos de los ejercicios, la variable indepen- 
diente, por definición, puede representar un número no negati- 
vo. Por ejemplo, en el ejercicio 1 si x representa el número de 
trabajadores, entonces x debe ser un número entero no nega- 
tivo. En tales ejercicios, para satisfacer los requerimientos de 
continuidad (que la gráfica no se rompa) necesarios para 
aplicar el Cálculo posteriormente, considere que la variable 
independiente representa un número real no negativo, No ol- 
vide completar el ejercicio escribiendo una conclusión, 


1. La nómina de pago diario de una cuadrilla es directamente 
proporcional al número de trabajadores, y una cuadrilla de 
12 tiene una nómina de $810. (a) Encuentre un modelo ma- 


temático que exprese la nómina de pago diario como una 
función del número de trabajadores. (b) ¿Cuál es la nómi- 
na de pago diario para una cuadrilla de 15 trabajadores? 


El peso aproximado del cerebro de una persona es direc- 
tamente proporcional al peso de su cuerpo, y una persona 
que pesa 150 lb tiene un cerebro cuyo peso aproximado es 
de 4 lb. (a) Encuentre un modelo matemático que exprese 
el peso aproximado del cerebro como una función del peso 
de la persona. (b) Determine el peso aproximado del ce- 
rebro de una persona que pesa 176 lb. 


El periodo (tiempo para una oscilación completa) de un 
péndulo es directamente proporcional a la raíz cuadrada 
de la longitud del péndulo, y un péndulo de 8 pie de lon- 
gitud tiene un periodo de 2 s. (a) Encuentre un modelo 
matemático que exprese el periodo de un péndulo como 
una función de su longitud. (b) Determine el ode de un 
péndulo de 2 pie de longitud. 
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po 


. Para una cuerda que vibra, el número de vibraciones es 


directamente proporcional a la raíz cuadrada de la ten- 
sión de la cuerda, y una cuerda particular vibra 864 veces 
por segundo bajo una tensión de 24 kg. “(a) Encuentre un 
modelo matemático que exprese el número de vibracio- 
nes como una función de la tensión. (b) Determine el nú- 
mero de vibraciones por segundo bajo una tensión de 
6 kg. 


. Los cargos de embarques se basan frecuentemente en una 


fórmula que proporciona el cargo mínimo por libra confor- 
me el cargamento se incrementa. Suponga que los cargos de 
embarques son los siguientes: $2.20 por libra si el peso no 
excede 50 lb; $2.10 por libra si el peso es mayor que 50 lb 
pero no excede 200 lb; $2.05 por libra si el peso es mayor que 
200 1b. (a) Encuentre un modelo matemático que exprese el 
costo total de un embarque como una función de su peso. (b) 
Dibuje la gráfica de la función del inciso (a). (c) Determi- 
ne el costo total de un embarque de 50 lb; 51 lb; 52 Ib; 53 lb; 
200 lb; 202 1b; 204 lb y 206 lb. 


. En 1995, el porte de correo para una carta de primera clase 


se calculó como sigue: 32 centavos para la primera onza o 
menos, y 23 centavos por onza (o fracción de onza) adicio- 
nal para las siguientes 10 oz. (a) Encuentre un modelo 
matemático que exprese el porte de correo para una carta 
de primera clase, que no pese más de 11 oz, como una fun- 
ción de su peso. (b) Dibuje la gráfica de la función del 
inciso (a). (c) Determine el porte de correo para una car- 
ta de primera clase que pesa 1.6 oz, 2 0z, 2.1 0z, 8.4 oz 
y 1loz. 


El costo de una llamada telefónica desde Mendocino a San 
Francisco durante el horario de oficinas es 40 centavos por 
el primer minuto y 30 centavos por cada minuto o fracción 
adicional. (a) Encuentre un modelo matemático que expre- 
se el costo de una llamada telefónica, que no dura más de 
5 min, como una función de la duración de la llamada. (b) 
Dibuje la gráfica de la función del inciso (a). (c) Determine 
el costo de una llamada telefónica que dura 0.5 min, 2 min, 
2.5 min, 3 min, 3.5 min y 5 min. 


El precio de admisión regular para un adulto a una deter- 
minada función en el Coast Cinema es de $7, mientras que 
para un niño menor de 12 años de edad es de $4 y el pre- 
cio para adultos de por lo menos 60 años de edad es de 
$5. (a) Encuentre un modelo matemático que exprese el 
precio de admisión como una función de la edad de la 
persona. (b) Dibuje la gráfica de la función del inciso (a). 


La demanda de un juguete en cierto almacén es una función 

f de p, el número de dólares de su precio, el cual es a su vez 
una función g de £, el número de meses desde que el juguete 
llegó al almacén. Si 


5 000 


7 
fm) = 
p? 


la 
D= —1ó+ —t+ 
dl e 20 20' A 


haga lo siguiente: (a) encuentre un modelo matemático 
que exprese la demanda como una función del número de 
meses desde que el juguete llegó al almacén. (b) Determine 


10. 


11. 


12 


13. 


14. 


la demanda cinco meses desde que el juguete llegó al 
almacén. 


En un lago, un pez grande se alimenta de un pez mediano 
y la población del pez grande es una función f de x, el nú- 
mero de peces de tamaño mediano en el lago. Á su vez, el 
pez mediano se alimenta de un pez pequeño, y la población 
de peces medianos es una función g de w, el número de pe- 
ces pequeños en el lago. Si 


f(x) = 420x + 150 y g(w) = Yw 3 5000 


haga lo siguiente: (a) encuentre un modelo matemático 
que exprese la población de peces grandes como una fun- 
ción del número de peces pequeños en el lago. (b) Deter- 
mine el número de peces grandes cuando el lago contiene 
9 millones de peces pequeños. 


El área de la superficie de una esfera es función de su ra- 
dio. Si el radio de una esfera mide r centímetros y A(r) 
centímetros cuadrados es el área de la superficie, entonces 
A(r) = 4xr?. Suponga que un globo mantiene la forma 
de una esfera conforme se infla de modo que el radio cam- 
bia a una tasa constante de 3 cm/s. Si f(t) centímetros es 
el radio del globo después de r segundos, haga lo siguien- 
te: (a) calcule (A o f)(z) e interprete su resultado. (b) De- 
termine el área de la superficie del globo después de 4 s. 


El volumen de una esfera es función de su radio. Si el ra- 
dio de una esfera mide r pies y V(r) pies cúbicos es su 
volumen, entonces V(r) = 4xr?, Suponga que una bola 
de nieve de 2 pie de radio comenzó a derretirse a una tasa 
constante de 4.5 pulg/min. Si f(t) pies es el radio de la 
bola de nieve después de f minutos, haga lo siguiente: (a) 
calcule (V o £ Xt) e interprete su resultado. (b) Determine 
el volumen de la bola de nieve después de 3 min. 


A un campo de forma rectangular se le colocaron 240 m 
de cerca. (a) Encuentre un modelo matemático que expre- 
se el área del terreno como una función de su longitud. 
(b) ¿Cuál es el dominio de la función del inciso (a)? (e) Al 
trazar la gráfica de la función del inciso (a) en la grafica- 
dora, estime, con aproximación de metros, las dimensiones 
del campo rectangular de mayor área que pueda cercarse 
con 240 m. 


sta? 4 A, A 


En un jardín rectangular se colocaron con 100 pie de cer- 
ca. (a) Encuentre un modelo matemático que exprese el 
área del jardín como una función de su longitud. (b) ¿Cuál 
es el dominio de la función del inciso (a)? (e) Al trazar la 
gráfica de la función del inciso (a) en la graficadora, esti- 
me, con aproximación de pies, las dimensiones del jar- 


15. 


16. 


17. 


18. 
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dín rectangular de mayor área que pueda cercarse con 
100 pie. 


Realice el ejercicio 13 considerando ahora que un lado 
del terreno está sobre la orilla de un río, por lo que tiene 
una límite natural, y el material para cercar se empleará en 
los otros tres lados. 


Realice el ejercicio 14 considerando ahora que el jardín está 
situado de modo que el lado de una casa sirve como límite, 
y el material para cercar se empleará en los otros tres lados. 


Un fabricante de cajas de hojalata abiertas desea emplear 
piezas de hojalata con dimensiones de 8 pulg por 15 pulg, 
cortando cuadrados iguales en las cuatro esquinas y do- 
blando hacia arriba los lados. (a) Encuentre un modelo 
matemático que exprese el volumen de la caja como una 
función de la longitud del lado de los cuadrados que se 
cortarán. (b) ¿Cuál es el dominio de la función del inciso 
(a)? (e) Determine en la graficadora, con aproximación de 
décimos de pulgada, la longitud del lado de los cuadrados 
que se cortarán de modo que la caja tenga el volumen más 
grande posible. ¿Cuál es el volumen máximo aproximado a 
pulgadas cúbicas? 


Un fabricante de cajas de cartón hace cajas abiertas a partir 
de piezas cuadradas de cartón de 12 cm de lado, cortando 
cuadrados iguales en las cuatro esquinas y doblando los 
lados hacia arriba. (a) Encuentre un modelo matemático 
que exprese el volumen de la caja como una función de la 
longitud del lado de los cuadrados que se cortarán. (b) ¿Cuál 
es el dominio de la función del inciso (a)? (c) Determine en 
la graficadora, con aproximación de centímetros, la longi- 


19. 


21. 


22, 


24. 


tud del lado de los cuadrados que se cortarán de modo que 
el volumen de la caja sea máximo. ¿Cuál es el volumen 
máximo aproximado a centímetros cúbicos? 


Realice el ejercicio 17 considerando ahora que el fabrican- 
te elabora las cajas abiertas a partir de piezas de hojalata 
rectangulares de dimensiones de 12 pulg por 15 pulg. En el 
inciso (c), determine la longitud del lado de los cuadrados 
que se cortarán y el volumen aproximado con dos cifras 
decimales. 


Realice el ejercicio 18 considerando ahora que el fabrican- 
te elabora las cajas abiertas a partir de piezas de cartón 
rectangulares de dimensiones de 40 cm por 50 cm. En el 
inciso (c), determine la longitud del lado de los cuadrados 
que se cortarán y el volumen aproximado con dos cifras 
decimales. 


Para el envase de hojalata del ejemplo 5, suponga que el 
costo del material para las tapas es dos veces el costo del 
material para los lados, (a) Determine un modelo matemá- 
tico que exprese el costo total del material como una fun- 
ción del radio de la base del envase. (b) ¿Cuál es el dominio 
de la función del inciso (a)? (e) Detemine en la graficado- 
ra, con aproximación de dos cifras decimales, el radio de la 
base para el cual el costo total del material es el mínimo. 


Realice el ejemplo 5 considerando ahora que el envase es 
abierto en lugar de cerrado. 


Una página impresa contiene una región de impresión de 
24 pulg?, un margen de 1.5 pulg en las partes superior e 
inferior y un margen de 1 pulg en los lados. (a) Encuentre un 
modelo matemático que exprese el área total de la página 
como una función del ancho de la región de impresión. (b) 
¿Cuál es el dominio de la función del inciso (a)? (e) Deter- 
mine, en la graficadora, con aproximación, de centésimos 
de pulgada, las dimensiones de la página más pequeña que 
satisface estos requerimientos. 


1.5 pulg 


Un almacén que tiene un piso rectangular de 13 200 pie?, 
se construye de modo que tenga pasillos de 22 pie de ancho 
en el frente y en fondo del almacén, y pasillos de 15 pie de 
ancho en los lados. (a) Encuentre un modelo matemático 
que exprese el área total del terreno donde se construirá 
el almacén y los pasillos como una función de la longitud 
del frente y del fondo del almacén. (b) ¿Cuál es el dominio 
de la función del inciso (a)? (c) Determine en la graficado- 
ra, con aproximación de centésimos de pie, las dimen- 
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siones del terreno que tiene el área mínima en el cual este 
almacén se construirá. 


Suponga que desea utilizar un servicio de correo particular 
para enviar un paquete que tiene forma de caja rectangularcon 
una sección transversal cuadrada tal que la suma de su 
longitud y el perímetro de la sección transversal es 100 pulg, 
el máximo permitido porel servicio. (a) Encuentre un mode- 
lo matemático que exprese el volumen de la caja como una 
función de su longitud. (b) ¿Cuál es el dominio de la función 
del inciso (a)? (c) Determine en la graficadora, con aproxi- 
mación de pulgadas, las dimensiones del paquete que tiene 
el mayor volumen posible que pueda enviarse por este 
servicio. 


En un ambiente limitado donde A es el número óptimo de 
bacterias soportado por el ambiente, la tasa del crecimien- 
to bacteriano es conjuntamente proporcional al número 
presente de bacterias y la diferencia entre A y el núme- 
ro presente. Suponga que el número óptimo soportable por 
un ambiente particular es 1 millón de bacterias, y que la 
tasa de crecimiento es de 60 bacterias por minuto cuando 
se tienen 1000 bacterias presentes. (a) Encuentre un 
modelo matemático que exprese la tasa de crecimiento bac- 
teriano como función del número de bacterias presentes. 


27. 


(b) ¿Cuál es la tasa de crecimiento cuando están presentes 
100000 bacterias? (e) Determine en la graficadora, con 
aproximación de miles, cuántas bacterias están presentes 
cuando la tasa de crecimiento es un máximo. 


Fort Bragg, en el norte de California, es una ciudad pequeña 
con 5 000 habitantes. Suponga que la tasa de crecimiento de 
una epidemia (la tasa de variación del número de personas 
infectadas) en Fort Bragg es conjuntamente proporcional al 
número de personas infectadas y el número de personas no 
infectadas. Cuando 100 personas están infectadas, la epide- 
mia crece a una tasa de 9 personas por día. (a) Encuentre 
un modelo matemático que exprese la tasa de crecimiento 
de la epidemia como una función del número de personas 
no infectadas. (b) ¿Qué tan rápido es el crecimiento de la 
epidemia cuando 200 personas están infectadas? (e) En 
la graficadora, determine cuántas personas están infectadas 
cuando la tasa de crecimiento de la epidemia es un máximo. 


Una tienda de campaña con forma de pirámide cuadrangu- 
lar se construye a partir de una pieza cuadrada de material 
de 5 m de lado. En la base de la pirámide, sea x metros la 
distancia desde el centro a uno de sus lados. Refiérase a 
la figura. (a) Encuentre un modelo matemático que 
exprese el volumen de la casa de campaña como una fun- 
ción de x. Sugerencia: La fórmula para el volumen de una 
pirámide es V = ¿Bh, donde V, B y h son, respectiva- 
mente, las medidas del volumen, el área de la base y la 
altura. (b) Determine el volumen de la pirámide cuando 
x = 0.8. (c) Determine en la graficadora, con aproxima- 
ción de centésimos de metro, el valor de x para el cual el 
volumen de la pirámide es un máximo. 


A A 
1.4 INTRODUCCIÓN GRAFICA A LOS LIMITES DE FUNCIONES 


El primer contacto con límites concierne a límites de funciones. Para dar una 
idea intuitiva del límite de una función se dedicará esta sección a una inter- 
pretación gráfica, los resultados de esto se confirmarán analíticamente al em- 
plear desigualdades. La discusión desarrollada aquí facilitará el camino para la 
definición presentada en la sección 1.5. 

Se comenzará con una función particular: 


212 +x-3 


= Mm 


fa) = 

* 

Observe que esta función no está definida cuando x = l; esto es, f(1) no exis- 
te. Sin embargo, la función está definida para cualquier otro número real. Se 
investigarán los valores de la función cuando x se aproxima a 1, pero sin lle- 


P(1,2) 
Q(x, 2? + x - 1) 
FIGURA 1 
Qu, 2? + 1-1) 
P(1,2 
FIGURA 2 
Tabla 1 
2 - 
£ fa) = 2x% + x-3 
x-1 
0 3 
0.25 3,5 
0.5 4 
0,75 45 
0.9 4.8 
0.99 4.98 
0.999 4.998 
0.9999 4.9998 
0.99999 4.99998 
A 
Tabla 2 
EE El 2 AA 
2 - 
x F0 = 21 +x-3 
x>—1 
2 7 
1.75 6.5 
1,5 6.0 
1.25 5.5 
1.1 5.2 
1.01 5.02 
1.001 5.002 
1.0001 5.0002 
1.00001 5.00002 
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gar a ser 1. Usted puede preguntarse por qué se desea considerar estos valores 
de función. El siguiente ejemplo ilustrativo orientará esa pregunta. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Ei punto P(L, 2) está sobre 


la curva que tiene como ecuación 
y=22+x-1 


Sea Q(x, 2x4? + x - 1) otro punto sobre esta curva, diferente de P. Cada una 
de las figuras 1 y 2 muestran una porción de la gráfica de la ecuación y la recta 
secante que pasa por Q y P, donde Q está cerca de P. En la figura 1, la coorde- 
nada x de Q es menor que 1, y en la figura 2 es mayor que l. Suponga que 
FG) es la pendiente de la recta PO. Entonces 


Q+x-D-2 
x-1l 


fo = 


2 - 
fMo= +x-3 
x-1 


la cual es la ecuación (1). Además, x + 1 porque P y Q son puntos distintos. 
Conforme x se aproximan cada vez más a 1, los valores de f(x) se acercan cada 
vez más al número que se definirá en la sección 2.1 como la pendiente de la 
recta tangente a la curva en el punto P. 4 


Considere otra vez la función definida por la ecuación (1) y calcule f(x) 
cuando x toma los valores 0, 0.25, 0.50, 0.75, 0.9, 0.99, 0,999, 0.9999, 0.99999, 
y así sucesivamente. Se están tomando valores de x cada vez más cercanos a 1 
pero menores que 1; en otras palabras, la variable x se aproxima a 1 a través 
de números que son menores que 1. La tabla 1 proporciona los valores de la 
función para estos números. 

Ahora considere que la variable se aproxima a 1 através de números que son 
mayores que 1; esto es, x toma los valores 2, 1.75, 1.5, 1.25, 1.1, 1.01, 1.001, 
1.0001, 1.00001, etc. Los valores de la función para estos números se muestran 
en la tabla 2. 

Observe que en las dos tablas conforme x se aproxima cada vez más a 1, 
FG) se acerca más y más a 5; y cuanto más cerca esté x de 1, más cerca esta- 
rá f(x) de 5. Por ejemplo, de la tabla 1, cuando x = 0.9, f(x) = 4.8; esto es, 
cuando x es menor que | por0.1, f(x) es menor que 5 por0.2. Cuandox = 0.999, 
FG) = 4.998; es decir, cuando x es menor que 1 por 0.001, f(x) es menor que 5 
por 0.002. Además, cuando x = 0.9999, f(x) = 0.49998; esto es, cuando x es 
menor que 1 por 0.0001, f(x) es menor que 5 por 0.0002. 

La tabla 2, muestra que cuando x = 1.1, f(x) = 5.2; esto es, cuando x es 
mayor que 1 por 0.1, f(x) es mayor que 5 por 0.2. Cuandox = 1.001, f(x) = 
5.002; es decir, cuando x es mayor que 1 por 0.001, f(x) es mayor que 5 por 
0.002. Cuando x = 1.0001, f(x) = 5.0002; esto es, cuando x es mayor que 1 
por 0.0001, f(x) es mayor que 5 por 0.0002. 

Por tanto, de las dos tablas se observa que cuando x difiere de 1 por 
+ 0.001, (estoesx = 0.9990x = 1.001), f(x) difiere de 5 por + 0.002 (es decir 
FO) = 4.998 o f(x) = 5.002). Y cuando x difiere de 1 por + 0.0001, f(x) 
difiere de 5 por + 0.0002. 

Ahora, enfocando la sifiación desde otro punto de vista, se considera- 
rán primero los valores de f(x). Es posible hacer que los valores de f(x) estén 
tan cercanos a 5 como se desee, si se toman valores de x suficientemente cerca- 
nos a l; esto es, | fO-5S | puede hacerse tan pequeño como se desee hacien- 
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: 08 


3 > > Xx 
-1 1-8/111+8 


Xx * 


2 
f0) = 2x1 +x-3 
x-1l 


FIGURA 3 


[O, 4.7] por [4, 6] 


224 x-3 


Fx) = 
x=) 


FIGURA 4 


[0, 4.7] por [4, 6] 


2 
fo) = 2x*+x-3 
x-l 


y=48 y y=52 


FIGURA 5 


do |x - 1] lo suficientemente pequeño. Pero tenga presente que x nunca 
toma el valor 1. 

Esta condición puede escribirse en forma más precisa empleando dos 
símbolos para las diferencias pequeñas. Los símbolos empleados usualmente 
son las letras griegas € (épsilon) y d (delta). De modo que se establéce que 
para cualquier número positivo € existe un número positivo ó, seleccionado 
adecuadamente, tal que si |x =1 | es menor que d y |x = 1 | % 0 (esto es, 
x 4 1), entonces | FO) - 5| es menor que € .-Es importante-señalar que-pri- 
mero se elige € y que el valor de 3 depende del valor de € . Otra forma de 
expresar esto es: proporcionado cualquier número positivo € , puede lograrse 
que | FO) - 5 | < € tomando lx = 1] lo suficientemente pequeño; es 
decir, existe un número positivo d lo suficientemente pequeño tal que 


si 0< |x-1| <8 entonces |f()-5| < € (2) 


Observe que el numerador de la fracción en (1) puede factorizarse de | 
modo que 


- Lx+ 31) 
x-1 


Fo 


Six % 1, entonces el numerador y el denominador pueden dividirse entre 
x — 1 para obtener 


fa) = 2x + 3 xA41 (3) 


La ecuación (3), junto con la indicación de que x 4.1, es tan adecuada como 
la ecuación (1) para una definición de f(x). 

Ahora se verá el significado geométrico de todo esto para la función 
particular definida por las ecuaciones (1) o (3). La figura 3 ilustra el significa- 
do geométrico de € y Ó. Observe que si x, en el eje horizontal, está entre 
Il - 6 y 1 + Ó, entonces f(x), en el eje vertical, estará entre 5 - € y 
S + €;o0equivalentemente, 


si 0< |r-1| < 8 entonces |fG)-5| < € 


Otra manera de establecer esto es la siguiente: f(x), en el eje vertical, puede 
restringirse a que esté entre 5 — € y 5 + € obligando a que x, en el eje 
horizontal, esté entre 1 - $ y 1 + 6. 

A continuación se mostrará gráficamente cómo elegir una Ó adecuada 

para una € dada. La figura 4 muestra la gráfica de la función f trazada en el 
rectángulo de inspección de [0, 4.7] por [4, 6]. La gráfica tiene un «agujero» 
en el punto (1, 5), el cual puede o no exhibirse en la graficadora, esto depende 
del modelo de la graficadora y del rectángulo de inspección elegido. 
Suponga que € = 0.2; se desea restringir f(x), en el eje vertical, de modo 
que esté entre 5 — 0.2 y 5 + 0.2 o, equivalentemente, entre 4.8 y 5.2. Se tra- 
zan las rectas y = 4.8 y y = 5.2 y la gráfica de f en el mismo rectángulo 
de inspección, como se muestra en la figura 5. Se observa que las rectas 
intersectan a la gráfica de fen los puntos donde x = 0.9 y x = 1.1, respecti- 
vamente. De modo que para € = 0.2, se toma Ó = 0.1 y se establece que 


si 0< |x- 1f < 0.1 entonces |f(x) - 5] < 0.2 


Esta es la proposición (2) con € = 0.2 y d = 0.1, lo cual está de acuerdo 
con lo observado en las tablas 1 y 2. Si su graficadora tiene la característica de 
sombra (shade), se podrá tener apoyo gráfico al trazar la gráfica de f: el rec- 
tángulo horizontal sombreado entre las rectas y = 4.8 y y = 5.2, y el 


[O, 4.7] por [4, 6] 


2 An 
fo = 2 +:-3 

x-1 
y=48 y y=32 
x=09 y x=11 


FIGURA 6 


[0.9, 1.1] por [4.9, 5.1] 


e de 
x-1 
y=498 y y = 5.02 


FIGURA 7 


[0.9, 1.1] por [4.9, 5.1] 


fo = 242 + x-3 
x-1 

y=498 y y = 5.02 

x=09 y x= 1.01 


FIGURA 8 
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rectángulo vertical sombreado entre las rectas x = 0.9 y x = 1.1 en el rec- 
tángulo de inspección de [0, 4.7] por [4, 6] como se muestra en la figura 6. 
Ahora suponga que € = 0,02 y trace la gráfica de f y las rectas y = 4.98 
= 5.02 en el rectángulo de inspección de [0.9, 1.1] por [4.9, 5.1] como 
se muestra en la figura 7. Se observa que las rectas intersectan a la gráfica de 
fen los puntos donde x = 0.99 y x = 1.01, respectivamente. Por tanto, para 
€ = 0,02, se toma Ó = 0.01 y se establece que 


si 0< |x-1| < 0.01 entonces |f() - 5] < 0.02 


Esta es la proposición (2) con € = 0.02 y Ó = 0.01, lo cual está de 
acuerdo con la información de las tablas 1 y 2. Otra vez se obtiene apoyo grá- 
fico adicional de la figura 8, la cual muestra el rectángulo horizontal som- 
breado entre las rectas y = 4.98 y y = 5.02, el rectángulo vertical sombreado 
entre las rectas x = 0,99 y x = 1.01 y la gráfica de f en el rectángulo de 
inspección de [0.9, 1.1] por [4.9, 5.1]. 

Se puede dar como € cualquier número positivo pequeño y determinar 
un valor adecuado para Ó tal que si |x -1 | <Óyx=x 1 (esto es, 0 < 
lx - 1] < 8), entonces |f() — 5] será menor que €. Observe que los 
valores de € se eligen arbitrariamente y puede ser tan pequeño como se desee, 
y que el valor de $ depende del valor elegido de € . También debe señalarse 
que a un valor pequeño de € le corresponderá un valor pequeño de 9. Como 
para cualquier € > 0 puede determinarse un $ > 0 tal que la proposición 
(2) se cumpla, se establece que el límite de f(x) conforme x tiende o se apro- 
xima a 1, es igual a 5, o expresado con símbolos 


lim fo) = 


Observe que en esta ecuación se tiene un nuevo uso del símbolo “igual”. Aquí, 
ningún valor de x hace que f(x) tenga el valor 5. El símbolo “igual” es apro- 
piado debido a que el lado izquierdo está escrito corno lím fa) 

x> 


De (3) es evidente que puede lograrse que f(x) esté tan cerca de 5 como 


se desee, tomando x suficientemente cerca de 1, por lo que esta propiedad de: 


la función f no depende de que f esté definida cuando x = 1. Este hecho 
proporciona la diferencia entre lím F00 y el valor de la función en 1; es decir, 
> 
lim f0) = 5, pero F(1) no existe. En consecuencia, en la proposición (2), se 
>1 


escribe 0< lx =1 | debido a que sólo nos interesan los valores de f(x) 
para x cerca de 1, pero no parax = 1. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 


2x+3 sixvx1 
go = | . 
Y six = 1 


Sea g la función definida por 


La gráfica de g se muestra en la figura 9. Exceptoenx = 1, la función g tiene 
los mismos valores de la función f definida por la ecuación (1). En conse- 
cuencia, como el hecho de que lím FG) = 5 no tiene nada que ver con lo 
> 
que ocurre en x = 1, se puede aplicar el argumento anterior a la función g 
y concluir que para cualquier € > 0 existe un 9 > O tal que 
si 0< |x - 1] < Ó entonces lgGo - 5| < € 


de modo que lim g(a) = 5. Note que g€1) = 7; por lo que para esta función, 
> 


el límite de la función y el valor de la función existen para x = 1, pero no 
son iguales. | 
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D EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 Sea h la función definida por 
1 ho) = 2x + 3 


La gráfica de h consta de todos los puntos de la recta y = 2x + 3, mostrada 

en la figura 10. Otra vez, excepto en x = l, se tiene una función con los 

mismos valores de la función f, definida por la ecuación (1), así como de la 

función g del ejemplo ilustrativo 2. De este modo, se puede aplicar una vez: 
más el mismo argumento y concluir que para cualquier € > 0 existe uñ 

$ > Otal que 


si 0<|r-1|<8 entonces [nto - 5s|< € 


ol : a * de modo que lím h(x) = 5. Sin embargo, en esta ocasión, el valor de la fun- 
> 


ción y el límite existen y son iguales para x = 1. Una consecuencia de este 
hecho, como se verá en la sección 1.8, es que la función h es continua en 
x = 1. Observe que la gráfica de h de la figura 10 no tiene ningún agujero 
FIGURA 9 en x = 1, considerando que las gráficas de f y g de las figuras 3 y 9, respec- 
tivamente, tienen un agujero en x = 1. En la sección 1.8 aprenderá que las 
funciones f y g son discontinuas enx = 1. 4 


2x+3 six*l 
(0 = 
20 E six= 1 


» EJEMPLO 1 Sea f la función definida por 
FO) = 4x- 5 


(a) Utilice una figura semejante a la figura 3 para € = 0.1 con el fin de 
determinar una-6 > O, tal que 


si 0<|x-2|<8 entonces |f(x) - 3| < 0.1 


(b) Apoye la elección de 6 del inciso (a) con el uso de la graficadora. 


(9) .. 
E Solución 


H0) = 2x +3 (a) Refiérase a la figura 11 y observe que los valores de la función crecen 


FIGURA 10 conforme x se incrementa. Así, la figura indica que se necesita un valor 
de xy tal que f(x,) = 2.9 y un valor de x) tal que f(x2) = 3.1; esto es, 
se necesitan x¡ y x, tales que 


4x1 -5=29 4 -3=31 
7.9 8.1 
X1 = “ x = eN 

x = 1.975 x = 2.025 


2 = 0.025, se elige $ = 


Debido a que 2 - 1.975 = 0.025 y 2.025 
0.025 .de modo que se tiene la proposición 


si 0< |x =- 2| < 0.025 entonces 100 =- 3] < 0.1 


(b) En la graficadora se traza la gráfica de f y las rectas y = 2.9 y y = 3.1 
en el rectángulo de inspección de [0, 3] por [O, 4] como se muestra en la 


S ax E figura, 12. Con la operación de intersección (intersection) o las de rastreo 
AU É > 

2 (trace). y aumento (z00m) de la graficadora, se determina que la recta 

ares y = 2.9 intersecta a la gráfica de fenx = 1.975 y que la recta y = 3.1 


intersecta a dicha gráfica en x = 2.025, lo cual apoya la elección de $ 
, FIGURA 11 efectuada en el inciso (a). 4 


[0, 3] por [0, 4] 
FO) = 4x- 5 
y=- 2.9 y y=>= 3.1 


FIGURA 12 
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En el ejemplo siguiente se utiliza el símbolo = por primera vez. La fle- 
cha = significa implica. También se emplea la doble flecha «<=, lo cual sig- 
nifica que las proposiciones precedente y siguiente son equivalentes, 


» EJEMPLO 2 Confirme analíticamente la elección de $ en el 
ejemplo 1 utilizando propiedades de las desigualdades. 


Solución Se desea determinar una $ > 0 tal que 


si 0< |r-2|<8 entonces |f0) - 3] < 0.1 
=> si 0<|x-2|<8 entonces  |(4x- 5)-3|<o0.1 
> si 0<|x-2|<8 entonces 4|x - 2|<0.1 
> si O<|x-2|<8 entonces |x - 2] < 0.025 


Esta proposición indica que una elección adecuada de ges 0.025, Con esta Ó, 
se tiene el argumento siguiente: 


0.< |x - 2|< 0.025 
4 |x - 2| < 4(0.025) 


=> | 4x - 8] < 0.1 
=> |(x-5)-3|<.0.1 
> |f0) - 3|< 0.1 


De esta manera, se ha confirmado analíticamente que 


si 0<|x-2|< 0.025 entonces |f(x) - 3| < 0.1 9 


En los ejemplos 1 y 2 cualquier número positivo menor que 0.025 pue- 
de utilizarse en lugar de 0.025 como la Ó requerida. Observe este hecho en la 
figura 11. Además, si 0 < y < 0.025 y si se cumple la desigualdad (4), en- 
tonces se tiene que 


si 0<l|x-2|< y entonces |f0) - 3| < 0.1 


ya que cualquier número x que satisfaga la desigualdad O < |x - 21 < Y 
también satisface la desigualdad O < |x - 2| < 0.025. 

Las soluciones de los ejemplos 1 y 2 consistieron en determinar 
una ó para una € específica. En la sección 1.5 aprenderá: que si para ciilquier 
€ > 0 se puede determirfar una $ > 0, tal que 


si 0 <|x-2|<8 entonces |(4x - 5) -3|<e€ 


entonces se habrá establecido que lím (4x - 5) =.3, Esto se hará en el: 
ejemplo 1 de la sección 1.5. LS 


PD EJEMPLO 3 sea f la función definida pot 
fo) = xy? 
(a) Utilice una figura con € = 0.3 para determinar una $ > Otal que 
si 0< Ix - 2| <ó6 entonces (Ao) - 4| < 0.3 


(b) Apoye la elección de 4 del inciso (a) con el uso de la graficadora. 


34 CAPÍTULO 1 FUNCIONES, LÍMITES Y CONTINUIDAD 


fM=»* 
FIGURA 13 


[1.91, 2.09] por [3.6, 4.4] 
fo) = 
y=37yy=43 


FIGURA 14 


Solución 
(a) La figura 13 muestra una porción de la gráfica de fen una vecindad del 
. punto (2, 4). Six > 0, los valores de la función crecen conforme el va- 
lor de x se incrementa. Por tanto, la figura indica que se necesita un valor 
positivo x, tal que f(x) = 3.7 y un valor positivo x, tal que f(x9) = 4.3; 
esto es, se necesitan x¡ > 0 y x2 > 0, tales que 


x= 3,7 x22 = 4,3 
Xx = 43.77 X= 44.3 
x] = 1.92 Xx“ 2.07 


Entonces 2 -- 1.92 = 0.08 y 2.07 — 2 = 0.07. Debido a que 0.07 < 0.08, 
se elige Y = 0.07 de modo que se tiene la proposición 


si 0<|x-2| < 0.07 entonces |f(x) - 4| < 0.3 


Cualquier número positivo menor que 0.07 puede tomarse como la Ó re- 

querida, 

(b) La figura 14 muestra las gráficas de f y de las rectas y = 3.7 y y = 4,3 
trazadas en el rectángulo de inspección de [1.91, 2.09] por [3.6, 4.4]. En 
la graficadora se determina que la recta y = 3.7 intersecta a la gráfica 
de fen x = 1.92 y que la recta y = 4.3 intersecta a dicha gráfica en 
x = 2.07, lo cual apoya la elección de 6 del inciso (a). >! 


Y EJEMPLO 4  Confirmeanalíticamente la elección de Sdel ejem- 
plo 3 empleando propiedades de las desigualdades. 


Solución Se desea determinar una $ > 0 tal que 


si 0<|r-2|<68 entonces  |fx) - 4] < 03 (5) 
es si 0<|x-2|<8 entonces | -4|<03 
e si 0<l|r-2|<08 entonces  |x-2|]x + 2|< 0.3 


Observe en el lado derecho de esta proposición que además del factor 
|x — 2], se tiene el factor |x +2 |. Por tanto, se necesita obtener una 
desigualdad que contenga a |x + 2 | . Para hacer esto, se restringe la Ó que se 
requiere. Considere que 9es menor que o igual a 0.1, lo cual parece razonable. 
Entonces 


0<|x-2|<8 y 8<0.1 


> 0<|x-2|< 0.1 
>  -01<x-2<01 
> 39<x+2<41 
> lx +2 |< 4.1 
Así 
0<|x- 2|<8 y 8<0.1 
> 0<lx-2|<8 y |x+2|<4.1 
> lx - 2 | lx + 2|< $4.1) 


Recuerde que el objetivo consiste en obtener la proposición (5). De modo que, 
debe pedirse que 


$4.1)<03 > sh 
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Ahora se tienen dos restricciones sobre 0: $ < 0.1y 8 < A Para que ambas 
restricciones se cumplan, se toma d = E el menor de los dos números. 
Mediante el uso de esta Ó, se tiene el argumento siguiente: 


0< lx - 2[< ¿ 


=> lx - 2[<% y lx +2|< 4.1 
=> lx - 2||x + 2|< 24.1) 
=> [x2 - 4|<0.,3 


Por tanto, se ha determinado una 0 de modo que la proposición (5) se 
cumple. Puesto que ñ = 0.07 se ha confirmado la elección de 6 del 
ejemplo 3. 4 


Ahora se aplicarán los conceptos anteriores a fin de determinar cómo 
debe medirse aproximadamente una cantidad para asegurar una aproxima- 
ción específica de la medición de una segunda cantidad que depende de la 
primera. 


» EJEMPLO 5 Para la situación del ejemplo 1 de la sección 1.3, 
¿cuál debe ser la temperatura del gas si éste ocupa un volumen entre 79.5 m$ 
y 80.5 m3? 


Solución Enel ejemplo 1 de la sección 1.3 se obtuvo el siguiente modelo 
matemático de la situación: 


fm= tr 


donde f(x) metros cúbicos es el volumen de un gas cuya temperatura es x 
grados. Como f(140) = 80, el gas ocupa 80 m3 a una temperatura de 140". 
Se desea determinar qué tan cerca debe estar x de 140 para que f(x) no esté 
a más de 0.5 de 80; esto es, para € = 0.5 se desea determinar una 9 > 0 
tal que 


si 0<|x-,140|< 8 entonces  |f() - 80] < 0.5 


> si 0<|x- 140] < $ entonces | £x - 80| < 0.5 
> si 0<|x- 140]< 8 entonces 1|%x- 80|< 7 (0,5) 
e si 0<|lx - 140| < 3 entonces |x — 140] < 0875 


Por tanto, se toma Ú = 0.875, y se tiene el argumento siguiente: 


0 < |x - 140] < 0.875 
=> 2 [x - 140] < £(0.875) 
=s tx - 80] < 05 


En consecuencia, 


si 0<|x- 140|< 0.875 entonces |f(x) - 80] < 0.5 


Conclusión: Para que el gas ocupe un volumen entre 79.5 y 80.5 m? su 
temperatura debe estar entre 139.125" y 140.875". 4 


» EJEMPLO 6 La cubierta circular de una mesa tiene un área 
que difiere de 2257 pulg? en menos de 4 pulg?. ¿Cuál es la medida aproxi- 
mada del radio? 
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A(r) = na 


FIGURA 15 


Solución Observe la figura 15. Si la longitud del radio de la cubierta de 
la mesa es de r pulgadas y A(r) pulgadas cuadradas es el área de la cubierta, 
entonces - 


A(r) = Tr? 


El área es 22577 pulg? cuando el radio mide 15 pulg. Se desea determinar qué 
tan cerca debe estar r de 15, de modo que A(r) no esté a más de 4 unidades de 


_ 2257. Esto es, si € = 4, se desea determinar una Ú > O, tal que 


si 0 <|r-15|<8 entonces | A(r) — 2251 | < 4 
e si0< |r - 15| <óÓ entonces |zr? - 2257, | <4 
4 


> si 0 < |r- 15|<8 entonces |r-15||r+ 15|< % (6) 
T 


Debido a que se tiene el factor |x + 15 | del lado derecho de la proposición 
(6), se necesita una desigualdad que contenga a este factor. A fin de obtener 
dicha desigualdad, se restringe Ó de modo que 9 < 1. Entonces 


0O<|r-15|<8 y 8<1=0<|r-15|<1 


> E 14 < r< 16 
> 29<r+ 15< 31 |r + 15| < 31 
Por tanto, 


si 0 <|r- 15] <8 y 8 <'l entonces |r - 15| |r + 15| < 331) 


"Como se desea que la proposición (6) se cumpla, será necesario que 


deDEL e de e 
rx 3l7 


Ahora se tienen dos restricciones sobre 6: $ < l y 8 < e Se elige Ó 


como ETA el menor de estos dos números. Con esta Ó se tiene el siguiente 


317 
argumento: 
vela” 
317 
> Ir-15[< E y |r + 15|< 31 
4 
- 15 i5|< ÍH1 
> Ir - 15||r + [58D 
> A |r? - 225|< 4 
Por tanto, 


si 0< |r-15|< A entonces | A(r) - 2251 ] < 4 
T y 
Como Se = 0.041, se tiene la siguiente conclusión. 
T 


Conclusión: — El radio de la cubierta de la mesa debe estar entre'14.959 pulg y 
15.041 pulg para que dicha cubierta tenga un área que difiera de 2257 pulg? 
por menos de 4 pulg?, 4 
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EJERCICIOS 1.4 y | 


En los ejercicios 1 y 2, se proporcionan f(x), a, L, € y una fi- A a rl ars Le 
gura. A partir de la figura determine 8 '> 0, tal que 14: Hu = o A A 


si 0 < |x — a] <S entonces 00 - L| < € 
1 f0 =2-5a=3L=1€=02 
y 15. f0=é*+1la=-2L=5€=1 ' 


Para los ejercicios 15 y 16, siga las mismas instrucciones 
que para los ejercicios 1 y 2. 


16. f(0) = 


2 ra (0) 1 


-1.2 -0.8 


En los ejercicios 3 a 14, se proporcionan f(x), a, L y €. (a) Uti- 
lice una figura semejante a la de los ejercicios 1 y 2 y el 
ejemplo 1, y argumentos similares al del ejemplo 1 'para de- 
terminar una $ > 0, tal que 7" 


si 0< lx = a| < Hentonces 1400 - L| <€ 


(b) Apoye la elección de 5del inciso (a) usando una graficadora. 

3. f() =x- lia=4;L=3; € =003 ; me 3 

E q .. eS , 
135 y14,5 

S. fo) =2x + 4a = 3,L = 10; € = 0.01 

6 f0) = 3x- lia =2¡L =S; € =0.1 

7. f00)= 5x- 3a = 1;L = 2; € = 0.05 

8. $60) = 4x- Sia = 2;L =.3; € = 0.001 

9, [o = 3 - 4dxa =-1;L = 7; € = 0.02 

10. fo) =2 + 5xa=-2¡L = -8; € = 0.002 * 


En los ejercicios 17 a 24, se proporcionan f(x), a, L y € (a). 
Utilice una figura semejante a la de los ejercicios 15 y 16 y del 
ejemplo 3, y argumentos similares al de este ejemplo para deter- 
minar una $ > O, tal que 


tl 


si O<|x-aj< 8 entonces  |f() - L|<e€ 


17. fo =x%a=3L=9€=05 


2 
11. fa) = EA a 2;L =-4; € = 0.01 18. f() = x%a =05,L = 0.25, € = 0.1 


+2” 


19. f0) =x%a=-1,L=1,€=0.2 


91? - 1 1 Y 
12. f0) = ÓN ES 00 20. f() =x*- Sa =1;L =-4; € = 0.15 
A : 21. f09=132-2+1l¡a=2;L=1,€=0.4 
13. fo) = 4x3... =-1liL=-4€=0.03 J E 
2x+1 2 2. f0) =x% +4x+ 4a=-l:L = 1; € = 0.08 
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23, f(00) = 2% + 5x + 3a= 
24. fía) = 


33L=6;€ 
lil = 


0.6 
0.3 


2 Tr +2ia= -2 € = 


En los ejercicios 25 a 36, confirme analíticamente (empleando 
propiedades de las desigualdades) la elección de $ del ejer- 
cicio indicado. 


25, 
27. 
29, 
31. 
33, 
35, 


Ejercicio 3 26, Ejercicio 4 
Ejercicio 7 28. Ejercicio 8 
Ejercicio 13 30. Ejercicio 14 
Ejercicio 17 32. Ejercicio 18 
Ejercicio 21 34. Ejercicio 22 
Ejercicio 23 36. Ejercicio 24 


En los ejercicios 37 a 44, primero obtenga una función como 
modelo matemático de la situación. Defina la variable depen- 
diente y el valor de función como números, e indique las uni- 
dades de medición. No olvide completar el ejercicio con una 
conclusión, 


37. 


38. 


A una persona que gana $15 por hora se le paga sólo por 
el tiempo real de trabajo. ¿Qué tan cerca de 8 horas debe 
trabajar una persona para que su salario difiera de $120 en 
no más de 25 centavos? 


Para la situación del ejemplo 1 de la sección 1.3, ¿cuál 


debe ser la temperatura del gas si éste ocupa un volumen 
entre 79.95 m* y 80.05 m?? 


39, Se construye una cerca. alrededor de un jardín de forma 


cuadrada. ¿Qué tan próxima a 10 pie debe estar la longi- 
tud de cada lado del jardín para que la longitud total de la 
cerca esté entre 39.96 y 40.04 pie? 


40. 


41. 


42. 


43: 


Se construye una señal circular de modo que la longitud de 
su circunferencia difiera de 67 pie en no más de*0.1 pie. 
¿Qué tan cerca de 3 pie debe medir el radio de la señal? 


Para el jardín del ejercicio 39, ¿qué tan cercana a 10 pie 
debe estar la longitud de cada lado del jardín para que el 
área de dicho jardín difiera de 100 pie? en no más de 
0.5 pie?? 


Para la señal del ejercicio 40, ¿qué tan cercano a 3 pie debe 
medir el radio de la señal para que el área de dicha señal 
difiera de 97 pie? en no más de 0.2 pie?? 


El número de pies que cae un cuerpo a partir del reposo en £ 
segundos varía directamente como el cuadrado de ?, y un 
cuerpo cae a partir del reposo 64 pie en 2 s. ¿Qué tiem- 
po cercano a 5 s le tomará a un cuérpo caer entre 398 y 
402 pie? 


. El número de libras por pie cuadrado de la fuerza del vien- 


to sobre una superficie plana cuando la velocidad del viento 
es v millas por hora, varía directamente como el cuadrado de 
v. Suponga que la fuerza es de 2 Ib/pie? cuando la velocidad 
del viento es de 20 mifh. ¿Qué tan cerca de 30 mi/h será la 
velocidad del viento cuando su fuerza sobre una superficie 
plana está entre 4.45 Ib/pie? y 4.55 lb/pie?? 


1.5 DEFINICIÓN DE LIMITE DE UNA FUNCIÓN 


Y TEOREMAS DE LÍMITES 


Ahora se presentará la definición formal de límite de una función. La definición 
contiene la proposición que implica las desigualdades con la notación € -d 
mostrada con frecuencia en la sección 1.4. ; 


1.5.1 Definición de límite de una función 


Sea f una función definida en cada múmero de algún intervalo abierto 
que contiene a a, excepto posiblemente en el número a mismo. El 
límite de f(x) conforme x se aproxima a a es L, lo que se escribe 
como pod 


lim fo) = 


Lt: 


vila siguiente Proposición es verdadera: 


dada cualquier € > 0, no importa cuan pequeña sea, existe una 


$ > Otal que 


si 0<|x-a|j< 8 entonces |f(x) - L| < € 


(1) 
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y y = fx) 


d y = $0) 


y =f0) 


2) L 
a-= 6, a+ ó, 


FIGURA 3 


En palabras, esta definición establece que los valores de función f(x) se 
aproximan al límite L conforme x lo hace al número a si el valor absoluto de la 
diferencia entre f(x) y L puede hacerse tan pequeña como se desee tomando x 
suficientemente cerca de a pero no igual a a. , 

Observe que en la definición no se menciona nada acerca del valor de la 
función cuando x = a. Recuerde, como se señaló en la sección 1.4, la función 
f no necesita estar definida en a, para que el lím f(x) exista. Más aún, si f 
está definida en a, lm f(x) puede existir sin que tenga el mismo valor que 
fía) como en el caso de la función del ejemplo ilustrativo 2 de la sección 1.4. 

Una interpretación geométrica de la definición de límite de una función f 
se muestra en la figura 1, la cual presenta una porción de la gráfica de f cerca 
del punto donde x = a. Como f no está necesariamente definida en a, no 
existe un punto en la gráfica de f con abscisa a. Observe que si x, en el eje 
horizontal, está entre a — Ó, y a + 6,, entonces f(x), en el eje vertical, estará 
entre L — € y L£L + € ¡. En otras palabras, al restringir x, en el eje horizontal, 
de modo que esté entre a — $, y a + Ó,, se restringe a f(x), en el eje verti- 
cal, de manera que esté entre L — €, y L + €. Así, 


si 0<lx-a|<g8, entonces |f() = El < €: 


La figura 2 muestra cómo un valor pequeño de €: puede requerir una elec- 
ción diferente para Ó. En la figura se aprecia que €, < €, y que el valor 
$, es demasiado grande; esto es, existen valores de x para los cuales 
0< |x ES al < Ó,, pero LG) - L| no es menor que €. Por ejem- 
plo, 0 < |x al <. 6, pero |) - L| > €». Por esta razón debe 
elegirse un valor d, más pequeño, como se muestra en la figura 3, tal que 


si 0 < |x-al< Ó, entonces |) - L|< € 


Sin embargo, para cualquier elección de € > 0, no importa que tan pequeño 


. sea, existe $ > O tal que la proposición (1) se cumple. Por tanto, lím f(x) = L. 
124 


En el primer ejemplo de esta sección, se vuelve a tratar la función mos- 
trada en los ejemplos"1 y 2 de la sección 1.4. 


» EJEMPLO 1 Utilice la definición de límite para demostrar que 
lím (4x = S) = 3 
1>2 


Solución El.primer requisito de la definición 1.5.1 es que 4x — $ esté 
definida en cada número de un intervalo abierto que Zontenga'a 2, excepto 
posiblemente en 2. Puesto que 4x = 5 está definida para todos los números 
reales, cualquier intervalo abierto que contenga a 2 satisface este requisito. 
Ahora se debe demostrar que para cualquier € > 0 existe una 9 > 0 tal que 


si 0<|x-2|<8 entonces |(4x - 5) -3|<€ (2) 
e si 0 <l|x-2|]< 8 entonces 4|x-2|< € 
S  si0<|xr-2|<8 entonces |x-2|< le 


4 


Esta proposición denota que tE es una Ó satisfactoria. Con esta elección de Ú 
se tiene el argumento siguiente: 


0<|x-2|< 8 a 
4 lx -2|< 46 
|4x —- 8| < 48 


uy 
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> |(4x — 5) - 3| < 48 
> |(4x - 5)-3|< € (porque $ = le) 


Por tanto, se ha establecido que si $ = 3 €, entonces se cumple la proposición 
(2). Esto demuestra que lím (4x - 5) = 3 
x> 


En particular, si € = 0.1, entonces se toma $ = (0.1), es decir, $ = 
0.025. Este valor de Ó corresponde al valor determinado en los ejemplos 1 y 
2 de la sección 1.4. 

Cualquier número positivo menor que j€ puede emplearse también 
como la $ requerida. 4 


En el suplemento de esta sección, al final del ápendice se proporciona un 

ejemplo que muestra cómo aplicar la definición 1.5.1 para demostrar que 
lím 2 = 4, 
*>2 A fin de calcular límites de manera más fácil que cuando se utiliza la 
definición se emplean teoremas, cuyas demostraciones están basadas en la de- 
finición. Estos teoremas, así como otros que aparecen en secciones posterio- 
res de este capítulo, están señalados con la etiqueta teorema de límites. 


1.5.2 Teorema 1 de limites Límite de una función lineal 


Si m y b son dos constantes cualesquiera, entonces 


lim (me + $) = ma + b 
xa 


Demostración A partir de la definición de límite de una función, se 
debe demostrar que para cualquier € > 0 existe una 9 > 0, tal que 


si 0< lx -a|< Ó entonces |(mx + b) — (ma + by|<e€ (3) 
Caso l:m % O. 


Como | (mx + b) - (ma + b)| = | m| . |x - al, se desea encon- 
trar una Ó > O para cualquier € > 0, tal que 


si 0<lx-a|<ó entonces |m| - |x - a|<e 
ocomom % 0, 


si 0<|x-a]<S entonces lama) 


[m| 


Esta proposición se cumplirá si $ = €/ | m | ; por lo que se puede concluir que 


si a entonces | (mx + b) — (ma + b)|<€ 
m 
Esto demuestra el teorema para el caso 1. 
Caso 2: m = 0. 
Sim = 0, entonces | (mx + b) — (ma + b)| = 0 para todos los valo- 
res de x. De modo que se toma $ como cualquier número positivo, cumplién- 
dose así la proposición (3). Esto demuestra el teorema para el caso 2. n 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1  Delteorema 1 de límites, 


lím Gx +5=3-2+5 
1532 = 11 d 


; A A 
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1.5.3 Teorema 2 de límites Límite de una función 
constante 


Si c es una constante, entonces para cualquier número a 
límc=c ¿ 


Este teorema se deduce inmediatamente del teorema 1 de límites toman- 
dom =0yb=c. 


1.5.4 Teorema 3 de límites Límite de la función 


identidad 


lím x= a 


a 


Este teorema también se deduce inmediatamente del teorema 1 de límites 
tomando m = 1yb =0. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Del teorema 2 de límites, 
lim IN 


y del teorema 3 de límites, 


lím x =-6 4 


x>-6 


1.5.5 Teorema 4 de límites Límite de la suma 


y de la diferencia de dos funciones 
Si lím Ax) =L y lím g(x) = M, entonces 
lim [f0) + g£(0] =LiM 


La demostración del teorema 4 de límites se presenta en el suplemento 


VV” de esta sección. En el enunciado del teorema, el hecho de que lím f(x) = Ly 
x>4 


lím g£6) = M indica que los límites existen. En otras palabras, no se puede 
1>4 


decir simplemente que el límite de la suma de dos funciones es la suma de 
sus límites, se debe agregar la condición de la existencia de los límites: sí los 
límites existen. Consulte el ejercicio 44 de la sección 1.6 y el ejercicio 50 
de la sección 1.7. 

El teorema siguiente de límites es una extensión del teorema 4 de lími- 
tes para cualquier número finito de funciones. Se le pedirá que proporcione 
la demostración mediante inducción matemática en el ejercicio suplemen- 
tario 10. 


1.5.6 Teorema 5 de limites Limite de la suma 
y de la diferencia de n funciones 


Si lím f¡() = Ly, lim £) =L, ..., y Um $6) = L,, entonces 
ln (101401. .1£0)=LtLt..tL, 


El límite del producto de dos funciones se tiene mediante el teorema 
siguiente de límites. Otra vez, observe que el teorema establece que el límite 
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AÑO 


E 


del producto de dos funciones es el producto de sus límites si los límites exis- 
ten. Para la demostración, refiérase al suplemento de esta sección. 


1.5.7 Teorema 6 de limites Limite del producto 
de dos funciones 
Si lím f(x) = Ly lím g(x) = M, entonces 


lím [f0) + ¿(0] = L:M 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 Del teorema 3 de límites, 
lím x = 4, y del teorema 1 de límites, lím Qx + 1) = 9, Así, por el teore- 
ma 6 de límites 


lim lQx + 1)] lim x ] lim Qx + 1) 


4-9 
36 d 


El teorema 6 de límites también puede extenderse a un número finito de 
funciones mediante la aplicación de la inducción matemática, como se le pe- 
dirá que lo haga en el ejercicio suplementario 13. 


1.5.8 Teorema 7 de limites Límite del producto 


de n funciones 
Si lím fi(9) = Ly lim £(0) = Lo... y lim f,(%) = Ly entonces 


lim (10080). - -£.00] = Lilo. . La 


1.5.9 Teorema 8 de límites Limite de la n-ésima 


potencia de una función 


Si limf() = Ly nes cualquier número entero positivo, entonces 
lim [f00Y = L” 


La demostración es inmediata a partir del teorema 7 de límites, tomando 
A00, £60,... f,(0) todas iguales a f(x) y Ly, L,, . . ., L, todos iguales a L. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 Del teorema 1 de límites, 


lim, (Sx + 7) = —3. Por tanto, del teorema 8 
xo 


2 


4 
lím (5x + Ti = lím (5x + »]| 


1 

1 
(95) 
Z= 
E 


= 8l de! 


El siguiente teorema de límites trata aterca del límite del cociente de dos 
funciones, y no sólo se requiere la existencia de los límites, sino que también 
se pide que el límite de la función del denominador sea diferente de cero. 
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1.5.10 Teorema 9 de limites Límite del cociente 


de dos funciones 
-Si lím FO = L y. lím 20 = M, entonces 


im Lo = L siMaA0 


La demostración de este teorema se presenta en la sección 1.9. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 5 Del teorema 3 de límites, 
lím x = 4, y del teorema 1 de límites, lím (7x + 1) = 27. Por tanto, del 
oreña 9 de límites, 


lím x 
== x>4 


lm ——_= 222 
esa Tar mx 
> 


1.5.11 Teorema 10 de límites Límite de la raíz 


n-ésima de una función 


. Sin es un número entero positivo y lim f(x) = L, entonces 
xa 


lím Uf) = 


coñ la restricción de que si n es par, L > 0. 


La demostración de este teorema también se proporciona en la sección 1.9. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 6 — Del ejemplo ilustrativo 5 y 


del teorema 10 de límites, 


lím 3/2 e CE 
ben 5 3 lím 141 
23 4 
NV 27 
3 


Ahora se establecerán dos teoremas, los cuales son casos especiales de 
los teoremas 9 y 10 de límites, respectivamente. Cada uno de estos teoremas se 
utiliza en la sección 1.9 para la demostración de los teoremas de límites 
correspondientes. 


1.5.12 Teorema 


Si a es cualquier número real diferente de cero, entonces 


0 lím 1 = 1 
a 
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1.5.13 Teorema 


Sia > 0 y nes un número entero positivo, o sia < 0 y nes un nú- 
mero entero impar, entonces 


lim Vx = Ya 


xx 


Las demostraciones de los teoremas 1.5.12 y 1.5.13 se presentan en el 
suplemento de esta sección. 

En los ejemplos siguientes se aplicarán los teoremas anteriores para calcu- 
lar límites. A fin de indicar qué teorema se ha aplicado se escribirá la abrevia- 
ción “T.n L.”, donde n representa el número del teorema; por ejemplo, “T.2 L.” 
se refiere al teorema 2 de límites. 


» EJEMPLO 2 Calcule lim (1? + 7x — 5), y cuando sea apro- 


1>3 
piado, indique los teoremas de límites que se aplicaron. 


Solución 
lím (2 + 7x - 5) = lím a+ lím Tx - lím 5 (T.5L.) 
1>3 > > > 
= limx-+- limx+ lim? + liímx - lím 5 (T.6L.) 
1>3 1>2)3 1>3 1>) 
= 3-3 4+7:3-5 T-3L.yT2L) 
=9%+2l-5 
= 25 4 


Es importante que se de cuenta de que el límite del ejemplo 2 se evaluó 
mediante la aplicación directa de los teoremas de límites. Observe que para la 
función f del ejemplo no sólo el lím 1/0) es igual a 25, sino que también f(3) 


es igual a 25, Pero recuerde, Mm 170 y f(a) no siempre son iguales. 


» EJEMPLO 3 Determine el siguiente límite y, cuando sea apro- 
piado, indique los teoremas de límites que se aplicaron: 


lím 1742143 


22 1245 


Solución 
lim 042 43 = óm a +0 +Í (T.10L.) 
1>2 1245 Vial 1245 ; j 


lím (13 + 2x +3) 

= [2 (T.9L.) 
lím (x* + 5) 

1>2 


lim x2 + lim 2x + lím 3 


== 122 1>2 1>2 T.5L. 

1 lim 12 + lim 5 í ) 
1>2 1>2 

Ñ (lim 1)? + lím 2 - lím x + lim 3 (T.6L. 

e V (lim o? + lim 5 yT.8L.) 


SIS 
234+2-2+3 


do (T.3L. y T.2L.) 


Tabla 1 
_ a 25 
xs [10= == 
L 
4 9 
4.5 9.5 
4.9 9.9 
4.99 9.99 
4.999 9.999 
Tabla 2 
x*-25 
x x) = 
0 = 
6 t 
5.5 10.5 
5.1 10.1 
5.01 10.01 
5.001 10.001 
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9 
- Y15 4 
3 
DP EJEMPLO 4 sea 
_ x2-25 
fu) =- EL 


(a) 


(b) 


Utilice una calculadora para determinar y tabular los valores de f(x) cuan- 
do x toma los valores 4, 4.5, 4.9, 4.99, 4,999 y cuando x es igual a 6, 5.5, 
5.1, 5.01, 5.001. ¿A qué valor parece que se aproxima f(x) conforme x 
tiende a 5? 

Confirme la respuesta del inciso (a) analíticamente mediante el cálculo 
del lím 0). 


Solución 


(a) 


(b) 


Las tablas 1 y 2 muestran los valores de f(x) para los valores indicados 
de x. Observando estas tablas, parece que f(x) se aproxima a 10 conforme 
x tiende a 5. 

En este caso, se tiene una situación diferente a las de los ejemplos anterio- 

2 
x* -25 
2 de- 
5 


res. No puede aplicarse el teorema 9 de límites al cociente 


bido a que lím (x — 5) = 0. Sin embargo, al factorizar el numerador se 


obtiene ros 
1? -25 - (UG +5) 
x-5 x-5 


Six * 5, entonces el numerador y el denominador pueden dividirse en- 
trex — 5 para obtenerx + 5. Recuerde que cuando se calcula el límite de 
una función conforme x se aproxima a 5, se consideran los valores de x 
cercanos a 5, pero sin tomar este valor. Por tanto, es posible dividir el 
numerador y el denominador entre x — 3. La solución se expresa en la 
siguiente forma. 


0 x2-258 4 (1 SMx+ 5) 
ir: 
= lím (a + 5) 
= 10 (T.1L.) 4 
» EJEMPLO 5 Considere 
ga) = 2-2 
1-4 


(a) 


(b) 


Utilice una calculadora para determinar y tabular los valores de g(x) cuan- 
do x toma los valores 3, 3.5, 3.9, 3.99, 3,999 y cuando x es igual a 5, 4.5, 
4.1, 4.01, 4.001. ¿A qué valor parece que se aproxima g(x) conforme x 
tiende a 4? Ñ 

Apoye la respuesta del inciso (a) trazando la gráfica de g en un rectángulo 
de inspección conveniente. 
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Tabla 3 
x | 80) = Yx-2 
x-4 
3 0.2679 
3,5 0.2583 
3.9 0.2516 
3.99 0.2502 
3.999 0.2500 
Tabla 4 
2 | gw = 2-2 
x-4 
5 0,2361 
45 0.2426 
4.1 0,2485 
4.01 0.2498 
4.001 0,2500 


[1, 5.7] por [0, 1] 
Yi-72 
x-4 


8(x) = 


FIGURA 4 


(c) 


Confirme la respuesta del inciso (a) analíticamente mediante el cálculo del 
lim g0x) y, cuando sea apropiado, indique los teoremas que se aplicaron. 
> 


Solución 


(a) 


(b) 


(c) 


equivalentes a 


Las tablas 3 y 4 muestran los valores de g(x) para los valores especifica- 
dos de x. Observando estas tablas, parece que g(x) se aproxima a 0.2500 
conforme x tiende a 4. 
La figura 4 muestra la gráfica de g trazada en el rectángulo de inspección 
de [1, 5.7] por [O, 1]. La gráfica tiene un agujero en el punto (4, 0.25). 
Utilizando el rastreo (trace) de la graficadora, se observa que g(x) se 
aproxima a 0.25 conforme x tiende a 4, lo cual apoya la respuesta del in- 
ciso (a). 
Como en el ejemplo 4, no se puede aplicar el teorema 9 de límites al co- 
Yx - 2 
x-4 
te se racionaliza el numerador multiplicando tanto el numerador como el 
denominador por J/x + 2. 

JE-2 _ (dx DAX + 2) 

x-4 — (x- 4 4/x +2) 

E e 
(x — 4)(4x + 2) 
Puesto que se está evaluando el límite conforme x tiende a 4, se consideran 
sólo los valores de x cercanos a 4 sin tomar este valor. En consecuencia, se 
pueden dividir el numerador y el denominador entre x — 4. Por tanto 


/x-2_ 1 


x-4 " Jx+2 
La solución se expresa como sigue: 
1x2 _ tim QA Dx + 2) 
1534 (x - 4M/x + 2) 
] -4 
O ia. A 
103 (1 QÍx + 2) 


ciente 


debido a que lím (x — 4) = 0. Parasimplificar el cocien- 
> 


sixz4 


: 1 
= 1 
na da + 2) 
lím 1 
S. 2 T.9L. 
lim(/x + 2) ( ) 
l 
OA CER T.2L. .4L. 
m2 Eh Ata 
124 x>4 
1 
O A T.10L.) y(T.2L. 
+2 O A 
ny! 
o paal (T.3L,) 
J4 +2 
yl 
=; 4 


De vez en cuando se necesitarán otros dos enunciados de límites que son 


lim f() = L 
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Apostol, (58 


Estos enunciados se presentan en los dos teoremas siguientes, cuyas demos- 
traciones se le pedirán en los ejercicios 63 y 64. 


1.5.14 Teorema 
limf() = L siysólosi  lim[f() - L] = 0 
24 xa 


1.5.15 Teorema 
liímf(x) = L. si y sólo si Limp +4a4=L 


” 


El teorema siguiente establece que una función no puede aproximarse a 
dos límites diferentes simultáneamente. Este teorema recibe el nombre de 
teorema de unicidad, debido a que garantiza que si el límite de una función 


existe, entonces es único. 


1.5.16 Teorema 


Si lím f(x) =L y lim f00) = L,, entonces £;¡ = L, 


Debido a este teorema se puede establecer que si una función f tiene 
un límite £ en el número a, entonces L es el límite de fen a. La demostración 
del teorema se proporciona en el suplemento de esta sección. 


En los ejercicios 1 a 10, demuestre, aplicando la definición 
1.5.1, que el límite es el número indicado. 


L Im7=7 2. lim (24) =-4 
1232 125 

3. lim(2x+1)=9 4. limídx + 3) =7 
1>4 >! 


5 mik=30-==2 6. lim(Qx +7) =-1 
123 1>3-4 
7. lím(l + 3x) =-=5 8. lim( - 2) =11 
1-2 eo 
2_ 2 
9% lim=1=2-2 10 tim22=6 
3 x+l O 


En los ejercicios 11 a 24, determine el límite y, cuando sea 
apropiado, indique los teoremas de límites que se aplicaron. 


11. lim(3x- 7) 12. lím (S5x + 2) 
x>5 1>>4 
13. lim(? + 2x - 1) 14. lím(2x? — 4x + 5) 
1>2 1>3 
15. lím(7? +8) 
222 
16. lim (Y - 2y? + 3y - 4) 
y>-1 
o 4x5 d+ 4 
MA 1 de ir 
2_ 
19. lim 5 20. lim 2% +1 
2 2546 212-344 
2 
21. lim J81+1 22. lim ¡E +3x+4 
rat r+3 1>2 V a? +1 
23. lim NE 3144 24, lim 39.12% 
1>4 2x? =x-1 1923 5-x 


En los ejercicios 25 a 30, haga lo siguiente: (a) utilice una 
calculadora para determinar con cuatro cifras decimales y ta- 
bular los valores de f(x) para los valores especificados de x. ¿A 
qué valor parece que se aproxima f(x) conforme x tiende « 
c? (b) Apoye la respuesta del inciso (a) trazando la gráfica de 
fen un rectángulo de inspección adecuado. (c) Confirme analf- 
ticamente la respuesta del inciso (a) calculando el lim f(x) 
A>ce 


y, cuando sea apropiado, indique los teoremas de límites que 
se aplicaron. 


25. f(x) = 


x-2 ses1,1.5,19, 1.99, 1.999 y x.es 3,2.5, 
xx -4 e pa 


2.1,2.01, 2.001; c = 2 
2 
26. $1) = 2E223% 22 vs -3,-2,5, -2.1,-2.01, 2.001 
x“ — 6x - 16 
y xes=1,-1.5,-1.9, 1.99, -1.999; 0 = -2 


2 
27. fa) = DAÍAS es 4, 3,5, 3,1, 3.01, -3.001, 
x*-x-12 
-3.0001 y x es -2, -2.5, -2.9, -2.99, -2.999, -2.9999; 
c==3 


28. f0) = 22473 .xes1,14, 1.49, 1.499, 1.4999 y res2, 
4x* - 9 


1.6, 1.51, 1.501, 1.5001;c = ¿2 


2 


29. f(x) = =— Yi : x es 8, 8,5, 8.9, 8.99, 8.999 y x es 10, 


9.5, 9.1, 9.01, 9.001; c = 9 
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30. fo = 2447 % xes-1,-0.5,-0.1,-0.01,-0.001 y 
Xx 


xes 1,0.5, 0.1,0.01,0.00l;c = 0 


En los ejercicios 31 a 46, determine el límite y, cuando sea 
apropiado, indique los teoremas de límites que se aplicaron. 


+ EN Li 
3L lim 2% 32. lim i-2% 
E 125 2+5 
33. lim 4-2 34. lim 3x1 
153/12 2x +3 131/3 9x2 —] 
E Es ¿e 
35. lim e 8s - 16 36. lím SE 17x + 20 
s$>14 25% - 95 +4 154 4x% —- 25x +36 
3 3_ 
37. a 38. lim =-) 
ya y+2 sol s$- 
27 E 
39. lim a 40. lím ¡8-27 
123 12y? + 7y +3 23/12 Y 41? —- 9 
41. lim Y2=1 42. lim 4443-72 
21 x-1 1>-1 x+l 
43. lim YA+2-42 44, tim dal 
»>0 h 21 x-1 
45. lim e RO 
1591 1421 4+6x+5 
46. lm 3-12-x+10 
122  x24+3x+2 
47. Si f(a) = +4 Sx- 3, demuestre analíticamente que 


49. 


51. 


52. 


53. 


lim FG) = f(Q). Apoye su respuesta gráficamente. 
> 


Si FG) = 247 + 7x — 1, demuestre analíticamente que 
lím F(o) = F(D. Apoye su respuesta gráficamente. 
x>- 

-1 

-1 


analíticamente que lím g(x) existe y calcúlelo. Apoye su 
1>) 


2 
Sigo = 3 


, ¿por qué no existe g(1)? Demuestre 


respuesta gráficamente. 
Si G(x) = E z > ¿por qué no existe G(1)? Demuestre 
x2- 


analíticamente que lím G(x) existe y calcúlelo. Apoye su 
>! 


* respuesta gráficamente. 


Si h(x) = A ¿por qué no existe A(0)? De- 


muestre analíticamente que lim h(x) existe y calcúlelo. 
> 


Apoye su respuesta gráficamente. 


Si H(x) = » ¿por qué no existe H(0y? De- 


x 

yx +1l-1 

muestre analíticamente que lím H(x) existe y calcúlelo. 
1>0 

Apoye su respuesta gráficamente. 

Si 


fo) = (507 six ot 2 


1 six=2 

encuentre el lím f(x) y demuestre que lim FO + f0). 
1>2 > 

Dibuje la gráfica de f. 


Si 
fa = dE 8 


encuentre el lím f(x) y demuestre que lím f(x) + f(3). 
193 1-3 


six *-3 
six<=-3 


Dibuje la gráfica de f. 


En los ejercicios 55 a 58, responda los incisos (a)-(c) a partir 
de la gráfica de f dibujada en la figura adjunta. 


55. El dominio de fes (-oo, +00). (a) Defina f(x) a trozos. (b) 


¿Cuáles son los valores de f(-3), £(0) y f(3)? (c) ¿Cuáles 
son los valores de lím f(x), lím f(x) y lím f()? 
123 x>0 123 


56. El dominio de fes (-oo, +00). (a) Defina f(x) a trozos. (b) 


¿Cuáles son los valores de f(-2), f(0) y £(2)? (c) ¿Cuáles 
son los valores de lím f(x), lím f(x) y lim f(0)? 
1>-2 1>0 1>2 


57. El dominio de fes [-5, 5]. (a) Defina f(x) a trozos. (b) ¿Cuá- 


les son los valores de f(-4), f(-3), X(3) y f(4)? (c) 
¿Cuáles son los valores de lim f(x), lim f(o, lím f(x) y 
lím F0? 1>-4 123 1>3 


58. 


El dominio de f es [—oo, 2]. (a) Defina f(x) a trozos. (b) 
¿Cuáles son los valores de f(-1), f(0), AD y f(43)? 
(c) ¿Cuáles son los valores de tim f(x), lím fo, 
lím fG) y lim $00? qa BEE 


En los ejercicios 59 a 62, dibuje la gráfica de alguna función f 
que satisfaga las condiciones dadas. En cada ejercicio el do- 
minio de fes (—0o, +00). 


59. f(2) = 3; 


60. 3) = 4 40) = =S; 


61. 


62. f(-2) + f(2); 


lim fo = 1; limfio = fía) si a + 2; el 
contradominio de f es el conjunto de todos los números 
reales. 


lím f(x) =-S; lim f(x) = 4; 
lím fo) = fla) sia x el eontidominio de f es el 
conjunto de todos los números reales. 

o FO + fES); 10 FO + fÓ); Lo FO) = fía) si 
a + +6; el contradominio de f es el conjunto de todos 
los números reales no negativos. 

lim f() + fE2) lim f(0 + f0); 
lím FO) = fa) si ES + +2; el ccorradoruio de f es el 


intervalo cerrado [-3, 3L 
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Hasta ahora, en el estudio del límite de una función conforme la variable 
independiente x tiende al número a, se han considerado valores de x cercanos 
aa, tanto mayores como menores que a; esto es, valores de x en un intervalo 
abierto que contenga a a, el cual no se considera como posible valor de x. 
Sin embargo, suponga que se tiene la función definida por 


fo = Vx -4 


63, 


65. 


67. 
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Demuestre el teorema 1.5.14. Sugerencia: Debido a que 
el teorema tiene el conectivo lógico si y sólo si, la de- 
mostración debe realizarse en dos partes. Para demostrar 
que lím f(x) = £ si lím [fG0 — £l = 0, inicie con 


1>4a 


in F() y sustituya ay “por LfG0O -— £j + L, después 


aplique el teorema 4 de límites. Para demostrar que 
Lon FO) = L sólo si La [FO — LE] = 0 o, equiva- 


Jentérménte, Loa LO) - “g =0 si lím MOS 


que el teorema 4 de límites a lím [ 1 - - Ll. 


L, apli- 


Demuestre el teorema 1.5.15. Sugerencia: como en la de- 
mostración del teorema 1.5.14, se requieren dos partes. 
Para demostrar que 1 cal FoO=L si a fes+ a =L, 


aplique la definición 1 S. 1 y después SÚstbigad + apor x 


y t por x — a. Para demostrar que E FO) = Lsólo si 
lim fe+ a) = Lo, equivalentemente, lim fe+a= 
e Tm FG) = L, aplique la definición is y E 


sustituya x por £ + a yx- aport. 


Si P es una función polinomial, ¿por qué existe head Po) 


para todos los números a y por qué puede determinarse 

este límite calculando Pía)? Si R es una función racional, 

¿por qué no puede tenerse un enunciado semejante al ante- 

rior que implique a lím R(x)? ¿Cómo podría modificar el 
r>a 

enunciado ánterior para el límite de una función racional? 


Si lím fGo existe y lím [f(0) + £(0)] no existe, expli- 
1>34 x>0 

que por qué puede concluirse que lím g(x) no existe. 

Sin emplear las palabras límite o se aproxima y sin utili- 


zar símbolos tales como € y Ó, establezca en palabras lo 
que significa el siguiente simbolismo: lím f(x) = 


Como f(x) no existe si x < 4, entonces f no está definida en cualquier in- 
tervalo abierto que contenga a 4. De modo que lím yx — 4 no tiene signifi- 
1>4 


cado. Si, de cualquier forma, se restringe x a números mayores que 4, puede 


lograrse que el valor de Y/x — 4 esté tan cerca de O como se desee tomando 
valores de x suficientemente cercanos a 4 pero mayores que 4. En talCáso, x 
se aproxima a 4 por la derecha y se considera el límite per la derecha (o el 
límite lateral derecho), el cual se define a continuación. Ñ 
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FIGURA 1 


six<o0 
six=0 
s50<x 


1.6.1 Definición de limite por la derecha 


Sea f una función definida en cada número del intervalo abierto 
(a, c). Entonces, el límite de f(x), conforme x tiende a a por la de- 
recha, es L, lo que se denota por 


¿lim 0) =L 


si para cualquier € > 0, sin importar qué tan pequeña sea, existe una 
$ > Otal que 


si0<x-a<oó entonces |f(x) - L| < € 


Observe que en la última línea de la definición, no se colocaron barras de 
valor absoluto alrededor de x — a ya que se consideran únicamente valores 
de x para los cuales x > a. 

Al calcular, a partir de la definición, el límite de /x — 4, conforme x 
tiende a 4 por la derecha, se tiene 


lím Y/x-4 =0 


1>4+ 

Si, cuando se considera el límite de una función, la variable independiente 
x se restringe a números menores que a, se dice que x se aproxima a a por la 
izquierda. Este límite recibe el nombre de límite por la izquierda (o límite 
lateral izquierdo). 


1.6.2 Definición de límite por la izquierda 

Sea f una función definida en cada número del intervalo abierto (d, a). 
Entonces, el límite de f(x), conforme x tiende a a por la izquierda, 
es L, lo que se denota por 


lim f(9'= L 
a” 
si para cualquier € > 0, sin importar qué tan pequeña sea, existe una 
$ > Otal que 


si0 <a=x<Ó8 entonces |f(x) - L| < € 


Se referirá al lim f(x) como el límite bilateral para distinguirlo de los 
límites laterales. >" 

Los teoremas 1 a 10 de límites estudiados en la sección 1.5 siguen siendo 
válidos si “x —> a” se sustituye por “x => at”o“x => a”. 


'> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 La figura 1 muestra la grá- 
fica de la función signo definida en el ejercicio 49 de la sección 1.1 
mediante 


1 six<o0 
senx=3 0 six=0 


l si0<x 
Como sgnx = —1six < Oysgnx = 1si0 < x, se tiene 
lím sgnx = lím (1) lím sgnx= lim 1 
x>0 x>0 1>30+ x>0+ 4 
= -] = 1 
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En el ejemplo ilustrativo 1, debido a que el límite por la izquierda y el límite 
por la derecha no son iguales, el límite bilateral lím sgn x no existe. El concepto 


de límite bilateral no existe debido a que los dos límites laterales son diferentes, 
lo cual es una consecuencia del siguiente teorema. 


1.6,3 Teorema 


El lím 10) existe y es igual a L si y sólo si Aim LA) y ¿óm $0) existen 
y son n iguales al. 


La demostración de este teorema se deja al estudiante como ejercicio 
(consulte el ejercicio 34). 


d > EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 En el ejemplo 2 de la sec- 


25 ción 1.3 se tuvo la siguiente función en la que C(x) dólares es el costo total de 
un pedido de x libras de un producto: 


am. 1% si0<x<l 
18x si l0<x 


La gráfica de C se muestra en la figura 2. Observe el rompimiento de la gráfica 
en x = 10. A continuación se examinará el Um, C(x). Como la definición 
> 


de C(x) cuando x < 10 es diferente de la definición cuando x > 10, debe 
distinguirse entre el límite por la izquierda en 10 y el límite por la derecha en 
10. Al calcular estos límites se obtiene 


lím C() = lím 2x lím CG) = lím 1.8x 
x=107 x>107 x>10+ 1>10+ 
_f2x si0s<x<I10 = 20 = 18 
ci (e si 10 <x 1 
Puesto que lím C(x) +  lím C(x), se concluye, por el teorema 1.6.3, que 
FIGURA 2 x>10- x>10+ 
lim, C(x) no existe. En la sección 1.8, se considerará otra vez esta función 
x>1 
como un ejemplo de una función discontinua. 4 
» EJEMPLO 1 Sea g la función definida por 
y g0o)= J lx] sixzx*0 
4 2 six=0 
(a) Dibuje la gráfica de g. (b) Determine lím g(x) si existe. 
44 x>0 
3 | Solución 
2 (a) La gráfica de g se muestra en la figura 3. Observe que la gráfica se rompe 
ny en el origen. 
HA + b) li = lím — lí = lí 
a e 
=0 =0 
0 q sixx*o0 
2 six=0 Como lim 80) = lím, 2(x), se concluye, por el teorema 1.6.3, que 
x>0 Dd 
FIGURA 3 lim g(x) existe y es igual a 0. Observe que g(0) = 2, lo cual no afecta 


al lim, 200. 4 
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» EJEMPLO 2 Sea h la función definida por 


ho = (3 4-2 six<l 


2+x sil<x 


(a) Dibuje la gráfica de h. (b) Determine, si existen, cada uno de los siguien- 
tes límites: lím A(x); lím Ao; límA(o. 


Solución 
(a) La gráfica de k se muestra en la figura 4. 
(b) lím ho) = lím (4 - 12) lím ho) = lím Q +12) 
1 xa” x>o!+ x>l+ 
EA 3 =.03 
> ox Como lim Lao = Limo h(x) y ambos son iguales a 3, se concluye, por 
elisojomaT: 6.3, que Tm ho = 3. 4 
ho) = q six <1 
2+x? sil<x 
FIGURA 4 » EJEMPLO 3 Sea fla función definida por 
> HA 
Fo = A: 


(a) Trace la gráfica de f y a partir de la gráfica haga una conjetura acerca de 
lím FG0). (b) Confirme analíticamente la conjetura del inciso (a). 
> 


.. 
Solución 


(a) La figura 5 muestra la gráfica de f trazada en el rectángulo de inspec- 
ción de [—1, 8.4] por [-2, 2]. Debido a que la gráfica se rompe en el 
punto donde x = 3, se sospecha que lím FG%) no existe. 


(b) Como 
A A 
3x s1x<3 e =l six<3 
1, 8,4] por [-2, 2] Al calcular los límites laterales se obtiene 
lx - 3] 
e la lA 
x-3 z amm ; A 
LAO) si Dare A 3 Un, Fo a, x= 3 
FIGURA 5 
= lím (-1) = líml 
13 1>3+ 
="-1 = 1 


Como lím f(x) + lím f(x), se ha confirmado analíticamente que 
ay x>3+ 


lím f(x) no existe. 4 
1>3 


» EJEMPLO 4 Sea f la función definida por 


x+5 six<-3 
fo = JO=x? si 3<x< 3 
3-x s3<x 


(a) Dibuje la gráfica de f. (b) Determine cada uno de los siguientes límites: 


lím_f00: lim feo: lím f00; lím fo; lim £(0; lím fo. 
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e Solución 
(a) La gráfica de fse muestra en la figura 6. 
(b)  lím f0) = lím (x + 5) lím f(x) = lim y9- 1? 
1-37 roy 1>-3+ 1>-3+ 


Como lím fix) + lím, f(x), entonces lim f(x) no existe. 
13-37 o3+ 123 


y q r [ A) Ñ de ij a 
x+5 six <-3 Jm FO E Jm 9 y ma, Fx) = Mm (3 x) 
Ho = 9-1? s133x13<3 =0 =0 
3 Xx si3<x 
FIGURA 6 Como lím f(x) = lim f(x), entonces lím f(x) existe y es igual a.0. 4 


EJERCICIOS 1.6 


En los ejercicios 1 a 22, dibuje la gráfica de la función y si exis- e*-4 six<2 
te, determine el límite indicado; si el límite no existe, diga por 9 f(0)=<4 six=2 
qué razón. 4-2 si2<x 

2 six<l (a) lim fG0; (b) lím fG0; (c) lím fo) 

L fm e 1 si a 1>2 1>2 1>2 

TA 2x+3 six<l]l 
10. fa) = 34 six= 1 
(a) lim FfGo; (b) Lim fo); (c) lím fa) +2 sil<x 


y (a) lím fo; (b) lím fx); (c) lim fx) 
2 sx<o0 a+ pa PES 
2 si0<x 11. Ft = |x - 5] 
(a) lím Fo; (b) lím FG); (c) limF() 
2. fo) =3+|2 - 4] 


2. ft) = [ 


(a) lim f6o; (b) lím fo; (c) lim fix) 


3. 1) = (, E (a) lim f(); (b) lim fo); (c) lim f() 
4 - j -4 1? 1227 x> 
AA 13. G() =]2x -3| - 4 
(a lim f0(0) lim f0;(c) lim (a) lim G(o);(b)  lím G();(c) límG(») 
Et > AR A 1>331/2+ 133/17 1332 
add e e 14. FG) = je ml al 
[1 - x| si -1 <x 


(a) lím g(s);(b) lim g(s); (e) lím ¿ 
so-2+ 1225 ind (a) lím, FG); (b) lim_FGo; (c) lím FG) 


ES six<2 
A CN si2<x 15. fo = Ll 
(e) lim FG); (b) lim F (o); (c) lim F(a) (a) lim f00;(b) lim f00;(c) lim f0) 


16. Síx) = | sen x| (la función sgn x se definió en el ejemplo 
ilustrativo 1) 


6. hm) = ee six<3 
(a) lím, SC0); (b) lím SQo); (c) lim S(x) 


10-x si3<x 
lím AGo; (b) lím AGo; lím A 
(a) Jim Ao; ( ) lím (e); (e) lím (x) , MA 
17 f0=3</42 12 si2<x<2 


2r+ 3 sir<l 
200 = sir = 1 -2 si 2<x 
7T-=2?2r osil<r (a) lim fo); (b) lím, fo);(c) lim f09 (d) lím fo); 
(a) lím g(7); (b) lim g(7); (c) límg(r) e e 
x+1l six<-i 
34+4P- sit<—-2 18. 19-(5 si-lsx<l 
+ 50-10 sit=-2 2-x sil<x 


1-4 s2<t (a) lím_f00;(b) lim f0);(0) lim f) (0) lím fo; 
(a)1 lím £(0,(b) lím g(0; (0) lím e(0) (e) lim fo); (1) lim f0) 
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19. f() = 


21. 


22. 


23. 


29. 


30. 


31. 


Yi o sit<0O 
JO siO0<t 


(a) lim £0:(0) lim fO:(0) limf0) 


317 . 
ela) = (Y x six<so0 
Vx si0<x 


(a) lim 260; (b) lim g60; (c) lím g() 


xX2-9 sixs<-3 


FA) = í$9-x2 si3<x<3 
12 -9 si3Sx 


(a) lím_F); (b) lim FG); (c) lím Fo); (d) lim FG); 
(e) lim Foo; (1) lim Fx) 


Veslo osits-1 
GC) = 3-4 si-l<t<l 
filo sil<st 
(a) lím G(0; (b) lim G(0); (e) lim G(0); (d) lim G(0; 
am a 1>- tal 
(e) Jm G(0; (£) límG() 
att > 
Sea F(x) = x —- 2 sgn x, donde sgn x está definida en el 
ejemplo ilustrativo 1. Si existen, determine: (a) lim, F(); 
(b) lím F(»); (c) lím FG. > 
Sea h(x) = sgnx — U(x), donde sgn x está definida en el 
ejemplo ilustrativo 1 y Ues la función salto unitario definida 
por 


0 six<o0 
1 s0<x 


U(x) = l 


Si existen, determine: (a) lím k(x);, (b) lim Ak(x); 
> x>0+ 1>0— 
(c) lm Ao. 


. Si existen, determine: (a) lim xD; (b) lim lx]; 
> > 


(c) lim flx1. 
Si existen, determine: (a) lim ([x — 31; (b) lím [[x- 31; 
A r>4+ x>47 
(c) lim [lx - 311. 
Sea h(x) = (x — 1) sgn x. Dibuje la gráfica de h. Si exis- 
ten, determine: (a) lim, hGxo); (b) lim AC0; (c) lim ho). 
Sea G(x) = [xP] + [14 — xD. Dibuje la gráfica de G. 
Si existen, determine: (a) lim G(x); (b) lím G(w; 
1>3+ 1>3 
(c) lim Go. 
342 six<d4 


DS e +k si4<x 
de k, tal que lim Fx) exista. 


: determine el valor 


3 o six<-l 


: » determine el valor 
k si-l<x 


Dada f(x) = de ñ 


de k tal que lím. Fx) exista. 
o- 


e six <-2 

Dadaf(x) = qax+b  si-2<x<2 py determine 
2-6 si2<x 

valores de a y b tales que lim, FO) y lim f(x) existan. 


2x1 - a six <-—3 
32. Dadaf(x) = %ax + 2b si-3<x< 3 p, determine 
b - Sx si3<x 
los valores de a y b tales que lim fo) y limf(x) 
existan. po Se 


33. Seafíx) = E 0 


, Demuestre que lím f(x 

1 o qe ón 
no existe, y que lim | fo! existe. 

34. Demuestre el teorema 1.6.3. 


En los ejercicios 35 y 36, si existen, evalúe los límites de los 
incisos (a)-(k) a partir de la gráfica mostrada en la figura 
adjunta. 


35. El dominio de f es [-1, 5]. (a) Mm, FG); (b) Im Fo), 
(c) ma, FO); (d) lim fo); (e) Jm fon; (1) mo, fo); 
(8) tím FG); (tu) Jm fo; () Mim fo; (1) lim fo); 
(k) lim fo. 


-1 


36. El dominio de f es [0,5]. (a) Jim Feo; (b) lim FO); 
(c) Mm fC0; (d) lim fo); (e) Mim fo; (£) Jm, FO, 
(2) lim f0); (a) lím £0; (D lím fG); () limfCo; 
(K) lim f00. 


En los problemas 37 y 38, dibuje la gráfica de alguna función f 
que satisfaga las condiciones dadas. 


37. El dominio de fes [-1,3]. f(-1) = -2; f(0) = 0, f(1) = 
2 f02) = 4, f8) = 1; lim, fo) = 2; lim FG) = 0; 
lim f(x) = 3; limf() = 4; lim f(x) = 4; lim f(x) = 
0; lím fx) = 5. 

38. El dominio de fes [-4, 4]. f(-4) = 3,f(2) = -3:f(0) = 
LO) = 15 £44) = 0; lim_fG) = 0; lim f0) = 1; 
lím fa) = 1; lim f00) = 4; lim fo) =-l; lim fx) =0. 


xa 


39. 


41. 


42. 


En el inciso (a) del ejercicio 5 de la sección 1.3, se le pidió 

que encontrase un modelo matemático que expresara el 

costo total de un embarque como una función de su peso. 

Si fes esa función y x €s la variable independiente, deter- 

mine cada uno de los siguientes límites: (a) lím fo); 

(b) lím fG0); (ce) línr fG0;(d) lim fa). e 
x>50+ 122007 1>3200+ 


En el inciso (a) del ejercicio 6 de la sección 1.3, se le pidió 
que encontrase un modelo matemático que expresara el 
porte de correo de primera clase para una carta que no pese 
más de 11 oz como una función de su peso. Si Fes esa fun- 
ción y x es la variable independiente, determine cada uno 
de los siguientes límites: (a) úm, FGo; (b) lim Fo); 
(c) tm Fx); (d) dm Fo); (e) Am Fo; (1) dm, Flo); 
(9) lim Fo. 

x>I 
En el inciso (a) del ejercicio 7 de la sección 1.3, se le pidió 
que encontrase un modelo matemático que expresara el 
costo de una llamada telefónica, que no dure más de 5 
min, de Mendocino a San Francisco como una función de 
su duración. Si g es esa función y x es la variable inde- 
pendiente, determine cada uno de los siguientes límites: 
(a) lim g00; (b) lím g(x); (c) lim g(x); (8) lím g(x). 
En el inciso (a) del ejercicio 8 de la sección 1.3, se le pidió 
que encontrase un modelo matemático que expresara el 
precio de admisión al Coast Cinema como una función de 
la edad de la persona. Si G es esa función y x es la variable 
independiente, determine cada uno de los siguientes lí- 
mites: (a) lím G(x); (b) lím G(x); (c) lím G(x); 

1212. 1>212+ 1>607 

(d) lím G0). 


43. Sean fy g las funciones definidas como 
_f2+3 six<it 
sol, sil<x 


1.7 LIMITES INFINITOS 
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*osixsl 
2 sil<x 
(a) Muestre que lim f(x) y lím f(x) existen pero no son 
ai DS 
iguales, y en consecuencia, lim LF Go) no existe. 
> 
(b) Muestre que lím g(x) y lím g(x) existen pero no son 
a” aa [+ 
iguales, y en consecuencia, lim 801) no existe. 
> 


(c) Obtenga una fórmula para f(x) - g(x). 
(d) Demuestre que lim [FGD - g(x)] existe probando que 


Mm [00 - 200] = tm [£OD - 200). 


44. Seanf y g las funciones definidas como 
_Jx+1 six<l 
10 = (5%) sil<x 
sm 173 six<id 
l1+x sil<x 


45. 


(a) Muestre que lim FOD y lim g(x) no existen. 
1> x> 


(b) Defina la función f + g. 
(c) Demuestre que lim [£60) + g(0)] existe. 
> 


(d) De los resultados de los incisos (a) y (c) se tiene 
lim[f6) + 260] + limfco) + lim g(). 
> > > 
¿Contradice este hecho al teorema 4 de límites 
(1.5.5)? ¿Por qué? 


Sin utilizar las palabras límite o se aproxima y sin em- 
plear símbolos tales como € y ó, exprese en palabras lo 
que significa cada uno de los siguientes simbolismos: (a) 
lim f() = L; (b) lim fo) = L 


[2, 2] por [0, 100] 


fo = 2 


Xx 


FIGURA 1 


En esta sección, se estudian las funciones cuyos valores crecen o decrecen 
sin límite conforme la variable independiente se acerca cada vez más a un nú- 
mero fijo. Para iniciar, considere la función definida por 


23 
FO) o Y 


El dominio de f es el conjunto de todos los números reales excepto 0, mien- 
tras que su contradominio es el conjunto de todos los números reales positi- 
vos. La figura | muestra la gráfica de f trazada en el rectángulo de inspección 
de [-2, 2] por [O0, 100]. Observe que conforme las coordenadas x de los 
puntos de la gráfica se aproximan a 0, por la derecha o por la izquierda, 
las coordenadas y, o f(x), crecen. A continuación se calcularán algunos valo- 
res de la función cuando x tiende a O. Aproxime x a O por la derecha, es decir, 
considere los siguientes valores de x: 1, 0.5, 0.25, 0.1, 0.01, 0.001, y de- 
termine los valores correspondientes de f(x), los cuales se muestran en la 
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Tabla I 


la tabla 1. Observe en esta tabla que f(x) crece conforme x se aproxima cada vez 
más a0, a través de valores mayores que O. En realidad, se puede hacer f(x) tan 
grande como se desee para todos los valores de x suficientemente cercanos a O 
y mayores que 0. Debido a este hecho, se dice que f(x) crece sin límite confor- 
me x tiende a O mediante valores mayores que O, lo cual se escribe como 


Ahora aproxime x a O por la izquierda; en particular, considere para x los 
valores -1, —0.5, -0.25, -0.1, -0.01 y —0.001. Debido a la simetría con res- 
pecto al eje y, los valores de la función son los mismos que los correspondien- 
tes a los valores positivos de x. Así, otra vez, f(x) crece sin límite conforme 
x tiende a 0 a través de valores menores que 0, lo cual se expresa como 


lím 2 = +00 
x>0 x 


Por tanto, conforme x se aproxima a O por la derecha o por la izquierda, f(x) 


crece sin límite, lo que se expresa en símbolos como 


lim En = +00 
x>0 x 

A partir de la información anterior, se obtiene la gráfica de f, mostrada en 
la figura 2, la cual, por supuesto, corresponde a la gráfica trazada en la figu- 
ra 1. Observe que las dos “ramas” de la curva se acercan cada vez más al eje y 
conforme x se aproxima a 0. Para esta gráfica, el eje y es una asíntota vertical, 


la cual se definirá posteriormente en esta sección. 


1.7.1 Definición de valores de función que crecen 


sin limite 
Sea f una función definida en cada número de algún intervalo abierto / 


que contiene a a, excepto posiblemente en a mismo. Conforme x se 
aproxima a a, f(x) crece sin límite, lo cual se escribe como 


lím f() = +00 (1) 


ru 


si para cualquier número N > O existe Í > 0 tal que 


si0<|x-=a|< 38 entonces f(x) > N 


Esta definición también puede establecerse en otra forma como sigue: 
“Los valores de función f(x) crecen sin límite conforme x tiende a un número 
a si f(x) puede hacerse tan grande como se desee (esto es, mayor que cual- 
quier número positivo N') para todos los valores de x suficientemente cerca- 
nos a a, pero sin considerar a a, mismo. 

Se insiste una vez más, como se hizo cuando se analiza la notación de 
intervalos en la sección A-1 del apéndice, que +00 no es un símbolo para 
representar un número real; en consecuencia, cuando se escribe lím FO) = 


+00, no tiene el mismo significado que lím FG) = L, donde L es un. número 
real. La ecuación (1) puede leerse como * “el límite de f(x) cuando x tiende a a 
es infinito positivo (o más infinito)”. En tal caso, el límite no existe, pero el 
símbolo +00 indica el comportamiento de los valores de función f(x) confor- 
me x se aproxima cada vez más a a, 


E, 2] por [-100, 0] 


gm) = ÑW 


FIGURA 3 


0) = 2x 
1 


FIGURA 4 
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De manera análoga, puede indicarse el comportamiento de una función 
cuyos valores decrecen sin límite. Para llegar a esto, considere la función g 
definida por la ecuación 


8) = $ 


La figura 3 muestra la gráfica de esta función trazada en el rectángulo de 
inspección de [-2, 2] por [-100, 0]. Los valores de función dada por g(x) = 
an son los negativos de los valores proporcionados por f(x) = a De 
x x 
modo que para la función g, conforme x se aproxima a O, por la derecha o por 
la izquierda, g(x) decrece sin límite, lo que se escribe como 

lím =3 _ 


x>0 y? 


1.7.2 Definición de valores de función que decrecen 


sin limite 
Sea f una función definida en cada número de algún intervalo abierto / 
que contiene a a, excepto posiblemente en a mismo. Conforme x se 
aproxima a a, f(x) decrece sin límite, lo cual se escribe como 
lím f(x) = —oo (2) 
xa 
si para cualquier número N < O existe Ú > 0, tal que 


si 0 <|x-a|< Ú entonces f(x) < N 


Nota: La ecuación (2) puede leerse como “el límite de f(x) cuando x tiende 
a a es infinito negativo (o menos infinito)”. Observe, otra vez, que el límite no 
existe, y que el símbolo —oo sólo indica el comportamiento de los valores de 
función f(x) conforme x se aproxima cada vez más a a. 
También se pueden considerar los límites “infinitos” laterales. Se estable- 
ce que y lim, FU) = +0 si festá definida en cada número de un intervalo 
xa 


abierto (a, c) y si para cualquier número N > 0, existe 9 > 0 tal que 
si0<x-ac<ó, entonces f(x) > N 


Definiciones semejantes pueden darse para cdo LÍA) = +00, co FO = 
=00 y im f(x) = —o0. Se le pedirá que escriba estas deriniciones en el 


ejercicio 52. 
Ahora suponga que h es la función definida por la ecuación 


ho) = 3 
x=-1 

La gráfica de h se presenta en la figura 4, en esta figura también se muestra la 

recta x = l como una recta punteada (una asíntota vertical de la gráfica). 

Consulte las figuras 1, 3 y 4, y observe la diferencia entre el comportamiento 

de la función de la figura 4 y las funciones de las otras dos figuras. Note que 


lím 2x = -o00 A (4) 
rar x-1 

A LAA 

lím = +00 (5) 
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Esto es, para la función definida por (3), conforme x se aproxima a 1 a través 
de valores menores que 1, los valores de función decrecen sin límite, mientras 
que cuando x se aproxima a 1 mediante valores mayores que 1, los valores de 
función crecen sin límite. 

Antes de presentar algunos ejemplos, se necesitan dos teoremas de límites 
que implican límites “infinitos”. 


1.7.3 Teorema 11 de límites 


Si res cualquier número entero positivo, entonces 


(1  lm E +00; 


x0+ x” 
=o0 si resimpar 
(li) tim L = P 
x307 x” +00 si res par 


Demostración Se probará el inciso (i). La demostración del inciso (ii) 
es análoga y se deja como ejercicio. (Vea el ejercicio suplementario 3). Se 
debe probar que para cualquier N > O existe 9 > O, tal que 
si0O<x<ó entonces L>N 
x 


o, equivalentemente, comox > Oy N > O, 


siO<x<óÓ entonces xx" < > 
o, de modo equivalente, como r > 0, 

1 Vr 

siO<x<óÓ entonces x < N 


a Ur r 
El enunciado anterior se cumple si 0 = (4) . Por tanto, cuando Í = (1) 


si0<x<óÓ entonces L>wN a 
Xx 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 A partir del teorema 116) 


de límites 


lím L = +00 y lím L = +00 
x>0t x x>0t x 
Del teorema 11(11) de límites 
lí ¡A ; 1 4 
im =-0 y  lím-7 = +0 
x>0 x x>30 x 


El teorema 12 de límites, que a continuación se presenta, implica el límite 
de una función racional para la cual el límite del denominador es cero y el lími- 
te del numerador es una constante diferente de cero. Esta situación se presenta 
en (4) y (5). 


1.7.4 Teorema 12 de límites 


Si a es cualquier número real y si lim 0) = 0 y lím g(x) = c, donde 
a xa 
ces una constante diferente de O, entonces 
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(1) sic > Oy f() —> 0 através de valores positivos de f(x), entonces 


o 
(ii) sic > Oy f() —> Oa través de valores negativos de f(x), entonces 
80) -- 
Pucol 703 d 


(iii) sic < Oy fG) — 0Oa través de valores positivos de f(x), entonces 


im 20) - 
xa fx) 


(iv) sic < Oy f(x) > Oa través de valores negativos de f(x), entonces 


—00 


lím £00 - +00 

10 f(x) 
El teorema también es válido si se sustituye “x —= a” por “x => a*”o 
e on A 


La demostración del inciso (1) se presenta en el suplemento de esta sec- 
ción. Las demostraciones de los otros incisos se dejan como ejercicios. Con- 
sulte los ejercicios suplementarios 4 a 6). 

Cuando se aplica el teorema 12 de límites, con frecuencia se obtiene 
alguna indicación de si el resultado es +00 O —oo, tomando valores ade- 
cuados de x próximos a a para determinar si el cociente es positivo O 
negativo, como se muestra en el ejemplo ilustrativo siguiente. 


'> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2  En(4)se tiene 


Se puede aplicar el teorema 12 de límites ya que lím2x=2 y 
xr 


E 
lim (x — 1) = 0. Se desea determinar si el resultado es +00 o —oo. Puesto 
xa 


que x > 17, se toma un valor cercano a 1 pero menor que 1; por ejemplo, 
tome x = 0.9 y al calcular el cociente se obtiene 


2(0.9) 
0.9 —- 1 


= -18 


El cociente negativo conduce a sospechar que * 


Este resultado se obtiene a partir del inciso (ii) del teorema 12 de límites, pues- 
to que cuando x > 17,x — 1 se aproxima a O mediante valores negativos. 
Para el límite de (5), como x —> 1*, setomax = 1.1 y se calcula 


2(1.1) 


mi 


Debido a que el cociente es positivo se sospecha que 
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[0, 9.4] por [-10, 10] 


2 
go) = +2 


12 -2x-3 


FIGURA 5 


Este resultado se obtiene a partir del inciso (i) del teorema 12 de límites, puesto 
que cuando x > 1*,x — 1 se aproxima a O por medio de valores positivos. d 


Cuando utilice el procedimiento mostrado en el ejemplo ilustrativo 2, ten- 
ga cuidado al elegir el valor de x, asegúrese de que esté suficientemente cer- 
ca de a al determinar el comportamiento verdadero del cociente. Por ejemplo, 


cuando se calculó el lím el valor elegido de x no debe ser sólo 


2x 
mrx-1 
menor que 1, sino que también debe ser mayor que 0. 


DD EJEMPLO 1 sea 


2+x+2 


dida DISS per sa 


Determine: (a) im, F(x); (b) lim 1 F(x). (e) Apoye las respuestas de los inci- 
sos (a) y (b) trazando la gráfica d de F. 


Solución 


2 2 
lim 2 EX+2 0 y¡ x+x+2 
a a El 


El límite del numerador es 14, lo cual puede verificarse fácilmente. 


lím (x - 3(x + 1) = lím (x - 3)- lím (x + 1) 
1>33+ 1>3+ 1>3+ 

; 0-4 
=0 


El límite del denominador es 0, y el denominador se aproxima a O me- 
diante valores positivos. Entonces, del teorema 12(i) de límites, 


lím 2+x+2 OS 
193 12 -2x-3 
(b) lím 24+x4+2 - y x2+x+2 


12937 12-2-3 — x3(x-3Mx+1) 

Como en el inciso (a), el límite del numerador es 14. 
lím (x -— Mx + 1) = lím (x-— 3): lím (x + 1) 
123 123 xo3 


0-4 
=0 


En este caso, el límite del denominador es cero, pero el denominador 
se aproxima a cero por medio de valores negativos. Del teorema 12(ii) 
de límites, 


(e) La figura 5 muestra la gráfica de F' trazada en el rectángulo de inspección 
de [0, 9.4] por [-10, 10], la cual apoya las respuestas de los incisos (a) 


y (b). 4 


[2, 5] por [0, 10] 


44 
Nx 4 
FO 3 


FIGURA 6 


[0, 2] por [-10, 0] 


az 


80) = PES 


FIGURA 7 
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DP — EJEMPLO 2 — Sean 


Pp 


a Y g(x) = 


y4 — y? 
Xx 


-2 

Determine: (a) lim. FC; (b) lim £g(x). Apoye cada respuesta trazando la grá- 
x> 2 

fica de la función. 

Solución 

(a) Comox > 2*,x — 2 > 0; de modo quex — 2 = f(x — 2)?. Así 


AEZA ja JADE 


Par x-2 e! (x - 2y 
e yx—2v/x +2 
im HL 
1532t Vx -24/x -2 
= lim 4422 
1>2+ Áx -2 


El límite del numerador es 2. El límite del denominador es 0, y el deno- 
minador se aproxima a O mediante valores positivos. En consecuencia, 
por el teorema 12(i) de límites, 
¡PI 

lin EA e 

12 1-2 
La gráfica de f trazada en el rectángulo de inspección de [2, 5] por 
[0, 10], y mostrada en la figura 6, apoya la respuesta. 


(b) Como x > 2,x — 2 < 0; de modo que x - 2 = -(Q -— y. Por 
tanto, 
lim 4 — y? -= lim y2—=x42+x 
1 x-2 1521 —=/412 =- xiv2-x 
d2+ ox 


= lim “2 
15927 12 x 
El límite del numerador es 2. El límite del denominador es 0, y el deno- 
minador se aproxima a O mediante valores negativos. En consecuencia, 
por el teorema 12(i1) de límites, 


La figura 7 muestra la gráfica de g trazada en el rectángulo de inspección 
de [0, 2] por [—10, 0], la cual apoya la respuesta. d 


DP EJEMPLO 3 Dada 


hHx) = Mx — 4 


x-4 
(a) Trace la gráfica de h, y a partir de la gráfica elabore un enunciado acerca 
del comportamiento aparente de k(x) conforme x se aproxima a 4 por 
medio de valores menores que 4. y 
(b) Confirme el enunciado del inciso (a) analíticamente determinando el 
e hGo. 
Xx 
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Solución 
(a) La figura 8 muestra la gráfica de h trazada en el rectángulo de inspección 
de [3, 4] por[0, 30]. En la figura, parece que h(x) crece sin límite conforme 
x se aproxima a 4 mediante valores menores que 4. 
(b) Como ám lx] = 3, se tiene que Jim (xl — 4) = —1. Además, 
lim (x — 4) =0, y x — 4 se aproxima a O por medio de valores ne- 
x> 


gativos. En consecuencia, del teorema 12(1v) de límites, 


(3, 4] por [0, 30] _ 
> A es 
mo) = 184 LEO 
x-4 Este resultado confirma el enunciado del inciso (a). 4 
FIGURA 8 


Recuerde que como +00 y —oo no son símbolos para representar núme- 
ros reales, los teoremas 1 a 10 de límites de la sección 1.5 no se cumplen para 
límites “infinitos”. Sin embargo, las propiedades concernientes a dichos lími- 
tes se presentan en los teoremas siguientes, cuyas demostraciones se dejan 
como ejercicios (consulte los ejercicios suplementarios 7 a 9). 


1.7.5 Teorema 


(i) Si límf() = +00 y lím g(x) = c, donde c es cualquier cons- 
tante, entonces lím [ my + £(1)] = +00 

(ii) Si limfG) = q y lim g(x) = c, donde c es cualquier cons- 
tante, entonces es 


Mmm (60) + 2(0)] = -o0 


Estos teoremas también se cumplen si se sustituye “x —> a” por 
ys 7 > at” O e Las do pel 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 Como 


A A 
A a 
se deduce del teorema 1.7.5(3) que lim = | A! |= +00 | 
: 1>2+ x-2 x+2 


4 
o Si lím f0) =+0 y lím g(x) = c, donde c es cualquier constante 
distinta de O, entonces , z 
(i) sic > 0, límf() - 200) = +00; 
(ii) sic < 0, Timf6): 20) = 00. 
a 00 


Estos -teoremas también se cumplen si se sustituye “x —> a” por 
tx >ato mx oa”. 


> EJEMPLO ILUSTRADO 4 


5 


lim —— = lim 2% — - 
lím EY +00 y ím 


> ox 


y 
A x=a 
(9) a 
1 
15d) ==» 
FIGURA 9 
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Por tanto, del teorema 1.7.6 (11), 
, 5 x+4 
¡ : es 4 
por E NN 39 AE 2 Hd 


1.7.7 Teorema 


Si líimf(x) =-—o0o y lím g(x) = c, donde c es cualquier constante 
a 4 

distinta de O, entonces 

(i) sic > 0, lim f(x) * 800) = 

(1) sic < 0, lim af) * 2) = 


Estos aa embién se cumplen si se sustituye “x —> a” por 
“tx > aro” x=>ar”. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 5 En el ejemplo 2(b) se mos- 


tró que 
2, 
lle AA e 
12927 x-2 
Además, 
; -3 1 
lím 4 =-- 
pa x+2 4 


lím ES a 3 = +0 4 


Se pueden aplicar límites infinitos para determinar las asíntotas vertica- 
les de una gráfica, si es que posee alguna. Consulte la figura 9 que muestra la 
gráfica de la función definida por 


1 


ar iS 


fa) = 
Cualquier recta paralela al eje x y por encima de éste intersectará esta gráfica 
en dos puntos, un punto a la izquierda del la recta x = a y el otro en el lado de- 
recho de dicha recta. Así, para cualquier k > 0, no importa qué tan gran- 
de sea, la recta y = k intersectará a la gráfica de fen dos puntos; la distancia de 
estos dos puntos a la recta x = a es cada vez más pequeña conforme k crece. 
Por esto, se dice que la recta x = a es una asíntota vertical de la gráfica de f. 


1.7.8 Definición de asintota vertical 


La recta x = e 
al menos uno de los siguientes enunciados es verdadero: 
(i) lim FO = +0 
(ii) “lim fo) = —oo 
Gi) lím fQA) = +00 pe 
(iv) lim f0) = 00 
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> EJEMPLO ILUSTRATIVO 6 Cada una de las figuras 10 


a 13 muestra una porción de la gráfica de una función para la cual la recta 
x = aesuna asíntota vertical. En la figura 10 se aplica el inciso (1) de la de- 
finición 1.7.8; en la figura 11, se aplica el inciso (1); y en las figuras 12 y 13 se 
aplican los incisos (iii) y (iv), respectivamente. 


x= A x=a x=a4q 
Mm, fo) = +00 Mm, FO =-w Am fa) = +00 lim 0) = -0 
FIGURA 10 FIGURA 11 FIGURA 12 FIGURA 13 
d 
a Para la función definida por (6), los incisos (1) y (111) de la definición an- 
a terior son verdaderos. Véase la figura 9. 51 g es la función definida por 
> ox 
i diles 
(x — ay? 
| entonces los incisos (11) y (iv) son verdaderos, por lo que la recta x = a es 
una asíntota vertisád de la gráfica de g. La figura 14 muestra esta situación. 
» EJEMPLO 4 Determine la asíntota vertical de la gráfica de la 
: función f definida ger 
8() = - 
(x - e FO) = ETA 
-3 
FIGURA 
s a Apoye la respueeta trazando da gráfica de f y la asíntota en el mismo rectán- 
gulo de inspección. 
Solución Se estudiarán los límites 
lí lim f 
ám, 6) y lim fo 
| - porque en los dos casos, el límite del denominador es cero. | 
lim 2 = +00 lim > =-00 
ax, 1237 1-3 
[-1, 8.4] por [-10, 10] De la definición 1.7.8 se concluye que la recta x = 3 es una asíntota vertical 
de la gráfica de f. 
fu) = En La gráfica de f y de la recta x = 3 trazadas en el rectángulo de inspec- 
ción de [-1, 8.4] por [-10, 10], mostradas en la Ane TA 15, apoyan la res- 
FIGURA 15 puesta. / 4 
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EJERCICIOS 1.7 


En los ejercicios 1 a 12, haga lo siguiente: (a) utilice una 
calculadora para determinar y tabular los valores de f(x) para 
los valores de x indicados, y a partir de estos valores elabore 
un enunciado concerniente al comportamiento aparente de 
f(x). (b) Apoye la respuesta del inciso (a) trazando la gráfica 
de f. (c) Confirme la respuesta del inciso (a) analíticamente 
calculando el límite indicado. 


L fa) = ba x es 6,5.5, 5.1, 5.01, 5.001, 5.0001; 
*tx-5 
2. f(x) = La x es 4,4.5, 4.9, 4.99, 4,999, 4.9999; 
lim > 5 
3. ft) = —L;xe56,5.5,5.1,5.01, 5.001, 5.0001 y x 
(x - sy)? 
es 4, 4,5, 4,9, 4.99, 4.999, 4.9999; reo 
5 (x-5) 
4 f0) = — x es 0, 05, 09, 0.99, 0.999, 0.9999; 
lím 2+ 2 
O E 
5. fo) = ElZ; x es 2, 15, 1.1, 1.01, 1.001, 1.0001; 
o x+2 
xaitl-x 
6. fx) = a y ; x es 0, 0.5, 0.9, 0.99, 0.999, 0.9999 y x 
E 
es2,1.5, 1.1, 1.01, 1.001, 1.0001; lím *+2_ 
> (x - 1? 
7. f(x) = E x0s0, -0.5, 0.9, 0.99, -0.999, -0.9999; 
x-2 
'm 
535 x +1 
8. fo) = ies, -1.5, 1.1, -1.01,-1.001, 1.0001; 
aa 
E x+1 
9 10) = Eg; x es 5, 4.5, 4.1, -4.01, 4.001, 
-4.0001; lím —*— 
3-5 x+4 
10. f0) = Ez; x es 5, 4.5, 4.01, 4.001, 4.0001; 
lim —* 
1>4t x-4 
4: OL 3001 


1 fo) = 9- 7 x es -4, -3.5, 


-3.0001;  lím 
> 


2 
12. fa) = +2 75 x es 4,3.5,3.1,3.01, 3.001, 3.0001; 
y? 


En los ejercicios 13 a 32, determine el límite analíticamente y 
apoye la respuesta trazando la gráfica de la función en la 
graficadora. 


13. lim +2 14. lim +2 
>*2_4 IS (p- 2y 
2 
15. Im 442 16. lím BA 
1227 4 4 x>0+ Xx 
2 2 
17. im Bix 18. lim 194422 
1207 Xx > y? 
2 2 
a? 9 oa fl6—x 
19. Pc x-3 20. Mp x—-4 
2 
21. lím ( Á 4) 22. lim 3 
x0tlx y2 x30t y3 q y? 
43 
23. lim 24% 
1207 5x2 4 313 


2 3 
25, Im[—%_--23_ 
A e a) 


11 x2-1 
27. tim Uxl=x 28. Im LXD-1 
1>3 B3—x ral mo -1 
3 Z pa 
29. lim *+9x2+20% 30 tim A 


122 212 + 3x2 


-1 x-2 
31: 1 tt 32. lim ———_—_= 
> 2x1? -1 7 2 y 4x - 1? 
33. Sea 
xXx +x-6 
fa == 
x* —-6x+8 


(a) Trace la gráfica de f en el rectángulo de inspección de 
1, 8.4] por [=5, 5]. A partir de la gráfica elabore una con- 
jetura acerca de los límites siguientes y, después, confir- 
me analíticamente la conjetura: (b) lim 1 fo; (e) lim 1); 

(d) lim fo); (e) tim fG). 
34. Sea : 

+1? -3 

x da PE RENAL 

AOS 2+x-6 
(a) Trace la gráfica de f en el rectángulo de inspección 
de [-4.7, 4.7] por [=S, 5]. A partir de la gráfica elabore 
una conjetura acerca de los límites siguientes y, después, 
confirme analíticamente la conjetura: o. lím _FO0; (c) 


lim, f00; (d) lim f(x); (e) tim 0). 
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En los ejercicios 35 y 36, determine la asíntota vertical de la 


gráfica de la función y dibújela. 
35. ()f0) = * (b) em = 2 
Xx 
se el tar Al 
(Fw) = mc = 
36. (a)f0) = Ll (b) go = -2 
S x Xx 
(9 Fc) = -2 (a) Gm) = -2 
Xx Xx 


En los ejercicios 37 a 44, (a) determine la(s) asíntota(s) verti- 
calles) de la gráfica de la función, y (b) aplique la respuesta 
del inciso (a) para dibujar la gráfica. 


Es, 3 
37. f0)= 38 f)= > 
9. f0= 40. fm = 

2 4 

41. ft) = —> a 
LF) Giay 42. fx) Gay 

o 5 E 1 
LAOS x2 +81 +15 bib x2+5x-6 


En los ejercicios 45 y 46, evalúe los límites de los incisos (a) a (j) 
a partir de la gráfica de la función f dibujada en la figura adjunta. 


45. El dominio de f es [2, 3]. (a) dm, LO); (b) Lim fo); 
(c) tim ft); (d) lim fo); (e) lim fo; (0) lim f); 
(2) limo; (6) lim /00; 0 lim f(0; () lim f0). 


y 
42 


46. El dominio de f es [-4, 4]. (a) lím. fo); (b) lim_ Fo; 
(co) lim fo); (d) limfco; (e) Im fm; (f) lim f0); 
(2) lim f00; (1) Um 00; 6) limf(0; (9 lim f60. 


1x=3 


En los ejercicios 47 y 48, dibuje la gráfica de alguna función f 
que satisfaga las condiciones dadas. 


47. El dominio de fes [-5, 5]. (-5) = 0;f(-3)= 2; ft) = 


0510) = 0f(1) = 0,£(3) = -2f(5) = -4; 
Jm f0) = +00; limf(%) = 0; lim f(x) = 
Jim, f(x) = -o0; A = 0; lmf(x) = 
límf() =0; lím f() = - 

48. El dominio de $ és [-2, 2]. 1a- 70; SA = 
FO) = 5, 0) = -S, fQ) = Am Ha) = 
lim f(x) = +00; Jim, f(x) = -00; “im f(x) = 0 
lim FO) = +00; limf(x) = -00; Lim f00) = 3. 


49. Si C(t) dólares es el costo total por hora de luz en una fá- 
brica con n lámparas fluorescentes, cada una con un pro- 
medio de vida de £ horas, entonces 


epk ) 
1000 


CM) = at + 
t 


donde r dólares es el costo de renovación, e es Ta constante 
de eficiencia comercial, p watts es la potencia de cada lám- 
para, y kdólareses el costo de la energía por cada 1 000 watts. 
Determine lim C(0. 

S0. Dadas 

1 

163 

Fx) = 7 


(a) Demuestre que límm fo) y lim g(x) ño éxisten. (b) Defi- 
1> > 


5 y 8) = 


na la función f + g. (c) Demuestre que lim fo + 
g(1)] existe. (d) De los resultados de los incisos (a) 
y (c), 


lim[/09 + £(9] + limfG) + limg(o) 
¿Contradice este hecho al teorema 4 de límites (1.5.5)? 


51. De acuerdo con la teoría especial de la relatividad de 
Ermstein, ninguna partícula con masa positiva puede viajar 
más rápido que la velocidad de la luz. La teoría especifica 
que si m(v) es la medida de la masa de una partícula que 
se mueve con una velocidad de medida v, entonces 


E 
2 
(3 
c 
donde mm, es la medida constante de la masa de la partícula 
en reposo relativa a algún sistema de referencia, y c es la 


medida constante de la velocidad de la luz. Explique por- 
que ninguno de los siguientes límites existen: lim m(v); 


m(v) = 


lím m(v); líimm(v). En su explicación indique el com- 
portamiento de m(v) conforme v tiende a c mediante valo- 
res menores que c. 
52, Escriba una definición formal de cada uno de los siguien- 
tes límites laterales: (a) lím f(x) = +00; (b) lim fo) = 
—oo; (e) lim fa) = o. Ea 
En los ejercicios 53 y 54, establezca con palabras lo que signi- 
fica el simbolismo indicado sin utilizar las palabras límite, se 
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aproxima, infinito, crece sin límite o decrece sin límite, y sin tener a la recta x = a como asíntota o un agujero en el 


emplear símbolos como N y 6. 


53, limf(x) = +00 54, 


límfG) = —0 


punto donde x = a. ¿Cuál es la relación entre estos dos 
conceptos geométricos y lim f(x)? 
r>a 


55. Si P(x) es un polinomio y Q(x) = x — a, entonces la gráfi- 
ca de la función f definida por f(x) = P(0/Q(x) puede 
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+» ox 
15 


Cu) = ¿2% si0<x<10 
18x si 10<x 


- FIGURA 1 


Qx+ 3Mx - 1) 
-1 


FIGURA 2 


fo = 


Fa) = 2x + 3 sixkl 
2 six=1 


FIGURA 3 


En el ejemplo 2 de la sección 1.3 y en el ejemplo ilustrativo 2 de la sección 
1.6 se trató la función definida por 


Ca) = e a 0O<x<1l10 1 

- (18x sil0<x 
donde C(x) dólares es el costo total de x libras de un producto. Se mostró que 
Lim C(x) no existe debido a que Ea CO) + lim. C(x). La gráfica de C, 


dibujada en la figura 1, se rompe. en el punto donde x = 10 porque C es 

la discontinua en el número 10. Esta discontinuidad es causada por el hecho 

de que lim C(x) no existe. Se hará referencia a esta función otra vez en el 
> 


ejemplo ilustrativo 1. 
Enla sección 1.4, se consideró la función f definida por 


fx) = CXFANE=Y (2) 
x-1 

La gráfica de f consiste de todos los puntos de la recta y = 2x + 3 excepto 
(1, 5), y se muestra en la figura 2. La gráfica se rompe en el punto (1, 5) debido 
a que la función es discontinua en el número 1. Esta discontinuidad ocurre 
porque f(1) no existe. 

Suponga que la función F tiene los mismos valores que la función f defi- 
nida por (2) donde x % 1, y suponga que, por ejemplo, F(1) = 2. Entonces F 
está definida para todos los valores de x, pero existe una rotura en la gráfica 
(consulte la figura 3), y la función es discontinua en 1. Sin embargo, si se 
define F(1) = 5, la gráfica no se rompe, y se dice que la función F' es con- 
tinua entodos los valores de x. 


1.8.1 Definición de función continua en un número 


Sé dice que la función Fes continua en el número a si y sólo si se satis- 
facen las tres condiciones siguientes: * 


(1) f(a) existe; 
(1i) lim f(x) existe; 
(iii) Mmm f(x) = fa). 


Si una o más de estas tres condiciones no se cumplen en a, entonces se 
dice que la función f es discontinua en a. : 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 La gráfica de la función C 


definida por (1) se muestra en la figura T. Como la gráfica se rompe en el pun- 
todondex = 10, seinvestigarán las condiciones de la definición anterior en ese 
número. 
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2x si0<rs<sl0 
C = 
Ni E +6 sil0<x 


FIGURA 4 


(i) C(10) = 10 
(ii) lím C(x) no existe. 
x>10 


Así, la condición (1) se satisface, pero la condición (ii) no se cumple en 10. Por 
tanto, se concluye que C es discontinua en 10. 


El siguiente ejemplo ilugtrativo presenta otra situación, en la cual la fór- 
mula para calcular el costo de más de 10 lb de un producto es diferente de la 
fórmula para el cálculo del costo de 10 lb o menos. Sin embargo, para esta 
situación la función costo es continua en 10. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Un mayorista distribuye un 


producto que se vende por libra (o fracción de libra) cobra $2 por libra si se 
ordenan 10 o menos libras. Si se ordenan más de 10 libras, el mayorista cobra 
$20 más $1,40 por cada libra que exceda de las 10. Por tanto, si se compran 
x libras por un costo total de C(x) dólares, entonces C(x) = 2xsi0 < x < 10 
y CG) = 20 + 1.4(x - 10) si 10 < x; esto es, 


cu = (> siO0<x<Í10 
14x+6 si l0<x 
La gráfica de C se muestra en la figura 4. Para esta función, C(10) = 20 y 
lím CG) = lím 2x > lím C(x) = lím (1.4x + 6) 
x>107 x=>107 x>10+ x>310+ 
= 20 = 20 


Por tanto, lim C(x) existe y es igual a C(10). En consecuencia, C es conti- 
nua en 10. *” 


Ahora se presentarán algunos ejemplos de funciones discontinuas. En 
cada ejemplo se dibuja la gráfica de la función dada, se determinan los puntos 
donde la gráfica se rompe y se muestran cuáles de las tres condiciones de la 
definición 1.8.1 no se cumplen en cada discontinuidad. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 Sea fla función definida por 


2x+3 sixxl 
2 six=1 


fo) = | 


La gráfica de esta función, la cual se- muestra en la figura 3, se rompe en el punto 
donde x = 1, por lo que se investigarán en ese punto las condiciones de la 
definición 1.8.1. 


Y FM = 2 
(ii) lím fo) =5 
(iii) limf6) + FA) 
131 
Las condiciones (1) y (ii) se satisfacen pero la condición (iii) no se cumple. Por 
tanto, la función f es discontinua en 1. d 


Observe que si en el ejemplo ilustrativo 3, se definirá f(1) como 5, enton- 
ces lim FG) y F(1) serían iguales y f sería continua en 1. Por esta razón, la 
> 


discontinuidad del ejemplo ilustrativo 3 se denomina discontinuidad removible. 
En general, suponga que fes una función discontinua en el número a para 
la cual lim f(x) existe. Entonces fía) no existe, o bien, fía) + lim fo). 
x>34a x>a 


mo 03 six<l 


3-x si1d<x 


FIGURA 7 
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Dicha discontinuidad es una discontinuidad removible (o eliminable) por- 
que si f se redefine en a de modo que f(a) es igual a lím f(x), la nueva función 


es continua en a. Si la discontinuidad no es removible, entonces se le llama 
discontinuidad esencial. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 sea fla función definida por 


= tl 
Ko = x-2 

La gráfica de f, mostrada en la figura 5, se rompe en el punto donde x = 2; por lo 

que se invéstigarán las condiciones de la definición 1.8.1. 

0 ff) no está definida. 


Como no se satisface la condición (1), fes discontinua en 2. 
La discontinuidad es esencial porque lím f(x) no existe. 4 
1>2 


La discontinuidad del ejemplo ilustrativo 4 recibe el nombre de dis- 
continuidad infinita. 


l> EJEMPLO ILUSTRATIVO 5  Seag la función definida por 


—— o si 2 
0 =11=2 sixx 


3 six=2 
La gráfica de g se muestra en la figura 6. Se investigarán las tres condiciones 
de la definición 1.8.1 en 2. 


(Md 2) = 3 

.. lí = lí , —- 

e a 
= -—00 = +00 


lím g(x) no existe. 
x>2 


Como no se cumple la condición (ii), g es discontinua en 2. 
La discontinuidad es infinita, y por supuesto, esencial. d 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 6 sea» la función definida por 


3+x six<l 
ox sil<x 


ho) = [ 


La figura 7 muestra la gráfica de h. Como la gráfica de h se rompe en el punto 
donde x = l, se investigarán las condiciones de la definición 1.8.1 en 1. 


DM HD =4 
limi) = lmG +0 lím AG) = lm Gx) 


=4 =2 


Debido a que lim h(x) + lim, h(x), entonces lím A(x) no existe. 
>” > > 
La condición (11) no se cumple en 1; de modo que 4 es discontinua en 1. 
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[O, 9.4] por [0, 1] 


FG) = Yx-2 
x-4 
FIGURA 9 


Puesto que límk(x) no existe, la discontinuidad es esencial. < 
x>1 


La discontinuidad del ejemplo ilustrativo 6 se denomina discontinuidad 
de salto. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 7 Sea F la función definida por 
mo (13) sie 9 
2 six =3 
La figura 8 muestra la gráfica de F. Se investigarán las tres condiciones de la 
definición 1.8.1 en 3. 


(MM) FG) = 
(ii) lím FG) = lim G - x) lím Fo) = lim (x - 3) 


Por tanto, lím Fx) =0 
(6119) lím F(x) 2 F(3) 


Debido a que la condición (iii) no se satisface, F es discontinua en 3. 
Esta discontinuidad es removible porque si se redefine F(3) como 0, 
entonces la nueva función será continua en 3. 


» EJEMPLO 1 La función definida por 


fo) = al Mi 


es discontinua en 4. (a) Trace la gráfica de f en el rectángulo de inspección de 
[0, 9.4] por [O, 1]. La gráfica se rompe en el punto donde x = 4. ¿La 
discontinuidad mostrada es removible o esencial? Si la discontinuidad parece 
removible, especule sobre cuál sería el valor de f(4) de modo que la discon- 
tinuidad sea eliminada. (b) Confirme analíticamente la respuesta del inciso (a). 


Solución 


(a) La figura 9 muestra la gráfica de f con un agujero en el punto donde 
x = 4. Al emplear el rastreo (Trace) de la graficadora, se sospecha que 
lím 0) existe y es 0.25. Así, la discontinuidad parece removible y pue- 


de ima si se redefine f(4) como 0.25. 
(b) Al calcular lím $) se obtiene 


limfb) = lim 422 
x>4 x>4 XxX - 4 

m 2 - 2 Vx + 2) 
Pe (x — 4) /x +2) 


E x-4 
ES QED 
2 
= l K———— 
e E AN] a 


1 


4 
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Así, se ha confirmado la respuesta del inciso (a). Por tanto, se redefine la fun- 
ción fen 4 y se obtiene la nueva función definida por 


al 


F( x) = x-4 
z six=4 
Esta función es continua en 4. d 


Los teoremas acerca de funciones continuas en un número son de gran 
ayuda al calcular límites, así como para demostrar otros teoremas. El primero 
de estos teoremas se obtiene al aplicar la definición 1.8.1 y algunos teore- 
mas de límites. 


1.8.2 Teorema 


Si f y g son dos funciones continuas en el número a, entonces 


(D) f + ges continua en a; 
(ii) F — g es continua en a; 
(ii) f - g es continua en a; 
(iv) f/g es continua en a, considerando que g(a) + 0. 


A fin de ilustrar el tipo de demostración requerida para cada inciso de este 
teorema, se probará el inciso (i). 


Demostración de (i) Como f y g son continuas en a, de la definición 
1.8.1 


límf() = fía) y  límg(x) = ga) 
xa x>a 

De estos dos límites y del teorema 4 de límites, 
lím [£60) + 260] = fía) + gía) 

la cual es la condición para que f + g sea continua en a. a 
Las demostraciones para los incisos (ii), (iii) y (iv) son semejantes. 
Considere la función polinomial f definida por 
FO = by" + by le by e eb + bn bpr0 


donde n es un número entero no negativo y bg, by, ..., b, son números rea- 
les. Mediante aplicaciones sucesivas de los teoremas de límites, se puede 
demostrar que si a es cualquier número, entonces 


lím f(x) 


bga” + bart + bra? 4... + by qa + ba 


= fla) 
de modo que se establece el siguiente teorema. 


1.8.3 Teorema 


Una función polinomial es continua en todo número. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 8 sif) =x3-22+51+1, 


entonces fes una función polinomial y por tanto, por el teorema 1.8.3, 
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f es continua en todo número. En particular, como f es continua en 3, 
lím fo) = FG). Así, 
133 
lim(d - 22 + 5x +1) = 9 - 23? + 53) + 1 
de E 
= 25 4 


1.8.4 Teorema | 


Una función racional es continua en todo número de su dominio. 


Demostración Sifes una función racional entonces se puede expresar 
como el cociente de dos funciones polinomiales. De modo que f se puede de- 
finir por 


- £4) 
fm = y o 
donde g y Áh son dos funciones polinomiales, y el dominio de fconsta de todos 
los números reales excepto aquellos para los que k(x) = 0. 
Si a es cualquier número del dominio de f, entonces h(a) + 0; de modo 
que por el teorema 9 de límites 


lím g(x) 
lim f(x) = TES 3) 


x>a 
Como g y A son funciones polinomiales, por el teorema 1.8.3 son continuas 
en a; por lo que lím g(x) = g(a) y lim h(x) = h(a). En consecuencia, 

x>4 x*>4 


lim f(4) = = 


Por tanto, fes continua en cada número de su dominio. n 


» EJEMPLO 2 Determine los números en los que la función si- 
guiente es continua: 


fa) = +1 


12 -9 


Solución El dominio de f es el conjunto R de números reales excepto 
aquellos para los que 1? — 9 = 0. Como 1? — 9 = 0 cuando x= +3, el do- 
minio de fes el conjunto de todos los números reales excepto 3 y —3. 

Debido a que f es una función racional, por el teorema 1.8.4, f es conti- 
nua en todos los números diferentes de 3 y —3. 4 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 9 — sea f la función del ejem- 


plo 2. Puesto que 2 está en el dominio de f, entonces por el teorema 1.8.4 
lim f(x) = fQ) 
1>2 
2341 
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» EJEMPLO 3 Determine los números en los que la función si- 
guiente es continua: 


2x-3 six<l 
e sil<x 


19 = 


Solución Las funciones cuyos valores son 2x — 3 y x? son funciones 
polinomiales y, por tanto, son continuas en todo número real. De esta manera, l es 
el único número en el que la continuidad es cuestionable. Por esto, se investi- 
garán las tres condiciones de continuidad en 1. 


(1) AA) = —1. Por lo que se cumple la condición (i). 

.. Y En ” - 7 ns r 2 

(ii) lim fa) = lím (Qx - 3) Jm $0) = lím x 
= -1 = 1 


Como lím f(x) + lím f(x), el límite bilateral lim f(x) no existe. Por esto, 
1 x>1+ > 


f tiene una discontinuidad de salto en 1. Por tanto, fes continua en cada nú- 
mero real excepto l. de] 


1.8.5 Teorema 


Si n es un número entero positivo y 
fo = Yx 
entonces 


(i) si n es impar, entonces fes continua en todo número, 
(iú) si n es par, entonces fes continua en todo número positivo. 


La demostración de este teorema es una consecuencia inmediata del 
teorema 1.5.13, el cual establece que si a > 0 y nes un número entero positi- 
vo,osia < 0 y nes un número entero positivo impar, entonces 


lim Yx = Ya 


HA 4—+ 
5 


x x>a 


'> EJEMPLO ILUSTRATIVO 10 


fo = Xx (a) Si fO) = Vx , entonces, por el teorema 1.8.5(i), f es continua en cada 
número real. La figura 10 muestra la gráfica de f. 

(b) Si gG) = /x , entonces, por el teorema 1.8.5(ii), g es continua en cada nú- 
mero real positivo. La gráfica de g se muestra en la figura 11. 4 


FIGURA 10 


En ocasiones se necesita emplear una definición de continuidad en la 
que se utiliza la notación €-Ó. A fin de obtener esta definición alternativa, 
se comienza con la definición 1.8.1, la cual establece que la función fes con- 
tinua en el número a si 


lim f() = fa) (4) 


Al aplicar la definición de límite de uña función (1.5.1), donde £ es igual a 
fO= Vx fa), (4) se cumple si para cualquier € > Oexiste una Ú > O tal que 


FIGURA 11 si 0< lx - a | < Ó entonces LG) - fía)| <€ (5) 
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É 


Si f es continua en a, debe existir f(a); por tanto, la condición de que 
|x =a | > Onoes necesaria en la proposición (5), debido a que cuandox = a, 
| FO) — fa) | será O y así, menor que € . Se tiene, entonces, el teorema si- 
guiente, el cual servirá como la definición alternativa deseada de continuidad. 


1.8.6 Teorema 


La función f es continua en el número a si festá definida en algún inter- 
- valo abierto que contenga a a y si para cualquier € > O existe 9 > 0 * 


En los ejercicios 1 a 14, dibuje la gráfica de la función. Observe 
donde la gráfica se rompe, determine el número en el que la 
función es discontinua, y muestre por qué la definición 1.8.1 


no se satisface en este número. 


2 
_ Xx + x-6 
L fa) = Ea 2. F(x) = 
*+x-6 
-3 
3. 20=4/ 743 2d 
1 six=-3 
2 
x*-3x-4 
4. 60) = 7 sixx4 
2 six=4 
5. ho) = : 0-00 + 
x-4 
5 
% fo. 7 sixzx4 
2 six = 
1 . 
-—2 
8 sg) = 12 
0 six=-—2 
+ six<0 
9 fa) = 0 six=0 
Vx si0<x 
xl six<l 
10. f00) = 31 six=1 
l=x sil<x 
2-4 sir<2 
1. 820) = 4 sit = 2 
4-pP si2<t 
Ó6+x  six<Z 
R. A) = ¿2-x si-2<x3<2 
2x=1 si2<x 
13. fo = Ll 
x 
|x| 
MM. 80) = 7. Sixx*o0 


tal que 


si lx-a|< 8 entonces |f(x) - f(a)| < € 


EJERCICIOS 1.8 


En los ejercicios 15 a 28, la función es discontinua en el núme- 
ro a. (a) Trace la gráfica de f en un rectángulo de inspección 
conveniente y determine que la gráfica se rompe en el punto donde 


x = a. ¿Parece ser removible o esencial esta discontinuidad? 
Si parece ser removible, especule sobre cómo debe redefinirse 


z dx 4 Fa) de modo que la discontinuidad sea eliminada. (b) Confir- 
ds me analíticamente la respuesta del inciso (a). 
do 
15. f) = Á= 24 = 2 
3 
_ Xx +4 43 ÉS 
16. (0) = 554 = 3 
E Era 
17. fo) = EN =9 
+2 
==) 
18. = z ; 5 
FO) Ta? 
19. f() = 4x4 4-3 =5 
x-5 
20 1. A 
21. fo) = Pd 
22. f(x) = 2-Yx+ a =3 
=3 
Vx - 
23. f0) = d-2., =8 
y po 
2% fu = HL 
28. (1) = Ha 3 
3 - |] 
26. fa) = 42 =-5 
lx + 1] -4 
10 A 
cl] 
28. f(1) = 23 3 
|x + 1] -4 


a 
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En. los ejercicios 29 a 40, determine los números en los que la 
función es continua e indique la razón. 


29. f(x) = Xx + 39 


30. -£() = (1 - 5 (2? + 49 
__X _ xA+l 
pl $) = 73 3. hx) 3 
E +7 x-2 
Fa = == 34. = 
3, Fm = 3Ty AU E 
35 [3x1 six<2 
AMS 
36. fa) = (+2? six<0 
, 2+2 si0<x 
--. six<l 
- Jx+ 
37. f0) = 1 ] 
: sil<x 
3=x 
1 six<3 
38. f() = $ 
si3<x 
9=x 
9. ho) = x+ Vx six<o0 
" x=vVx si0<x 
40. g() = 2x-Yx six<l 
de xVx sild<x 


En los ejercicios 41 a 44, realice lo siguiente: (a) determine 
los valores de las constantes c y k que hagan a la función con- 
tinua en todo número. (b) Dibuje la gráfica de la función 
resultante. 


347 six<4 
MA E 
kx=1 six<2 
Tas kx? si2<x 
x six<1l 
3 fa) =40+k sil<ox<a4 
-2x si4=<x 
x+2c six <-—2 
M fa) = <3cx+k si2s<x=<l 
3x-2k sil<x 


Los ejercicios 45 y 46 tratan acerca de la función dibujada en 
la figura adjunta. En los incisos (a)-(c) confirme analíticamen- 
te por qué f es discontinua en el número indicado, señalando 
por qué no se cumple la definición 1.8.1. 


45. (a) Enx = 3; (b)enx = 1; (c) enx = 3. (d) ¿Cuáles 


de las discontinuidades de los incisos (a)-(c) son esencia- 
les? ¿Por qué? (e) ¿Cuáles de las discontinuidades de los 
incisos (a)-(c) son removibles? ¿Qué haría para eliminar 
la discontinuidad? 


46. (a) En x = 0; (b)en x = 2; (c) en x = 4. (d) ¿Cuáles 
de las discontinuidades de los incisos (a)-(c) son esencia- 
les? ¿Por qué? (e) ¿Cuáles de las discontinuidades de los 
incisos (a)-(c) son removibles? ¿Qué haría para eliminar 
la discontinuidad? 


En los ejercicios 47 y 48, dibuje la gráfica de alguna función f 
que satisfaga las condiciones dadas. 


47. El dominio de f es (-4, 4). La función f es continua en 
cada número de los intervalos (-4, -2), (2, 2) y (2, 4) 
y f es discontinua en -2 y 2; f(-2) = 0 y f(2) = 0; 

lim, £00) = +00, lim f(x) =0, límf(x) = 0 y 
lím fo) = -00, 

48. La función fes continua en cada número de los intervalos 
Eo, 1), El, 1) y (1, +00) y fes discontinua en —1 y 1; 
FED =0yf0D =0; lím_f00) y lim, £0) existen pero 
son diferentes de 0; lím FO) y lim F(x) no existen. 


En los ejercicios 49 a 52, determine los números en los que la 
función indicada es discontinua, y muestre por qué no se cumple 
la definición 1.8.1 en cada discontinuidad. 


49. La función del ejercicio 5 de la sección 1.3 y del ejercicio 
39 de la sección 1.6, la cual es un modelo matemático 
que expresa el costo total de un embarque como una fun- 
ción de su peso. 


50. La función del ejercicio 6 de la sección 1.3 y del ejercicio 
40 de la sección 1.6, la cual es un modelo matemático que 
expresa el porte de correo de primera clase para una carta 
que no pese más de 11 oz como una función de su peso. 


51. La función del ejercicio 7 de la sección 1.3 y del ejercicio 4.1 
de la sección 1.6, la cual es un modelo matemático que expre- 
sa el costo de una llamada telefónica, que no dura más de 
5 min, de Mendocino a San Francisco como una función de 
la duración de la llamada. 
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52. 


53, 


54. 


55. 


56. 


La función del ejercicio 8 de la sección 1.3 y del ejercicio 
42 de la sección 1.6, la cual es un modelo matemático que 
expresa el precio de admisión al Coast Cinema como 
una. función de la edad de la persona. 


Suponga que a los £ minutos, r(í) metros es el radio del 
flujo circular de petróleo que se derrama por una fisura 
de un tanque y 


4? + 20 
ft = 
0 lee +4 


si0<t<2 
si 2<tf 
Demuestre que » es continua en 2. 


Si A(£) metros cuadrados es el área de la fisura del tanque 
del ejercicio 53 a los £ minutos, (a) defina A(s), y (b) de- 
muestre que Á es contínua en 2. 


Demuestre que la función definida por 
1-1 
x-1 


donde n es un número entero positivo, tiene una discon- 
tinuidad removible en 1. Sugerencia: para el factor 1" — 1 
utilice la fórmula (12) de la sección suplementaria 1.5. 


La función f está definida por 


fo) = 


2nx 


fo = lím 2 


n 


57. 


58. 


Dibuje la gráfica de f. ¿En qué valores de x es discontinua 
la función f ? 


_ 1six<o0 
y 80m = xsi0<x 


demuestre que f y g son discontinuas en O pero que el 
producto f - g es continuo en 0. 


. -x six<o0 
Sif() = ( S0<x 


Proporcione un ejemplo para mostrar que el producto de 
dos funciones f y g puede ser continuo en a, donde f es 


" continua en a, pero g es discontinua en q. 


59, 


61. 


62. 


Dé: un ejemplo de dos funciones que sean discontinuas en 
un número a, pero cuya suma sea continua en a. 


Explique por qué la definición de función continua en un 
número qa garantiza que la gráfica de la función no se 
rompe en el punto donde x = a. 


Si la función f es continua en a y la función g es discon- 
tinua en a, ¿por qué puede concluirse que la suma de las 
dos funciones, f + g, es discontinua en q? 


Si la función fes discontinua en a y la función g es conti- 
nua en a, ¿es posible que el cociente de las dos funciones, 
f/g, sea continuo en 4? Explique su respuesta. 


1.9 CONTINUIDAD DE UNA FUNCIÓN COMPUESTA 
Y CONTINUIDAD EN UN INTERVALO 


Recuerde la definición (1.2.2) de función compuesta: dadas las funciones f y 
8, la función compuesta, denotada por f e g, está definida por 


(Fe 90) =f(500) 


y el dominio de f * g es el conjunto de todos los números del dominio de g 
tales que g(x) está en el dominio de f. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 


SifG) = Vx y 80) = 4 - 


x2, y si hes la función compuesta f > g, entonces 


Debido a que el dominio de g es el conjunto de todos los números reales y el 
dominio de f es el conjunto de todos los números no negativos, el conjunto de h 
es el conjunto de todos los números tales que 4 — 2 > 0, esto es, todos los mú- 


ho) = FE) 
y = f(4 — 1?) 
= 4 y? 
2 
> -— to —+ 5 > yx 
ho = 14- 1? 
FIGURA 1 


compuesta. 


meros del intervalo cerrado [-2, 2]. La gráfica de h se muestra en la figura 1. 4 


De la figura 1, parece que h es continua en cada número del intervalo 
abierto (2, 2). Antes de probar este hecho en el ejemplo 1, se necesitan dos 
teoremas más, el primero de los cuales trata acerca del límite de una función 
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Si lím g69 = by si la función fcs continua en b, entonces 
lim (Y > gx) = 0) 
A perido 


LEO) = Alim 60) 
Demesacón Puesto que f es continua en b, por el teorema 1.8.6, se 
tiene el siguiente enunciado: para cada €, > O existe una Ó, > O, tal que 

si [ly - b|< 8, entonces |f(y) - Ab)]| < €, (D 
Como lím g(x) = b, para cada 0, > O existe 0, > 0, tal que 
si 0 < |x -a | < 67 entonces let) - b| < Ó Q) 


Si0< |x =- al < 67, se sustituye y por g(x) en el enunciado (1) obte- 
niéndose lo siguiente: para cada €, > Oexiste 9; > 0, tal que 


si lg) - b|< 68, entonces |fg(x) — F(b)| <€; (3) 


De los enunciados (2) y (3) se concluye que para cualquier €; > 0 existe 
9, > 0, tal que 


si 0<|x-a|< d entonces |fg(x) — AD)| <€; 
de lo que se deduce que 
limf(g(0) = FO) 
>  lmfe)=Alimed) . 
El teorema 1.9.1 tiene un papel importante en las demostraciones de los 
teoremas de límites 9 y 10, presentadas al final de la sección. A continuación 


se aplicará el teorema en la demostración del teorema siguiente que trata so- 
bre la continuidad de una función compuesta. 


1.9.2 Teorema Continuidad de una función compuesta 


Si la función g es continua en a y la función Fes continua en g(a), enton- 
-' ces la función compuesta f op es continua en a. 


Demostración Puesto que g es continua en a, entonces 
lim g(x) = g(a) (4) 
x>34 


Como la función f es continua en g(a), se puede aplicar el teorema 1.9.1 a la 
función compuesta f e g, de lo que se obtiene 


ía 29 = limita). 
= flím go) 
= KEta) (por (4)) 
= (poa 


lo cual demuestra que f e g es continua en a. 1] 


e íáéálOAA  —+————————————— 0 — 
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El teorema 1.9.2 establece que una función continua de una función conti- 
nua es continua. El siguiente ejemplo muestra como se emplea este teorema 
en la obtención de los números para los cuales una función particular es 
continua. 


» EJEMPLO 1 Determinar los números en los que la función si- 
guiente es continua: 


ES NS A 


Solución La función h esla que se obtuvo en el ejemplo ilustrativo 1 como 
la función compuesta f o g, donde f(x) = /x y g(x) = 4 - x?. Como g es 
una función polinomial, es continua en todos los números reales. Además, 
por el teorema 1.8.5(ii), fes continua en cada número real positivo. En conse- 
cuencia, por el teorema 1.9.2, h es continua en cada número x para el cual 
2(x) > 0. Esto es, cuando 4 — x?2 > 0. Por tanto, h es continua en el intervalo 
abierto (-2, 2). 4 


Como la función A del ejemplo 1 es continua en cada número del intervalo 
abierto (-2, 2), se dice que h es continua en el intervalo abierto (2, 2). 


1.9.3 Definición de continuidad en un intervalo abierto 


o in dee 
si es continua en cada número del intervalo abierto. 


Se hará referencia otra vez a la función h del ejemplo 1. Como h no está 
definida en cualquier intervalo abierto que contenga a -2 o 2, no sé puede 
considerar lim, ho) o lim h(x). Por tanto, la definición 1.8.1 de continuidad 

x>o- > 


en un número, no permite que h sea continua en —2 o 2. En consecuencia, para 
discutir la cuestión de la continuidad de A en el intervalo cerrado [-2, 2], se 
debe extender el concepto de continuidad para incluir la continuidad en un 
extremo de un intervalo cerrado. Para esto, primero se define continuidad por 
la derecha y continuidad non la izquierda 


1.9.4 Definición de continuidad por la derecha 


'Se vice que la fonción fes continua por la derecha en el número a si 
y sólo si se cumplen las tres condiciones siguientes: 


(1). f(a) existes Si 
(id) Mim $00) existe; 
(lim 10) = 


1.9.5 Definición de continuidad por la izquierda 
Se dice que la función fes continua por la izquierda en el número e si 
y sólo si se cumplen las tres condiciones siguientes: 
- 1) Fa) existe; 
(1) lím f(x) existe; > 
x24- , 
(iii) im a) = fía). 
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1.9.6 Definición de continuidad en un intervalo cerrado 
Se dice que una función, cuyo dominio contiene al intervalo cerrado 
[a, b], es continua en él intervalo cerrado (a, b] si y sólo si es continua 
en el intervalo abierto (a, b), así como continua por la derecha en a y 
continua por la izquierda en b. 


» EJEMPLO 2 Demuestre que la función A del ejemplo 1 es con- 
tinua en el intervalo cerrado [-2, 2]. 


Solución La función h está definida por 
ho) = v4- 1? 
y en el ejemplo 1 se mostró que A es continua en el intervalo abierto (2, 2). 


Al aplicar el teorema 1.9.1 se calculan los límites lim ¿200 y Jim hGo. 
122 


lím kx) = lím Y4 - x2 lím h(x) = lim y4 — x? 
o-2+ 1>-—2+ 122. 122” 
= 0 = 0 
= h) = h(2) 
Lióv 16 De este. modo, h es continua por la derecha en —2 y es continua por la izquier- 
TA da en 2. En consecuencia, por la definición 1.9.6, h es continua en el in- 
tervalo cerrado [-2, 2]. La gráfica de h se muestra en la figura 1. 4 


Observe la diferencia en la terminología utilizada en los ejemplos 1 y 2. 
En el ejemplo 1 se estableció que h es continua en cada número del intervalo 
abierto (-2, 2), mientras que en el ejemplo 2 se concluyó que h es continua en 
el intervalo cerrado [-2, 2]. 


1.9.7 Definicion de continuidad en un intervalo 


y cuyo dominio incluye al intervalo semiabierto [a, b) 
contínua en [a, b) si y sólo si es continua en el intervalo abierto 
(a, b) y es continua por la derecha en a. 
MD. Una función cuyo dominio incluye al intervalo semiabierto (a, b] 
E es continua en (a, 6] si y sólo si es continua en el intervalo abierto 
(a, b) y es contimna por la izquierda en b. 


Se tienen definiciones similares a las de la definición 1,9,7 para la conti- 
nuidad en los intervalos [a, +00) y (—oo, b]. 


» EJEMPLO 3 Determine el intervalo más grande (o unión de in- 
tervalos) en el que la función siguiente es continua: 


= y? 
fo) = BL 


Solución Primero se determina el dominio de f. La función está definida 
en todo número excepto cuando x = 3 o cuando 25 — 12 < 0 (esto es, cuan- 
dox > 50x < -5). Por tanto, el dominio de fes [=5, 3) U (3, 5]. Como 


¿Nim fG) =0 y Mm fa) =0 
= $65) = $6) 
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F6b) 


Fa) 


<=) 


_fr-1 si0sxs2 
10 = [o si2<x<3 


FIGURA 4 


f es continua por la derecha en -5 y es continua por la izquierda en 5. Ade- 
más, f es continua en los intervalos semiabiertos (-5, 3) y (3, 5). En con- 
secuencia, fes continua en [-5, 3) U (3, 51. 


La importancia de la continuidad de una función en un intervalo será más 
evidente a medida que avance en el estudio del Cálculo. Esta propiedad es parte de 
las hipótesis de muchos teoremas esenciales , tales como el teorema del valor 
medio, los teoremas fundamentales del Cálculo, y el teorema del valor extremo. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 En el ejemplo 4 de la sec- 


ción 1.3 se obtuvo como modelo matemático la función V definida por 
Va) = 170x — 542 + 4% 


y expresa el volumen de una caja de cartón como función de la longitud del 
cuadrado cortado en cada una de las esquinas de un trozo de cartón de forma 
rectangular. Debido a que V es una función polinomial, es continua en todo 
número, y por tanto, es continua en su dominio, el intervalo cerrado (0, 5]. Este 
hecho es necesario para aplicar el teorema del valor extremo de la sección 3.2 
para determinar el valor de x, el cual hace que V(x) sea un máximo. 4 


Otro teorema importante concerniente a la continuidad de una función en 
un intervalo cerrado es el teorema del valor intermedio, el cual se tratará a 
continuación. 


1.9.8 Teorema del valor intermedio 


Si la función f.es continua en el intervalo cerrado [a, b] y si f(a) + f(b), 
entonces para cada valor k entre f(a) y f(b) existe un número c entre a 
y b tal que f(c) = k. 


La demostración del teorema del valor intermedio está más allá de los 
objetivos de este libro y puede encontrarse en un texto de Cálculo avanzado. 

En términos geométricos, el teorema del valor intermedio establece que 
la gráfica de urra función continua en un intervalo cerrado debe intersectar a 
cada recta y = k entre las rectas y = fía) y y = f(b) al menos una vez. Ob- 
serve la figura 2, donde (0, k) es cualquier punto sobre el eje y entre los puntos 
(0, fa) y (0, f(b)); la recta y = k intersecta la gráfica de f en el punto (c, k), 
donde c está entre a y b. 

Para algunos valores de k, puede tenerse más de un valor posible para c. El 
teorema establece que existe al menos un valor de c pero tal valor no es 
necesariamente único. La figura 3 muestra tres valores posibles para c (cy, €, 
y C3) para una k particular. 

El teorema del valor intermedio afirma que si la función fes continua en 
el intervalo cerrado [a, b], entonces f(x) toma todos los valores entre fía) y 
F(b) conforme x toma todos los valores entre a y b. Los dos ejemplos ilustrati- 
vos siguientes muestran la importancia de la continuidad de f en [a, b] para 
poder garantizar esta afirmación. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 Considere la función f de- 


finida por 
10 (27) si0<x<2 
e si2<x%3 


La gráfica de esta función se presenta en la figura 4. 


80) = 


x- 


FIGURA 5 


[2, 5] por [-10, 10] 
0) = 4 + 3x - 12 
y=1 
FIGURA 6 


Gr 120,0 


FO =4+ 3x- 12%4xe€ [2,5] 


FIGURA 7 
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La función fes discontinua en 2, el cual está en el intervalo cerrado [0, 3]; 
FO) = -1 y FG) = 9. Si k es cualquier número entre 1 y 4, entonces no hay 
ningún valor de c tal que f(c) = k porque no existen valores de la función entre 
l y 4, 4 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 Sea g la función definida por 


20) = y 


La figura $ muestra la gráfica de esta función. 

La función g es discontinua en 4, el cual pertenece al intervalo cerrado 
2,5122) = —1 y £(3) = 2. Si k es cualquier número entre —1 y 2, no hay 
ningún valor de c entre 2 y 5, tal que g(c) = k. En particular, sik = 1, enton- 
ces g(6) = 1, pero 6 no pertenece al intervalo (2, 5). d 


» EJEMPLO 4 Dada la función f' definida por 
f0) =4 + 3x - x? 2<x<5 


(a) Verifique que e] teorema del valor intermedio se cumplaparak = 1 trazando 
la gráfica de f y la recta y = 1; estime, con cuatro cifras decimales, el número c 
del intervalo (2, 5), tal que f(c) = 1. (b) Confirme la estimación del inciso (a) 
analíticamente. (c) Dibuje la gráfica de fen el intervalo [2, 5] y muestre el punto 


(c, 1). 


Solución 


(a) Comofes una función polinomial, es continua en todo número, en particu- 
lar en [2, 5]. La figura 6 muestra la gráfica de f y la recia y = 1 trazadas 
en el rectángulo de; inspección de [2, 5] por [—10, 10]. En la graficadora, 
se estima c = 3.7913, 

(b) Se resuelve la ecuación cuadrática 

4+30=A2=1' 
d-30-3=0 
3+49+12 
2 

3/21 
2 

Se rechaza (3 — +/21) porque este número es negativo y no pertenece 

al intervalo (2, 5). El número 36 + 21) está en el intervalo (2, 5), y 


qe 


c=- 


2 
Como (3 + 421)/2 = 3.7913, se confirma la estimación. 
(c) La gráfica requerida se muestra en la figura 7. 4 


El teorema siguiente es una consecuencia directa, un corolario, del teo- 
rema del valor intermedio. 


1.9.9 Teorema del cero intermedio 


Si la función f es continua en el intervalo cerrado [a, b] y si f(a) y f(b) 
tienen signos opuestos, entonces existe un número c entre a y bh, tal que 
fic) = 0; es decir, e es un cero de f. 
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[-3, 3] por [=5, 5] 
0) = 28% -22-4r+1 


FIGURA 8 


Demostración La función f satisface las hipótesis del teorema del valor 
intermedio, y como fía) y f(b) tienen signos opuestos, se considera a O como 
un número k entre fía) y f(b). Por tanto, existe un número c entre a y b, tal 
que fíc) = 0. " 


En el ejemplo siguiente se aplica el teorema del cero intermedio para 
localizar ceros de una función. 


» EJEMPLO 5 (a) Aplique el teorema del cero intermedio para 
mostrar que la función definida por 


fo) = 2% -22%-4x+ 1 


tiene tres ceros entre —2 y 2. (b) Estime en una graficadora estos ceros con dos 
cifras decimales. 


Solución 


(a) Se calculan los valores de f(x) para los valores enteros de -2 a 2 y se for- 
ma la tabla 1. Como f(-2) y fEl) tienen signos opuestos, f.tiene un 
cero entre -2 y —1; también f tiene un cero entre O y 1, y otro entre 1 y 2 
por la misma razón. 

(b) La gráfica de f trazada en el rectángulo de inspección de [-3, 3] por 
[=S, 5] se muestra en la figura 8. En la graficadora se estima que los ceros 
son —1.14, 0.23 y 1.91. 4 


Ahora se demostrarán los teoremas 9 y 10 como se indicó en la sección 1.5. 
Observe la aplicación del teorema 1.9.1 (límite de una función compuesta). 


Teorema 9 de límites Límite del cociente de dos 
funciones 


Si lim O) =L y si lím g(x) = M, entonces. 
xa x>s4 É 


EN Lg E 
O siMzx0 pisa 


Demostración Sea h la función definida por k(x) = 1/x. Entonces la 
función compuesta h o g está definida por k(g(x)) = 1/g(x). La función h 
es continua en todo número excepto en O, lo cual se deduce del teorema 
1.5.12. En consecuencia, 


lím ÓN límo h(g00) 

= hk(lím 260) (por el teorema 1.9.1) 

x>a 
= hM) 
ole 
M 
Del teorema 6 de límites y del resultado anterior se tiene que 

tim L2%) = timf() - lim 
x>a g(x) x>a x>a g(x) 


L 
L 
M 
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Teorema 10 de límites Límite de la raiz n-ésima 


de una función 


Si n es un número entero positivo y lim f(x) = L, entonces 
a 
lim Yf6) = YL 
xx > 
Con la restricción de,que sin es par, L > 0. 


Demostración Sea h la función definida por h(x) = Yx. Entonces la 
función compuesta ko f está definida por H(f(x)) = Y f(x). Del teorema 
1.8.5, h es continua en L si n es impar, o si n es par y L > 0. Por tanto, 


lim AID) 

m lim FOO) (por el teorema 1.9.1) 

ON 

Y/L . 


lim 2/f60) 


EJERCICIOS 1.9 


En los ejercicios 1 a 6, defina f o g y determine los números 
en los quef o g es continua. 


L (a) fo = /x:g0) = 9-17; 
(b) f() = /x;8() = É - 16 


2. (a) f0) = /x: 800) = 16 - x?; 
(db) (0 = Vigo == +4 

3. (a) S0 = Ax; gx) = + 
0/0 = 50 = 


4. (3) 0 = Vxgo) = Vx+l; 
(b) f00) = Vx+ tigo = Yx 


14 =- y? 
5. fx) = E :8(x) 


2 
6. fa) = 80) 


En los ejercicios 7 a 16, determine el dominio de la función, y 
después determine para cual de los intervalos indicados es con- 
tinua la función, 


|x| 


|x| 


7. f) = —G:0, 7), [E6, 4], (00, 0),(65, + 00), [-5, +00), 


[-10, -5) 

8. g0) = 5 CE, 0), 10, +00), (0, 2), (0, 2], [2, +00), 
(2, +00) 

9 $0 = 0,0, (1, ),10, 11,51, 0), (oo, 1), 


(1, +00) 


" 


l 


10. 


11, 


12. 


13, 


14. 


15. 


16. 


r+ 
pz 


fr = 
+, 2] 


ga) = ví? -9; (00, -3), (oo, -3], (3, +00), 
[3, +00), (3, 3) 


$ = PLE Y (Gp, (1 2,11, 2), (1, 2] 


Fw = Sal. (coo, 1), (oo, 11,11, 1), (=L, +00), 


= (0, 4], (2, 2), (oo, -2], (2, +00), [-4, 4], 


(1, +00) 


2x-3 six<-—2 

ROD) =4x-5 si2Sx8S1p6o, 1), (2, +00), 
3x sil<x 

RA, Dn, (2, 1D, [P2, 1] 

fo = 44-32; (2, 2), 22, 2], 1-2, 2), (2, 21, 

Eo, -2], (2, +00) 


: 7:¡6L 3), [F1, 3], (AL, 3), El, 3] 


F E PE 
2 3+2y- y 


En los ejercicios 17 a 22, determine el intervalo más grande (o 
unión de intervalos) en el que la función f o g del ejercicio 
indicado es continua. 


17. 


Ejercicio 1 18. Ejercicio 2 19. Ejercicio 3 
Ejercicio 4 21. Ejercicio 5 22. Ejercicio 6 
Determine el intervalo más grande (o unión de intervalos) en 


el que la función del ejercicio 17 de la sección 1.6 es 
continua. 


Determine el intervalo más grande (o unión de intervalos) 
en el que la función del ejemplo 4 de la sección 1.6 es 
continua. 
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En los ejercicios 25 a 26, dibuje la gráfica de una función f que 
satisfaga las condiciones dadas. 


25. f es continua en (—oo, 2] y (2, +00); 
lim f(x) = 3; lim f0) = 


00, 2), [-2, 4] y (4, +00); lim fx) = 


lim fQ) = 


+00; lim f(x) = 


26. fes continua en (— 


0; lim _ fa) = —o0; lim, £) = -3; lim fo) =- 
lim FO) = 2; lím. FO) = 5; lím fa) = 


27. f es continua en (-00,-3],(-3, 3) y [3, +00); 


lim fx) = lím_£0) = 0; lim £G) = 
lim £00 =1; lim f(x) =0; lim, f(x) =- 


lim, fa =0 
28. f es continua en (oo, 0) y de + 00); 
lim FO) = 3; Hm 1 (x) = ; lim 1£(0) = 


km do = 


En los ejercicios 29 a 34, demuestre que la función obtenida 
como un modelo matemático en el ejercicio indicado de la sec- 
ción 1.3 es continua en su dominio. 


29. (a) Ejercicio 13 (b) Ejercicio 15 
30. (a) Ejercicio 14 (b) Ejercicio 16 
31. (a) Ejercicio 17 (b) Ejercicio 19 
32. (a) Ejercicio 18 (b) Ejercicio 20 
33. (a) Ejercicio 21 (b) Ejercicio 23 
34. (a) Ejercicio 22 (b) Ejercicio 24 


En los ejercicios 35 a 42, determine si se cumple el teorema del 
valor intermedio para la función f, el intervalo cerrado [a, b] y 
el valor de k indicado. Si el teorema no se cumple, establezca 
la razón y apoye gráficamente su respuesta. Si el teorema se 
cumple: (a) trace la gráfica de f y la recta y = ken la grafica- 
dora y estime, con cuatro cifras decimales, el número c del 
intervalo (a, b) tal que fic) = k. (b) Confirme la estimación 
del inciso (a) analíticamente. (c) Dibuje la gráfica de f en 
[a, b] y muestre el punto (c, k). 


35. f() =2 + x- 2;[a,b] = [0,31,k = 1 


f00) = - 100 — x?; [a,b] = [0,8),4 = -8 


37. fa) = 125 - x2;[a,b] = [-45, 3], k = 3 

38. fa) = + 5x - 6;[a,b] = [-1,21;k = 4 

39. fa) = N b] = [3,11 = 3 

40. $0) = 10,5] = [0,11;k = 2 
2-4 si2s 


x<ll, =p . 
PES oa o [-2, 31: 


moni 


si 4 <x<-—2 
si-_2<x3x<1 


| la, b] = +4, 1) 


En los ejercicios 43 a 46, haga lo siguiente: (a) aplique el teore- 
ma del cero intermedio para mostrar que la fúnción f tiene el 
número indicado de ceros entre a y b. (b) Estimg estos ceros 
con dos cifras decimales en la graficadora. 


43. f(00) = 1? - 6x + 3; tresceros; a = -5;b= 5 


M4. fa =x + 7 + x - 8; dos ceros; a = -10,b = 5 


45. fa) = 4x? - 30 + 2x — 5; dos ceros; a = -3;b = 3 
46. f(x). = 314% - 2144 + 36 + 2x — 8; cuatro ceros; a = 
Sib=5 


47. Muestre que el teorema del cero intermedio garantiza que 
la ecuacion 7 — 4% + x + 3 = 0 tiene una raíz entre 1 
y 2, y utilice la graficadora para estimar esta raíz con dos 
cifras decimales. 


48. Muestre que el teorema del cero intermedio garantiza que 
la ecuación 4 + x + 3 = 0 tiene una raíz entre -2 y 2, 
y utilice la graficadora para estimar esta Taíz con dos ci- 
fras decimales. : 


49. De la ecuación que define a m(v), que trata de la teoría 
especial de la relatividad de Einstein del ejercicio 51 de la 
sección 1.7, determine el intervalo más grande en el que m 
es continua. 


$0. Demuestre que si la función fes continua en a, entonces 
limfía — 1D = fía) 
t> 


51. Demuestre que si f(x) es no negativo para todo valor de x 
en su dominio y lím [f()]? existe y es positivo, entonces 
*>a 


lím 00 = lim [£G0P 


52. Demuestre que si lím fa) = = L, entonces lim | fo) = 
|L). 


53. Suponga que fes una función para la cual 
0Osf0<l s0s<x<l 


Demuestre que si fes continua en [O, 1], entonces existe al 
menos un número c en [0O, 1] tal que fc) = c. Sugerencia: 
sicnoes O ni l, entonces f(0) > 0 y F(1) < 1. Considere 
la función g para la cual g(x) = f(x) — x y aplique el 
teorema del valor intermedio a g en [O, 1]. 


54, Encuentre el valor mayor de k para el cual la función de- 
finida por f() = (2 =- 2] es continua en el intervalo 
[3,3 + k). 


55. ¿Son equivalentes los dos enunciados siguientes: (i) la 
función f es continua en el intervalo cerrado [a, b]; (ii) 
la función fes continua en cada número del intervalo ce- 
rrado [a, b]? Justifique su respuesta. 
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[-19, 10] por [-1, 2] 


fo = El 
FIGURA 1 
Tabla 1 
! Sena 
t 
LO | 0.84147 
0.9 0.87036 
0.8 0.89670 
0.7 0.92031 
0.6 0.94107 
0.5 0.95885 
0.4 0.97355 
0.3 0.98507 
0.2 0.99335 
0.1 0.99833 
0.01 0.99998 
Tabla 2 
1 Eta 
! 
-1.0 0.84147 
-0.9 0.87036 
-0.8 0.89670 
-0.7 0.92031 
-0.6 0.94107 
03 0.95885 
-0.4 0.97355 
-0.3 0.98507 
-0.2 0.99335 
-0.] 0.99833 
0.01 0.99998 


Se supondrá que usted estudió trigonometría previamente; sin embargo, debido 
a la importancia de las funciones trigonométricas en Cálculo, se presenta un 
breve repaso de ellas en la sección A.9 del apéndice. 

En un curso de trigonometría, las gráficas de las funciones trigonométri- 
cas se dibujan mediante consideraciones intuitivas, debido a que dos conceptos 
de Cálculo, continuidad y diferenciación, son necesarios para una presenta- 
ción formal de dichas gráficas. En esta sección se tratará la continuidad de las 
funciones trigonométricas, mientras que en la sección 2.7, donde se obten- 
drán las gráficas, se dedicará a la diferenciación de estas funciones. En el estudio 
de la continuidad de las funciones trigonométricas se considerará el límite 
siguiente: 


lím SEN £ 60) 
>0 t 


no existe cuando 1 = 0, 


Observe que la función definida por f(t) = E 


pero existe para todos los otros valores de f. A fin de tener una idea intuitiva 
acerca de la existencia del límite (1), primero se trazará la gráfica de f en el 
rectángulo de inspección de [—10, 10] por [—1, 2], mostrada en la figura 1. 
Como f(0) no existe, la gráfica tiene un agujero en el eje y. De la figura, se 
sospecha que probablemente el límite de (1) existe y es igual a 1. A fin de 
examinar el límite a mayor profundidad, se calculan los valores de la función 
para conformar las tablas 1 y 2. De las dos tablas, se sospecha otra vez que 
si el límite en (1) existe, puede ser igual a 1. El hecho de que el límite exista y 
sea igual a 1 se demuestra en el teorema 1.10.2, pero en la demostración de 
este teorema se necesita el siguiente teorema, al cual se hará referencia 
como el tegrema de estricción. Este último no sólo es importante en la 
demostración del teorema 1.10,2, sino que también se utiliza en la de- 
mostración de teoremas importantes en secciones posteriores. 


1.10.1 El teorema de estricción | 


Suponga que las funciones f, g y h están definidas en algún intervalo 
+ abierto / que cóntieneaa, y quef(x) < 2£(0) s ho) paratodaxen/ para 
la cual x = a. También suponga que lím f(x) y Jim h(x) existen y son 


iguales a L. Entonces lim g(x)'existe y es igual a £. 


Se demostrará el teorema de estricción en el suplemento de esta sección. 
Sin embargo, ahora se interpretará el teorema geométricamente en el ejemplo 
ilustrativo siguiente. 


D EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Sean z y h las funciones defi- 
nidas por 
FO = Ma - 22 + 3 


(a 2? -4x +7) 
pa x-2 
Ha) = Ux —- 2? + 3 


8(x) 
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EL 10] por (-10, 10] 


1) = -4xr- 2 + 3 


800) = EN] 


Ho = 4 - 2? + 3 


FIGURA 2 


y) 
EX 


(x - 2 Mx? - 4x +7) 


Las gráficas de estas funciones están trazadas en el rectángulo de inspec- 
ción de [-1, 10] por [-10, 10] de la figura 2. Las gráficas de f y Á son 
parábolas que tienen su vértice en el punto (2, 3). La gráfica de g es una pa- 
rábola con su vértice en (2, 3) suprimido. La función g no está definida 
cuando x = 2; sin embargo, para todax x% 2, fíx) < g(x) < h(x). Además, 
lím fo =3y lím ho) = 3. Por tanto, se satisfacen las hipótesis del 


teorema de estricción, de donde se deduce que lím 20) =3, . : “4 
> za 


» EJEMPLO 1 Considere que Leto - 2) < Mx —- 1? para 


toda x. Utilice el teorema de estricción para determinar lím e(a). 


Solución Como | g(x) - 2] < 3(x — 1)? para toda x, se infiere que 


30 - IN <a) -2< 34 - 1? para toda x 
e 3(x - 12 +2< gx) < Ma - 1D +2 para toda x 
Seafía) = 3JMx-D?2+2 y AD= 3(:- 1? + 2. Entonces 


límf() =2 y  límh(x) =2 “ (2) 


Además, para toda x, 


FO < 0) < ko) (€) 
Por tanto, de (2), (3) y el teorema de estricción 
límg(x) = 2 4 


» EJEMPLO 2 Utilice el teorema de estricción para probar que 


lím 
x>0 


x sen 2] =0 
ad 
Apoye este hecho gráficamente. 


Solución Como-1 < sent < | para toda £, entonces 


0< send] < 1 sixx* 0 
x 


Por tanto, six + 0, 


x senl| = |x| senl 
Xx Xx 
< |x| 
En consecuencia, 
0< x sen” < |x| sixvxo0 (4) 


Como lím 0=0y lim |x| = 0, se deduce de la desigualdad (4) y del 
x> > 
teorema de estricción que É 


p 1 : 
lím [x sen—| = 0 
x>0 Xx 


jets 
AH 


Es 
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a 


, trazada en el rectángulo de 


S Ñ A 1 
La gráfica de la función que tiene valores |x sen = 


inspección de [-1, 1] por (0, 1], se muestra en la figura 3. Observe el inusual 
comportamiento oscilante de la función cuando -0.32 < x < 0,32. La 


gráfica apoya el hecho de que el límite es O. 4 
1.10.2 Teorema 
[-1, 1] por [0, 1] fím SERE - 1 EAN : s J 
10 1 Vo me ?h 
fm = rien 
Xx 


Demostración Primero suponga que0 < t < 7. Refiérase a la figura 4, 
FIGURA 3 la cual muestra la circunferencia unitaria 12 + y? = 1 y el sector sombreado 
BOP, donde B es el punto (1, 0) y P es el punto (cos £, sen f). El área del sector 
circular de radio r y ángulo central cuya medida en radianes es £ está determi- 
nada por 2%, de modo que si S unidades cuadradas es el área del sector BOP, 
Tú, tan 1) 


S= 21 (5) 


ni 


P(cos t, sen £) 


Considere ahora el triángulo BOP, y sea K¡ unidades cuadradas el área de 
este triángulo. Como K, = 3|AP|-|0B|, |AP| = sen: y [OB| = 1, 
se tiene 


Ki = ¿sen t (6) 


E K» unidades cuadradas es el área del triángulo rectángulo BOT, donde T es 


el punto (1, tan £), entonces K, = 3 |BT|-|0B|. Debido a que BT = tant 
y OB = 1, se tiene 


K, = ltan t 1d) 


FIGURA 4 En la figura 4 se observa que 
K 1 <£ S < K> 
Al sustituir de (5), (6) y (7) en esta desigualdad se obtiene 


lsent< lr< ltant 
2 2 2 


Si se multiplica cada miembro de esta desigualdad por 2/sen t, el cual es 
positivo porque 0 < t < +, se tiene 


éter (porque “nt - L) 


sen £ cos £ sen f cos £ 


Al considerar el recíproco de cada miembro de esta desigualdad (lo cual 
hace que cambie de sentido el signo de desigualdad), se obtiene 


cost < e <1 (8) 


De la parte derecha de la desigualdad anterior se tiene 
sent <t (9) 


y de una identidad trigonométrica de semivalor, se obtiene 


l-cost _ 21 ! 
— > sem! (0) .. 
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-0.6, 0.6] por [55, 5] 


sen 3x 
e = Eóx 
;K sen 5x 


FIGURA 5 


Al sustituir £ por p t en la desigualdad (9), y si se eleva al cuadrado, se tiene 
21 Il ,2 
sent! < ¿1 a) 
Por tanto, de (10) y (11) se infiere que 


E 2 
cost 1% 
2 4 


e 1- 30 < cost (12) 
De (8) y (12) y como 0 < 1 < 3%, se deduce que 


1,2 Sent 
2 -t 


1 - < 1 si0<t< 37 (13) 


Si-,1 < t< O, entonces 0 < —£ < 5% y de (13), 


is Ly A a a 
2 t 2 
Pero sen (-£) = —sen t; de modo que lo anterior puede escribirse como 
Ls de E sil <1<0 (14) 


De (13) y (14) se concluye que 


< 1 si-]r<t< zm y 10 (15) 


Lis 1,2 < Sen! 
1 2 


2 


Como lim(1 = 28) =1 y lím 1 = 1, se deduce de (15) y del teorema 
t> > 


de estricción que 


» EJEMPLO 3 Sea fla función definida por 


sen 3x 
XA == 
0 sen 5x 


(a) Trace la gráfica de fen el rectángulo de inspección de [-2, 2] por [=5, 5]. 
¿A qué valor parece que se aproxima f(x) conforme x se acerca a 0? (b) Confir- 
me la respuesta del inciso (a) analíticamente calculando lim F00). 


Solución 


(a) La figura 5 muestra la gráfica de f trazada en el rectángulo de inspección 
de [-0.6, 0.6] por [-5, 5]. Como f(0) no existe, la gráfica tiene un agujero 
en el punto donde x = 0. En la graficadora parece que f(x) se aproxima 
a 0.6 cuando x se acerca a 0. 


(b) Para determinar el lim(x) se desea escribir el cociente sen 3x/sen 5x 
x>0 


de tal forma que pueda aplicarse el teorema 1.10.2. Six + O, 


3 en 3x) - 
sen3x _ 3x 


senóx 5 a sx) 


Sx 
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Conforme .x se aproxima a cero, 3x y 5x también lo hacen. En consecuencia, 


lim ¿£N 3x _ lím S£n 3x lím Sen 5x _ lim ¿En Sx 
x>0 3x 3x>0 3x x>0 5x Ss1i>0 5x 
= 1 =]1 
Por tanto, 
3 lim pe = 
sen3x _ _x>0l 3x 
:>0 sen 5x S lim pen 5 
1>0 Sx 
3% 
5-1 
ES 
5 
Este resultado confirma la respuesta del inciso (a). d 


Del teorema 1.10.2 se puede demostrar que las funciones seno y coseno 
son continuas en 0. 


1.10.3 Teorema 


La función seno es continua en 0. 


Demostración Se demostrará que se cumplen las tres condiciones ne- 
cesarias para la continuidad en un número. 


G) sen0=0 
(ii) lim sen: = lim 2£.; 
1>0 t>0 f 
= lim2!. tim; 
1230 £ 10 
=1-0 
=0 
(iii) límsen £ = senO 
1>0 
Por tanto, la función seno es continua en 0. nm 


1.10.4 Teorema 


La función coseno es continua en 0. 


: Demostración Se verificará que se cumplen las tres condiciones nece- 
sarias para la continuidad en un número. En la verificación de la condición (ii) 
se utilizará el hecho de que la función seno es continua en O, y se sustituirá 


cos 1 por yl — sen? 1 porque cos! > O cuando -L 7% < 1 < 27. 


(i) cos0 = 1 
(ii) límcos: = 1m yl — sen? ti 
201) 20 


Ema sent  = 
1>0 
v-11-0 á 


=]1 pS 


(iii) lím cost = cos O 
1>0 


Il 
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De este modo, la función coseno es continuaen O. 7] 


El límite del enunciado dei siguiente teorema; el cual se aplicará posterior- 
mente, se obtiene a partir de los tres teoremas previos y de log teoremas de 
límites. 


1.10.5 Teorema 


lím 1L-09s t =0 


10 f 

Demostración 
lim =e0st _ Li (1 — cos X(1 + cos £) 
150 t 130 (1 + cos £) 


1 — cos? £ 

1>0 £(1 + cos £) 
sen? y 

130 £(l + cos £) 


ñ y Si 
an lím 50%. tim en £ 
150 £ 1501 + cos £ 


Por el teorema 1.10.2 


lím $2N£ 1 
i>0 f 


y como las funciones seno y coseno son continuas en 0, se infiere que 


lim Snf_ 0 
130 1 + cos £ 1+1 
=0 
Por tanto, 
lím 12981 1.0 
1t>0 t 
=0 n 
» EJEMPLO 4 Sea g la función definida por , 


e() = 1 cosx 
sen x 


(a) Trace la gráfica de g en un rectángulo de inspección conveniente. ¿A qué 
valor parece que se aproxima g(x) cuando x tiende o se acerca a 0? (b) Confirme 
la respuesta del inciso (a) analíticamente calculando el lim 2800). 

1> 


Solución 


(a) La figura 6 muestra la gráfica de la función g trazada en el rectángulo 
de inspección de [-3, 3] por [-5, 5]. La gráfica tiene un agujero en 
x = 0 porque g(0) no existe. En la gráfica, parece que g(x) se aproxima 


ESE An a 0 conforme x tiende a 0. 
ía (b) Puesto que lím(1 — cos x) = 0 y límsenx = 0, los teoremas de lí- 
2) = cos Y 130 10 
sen £ mites no pueden aplicarse al cociente (1 — cos x)/sen x. Sin embargo, si 
FIGURA 6 el numerador y el denominador se dividen entre x, lo cual está permi- 


tido ya que x 4 0, se podrán aplicarlos teoremas 1.10.2 y 1.10.5. Así, 4 


Ehm, ¿2 por (0, 10] 


Ha) = 2 tan? x 
y? 
FIGURA 7 
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l- cos x 
n 1 cos x ; 
lim =—22 = lím X 
1>0 senx x>0 senx 
Xx 
q ]-—cosx 
tim == 
x>0 Xx 
lim ¿EL x 
x>0 x 


O lo 


Por lo que se ha confirmado la respuesta del inciso (a). 4 


» EJEMPLO 5 Sea h la función definida por 


2 
ho) = an x 
Xx 


(a) Trace la gráfica de h en un rectángulo de inspección conveniente. ¿A qué 
valor parece que se aproxima h(x) cuando x tiende o se acerca a 07? (b) Confirme 
la respuesta del inciso (a) analíticamente calculando lim AO) 

x>0 


Solución 

(a) Se traza la gráfica de h en el rectángulo de inspección de Ex, 31 por 
[O, 10] para obtener la figura 7. La gráfica tiene un agujero en x = O 
porque A(0) no existe: En la gráfica, parece que A(x) se aproxima a 2 
conforme x se acerca a 0. 

(b) Se aplica la identidad trigonométrica 


tanx = Nx 
cos x 
y se tiene ) 
2 
lim 21800X - 2 tim ná 
1>0 Xx 1>0 y? cos? x 
= 2 lim EL2. lim 22. tim 
1590 xXx  1>0 xXx  1>0c082x 
=2:1-1-1 
SS 
=2 
Este resultado confirma la respuesta del inciso (a). 4 


Del teorema 1.5.15 y de los hechos de que las funciones seno y coseno son 
continuas en O, se puede demostrar que las funciones seno y coseno son conti- 
nuas en todo número, como se establece en el teorema siguiente. 


1.10.6 Teorema 
Las funciones seno y coseno son continuas en cada número real. 


Demostración El conjunto de números reales es el dominio de las 
funciones seno y coseno. Por tanto, se debe demostrar que si a es cualquier 
número real, entonces - 


lím senx = sena y  límcosx = cosa 
XA—>4a 1>4 
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o, equivalentemente, del teorema 15.15, 


lím sen(t + a) = sena y  lím cos(t + a) = cosa do . 
150 1>0 


En la demostración se utilizarán las identidades 


sen(t + a) = sentcosa + cos f sen a (17) 
cos(t + a) = cos 1cos a — sen f sena e (as) 
. De (17), 


lím sen(t + a) 
1>0 


lím(sen tcos a + cos f sen a) 
10 


lím sen t + lím cosa + lím cos f - lím sen a 
1>0 1>0 1>0 1>0 


0: cosa + 1 - sena 
= sena 


Por tanto, se cumple la primera ecuación de (16); de modo que la función seño 
es continua en cada número real. De (18), 


lím cos(t + a)  = Tlím(cos tcos a — sen f sen a) 
1t>0. 1t>0 


= lím cos t- lím cos a — lím sen f- lím sen a 
1>0 1>0 t>0 1>0 


= 1+cosa - 0 - sena 
cos a 


Por lo que se cumple la segunda ecuación de (16); así, la función coseno es 
continua en cada número real. m 


Mediafite el uso de identidades trigonométricas, el teorema 1.8.4, acerca 
de la continuidad de una función racional, y el teorema 1.10.6 se puede de- 
mostrar que las otras cuatro funciones trigonométricas son continuas en su 
dominio. 


1.10.7 Teorema 
Las funciones tangente, cotangente, secante y cosecante son continuas en 
sus dominios. 
La demostración del teorema 1.10.7 se deja como ejercicios (consulte 
los ejercicios 37 a 40). 


EJERCICIOS 1.10. 


Enlos ejercicios 1 a 20, haga lo siguiente: (a) trace la gráfica de 9. fa) 


Sto, f) =-Le08x 


fen un rectángulo de inspección conveniente. ¿A qué valor pa- cos x 1 + sen x 
rece que se aproxima f(x) conforme x tiende o se acerca a 0? E fa) = 1 -— cos4x fm) = 1- cos 2x 
(b) Confirme la respuesta del inciso (a) calculando el lím FG). y x . 4x 
Ñ E > j 1> " 
ED eE k , 3? AN 1 — cos? y 
, a 138. f00) = —T—— ¿6 MM fa) >= == 
1. f60 = sen4x 2. = xr a 21 wn 2 
fo E fo e 1 costar 2x 
3. f0)= 2% 4. f0)= 203 15. fa) = Lx 16. fa) = tan? 2x 
sen 7x sen 6x j 2x y 41% 
3x e sen? y l - eos 2 A e 1- 
5. fo= 376. fa) = Sntx . 2, cos 2x A ] E COS x 
$ sen 5x* de ae Eo >: 260 sen3x _ AS fo) 7 
2 3 52 2 
7. fa) = —— 8. f0) = A 19. f0)= 13 0. fo = nx 
sen? 3x ao 4x0 $0) sen x de 31? + 2x 


En los ejercicios 21 y 22, haga lo siguiente: (a) trace la gráfica 
de g en un rectángulo de inspección conveniente. ¿A qué separece 
el comportamiento de g(t) conforme t se aproxima a O mediante 
valores mayores que 0? (b) Confirme la respuesta del inciso (a) 
calculando el Mm 8(0). 


sent 01 Y : _  senás 


ci gn > cos 3f — 1 


En los ejercicios 23 y 24, haga lo siguiente: (a) trace la gráfica 
de hen un rectángulo de inspección conveniente. ¿A qué valor pa- 
rece que se aproxima hít) conforme t tiende o se acerca a n[2? 
(b) Confirme la respuesta del inciso (a) calculando el ao hb). 


Nec considere x = ¿1 -t 
l-t 
ez 23. hi1) = L sent 2. h(1) = 2 
pe = ¿7 -f cos f 


En los Vitis 25 y 26, haga lo siguiente: (a) trace la gráfica 
de fen un rectángulo de inspección conveniente. ¿A qué valor 
parece que se aproxima f(x) conforme x tiende o se acerca a Tx 


mediante valores mayores que 1? (b) Confirme analíticamente” 


la respuesta del inciso (a) calculando lim f(x). Sugerencia: 
>1+ 


considere t = x- E 


ye 05. fo = Ez 6. f() = 


A * x-xA 
27. SiR( a pies es el alcance de un proyectil, entonces 


vo? sen 29 


R(0) = 0<0S< Xx 


1 
2 


donde v, pie/s es la velocidad inicial, g pie/s? es la constante 


de aceleración debida a la gravedad, y 0.es la medida en 


radianes del ángulo que el cañón forma con la horizontal, 
.. Demuestre que R es continua en su dominio. 
28. Si un cuerpo cuyo peso es de W libras es arrastrado a lo 
largo de un piso horizontal a una velocidad constante por 
una fuerza de magnitud F libras y dirigida en un ángulo de 
0 radianes con respecto al piso, entonces 

a kW 
ES k sen O + cos O 

donde k es una constante llamada coeficiente de fricción y 
0 < k < 1. Demuestre que F es continua en [0, 31. 


En los ejercicios 29 a 32, utilice el teorema de estricción para 
determinar el límite. En los ejercicios 29 y 30, apoye su res- 
puesta gráficamente. 
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Dliañee . 
29. lim cos 3. lim y? sen ¡Montes ( 
31. lim 8(x), si Leto + 4| < 23 - x)* para toda x 


32. 


. 


lm g6o), si | g(x) - 3] < S(x + 2Y para toda x 


En los ejercicios 33 y 34, determine el límite si existe y apoye su 
aa gráficamente. ro 

só pan 
che a. lim sen x sen z 


sen(sen x) 


e. lím 


x>0 x 
35. Dado que | — cos? x < f(x) < 22, para toda x en el in- 
tervalo abierto Ex 2, determine lim FO: 


2 + sen x, para toda x en el 


¿Loy S00 


36. Dado que —sen x < f(x) < 
intervalo abierto (— xx, 0), determine 


En los ejercicios 37 a 40, demuestre que la función es continua 
en su dominio. 


37. La función tangente 

38. La función cotangente 

39. La función secante 

40. La función cosecante , 

41. Si | fo) | < M para toda x, donde M es una constante, utilice 
el teorema de estricción para demostrar que limx? f(o) = 

42. Considere que | fo | < M para toda x, donde M ha 
una constante. Además suponga que tir letal = 
Utilice el o de estricción para “demostrar que 
lim fea) = 

43. Si li] < klx - a| para toda x % a, donde k es uma 
constante, demuestre que lím f(x) = 0. 

124 
44. Dada fx) = sen(1/x), trace la gráfica de f en cada uno de 


los siguientes rectángulos de inspección: (a) [-2, 2] por 
(2, 2]; (b) El, 1] por [-2, 2]; (e) [-6.5, 0.5] por [-2, 2]; 
(d) [-0.25, 0.25] por [-2, 2]; (e) [-0.1, 0.1] por [-2, 21; 
(£) [-0.01, 0:01] por 2, 2); (2 ¿Sospecha que el lim n f(x) 
existe? Si es así, ¿qué número sospecha que es y por qué? O, 
¿sospecha que el lira f(x) no existe? Si es así, ¿por qué? 


45. Haga el ejercicio 44 considerando ahora que f(x) a cos £ % 
x 

46. Haga el ejercicio 44 considerando ahora que f(x) = tan za A 
$ Xx 
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>- SUGERENCIAS PARA LA REVISIÓN DEL CAPÍTULO. 1 


1. Defina función y en su definición incluya los conceptos de 


dominio y contradominio: 


2. Invente un ejemplo de una función que tenga la propiedad 
indicada: 


s 


(a) El dominio.es el conjunto de todos los números 
reales. + 

(b) El dominio es el conjunto de todos los números no 
negativos. 
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10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


(c) El dominio es el conjunto de todos los números negati- 
vOS. 

(d) El dominio es el conjunto de todos los números reales 
excepto 0. 

(e) El contradominio es el conjunto de todos los números 
enteros. 


¿Qué se entiende por gráfica de una función? 


Invente un ejemplo de una función que tenga la propiedad 
indicada: 


(a) La gráfica de f tiene un “agujero” enx = 4, cuando 
f(4) no está definido, 

(b) La gráfica de f tiene un “agujero” en x = 4, cuando 
F(4) está definido. 

(c) La función festá definida a trozos parax < 2y2< x, 
donde la gráfica de f se rompe enx = 2. 

(d) La función festá definida a trozos parax < 2y 2 <€ x. 
donde la gráfica de f no se rompe enx = 2, 

Defina la suma, diferencia, producto y cociente de dos fun- 

ciones f y g, y establezca cómo se relaciona el dominio de la 

función resultante con los dominios de las funciones f y g. 


Invente un ejemplo de dos funciones f y g, tales que al me- 
nos una no sea una función polinomial, y defina (f + 2)G0), 
EF - 60), Y: 0) y FG). Determine los dominios de 
Fy g y los dominios de las funciones resultantes. 


Defina la función compuesta de dos funciones f y g, y 
establezca cómo se relaciona el dominio de la función 
compuesta con los dominios de las funciones f y g. 


Invente un ejemplo de dos funciones f y g, tales que al menos 
Una no sea una función polinomial, y defina (fo gXx) y 
(g 9 f)Gx). Determine los dominios de f y g, así como los 
dominios defogygof. 


¿Qué se entiende por: (a) función par, (b) función impar? 
Describa la simetría de las gráficas de cada uno de estos tipos 
de funciones. 


Invente un ejemplo de una función, diferente de una poli- 
nomial, que sea (a) par, (b) impar y (c) ni par ni impar. 


Defina con precisión, empleando la notación € -Ó, lo que se 
entiende por: el límite de f(x) conforme x se aproxima a a es 
igual a L. Ahora establezca en palabras lo que significa sin 
utilizar la notación € -Ó y sin usarlas palabras límite y tiende 
O se aproxima. 


¿Cómo se utiliza la definición del límite de una función para 
demostrar que limf(x) = 


Describa en términos geométricos la relación entre € y Ode 
la definición del límite de una función. 


Invente un ejemplo de una función para la cual: 
(a) fía) no existe, pero lím f(x) existe; 
(b) f(a) existe, pero lím f(x) no existe; 


(c) tanto f(a) como lím f(x) existen, pero no son iguales. 


15. 


16. 


19. 


21. 


¿Qué se entiende cuando se dice que el límite de una función, 
cuando existe es único? Establezca el teorema que garantiza 
este hecho. 


¿Cómo se utilizan los teoremas de límites para calcular el 
límite de una función? 


Establezca los teoremas que tratan sobre los límites de la 
suma, diferencia, producto y cociente de dos funciones. 


¿Por qué no es preciso el siguiente enunciado: El límite de 
la suma de dos funciones es la suma de sus límites? In- 
vente un ejemplo de dos funciones para las cuales el 
enunciado es incorrecto. 


Invente un ejemplo de dos funciones f y g tales que al 
menos una no sea una función polinomial, y muestre cómo 
se aplican los teoremas de la sugerencia 17. 


Defina con precisión, utilizando la notación '€ -$, cada uno 
de los siguientes límites laterales: (a) lim “f0) = £; (b) 


lím f(x) = L. Ahora establezca en palabras lo que sig- 


nibes cada una de estas definiciones sin utilizar la nota- 
ción €-8 ni usar las palabras límite y tiende O se aproxima. 


¿Cómo están relacionados los límites laterales y los límites 
bilaterales? 


¿Cuándo es necesario emplear los límites laterales para 
calcular un límite bilateral? Invente un bea para ilus- 
trar su respuesta. 


¿Cuándo pueden emplearse los límites laterales pará demos- 
trar que un límite bilateral no existe? Invente un ejemplo 
para ilustrar su respuesta. 


Defina con precisión, empleando la notación $-N, cada una 
de las siguientes expresiones: (a) conforme x se aproxima a 
a, f(x) crece sin límite; (b) conforme x se aproxima a a, f(x) 
decrece sin límite. Ahora establezca en palabras lo que 
significa cada una de estas definiciones sin utilizar la 
notación Ó-N y sin usar las palabras límite, tiende a o se 
aproxima a, infinito, crece sin límite o decrece sin límite. 


¿Cómo se evalúa el límite de una función racional para la 
cual el límite del denominador es cero y el límite del 
numerador es una constante diferente de cero? 


¿Qué es la asíntota vertical de la gráfica de una función? 


¿Cómo puede determinarse cualquier asíntota vertical para 
la gráfica de una función? 


Invente ejemplos de dos funciones racionales tales que la 
gráfica de una tenga un agujero en el punto dondex = 3 y 
la otra tenga a la recta x = 3 como una asíntota vertical. 


Defina: la función f es continua en el número a. 


Invente un ejemplo de una función discontinua en el núme- 
ro 1, debido a las condiciones indicadas: 
(a) F(D) no existe, pero lim f(x) existe; (b) f(1) existe pero 


timf(o) no existe; (c) barto fF(D como lim FG) existen, 
pero no son iguales. 


31. 


32. 


33. 


35. 


37. 


1. 


¿Cuál es la diferencia entre discontinuidad esencial y dis- 
continuidad removible? 


Invente un ejemplo de una función que tenga una dis- 
continuidad esencialenx = 2. Después invente un ejemplo 
de una función que tenga una discontinuidad removible en 
x = 2 y muestre cómo puede removerse o eliminarse esta 
discontinuidad. 


Establezca los teoremas concernientes a la continuidad de 
funciones polinominales y racionales. ¿Cómo se aplican 
estos teoremas para calcular los límites de estas funciones? 


¿Qué condiciones de continuidad de las funciones f y g son 
necesarias para que la función compuesta fo g sea conti- 
nua en el número a? 


Invente un ejemplo de dos funciones f y g tales que la fun- 
ción compuesta f o g sea continua en cada número del 
intervalo abierto (3, 3). Muestre que las funciones f y g 
de su ejemplo cumplen las condiciones de la respuesta de 
la sugerencia 34. 


Invente un ejemplo de una función que sea discontinua en 
el número c y que sea continua por la derecha de c. Muestre 
que su función satisface los requerimientos. 


Defina: la función f es continua en el intervalo cerrado [a, b]. 


38. 
39, 


40. 


41. 


42. 


45. 
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Establezca el teorema del valor intermedio. 


Invente un ejemplo de una función que ilustre el teorema del 
valor intermedio. Muestre que la hipótesis y la conclusión 
del teorema son satisfechas por su función. 


Establezca el teorema de estricción. Invente un ejemplo de 
tres funciones f, g y h que satisfagan las hipótesis de este 
teorema y muestre que se cumple la conclusión. 


Invente un ejemplo de tres funciones f, g y h que ilustren 
cómo se aplica el teorema de estricción paracalcular el límite 
de g(x) cuando los límites de f(x) y A(x) se conocen. 


¿A qué es igual el lim = y cómo se utiliza su valor para 
t> 
demostrar que la función seno es continua en 0? 


¿Cómo se emplea la continuidad de la función seno en 0 para 
demostrar que la función coseno es continua en 0? 


¿Cómo se usa el hecho de que las funciones seno y coseno 
son continuas en O para demostrar que dichas funciones son 
continuas en cada número real? 


¿Cómo se demuestra la continuidad de las otras cuatro fun- 
ciones trigonométricas a partir de la continuidad de las 
funciones seno y coseno? 


EJERCICIOS DE REPASO PARA EL CAPÍTULO 1 


Dada f(x) = 4 - x?, determine: (a) £(1); (b) f(-2); 

(O) £310) fe — (0 FDO ARAN 
hz0. 

Dada g() = vI- x, determine: (a) £(1); (b) g£-3); (0) 
8 + 081 REO o, 


En los ejercicios 3 a 6, defina las siguientes funciones y deter- 
mine los dominios de las funciones resultantes: (a) f + g; 


(b)f — grtc)f - 8; (d) flg; (e) glf: (1 fe 8:18) g of. 
38 f00) = dxi+ 238) = 2-4 


4 f0)= -9gx) = Yx+5 
5 fa) = — 8(x) = vx 
x 


6 fa = 


1 
x+2 


y 9805 = 


En los ejercicios 7 y 8, trace la gráfica de la función y a partir 
de la gráfica conjeture si la función es par, impar o de ninguno de 
estos tipos. Después confirme su conjetura analíticamente. 


7. 


8. 


(a) FO =2x-3x  (b) ex) = 5x4 + 21? - 1 
(0) Hao) = 3x5 - 2x7 + x12-x 
(MF = tl 
Xx —x 
3 
af= 2% b0g4=- 
x-1 |x| 


3 
() ho = de (dd) Fo = 2x1 


En los ejercicios 9 y 10, trace la gráfica de la función y determine 
su dominio y su contradominio. 


9. 


10. 


(0) = 4-2 (0) ¿) = 2-4 
() ho = dx -16  (d) F()= J16-x2 
0f=|S-x] (0 g8m0=5-|x| 
(a) 2(1) = 3x + 2 (b) Ax = 9-2 


() EH) = Y1 - 2 


(e) 260) = |x + 4] 


(d) Gl) = dx? -1 


(WM fo = lx] +4 


En los ejercicios 11 a 14, dibuje la gráfica de la función y 
determine su dominio y su contradominio. 


11. 


12. 


13, 


(a) g0) = ns 

a sixx-4 
3 six=-4 

(a) fa) = EAS 
x-2 

Fm = po 3 six * 2 
1 six = 2 

aro (37, six<o0 
3 + 2x si0<x 
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x2-1 six<0 

(b) (0) = 
| siO<x 
3x + 2 six<o0 

14. (a) G() = 
4 - 2x si0<x 
1? six <-1 

(b) HG) = 
. (x + 29 si-1<x 


En los ejercicios 15 a 20, se han dado f(x), a, L y € . (a) Utilice 
una figura y un argumento semejante a los de los ejemplos 1 y 3 
de la sección 1.4 para determinar una 8 > 0 tal que 


si 0 <|x -al<8 entonces |f0) - L|<€ 


(b) Apoye la elección de $ del inciso (a) con la graficadora. (c) 
Confirme analíticamente, empleando las propiedades de las 
desigualdades, la elección de 6 del inciso (a). 


15. f(x) = 2x - 5ja = 3¡L=1,€ = 0.05 


16. f(x) = 3x + 2a =1;¡L=S;,€ =0.2 
2 
17. f0) = E 2, =S¡L=10,€ =01 
2 
18, 10) = 22210 ¿<= aL <= 1;€ = 0.03 
x+2 


19. fx) =xY* +4a=2¡L=8;€ =0.3 
20. f(x) = 2 - 3xa =3;L=0;€ 0.08 


En los ejercicios 21 a 26, demuestre que el límite es el número 
indicado aplicando la definición 1.5.1; esto es, para cualquier 
€ > 0, determine una $ > O tal que 


si 0< |x-a|< 8 entonces  |f(x) - L|<e€ 


21. lím(2x - 5) = 1 22. lim (8 - 3x) = 14 
x-3 > 
23, lim(3x + 8) = 5 24. lím(4x - 11) =9 
2_ 
25. lim 1-2 2.6 
3-34 4x 43 
sa 2. 
26. lim 12 22 
x1/3 ]1-3x 


En los ejercicios 27 a 34, calcule el límite y, cuando sea apropia- 
do, indique los teoremas de límites empleados. 


27. lím (3x7 - Ax + 5) 


ado 
28. Him E =A=6 
2212 -Sx-14 
Drs 2_ 
29. lim 22 30. tim 44 
123 72+3 21353 +6 
2 E e 
31. lím 3 4x* +4x-3 32. lím l-Yi+e¿ 
1>1/2 Ax? -1 130 1 
33. im 42-£-3 dd a ES 
1> t y>-4 y- 5 


En los ejercicios 35 a 42, calcule el límite si existe, y apoye su 
respuesta trazando la gráfica de la función en un rectángulo de 
inspección adecuado. 


ZA de eE 

35; lim 2£=2-=3 36 dim 
$21 312 4 8x +5 y23N y? - 27 
E oa 
37. lim 2N2—6 3%. a JE 
> x-9 JSN y-5 

as do 
39 lim Y4 +38 40. lim 5 


m 1x) -1 42. 


En los ejercicios 43 a 48, dibuje la gráfica de la función y calcule 
el límite indicado si existe; si el límite no existe, establezca la 
razón, 


XxX 
43. f(0) = 


x+5 


2-1] six<3 


si3Xx 
(a) lím FG); (b) lm FG); (c) lím fo). 


x-2 six<o0 
4. 2(x) = E 


x*-1 si0<x 


(a) lim 8); (b) Mm gx); (e) lím 200). 


¡ES 


t-1 
(a) lim A();(b) lím A();(c) lim A(0). 


45. h(t) = 


|r - 2] si r 2 
46. f(r) = Ñ 


sir=2 


(a) lim A); (b) im Fr); (c) lim f (7). 


x-4 six<-4 
47. 8) = $ Y16- y? si-4<sx<4 
4-x si4<x 


(a) lim e();(b) lím, g(x); (c) Jim, 200; 
(d) lim g();(e) tim go); (63) lím 2(x). 


2-4 sixs2 
48. hx)= 32-x s2<1:<4 
Li =02 si4<x 


(a) lím hGo); (b) límo, ho); (0) lím AO, 
(d) lim h(x); (e) lim, ho); (1) lim AGo. 


En los ejercicios 49 a 54, calcule el límite y apoye su respuesta 
gráficamente. 


49. (a) lim —* (b) lim 22 
x2-4 16 - x? > ttlób-x 
A x-1 ó x-1 
e e 304 m1 2-4 
51. (a) lim — (b) lim 22 
1>4 16 — x? 124 16 - y? 
52. (a) lim 1 (b) lim 2-1 
127 x? -4 12+ xr? -4 


ole 4 a 
53. lim ——= b 
O om — 


v3m—x : x-3 
54. (a) lí (b) lí = 
e 237 (x + 2) d oe Vx +2 


En los ejercicios 55 a 62, haga lo siguiente: (a) trace la gráfica 
de f en un rectángulo de inspección adecuado. ¿A qué número 
parece que se aproxima f(x) conforme x tiende o se acerca a 0? 
(b) Confirme la respuesta del inciso (a) analíticamente, calcu- 
lando el límite lim Fo. 


55. fa) = — 56. fa) = 
sen 3x — Cos x 
_ senSx - 1-cos 3x 
ES sen 2x id sen 3x 
59. f) = E 60. fa) = 
ds _ csc3x 2x1? - 3x - 3x 
JO) = HE 62. fQ) = 
cot x 2 senx 


En los ejercicios 63 a 68, determine las asíntotas verticales de la 
gráfica de la función y utilícelas para dibujar la gráfica. 


63. fa) = sl 64. fa) = =2 
1 2 
65. =1-— 66. = 
ga) E 0 


0. fa. 68. ha = 2 


2-4 


En los ejercicios 69 a 74, dibuje la gráfica de la función; después 
observe donde se rompe la gráfica, determine los valores de x en 
los que la función es discontinua y muestre por qué la definición 
1.8.1 no se satisface en cada discontinuidad. 


4 
0 fm= 70. e) = Ál 
x2+x-2 x?-1 
2x + 1 six<-2 
1. g) = x-2 si 2<x52 
2=% si2<x 
|4 - x| sixx4 
72, F(x) = 
2 six= 4 
1 sixs<l 
73. ho) = x 
2-1 sil<x 
e*-9 six <3 
71%. f0) = 5 six=3 
9-2 si3<x 


En los ejercicios 75 a 78, demuestre que la función es disconti- 
nua en el número a. Después determine si la discontinuidad es 
esencial o removible. Si la discontinuidad es removible, rede- 
fina f(a) de modo que la discontinuidad sea eliminada. 


E + 2x-8, 


¡a=-4 
e ao” 


75. f() = 
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4-í six<l 
76. f(x) = ja=1 
2x + 3 sil<x 
1 
Ss É2 
Tf = 1-2 ES 
3 six=2 
78. fG) = PE 


En los ejercicios 79 a 82, la función es discontinua en el número 
a. (a) Trace la gráfica de f, la cual se rompe en el punto donde 
x = a. ¿Es esencial o removible la discontinuidad? Si pare- 
ce que es removible, especule acerca de cómo debe redefinirse 
fa) de modo que la discontinuidad sea eliminada. (b) Con- 
firme la respuesta del inciso (a) analíticamente. 


lid a 


79. fía) = ES 
80. fly = 2242+4 a =0 


81 fu) = Ta a=0 
82. fa) = 7 a=1 


En los ejercicios 83 y 84, (a) defina fo g y (b) determine los 
números en los que f o g es continua y establezca la razón. 


83. (3) f0) = dx y 8) = 25 - 2 
(b) fG) = L— y 86) = |x] 


(0) f() = sgnx y g(a) = 2-1 
84. (a) = Vx y e) = 2-25 


1) f0)= Vx+1 y 800 = 
(0) £0) = senx y 84) = 2 -x 


En los ejercicios 85 y 86, determine los valores de las constantes 
a y b que hagan a la función continua en todo número y dibuje la 
gráfica de la función resultante. 


2x +1 six <3 

85. fa) = jax+b s13<x<5 
2+2 si5S<x 
; 3x + 6a six<-3 

86. f(x) = 31 3ax - Tb si 3<x33 


x- 12b si3<x 


87. Seaf la función definida por 


1 
fo = | 


O six noes un número entero 


six es un número entero 


(a) Dibuje la gráfica de f. (b) ¿Para qué valores de a existe el 
límite lim Fx)? (e) ¿En qué números reales es continua f? 


88. Proporcione un ejemplo de una función f para la cual 
lim |f(x) | exista pero que lim f(x) no exista. 
25 A 
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En los ejercicios 89 a 92, determine el intervalo más grande (o 
unión de intervalos), donde la función es continua. Apoye la res- 
puesta con la graficadora. 


125 = y? 


89. (a) fQ) 


(b) g(a) = yx? - 25 
90. (a) ft) = Lit 
|x] 1 
IZ 
(b) g() = 2 
x-2 
El lx — 2] 
91. (a) fm = PARE) 
(b) g(1) = _ 
x-4 
x+4 six < -4 
9. F()=4 16 - y? si-4<x<4 
2-x si4<x 


En los ejercicios 93 a 96, haga lo siguiente: (a) verifique que se 
cumpla el teorema del valor intermedio para la función f, el in- 
tervalo cerrado (a, b] y el valor dado de k; (b) trace la gráfica de 
f y la recta y = ken la graficadora y estime, con cuatro cifras 
decimales, el número c de (a, b) tal que f(c) = k; (c) confirme 
analíticamente la estimación del inciso (b); (d) dibuje la gráfica 
de f en el intervalo [a, b] y muestre el punto (c, k). 


93. f(x) = 2 - 4x + l;[a,b] = [-10,0),k = 10 
94. f(x) = 2 — 4x + 1; [a,b] = [0,10),k = 10 
95. f(x) = x - v116- x2;[a,b] = [0,4];k = -2 
%. f(x) =x - V16-12;[a,b] = [4,0],k = 2 


En los ejercicios 97 y 98, responda las preguntas a partir de la 
gráfica adjunta de la función f. 


97. ¿Cuál es el valor de cada uno de los límites siguientes: 
(a) lim fG); (b) lim FG); (0) lim/(): (8) lim f(, 
(e) li FO), 1) lim CIS) tm fo” M) “En qué 
becos es distontis F0 ¿Cuáles de las discontinui- 
dades del inciso (h) son esenciales? (j) ¿Cuáles de las dis- 
continuidades del inciso (h) son removibles? ¿Cómo 
redefiniría la función para eliminar las discontinuidades? 


1= 2 x=2 


98. ¿Cuál es el valor de cada uno de los límites siguientes: 
(a) lím_ £G); (b) lim f(); (e) lim f6); (d) lím fo; 
(e) lim f(), (D) lim fx); (E) lim fG)? (ht) ¿En qué nú- 
meros es discontinua f? (i) ¿Cuáles de las discontinui- 
dades del inciso (h) son esenciales? (j) ¿Cuáles de las 
discontinuidades del inciso (h) son removibles? ¿Cómo 
redefiniría la función para eliminar las discontinuidades? 


y 
=-l4Ax 


En los ejercicios 99 a 102, dibuje la gráfica de una función f que 
satisfaga las condiciones dadas. 


99. -5, -3, -2, —1, 0, y 2 son los únicos ceros de f, 


Ji $6) = 4 lg, $00 = 06: im, 40) — 


lim ÍA) = +00; f es continua en todos los números 
de los intervalos abiertos —o0,-3), (-3,—1), (=1, 0), 
O, +00). 


100. fes continua en (—oo, -2), [-2, 1), [1, 3], y (3, + 00); 
Jin, 6) = 0; Jig_$60 = +ox ln, /0) > 
lim f(x) = 3; lim f() =-0% lim f(1) = 2; 
Mm f0) = 4; lim £() = -1; lim f0) = 


101. El dominio de f es (—oo, + 00); f(-4) = 2;-—2, 0,2,4 y 6 
son los únicos ceros de f; lím FG) =0; Him Fa = 
Jim, $0) = +09 lím ff) =0; tm fm =3 
lím FG) = 5; f es continua en todos los números 
excepto —4, —2, 0, y 4. 

fes continua en (—oo, —4], (-4, 4) y [4, + 00); 

Mm fG) = 0, lim fG) = 2; lim fQ) =+0% 

lm fa =0; lim f(x) = 3; lim $4) =0; 

Mm fG) = 1; lm fa = 2; lim fa) = 


En los ejercicios 103 a 106, obtenga un modelo matemático de 
la situación particular. Estos modelos se tratarán más ade- 
lante cuando se aplique el Cálculo a la situación. Defina la 
variable independiente y los valores de función como números, 
e indique las unidades de medición. Asegúrese de completar el 
ejercicio escribiendo una conclusión. 


103. Se construye una cacerola abierta cortando cuadrados del 
mismo tamaño en las esquinas de un trozo rectangular 
de lámina de 14 por 18 pulg y doblando los lados hacia 
arriba. (a) Encuentre un modelo matemático que exprese 
el volumen de la cacerola como una función de la lon- 
gitud del lado de los cuadrados que se cortarán. 


— oa; 


102. 


(b) ¿Cuál es el dominio de la función del inciso (a)? 
(e) Demuestre que ta función es continua en su dominio. 


(d) En la graficadora, estime con aproximación de centési- 
mos de pulgada la longitud del lado de los cuadrados que 


' deben cortarse de modo que el volumen de la cacerola sea 


104. 


105. 


106. 


107. 


un máximo. 


Una caja abierta tiene base cuadrada y un volumen de 
4.000 pulg?. (a) Encuentre un modelo matemático que expre- 
se el área de la superficie total de la caja, como una función 
de la longitud del lado de la base cuadrada. (b) ¿Cuál es el 
dominio de la función del inciso (a)? (t) Demuestre que la 
función es continua en su dominio. (d) En la graficadora, 
determine, con aproximación de pulgadas, las dimensiones 
de la: caja que pueda construirse con la mínima cantidad de 
material. 

Se requiere que un anuncio, que contiene 50 m? de material 
impreso, tenga márgenes de 4 m en las partes superior e 
inferior y 2 m en los otros dos lados. (a) Encuentre un 
modelo matemático que exprese el área total del anuncio 
como una función de la dimensión horizontal de la región 
cubierta por el material impreso. (b) ¿Cuál es el dominio de 
la función del inciso (a)? (e) Demuestre que la función es 
continua en su dominio. (d) En la graficadora, estime, con 
aproximación de metros, las dimensiones del anuncio más 
pequeño que cumpla con estas especificaciones. 


ua 


Un estanque puede mantener a 10000 peces, la tasa de cre- 
cimiento de la población de peces es conjuntamente propor- 
cional al número de peces presentes y a la diferencia entre 
10 000 y el número de peces presentes. La tasa de creci- 
miento es de 90 peces semanales cuando se encuentran 
presentes 1 000 peces. (a) Encuentre un modelo matemáti- 
co que exprese la tasa de crecimiento de la población, como 
una función de la cantidad de peces presentes. (b) ¿Cuál es 
el dominio de la función del inciso (a)? (c) Demuestre que 
la función es continua en su dominio. (d) En la graficadora, 
determine el tamaño de la población de peces, de modo que 
la tasa-de crecimiento sea un máximo. 


U. y sgn son las funciones salto unitario y signo definidas 
en.los ejercicios 47 y 49, respectivamente, de la sección 
1.1. Encuentre fórmulas para la función F definida por 
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F(x) = (sgn x) : U(x + 1) 


y dibuje su gráfica. ¿En qué números es F discontinua y 
por qué? 


En los ejercicios 108 y 109, utilice el teorema de estricción para 
calcular los límites. 


108. 


109. 


110. 


111. 


112. 


113. 


114. 


115. 


wi 
116. 


lím 200) si le09 + 5] < 3(4 —:x? para toda x 


x>1 


1 
lim | (x - 1)? sen a 
Dibuje la gráfica de f si fíx) = [1 - x?] y 2< 
< 2. (a) ¿Existe lím f(x)? (b) ¿Es fcontinua en 0? 


Dibuje la gráficade gsig(x) = (x — DIlx]y0 < 
(a) ¿Existe lím £(0)? (b) ¿Es g continua en 1? 


x<2,. 


(a) Demuestre que si f(x) = g(x) para todos los valores de 
x excepto a, entonces lím FO = lím 2g(x) si los límites 


existen. (b) Demuestre « que sif(o) = = 20) para todos los 
valores de x excepto a, entonces si lim g(x) no existe, 


lim f(x) no existe. Sugerencia: muestre que la suposición 
>4 
de que Jim f(x) existe conduce a una contradicción. 

1>4 


(a) Demuestre que si lim fx + h) = f(x), entonces 
lim f(x: + h)= lim f(x -h) 

(b) Demuestre que el inverso del teorema del inciso 
(a) es-falso proporcionando un ejemplo de una fun- 
ción para la cual lím fx+h)= lím FG — h), pero 
lím fa +h) + fa). 


Si el dominio de f es el conjunto de todos los números 
reales y fes continua en 0, demuestre que si 


fía + b) = fía) + f(b) 
para todo a y b, entonces fes continua en todo número real. 


Si el dominio de fes el conjunto de todos los números reales 
y fes continua en O, demuestre que si 


fla + b) = fla) : f(0) 


| (a todo a y b, entonces fes continua en todo número real. 


Suponga que la función f está definida en el inter- 
valo abierto (0, 1) y que 


fo = 


sen Tx 
x(x — 1) 


Defina fenO y 1 de modo que f sea continua en el intervalo 
cerrado [0, 1]. 


Derivada 
o ye | difer 


Derivada numérico E 
Teoremas sobre diferentiació 


Movimiento rectilineo:: . 
Derivada: como tasa de. 


VISION PRELIMINAR n la sección 2.1 se introduce la derivada, con- 
Si TO, a E siderando primero su interpretación geomé- 
trica como la pendiente de la recta tangente 

Recta Asagante pderado a la gráfica de una función. Una función que tiene una 
Diferenciabifidad dE derivada se dice diferenciable, y en la sección 2.2 se 
confinvidad estudiará la relación entre diferenciabilidad y continuidad. 


La derivada numérica se aplica en la sección 2.3 para 
aproximar la derivada de una función en una graficadora 
y en secciones posteriores para apoyar gráficamente los 
cálculos de derivadas. 

Una derivada se calcula mediante la operación de 
diferenciación o derivación. Los teoremas que permiten 
efectuar este cálculo sobre funciones algebraicas se 
establecen y demuestran en la sección 2.4, en la cual 


de funciones algebraicas y: 
derivadas: de orden: sporor 


E vanjación. también se introducen las derivadas de orden superior. 
Derivadas: de las funciones La interpretación de la derivada como una tasa de 
; irigonoméfricas : variación (o razón de cambio), se inicia en la sección 2.5 


2.10. 


“compuesta y. regla de la: 5 


- Derivada de la huación. 
«potencia pora sxponúnies. 


implícita: 


con aplicaciones al movimiento rectilineo. En la sección 
2.6, se extienden las aplicaciones a otras disciplinas. Por 
ejemplo, la tasa de crecimiento de una población de 
bacterias propotciona una aplicación de la derivada en 
biología. La tasa de variación en una reacción química es 
de interés para un químico. Los economistas tratan con 
conceptos marginales tales como ingresó marginal, costo 
marginal y utilidad marginal, los cuales son tasas [o 
razones) de variación. 

La diferenciación de funciones trigonométricas se 
trata en la sección 2.7, y en la sección 2.8 se establece 
y demuestra la regla de la cadena, un poderoso 
medio empleado para diferenciar funciones 
compuestas. La regla de la cadena se aplica en la 
sección 2.9 para obtener la fórmula que 
proporciona la derivada de la función potencia 
con exponentes racionales así como en la 
diferenciación de funciones definidas 

implícitamente. Los problemas que involucran 

tasas de variación relacionadas, tratadas en 
la sección 2.10, proporcionan otra aplicación 
importante de la derivada. 


Derivada de una función: : 


cadena: 


racionales y diferenciación : 


Tasas. de variación 
relacionadas. 
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2.1 RECTA TANGENTE Y DERIVADA 


FIGURA 1 


Py 0) 


FIGURA 2 


PG, fa) 


T 
ep UE) 


Fay) - fx) 


FIGURA 3 


Muchos problemas importantes en Cálculo dependen de la determinación de 
la recta tangente a la gráfica de una función en un punto específico de su 
gráfica. Esta sección se inicia con la definición de lo que significará recta 
tangente. 

Recuerde de su curso de geometría plana que la recta tangente en un 
punto de una circunferencia se definió como la recta que intersecta a la cir- 
cunferencia en sólo un punto. Tal definición no es suficiente para una curva 
en general. Por ejemplo, en la figura 1 la recta que debería ser la recta tan- 
gente a la curva en el punto P intersecta a la recta en otro punto Q. Para 
obtener una definición adecuada de la recta tangente a la gráfica de una 
función en un punto, se emplea el concepto de límite a fin de definir la pen- 
diente de la recta tangente en el punto. Después, la recta tangente se deter- 
mina por medio de su pendiente y el punto de tangencia. 

Considere que la función f es continua en x,. Se desea definir la pen- 
diente de la recta tangente a la gráfica de fen el punto P(x1, F(x1)). Sea T un 
intervalo abierto que contiene a x,, en el cual está definida f. Sea 
Q(x,, f(x2)) otro punto sobre la gráfica de f tal que xz también esté en 7. 
Dibuje la recta que pasa por P y Q. Cualquier recta que pase por dos puntos 
de una curva se denomina recta secante; por tanto, la recta que pasa por 
P y Q es una recta secante. En la figura 2 se muestra la recta secante para 
varios valores de x>. La figura 3 muestra una recta secante particular. En 
esta figura Q está a la derecha de P. Sin embargo, Q puede estar a la de- 
recha o a la izquierda de P, como se muestra en la figura 2. 

La diferencia de las abscisas (las coordenas x) de Q y P se denota por 
Ax (y se lee “delta x”) de modo que 


Áx = xy -— X] 


Observe que Ax representa el cambio en el valor de x de x, a x, y 
puede ser positivo o negativo. Este cambio recibe el nombre de incremento 
de x. Note que el símbolo Ax para el incremento de x no significa “delta 
multiplicado por x”. 

Considere la recta secante PQ de la figura 3; su pendiente está deter- 
minada por 


mpo = Po) fm) 


Como x, = x¡ + Ax, la ecuación anterior puede escribirse como 


mpo = ¿6440 = 09) 
Ax 

Ahora considere el punto P como un punto fijo y que el punto Q se 
mueve a lo largo de la curva hacia P; esto es, Q tiende o se aproxima a P. 
Esto equivale a decir que Ax tiende a cero. 

Conforme esto sucede, la recta secante gira sobre el punto fijo P. Si la recta 
secante PQ tiene una posición límite, es esta posición límite la que se quiere 
como la recta tangente a la gráfica de f en el punto P. Se desea así, que la 
pendiente de la recta tangente a la gráfica de f en P sea el límite de mpg 


conforme Ax tiende a cero, si este límite existe. Si mo, mpg es igual a 
> 
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y 
A 
Ef) 
O 
FIGURA 4 
y 
4 
Ga, FA) 
(8) 
FIGURA 5 


+00 0 4 —o0, entonces conforme Ax tiende a cero la recta PO tiende a la 
recta que pasa por P y es paralela al eje y. En este caso se desearía que 
la recta tangente sea la recta x = x¡. Esta discusión conduce a la si- 
guiente definición. 


2.1.1 Definición de recta tangente a la gráfica de una 


función 
Suponga que la función f es continua en x;.. La recta m: 22 
- gráfica de fen el punto Pt Fay) es a IA 


L ? 


(1) la récta qué pasa por P y tiene pendiente m(xy), dada por 
eS 
més) " im, A BSD (mM 


É E . 
”. SS E AA 


si este límite existe. 


(1i) la rectax = xj si Ed 


lím f(x + Ax) — LD bsi+ 00 9-0 


Ax>0+ cd io 
y 5 es - ; 
My La z a0- Lu es +00 oe e E ERE z 


La figura 4.muestra la gráfica de una función f y su recta tangente 
cuando m(x¡) existe. La figura 5 muestra la gráfica de una función f con una 
recta tangente vertical en el punto (x;,f(x1)). 

Si no se cumple ninguno de los incisos de la definición 2.1.1, entonces 
no existe la recta tangente «ala gráfica de f en el punto P(x¡,f(x1)). 

La pendiente de la recta tangente a la gráfica de una función en un 
punto se denomina pendiente de la gráfica en el punto. 


» EJEMPLO 1 Encuentre una ecuación de la recta tangente a la 
parábola y = x? — 1 en el punto (2, 3). Dibuje la parábola y muestre un seg- 
mento de la recta tangente en (2, 3). 


Solución Primero se dalculá la pendiente de la recta tangente en (2, 3). 
Confía) = x2- 1, se tiene de (1) 


SQ+ ADN -fQ) 


PS Ax 


m(2) 


[Q + Ax? - 11- 3 
lim, - Ax 


4 + 4Ax + (Ax)? - 4 


== o Ax 

2 

Há 4Ax+ (Ax) 
Ax>0 Ax 


= Jm + a 
=4 
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Así, la recta tangente en (2, 3) tiene pendiente 4. De la forma punto-pendiente 
de la ecuación de una recta, y — y; = m(x — xy), se obtiene 


y-3 


Ax — 2) 
4h-y-5=0 


La figura 6 presenta la parábola y un segmento de la recta tangente en 
(2, 3). 4 


2.1.2 Definicion de recta normal a una gráfica 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 La recta normal a la gráfica del 
ejemplo 1 en el punto (2, 3) es perpendicular a la recta tangente en ese punto. 
Como la pendiente de la recta tangente en (2, 3) es 4, entonces la pendiente de 
la recta. normal en (2, 3) es -1 , y una ecuación de esta recta normal es 


y - 3 =-H(x - 2) 
4y - 12=-x+ 2 
x+4y-14=0 
La figura 7 muestra la parábola y la recta normal en (2, 3). 4 


» EJEMPLO 2 (a) Calcule la pendiente de la recta tangente a la 
gráfica de 


FO =P -3x 


en el punto (x;, f(x1)). (b) Determine los puntos de la gráfica donde la recta 
tangente es horizontal y utilice estos puntos para dibujar la gráfica de f. 


Solución 
(a) Al calcular f(x) y f(x; + Ax) se obtiene 


fa) = a) _ 3x1 


f(1,+Ax) = (1, + Ax? - 3(x, +Ax) 
-De (1) 
mx) = ¿a, la. mE En 


= lim “L+ Ax? - Xx + Ax) — (23 - 3x,) 

— ax+0 Ax 

= lím x0 + 3xm2Ax + 3x,(41)? + (Ax) - 3x, - 3Ax - 101) + 3x, 

Taro Ax 

- tim 344Ax + 3x1 (83)? + (Ax)? - 3Ax 

o Ax 
Como Ax % 0, el numerador y el denominador pueden dividirse entre 
Ax para obtener 


ma) = lim, Bxy? + 3x¡Ax + (Ax)? — 3] 
m(x) = 3x2 - 3 a. 


104 CAPÍTULO 2 DERIVADA Y DIFERENCIACIÓN 


ÑO = *- 3d 


FIGURA $8 


(b) La recta tangente es horizontal en los puntos donde la pendiente es cero. 
Considerando m(x;) = 0, se tiene 


3x1 -3=0 
x2=1 
x =3tl 


Por tanto, la recta tangente es horizontal en los puntos (—1, 2) y (1, -2). 
Al localizar estos puntos y algunos otros se obtiene la gráfica mostrada en la 
figura 8. d 


El tipo de límite en (1), empleado para definir la pendiente de una recta 
tangente, es uno de los más importantes en Cálculo. Este límite es de uso 
frecuente y recibe un nombre específico. 


2.1.3 Definición de la derivada de una función 
La derivada de la función f es aquella función, denotada por f”, tal 
que su valor en un número x del dominio de festá dado por - 


AS 6 
si este límite existe. : H 


Si x, es un número particular del dominio de f, entonces 


e 


fp = Jim Lu t20- 100 (4) 


si este límite existe. Observe que el dominio de f' es un subconjunto del 
dominio de f. 

Al comparar las fórmulas (1) y (4), se observa que la pendiente de la 
recta tangente a la gráfica de la función f en el punto (x;, f(x1)) es precisa- 
mente la derivada de fevaluada en x;. 


DP EJEMPLO 3 Determine la derivada de fsi E 
sz 
fo =i | 
Solución Si x es un número del dominio de f, entonces de (3) 


lim fa + Ax) - f(x) 


Pa) = Ax>0 Ax 
33 
=>». X+AxX_x 
= Peg Ax 


e 3x - 3Ax + Ax) 
ax>0 Ax(xXx + Ax) 
£ —3Ax 
Ax>0 Ax(xMx + Ax) 
: -3 
Pa x(x + Ax) 


x? 


[24,7, 4.7] por [-3.1, 3.1] 


23 
fu) = _ 


FIGURA 9 
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Por tanto, la derivada de f es la función f' definida por f(x) = — a 
x 


El dominio de f' es el conjunto de todos los números reales excepto O, el 
cual es el mismo que el dominio de f. 


D EJEMPLO ¡LUSTRATIVO 2 Para la función f del ejemplo 
3 se puede aplicar f(x) a fin de obtener una ecuación de la recta tangente a 
la gráfica de fen un punto particular. Por ejemplo, en el punto (2, 3) la pen- 
diente de la recta tangente es f(2) = -i. Por tanto, una ecuación de esta 
recta tangente es 


yo == 2) 
-3x +6 
0 


<< 
[e 
Mon 


La figura 9 muestra la gráfica de f y su recta tangente trazadas en el rectán- 
gulo de inspección de [- 4.7, 4.7] por [2 3.1, 3.1]. 4 


Considere ahora la fórmula (4), la cual es 


Fix) = m, Ln e 2 - f(x) 


En esta fórmula considere 


x +AÁx=x (5) 
Entonces, 
“Ax > 0” equivale a “x > x,” (6) 


De (4), (5) y (6) se obtiene la fórmula siguiente para f(x): 


suya te - on 160 - 100) (7) 


x= XL 


si este límite existe. La fórmula (7) es una fórmula alternativa a la (4) para 

calcular f(x). 

LG + 4x) - fu) LN-f) 
he en (4)y — 

ciben el nombre de cocientes de diferencias estándar de la función f en el 

número x].*'* 


Los cocientes en (7) re- 


DP EJEMPLO 4 Para la función del ejemplo 3, calcule f'(2) apli- 


cando la fórmula (7). 


Solución Dela fórmula (7) 
0-0) 


¿um x-2 
3103 


12 
Aro x-2 

32 - x) 
Ax>32 2x(x — 2) 


. FO = 
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-3 
a 2x 
3 


4 


lo cual concuerda con f (2) del ejemplo ilustrativo 2. d 


El uso del símbolo f' para la derivada de la función f fue introducido 
por el matemático francés Joseph Louis Lagrange (1736-1813) en el 
siglo XvIH1. Esta notación destaca que la función f' se deriva (o proviene) de 
la función f y su valor en x es f(x). 

Si (x, y) es un punto de la gráfica de f, entonces y = f(x), y y' se uti- 
liza también como una notación para la derivada de f(x). Con la función f 
definida por la ecuación y = f(x) se considera que 


af JO (8) 


donde Ay se denomina incremento de y y denota un cambio en el valor de 


la función cuando x varía en Ax. Al utilizar (8) y escribir 2 en lugar 
de f'(x), la fórmula (3) se transforma en 


El símbolo 2 fue empleado como notación para la derivada por primera 


vez por el matemático alemán Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716). 
En el siglo XvH Leibniz y Sir Isaac Newton (1642-1727), trabajando 
de manera independiente, dieron a conocer casi simultáneamente la de- 
rivada. Leibniz probablemente pensó en dx y dy como pequeños cambios 
o variaciones de las variables x y y, y de la derivada de y con respecto a x 
como la razón de dy a dx cuando dy y dx son pequeños. El concepto de 
límite, como: se acepta actualmente, fue desconocido por Leibniz y 
Newton. 

En la notación de Lagrange el valor de la derivada en x = x, se in- 
dica por f'(x,). Con la notación de Leibniz se escribiría 


2) 
dx x=Xp 


Se debe recordar que cuando ay 


dx 
rivada de una función, a dy y dx no se les ha dado significado indepen- 
diente hasta ahora en el texto, aunque posteriormente se definirán por 


se utiliza como notación para la de- 


separado. De modo que en esta ocasión e es un símbolo para la derivada 


y no debe considerarse como una razón. De hecho, se puede considerar 
- como un operador (un símbolo 'para la operación de calcular la de- 
rivada), y cuando se escribe 2 significa Lo, esto es, la derivada de y 


con respecto a x. 
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» EJEMPLO 5 Calcule 2 si 
y = Vx 
> Solución Se ha dado y = f(x) donde f(x) = Vx. 
. LD tm Y 
CA : p dx Per Ax 
ER = lim LE+40- 40 
y ' Ax>0 Ax 
, = lím x+ Ax - Ax 
Ax>0 Ax 


A fin de evaluar este límite se racionaliza el numerador. 


dy = 
4 dx Ax=>0 


De e ir 


0 | 


obtiene 


dy 


1 
24/x 


lim (YVx— Ax —- JxiMdx + Ax + /x) 


Ax(/x + Ax + /x 


Ax 


= lí ce 
Ar30 Ax(/x + Ax + /x) 


Al dividir el numerador y el denominador entre Ax (ya que Ax x* 0) se 
lím -—2-—— 
dx AX>0 Íx + Ax + dx 


Otras dos notaciones para la derivada de una función fson 
a 1 dd E d 
diri Ñ LoS . a LO] y DAFON] 


Cada una de estas notaciones permite indicar la función original en la 


expresión para la derivada. Por ejemplo, se puede escribir el resultado del 


ejemplo 5 ¿omo 


dy 
a A = 


1 


1 


D,(Vx) = mE 


o como 


Por supuesto, si la función y las variables se denotan por otras letras 
diferentes de f, x y y, las notaciones para la derivada deben incluir esas letras. 
Por ejemplo, si la función g está definida por la ecuación s = g(t), entonces 
la derivada de g puede indicarse en cada una de las siguientes formas: 


, ds 
810) dr 


EJERCICIOS 2.1 


En los ejercicios, 1 a-6, obtenga una ecuación de la recta tan- 
gente a la gráfica de la ecuación en el punto dado. Dibuje la 
gráfica“ de la ecuación y muestre un “segmento de la recta 
tangente en el punto. 

L y=9-x1%(2, 5) 

2 y x24+ 461 5) 

3. y = 2x2 + 4x3 (2, 0) 


O O) 


4. y =x?- 6x + 9;(3, 0) 
58. y=x3 + 3,(1, 4) 
6 y=1-x3,(Q-7) 


En los ejercicios 7 a 10, (a) determine la pendiente de la recta 
tangente a la gráfica de la función f en: el punto (x;, f(x1)). (b) 
Determine los puntos de la gráfica donde la recta tangente es 
horizontal y utilice estos puntos para dibujar la gráfica. 
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7. FO) = 3x?- 12x + 8 
Los Tse A 

9 fía) = xx -— 61? - 9xr - 2 
10. 0) = 2x3 - 3x2 


En los ejercicios 11 a 16, obtenga ecuaciones de la recta tan- 
gente y de recta normal a la gráfica de la ecuación en el punto 
indicado. Trace en la graficadora la gráfica junto con las rec- 
tas tangente y normal en el mismo rectángulo de inspección. 


11. y = 
12. y = Y4- x:(5,3) 
13. y = 2x- 13,(2,4) 
14. y = x3 — 4x, (0,0) 
15. y = +:0,1) 

16. y = Ss) 


17. Sea f(x) = 3x? — 7x. (a) En la calculadora determine los 
valores del cociente de diferencias estándar 


LQ + Ax) - $0) 


Ax 
cuando Ax es igual a 0.10, 0.09, 0.08, ..., 0.01, y 
0.10, -0.09, -0.08, ..., —0.01. ¿A qué valor parece 


que se aproxima el cociente conforme Ax tiende a 0? (b) 
Calcule f'(2) aplicando la fórmula (4) y compare este 
número con la respuesta del inciso (a). (c) En la calcu- 
ladora determine los valores del cociente de diferencias 


estándar 
f£O0- 0) 
x-2 
cuando xes igual a 2,10, 2.09, 2.08,..., 2.01, y 1.90, 1.91, 
1.92,..., 1.99, ¿A qué valor parece que se aproxima el 


cociente conforme x tiende a 2? (d) Calcule f'(2) aplicando 
la fórmula (7) y compare este número con la respuesta 
del inciso (c). 

18. Haga el ejercicio 17 considerando ahora f(x) = x?. 

19. Resuelva el ejercicio 17 considerando ahora f(x) = 46 — x. 

1 


=x 


20. Haga el ejercicio 17 considerando ahora f(x) = 77 


En los ejercicios 21 a 30, determine f'(x|) en dos formas: (a) 
aplique la fórmula (7); (b) aplique la fórmula (4). 


21. fa) = 4 =6 
22. fa) = a bx =4 
23. fa) = senxix = 0 
24. f(x) = cosxix¡ = 0 
25. f() = senxzx = ¿7 
26. fía) = cosx5x = hd 


27. f) = secxjx = 0 
28. fío) = tanxx¡ = 0 


lx 


29. f(x) = cotx; x1 a 


30. f0) =cscxx = ¿7 


En los ejercicios 31 a 36, determine f(x) aplicando la fór- 
mula (3). 


31. f(1) =-4 32. fía) = 10 
3 fo =71+3 M. fa) =8-5Sx 
38. f(0) = 4 + 5x - 2x1? 


36. fa) = 3x2 -2x+1 
En los ejercicios 37 a 40, calcule la derivada indicada. 


7. L6-x) 3 04 
39, 0/53) 40. o-- 
En los ejercicios 41 a 44, encuentre 2 

4. y=3%+ 42. y = Yx 
43. y = 5 4 y= =—; 


45. Obtenga una ecuación de la recta tangente a la curva 
y = 21? + 3 que sea paralela a la recta 8x — y +3 =0. 


46. Determine una ecuación de la recta tangente a la curva 
y = 3x2 — 4 que sea paralela a la recta 3x + y = 4. 


47. Encuentre una ecuación de la recta normal a la curva 
y = 2 - ¿x? que sea paralela a la rectax — y = 0. 


48. Obtenga una ecuación de cada recta normal a la curva 
y = x? — 3x que sea paralela a la recta 2x + 18y — 
9=0. 


49. Demuestre que no existe una recta que pase por el 
punto (1, 5) que sea tangente a la curva y = 4x2. 


50. Demuestre que no existe una recta que pase por el pun- 
to (1, 2) que sea tangente a la curva y =4-— x? 


51. Si g es continua en a y f(x) = (x — a) g(x), determine 
fa). Sugerencia: utilice la fórmula (7). 


52. Si g es continua en a y f(x) = (12 — a?) g(o), deter- 
mine f'(a). Sugerencia: utilice la fórmula (7). 
53. Si 
"O = lim LE+40- 6) 
FO = im 2 


> 
calcule f(x) sif(0) = ax? + bx. 

54. Emplee la fórmula del ejercicio 53 para determinar f"(x) 
sif(a) = alx. 

55. Sif'(a) existe, demuestre que 


a 
ay zo fa+ Ax) - f(a- Ax) 
PS ZAx 


Sugerencia: fla + Ax) — fla — Ax) 
= fía + Ax) — fía) + fía) — fía — Ax) 


56. 


57. 


Sea f una función cuyo dominio es el conjunto de todos 
los números reales tal que fía + b) = fía) - f(b) para 
toda a y b. Además, suponga que f(0) = 1 y que f'(0) 
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por [-3.1, 3.1]. Conforme aplique el aumento (z00m) de 
la graficadora en el punto (2, 1) describa lo que sucede. 
¿Por qué ocurre esto? 


existe. Demuestre que f'(x) existe para toda x y que 58. Trace la parábola y = Vx y su recta tangente en el punto 

F0=f0)- fu (1, 1) en el rectángulo de inspección de [-1, 3.7] por 

EL, 2.1]. Conforme aplique el aumento (zoom) de la grafi- 

Trace la parábola y = + x2 y su recta tangente en el pun- cadora en el punto (1, 1) describa lo que sucede. ¿Por 
to (2, 1) en el rectángulo de inspección de [-4.7, 4.7] qué ocurre esto? 
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El proceso de calcular la derivada de una función se denomina diferen- 
ciación; esto es, la diferenciación es la operación mediante la cual se ob- 
tiene la función f' a partir de la función f. 

Si una función tiene una derivada en x,, se dice que la función es 
diferenciable en x;. Una función es diferenciable en un intervalo abier- 
to si es diferenciable en cada número del intervalo. Si una función es dife- 
renciable en cada número de su dominio, entonces se dice que es una 
función diferenciable. 


D EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 En el ejemplo 3 de la sección 
2.1, £(0) = 3/x y f(x) = -3/x?. Como el dominio de f es el conjunto de 
todos los números reales excepto O, y f(x) existe en cada número real 
excepto en O, entonces fes una función diferenciable. 4 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Sea g la función definida por 
g(x) = /x. El dominio de g es [0, + 00). Del ejemplo 5 de la sección 2.1, 


AD | 
805 E 
Como g'(0) no existe, g no es diferenciable en O. Sin embargo, g es dife- 


renciable en cualquier otro número de su dominio. Por tanto, g es diferen- 
ciable en el intervalo abierto (0, +00). d 


Se comienza la discusión acerca de diferenciabilidad y continuidad 
con el ejemplo siguiente. 


D- EJEMPLO 1 sea 
fo = 08 


(a) Muestre que f no es diferenciable en O aunque es continua en O. (b) 
Trace la gráfica de f. 


Solución 
(a) Al aplicar la fórmula (7) de la seccion 2.1, se tiene, si el límite existe, 
uo — 1 LG) f(0) 
E) pa x-0 
113 
= lim 4 0 
x>0 x 2, 


lim 
x>0 PE 
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Pero este límite no existe. Por tanto, f no es diferenciable en O. No obs- 
tante, fes continua en O porque 


límfG) = limxU3 
>0 


x>0 
=0 
=f(0) 
(b) La figura 1 muestra la gráfica de f trazada en el rectángulo de inspec- 
[-6, 6] por [-4, 4] ción de [-6, 6] por [-4, 4]. 4 
fo) = y 
FIGURA 1 DD EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 Para la función f del ejemplo 
1, como 
me 13 _ 
lim = LO+AD-F£0 _ tim (4-0 
Ax>0 Ax Ax>0 Ax 
Ñ e CA 
= +00 
se concluye, por la definición 2.1.1 (ii), que x = 0 es la recta tangente a la 
gráfica de fen el origen. 4 
Del ejemplo 1 y del ejemplo ilustrativo 3, la función definida por f(x) = 
xU3 tiene las siguientes propiedades: 
1. fes continua en O. 
2. fnoes diferenciable en 0. 
3. La gráfica de ftiene una recta tangente vertical en el punto donde x = 0, 
En el siguiente ejemplo ilustrativo se tiene otra función que es con- 
tinua pero no diferenciable en cero. La gráfica de esta función no tiene recta 
tangente en el punto donde x = O. 
y DD EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 sea fla función valor absoluto 
definida por 
fo) = |x| 
La gráfica de esta función se muestra en la figura 2. De la fórmula (7) 
A de la sección 2.1, si el límite existe, 
2) 
vn — um Le) - FO) 
Fo = lx] FO Ñ lím, x-0 
FIGURA 2 = lím Ll -0 
x>0 Xx 
= lim L+l 
x>0 x 
Como |x| = x six > 0 y |x| = -x si x < 0, se consideran los lf- 


mites laterales en 0: 


x| A: |x| 


lim 4% = lim + lím -2 = lim + 
x>0+t x x>30+ X 20 x x>0 Xx 
= lim 1 = lím 1) 

x>0+ 1>0- 


tl 
- 
l 


-l 
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Debido a que  lím ¡ell + lim Let se deduce que el límite bilateral 
lx | 120+ x 1>0 x 


lím = no existe. Por tanto, f'(0) no existe, de modo que f no es diferen- 
> 


renciable en 0. 
Dado que no se cumple la definición 2.1.1 cuando x = O, la gráfica de 
la función valor absoluto no tiene recta tangente en el origen. 


Como las funciones del ejemplo ilustrativo 4 y del ejemplo 1 son 
continuas en un número pero no son diferenciables en ese número, se pue- 
de concluir que la continuidad de una función en un número no implica la 
diferenciabilidad de la misma en el punto en cuestión. Sin embargo, la di- 
ferenciabilidad implica continuidad, lo cual se establece en el teorema 
siguiente. 


2. 2. 1 Teorema 


* Si-uner función feos diferenciable en un número x;, entonces f es 
continua en xy. 


Demostración Para demostrar que f es continua se debe probar que se 
cumplen las tres condiciones de la definición 1.8.1. Esto es, se debe 
probar que (i) f(x, ) existe, (ii) lím f(x) existe y (iii) lím f0) = f(x). 
23% Xx 
Por hipótesis, f es diferenciable en x,. Por tanto, existe f'(x, ). Debido 
a la fórmula (7) de la sección 2.1 


E 


X= Xx 


f(x] ) existe; en otro caso el límite anterior no tendría significado. Por tanto, 
se cumple la condición (i) en x,. Ahora considere 


Como 


; Ñ w o LG) FA) 
Ea Le Y 50 y Ec XxX 


= Fx) 


se aplica el teorema del límite de un producto (1.5.7) al miembro derecho de 
(1) y se obtiene 


lím [fG) — f)] = lm (e - xp) + lim 40 f6D 
| xx 


3x1 Xx — X] 
=0- fx]) 
=0 


Por el teorema 1.5.14, este límite equivale a 
a 6) 1) 


De esta ecuación se concluye que se cumplen las condiciones (ii) y (111) para 
la continuidad de fen x,. Por tanto, el teorema se ha demostrado. a 

Una función f puede no ser diferenciable en un número c por alguna 
de las siguientes razones: 
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(cf) 


c 
f no es diferenciable en c 
f es discontinua en c 


FIGURA 3 


(c,f(c)) 


Cc 


f no es diferenciable en c 
f es continua en c 


FIGURA 4 


GO) 


Cc 
f no es diferenciable en c 
f es continua en c 


FIGURA 5 


1. La función f es discontinua en c. La gráfica de la figura 3 es de este 
tipo. 

2. La función f es continua en c, pero la gráfica de f tiene una recta tan- 
gente vertical en el punto donde x = c. La figura 4 muestra la gráfica 
de una función que tiene esta propiedad. Esta situación también ocurre 
en el ejemplo 1. 

3. La función fes continua en c pero la gráfica de f no tiene recta tangen- 
te en el punto donde x = c. La figura 5 muestra la gráfica de una 
función que satisface esta condición. Observe un “cambio brusco” 
(o pico) en la gráfica en x = c. En el ejemplo ilustrativo 4 se tiene otra 
función de este tipo. 


Antes de mostrar un ejemplo más de una función continua pero no 
diferenciable en un número, se presenta el concepto de derivada lateral. 


2.2.2 Definición de derivada lateral 


(i) Si la función F está definida en x,, entonces la derivada por la 
derecha de fen x,, denotada por f”, (x), está definida por 


f(x) = lim La + Ax) —- PLESO) 


Ar=0+ Ax 


e fi) = lím SO) - f(x) 


1>1,* 5. A 
si existe el límite. E 
(1d) Si la función f está definida en x,, entonces la derivada por la 
Izquierda de f en xy, denotada por f'-(x,), está definida por 
» 23 (x1 + Ax) = f(x) 
f-6) = A E Ax 
S fp = tm FCO — $) 
: +37 x- Xx 
si existe el límite. 
A partir de esta definición y del teorema 1.6.3, se deduce que una fun- 
ción f definida en un intervalo abierto que contiene a x, es diferenciable en 


xi si y sólo si f”,(x1) y f”_(x¡) existen y son iguales. Por supuesto, 
F (0, F'y(x1) y f-(x1) son iguales. 


» EJEMPLO 2 Sea f la función definida por 
fo) =]|1 - e] 


(a) Dibuje la gráfica de f. (b) Demuestre que fes continua en 1. 
(c) Determine si f es diferenciable en 1. 


Solución Por la definición de valor absoluto, si x < -1 0 x > l, en- 
tonces f(x) = (1 — 12), y si -1<x< l, entonces f(x) = 1 - x2 


Por tanto, f puede definirse como sigue: 


12-1 six<-1 , 
fo=41-x2 si-1l<x<l1 
2-1 osil<x 


1 0 1 


fo =|1-**] 


CO) = 


FIGURA 6 


2x si O<x<l0 
14r+6  sil0<x 


FIGURA 7 
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(a) La gráfica de f se muestra en la figura 6. 
(b) Para demostrar que f es continua en 1 se verifican las tres condiciones 
para la continuidad. 


OF =0 
Gi) mf = lim( - x?2) Jm fo) = lim, (+? - 1) 
= 0 =0 


Así, limf() = 0. 
Gi) lim f00) = FM 


Como se cumplen las condiciones (i)—(iii), entonces fes continua en 1. 


, _m ÍD-f0M ; um ¿0-0 
Via AAA 
E LEIA =P DO 
xa x-1l alt x-1 
rs (1- DU +x) e (x-DG+D 
xl x-1 1>1+ x-1 
a e (41 Ñ 2] al Era + 1 
= 2 = 2 


Debido a que f" (1) 4 f",(1), se concluye que f'(1) no existe, de modo 
que f no es diferenciable en 1. 4 


La función del ejemplo 2 tampoco es diferenciable en —1. En el ejerci- 
cio 32 se le pedirá que pruebe esto. 


D EJEMPLO ILUSTRATIVO 5 En el ejemplo ilustrativo 2 de 


la sección 1.8, se obtuvo el modelo matemático 


2x si O<x<10 


C(x) = : 
14x+6 sil0<x 


donde C(x) dólares es el costo total de x libras de un producto. La gráfica de 
C se presenta en la figura 7. En la sección 1.8 se mostró que C es continua 
en 10. Ahora se determinará si C es diferenciable en 10. Puesto que C está 
definida a trozos, se calcularán las derivadas laterales en 10. 


, o w C(x)- C(0) , e C(x) - CU10) 
ESOS pue x-10 CABDIS x>lotr  x-—10 

pe 2x — 20 = ñ (1.4x + 6) - 20 

= gio x-10 — 5 10+ 1-10 

= lm 2(x — 10) Z 1.4(x — 10) 
x>107 x-—10 i>10t  x-—10 

= lím 2 = lím 14 
x>10-* 1>10+ 

= 2 ] = 1.4 


Como C*.(10) + C',(10), entonces C no es diferenciable en 10. 5] 
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D EJEMPLO 3 sea 


1 


fo=|1x 
L- 


siO<x<b 
Lx sib<x 


(a) Determine un valor de hb tal que f sea continua en b. (b) Dibuje la grá- 
fica de f con el valor de b determinado en el inciso (a). (e) ¿Es dife- 
renciable fen el valor de b determinado en el inciso (a)? 


Solución 
(a) La función f será continua en b si Min f) = f(b) y ¿m, fo =YfF6. 
1 


í = pd = $e L 
Jim f0) = lím Mim, $0) = lím, (1 - 32 
1 
= 1 =1-1b 
F(b) = 1 — hb; por tanto, f será continua en b si 
lz1-1 
bo" qe 
4 = 4b - BP? 
P-4b+4=0 
y (b-2?=0 
b=2 
Así 
1 , 
= siO0<x<2 
fo =4* 
l- ix sil<x 
y fes continua en 2. 
i (b) La gráfica de f se presenta en la figura 8. 
fo) = [s s0<x<2 (c) Para determinar si f es diferenciable en 2 se calcularán f”_(2) y f”,(2). 
AA 10) - 105 16) - $0) 
y pe , , = Xx) - 
E 1 = lg sun = y 12 
1_1 1 
E oz e cit 
32.7 x-2 x>2+ x-2 
1 1 
a 2 Z 73% 
== 1-36 =2) O 
E or Xx 
A a E =D) 
1 co sl 
> 2 z Poe 4 
| 
=-3 


Como f'_(2) = f",(2), se concluye que f'(2) existe, y en consecuen- 
cia, f es diferenciable en 2. 


DP EJEMPLO 4 Ena planeación de una cafetería, se estimó que 
la ganancia diaria es de $16 por lugar si se tienen de 40 a 80 lugares de capa- 


P"(80) 
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cidad. Sin embargo, s]-se: cuenta coremás de $0 lugares, la ganancia diaria 
por cada lugar disminuirá en $0.08 veces el número de lugares que exceden 
a 80. (a) Encuentre un modelo matemático que exprese la ganancia diaria 
como una función del número de lugares de la cafetería. (b) Demuestre que la 
función del inciso (a) es continua en su dominio. (c) Determine si la función 
del inciso (a) es diferenciable en 80. 


Solución 


(a) 


(b) 


Sea x el número de lugares para la capacidad de la cafetería y P(x) 
dólares la ganancia diaria. P(x) «se obtiene al multiplicar x por el nú- 
mero de dólares de la ganancia por cada lugar. Cuando 40 < x < 80, 
la ganancia por lugar es $16, de modo que P(x) = 16x. Cuando 
x > 80, el número de dólares de la ganancia por cada lugar es 16 - 

0.08(x — 80); de donde se obtiene P(x) = x[16 — 0.08(x — 80)]; esto 
es, P(x) = 22.40x — 0.0812. Por tanto, 


16x si 40 <x < 80 


Pp = 
de E - 0.08? si 80 <x< 280 


El límite superior de 280 para x se obtiene al observar que 22.40x — 
0.08x? = O cuando x = 280; 22.40x — 0.081? < O cuando x > 280. 
Aunque, por definición, x es un número entero no negativo, para 
tener continuidad se considerará que x toma todos los valores reales 
del intervalo [40, 280]. 
Como P(x) es un polinomio en [40, 80] y (80, 280], entonces P es con- 
tinua en esos intervalos. Para determinar la continuidad en 80 se 
calcularán los límites laterales en ese valor: 


lím P(x) = lim 16x lím P(x) = lim (22.40x — 0.08x2) 
x>80— x>80— 1>80+ 1>80+ 
= 1280 = 1280 


Como P(80) = 1280 y lím PG) = 1280, P es continua en 80. En con- 
> 


secuencia, P es continua en su dominio [40, 280]. 


(c) Para determinar si P es diferenciable en 80, se calcularán las derivadas 
laterales en 80. 
o Pe) — P(80) is de P(x) — P(80) 
a E x-— 80 P(80) = 1>380+ x -80 
= lim 16x-1280 = tim (240% — 0.081?) — 1280 
T 1580 x-80 x>80+ x-80 
2 
- tim 16-80) — tim 9.08% — 280x + 16000) 
x>8 x-—80 x>80+ x — 80 
= lim 16 ia —0.08(x — 80Mx — 200) 
x>807 x>80+ x-80 
= 16 = lim [-0.08(x — 200] 
x>80+ 
= 9.60 
Como P"_(80) + P*,(80), entonces P no es diferenciable en 80. 4 


En la sección 3.2,se tónsiderará otra vez la situación del ejemplo 4 y se 


determinará la capacidad necesaria para obtener la máxima ganancia diaria. 
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EJERCICIOS 2.2 


En los ejercicios 1 a 20, haga lo siguiente: (a) dibuje la gráfica Los ejercicios 21 a 26 tratan acerca de la función continua f 
de la función; (b) determine si f es continua en xy; (c) calcule cuyo dominio es el conjunto de todos los números reales y cuya 
FGD y F,(x1) si existen; (d) determine si f es diferenciable gráfica se muestra en la figura adjunta. Suponga que cada 


en Xy. porción de la gráfica que parece ser un segmento de la recta es 
2 A un segmento de recta. En cada ejercicio haga lo siguiente: 
1 fa) = (a 6 o e . x =-4 (a) defina f como una función a trozos. Encuentre (b) f'_(-0), 
(Cc) PAD, (d) FAO), (e) FLO, MFD y (8) PD. (4) ¿En 
3% six<2 qué números fno es diferenciable? 
2. f0) = , x= 2 
x-7T si2<x 21. 
y 
3 f0=lrX-3| 1 =3 4 
4 f0)=1+]|x +2] q =-2 
1 six<o0 
550 = l si0<x ad 
_]x six<0 
60 (% os APO 
2 . 
7. = ¿A six<0 =0 22. 
0 2 si0<x ds 
2-4 six<2 
8. = =2 
id e si2=<x ás 
9. 10 = lx six<l vd 
d-x sil<sx 
2 
10. = ¿A six <-l =-1 
q le =2x si-l<x A 
2x2-3 sixs2 
1. fm = xq=2 
q ea si2<x E 
2 ; 
-9 six<3 
Dm. fo=4* =3 
pen cda si3sx % 
13. f0= Y1+1 xa =-1 
MfA=4a-2? x= 
5 - 6x six<3 
15. = =3 
q a -* o si3<x ls 
2/3 : 
_j-ox sixs<0 mE 
dd LE si 0.< x ¿od 
_]x-2 six<0 SS 24, 
17. f0) = sz OS x=0 
18. fa) = el six<l A 
x+1l sil<x 
3x2 six<2 
19. = =2 
a e si2<x E 
be 
2 
20. y = ji +1 six<-l 4 =1 
20 lI-x2 si-l<x , 


>< 


26. 


Y) y=a-DP+1 


En los ejercicios 27 a 30, dibuje la gráfica de alguna función 
continua f, cuyo dominio es el conjunto de todos los números 
reales, la cual satisfaga las condiciones indicadas. 


27. El contradominio de f es (—oo, +00); f es diferenciable 
en todo número excepto en 0 y 3; f(-3) = 1; (0) = 0; 
FO) = 0) = 15£,(0) =0; 

lím fa) 7 3) = +00 
3  x-3 " 
28. El contradominio de f es [0, + 00); f es diferenciable en 


todo número excepto en —2, O y 2; f(2) = 0; f(0) = 3; 
FO=0) 8.62) = 158,62) = 15.0) =-1; 


F42)=15 lím ¿0-0 = +00; 


lim =-—00, 
x>0+ 


LO - 0 
x 


29. El contradominio de f es (oo, +00); f es diferencia- 
ble en todo número excepto en -2, 0 y 2; f(2) = 3; 
FED = 0, f(0) = 0; 1) = 0; QA) = -3; £UR2) = 1; 
FOOD) = 1.0) =-1f,0) = 1; 

lím fo) -f0) = -oo; lim fo) -f£(0) = —on. 
>07 Xx x>o0+ Xx 

30. El contradominio de f es (—oo, + 00); f es diferenciable en 
todo número excepto en 0, y 4; f(-2) = 0; f(0) = —1; 
F6)=1,f(5)= 05 F',(0) = 23 £(4)= 45 


li: LEE) 10-10 0 


= 00; lim 
10 Xx x-4 


1>4+ 
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31. Pata la fuga de petróleo del ejercicio 53 de la sección 1.8, 
determine si la función r es diferenciable en 2. 


32. Demuestre que la función del ejemplo 2 es continua en 
—1 pero no es diferenciable en ese número. 


33, Sea 
2-7 
)=46 
Xx 


si0<x<b 


sib<x 


(a) Determine un valor de b tal que f sea continua en b. (b) 
Dibuje la gráfica de f con el valor de b determinado 
en el inciso (a). (c) ¿Es diferenciable f en el valor de b 
determinado en el inciso (a)? 


34. Sea f(x) = sgní(x). (a) Demuestre que f'_(0) y f',(0) 
no existen. (b) Demuestre que lim FO) = Oy 


Lim, F'00) = 0. (c) Dibuje la gráfica de f. 
> 


35. Determine los valores de a y b tales que la función f sea 
diferenciable en 1 y después dibuje la gráfica de fsi 


s00- (% six<l 


sil<x 


36. Determine los valores de a y b tales que la función f sea 
diferenciable en 2 y después dibuje la gráfica de f si 


six<2 
s2<x 


b 
fo) = 10 a 


En los ejercicios 37 a 40, obtenga una función como modelo 
matemático de la situación particular. Aunque por definición 
la variable independiente represente un número entero no ne- 
gativo, considere que dicha variable representa un número real 
no negativo a fin de tener los requerimientos necesarios de con- 
tinuidad. 

37. Una agencia de excursiones escolares puede transportar a 
250 estudiantes con un costo de $15 si no más de 150 
estudiantes asisten a la excursión; sin embargo, el costo por 
alumno se reducirá en $0.05 por cada alumno que exceda 
a los 150 hasta que el costo sea de $10 por estudiante. (a) 
Obtenga un modelo matemático que exprese el ingreso en 
bruto como una función del número de estudiantes que 
asistirán a la excursión. (b) Demuestre que la función del 
inciso (a) es continua en su dominio. (c) Determine si la 
función del inciso (a) es diferenciable en 150. 


38. Realice el ejercicio 37 considerando ahora que la reduc- 
ción por cada estudiante que exceda a 150 es $0.07. 


39. Los naranjos que crecen en California producen 600 na- 
ranjas por año si no se plantan más de 20 árboles por acre. 
Por cada naranjo adicional plantado por acre el rendi- 
miento por árbol decrece en 15 naranjas. (a) Encuentre un 
modelo matemático que exprese el número de naranjas 
producidas por año como una función del número de na- 
ranjos plantados por acre. (b) Demuestre que la función del 
inciso (a) es continua en su dominio. (c) Determine si la 
función del inciso (a) es diferenciable en 20. 


. 
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40. 


41. 


42. 


. Seafía = 


Un club privado cobra una cuota de membresía anual 
de $100 por miembro, menos $0.50 por cada miembro 
que exceda a 600 y más $0.50 por cada miembro que falte 
para completar 600. (a) Encuentre un modelo matemático 
que exprese el ingreso por las cuotas anuales como una 
función del número de sus miembros. (b) Demuestre que 
la función del inciso (a) es continua en su dominio. (e) De- 
termine si la función del inciso (a) es diferenciable en 600. 


En el ejemplo ilustrativo 4 se mostró que la función valor 
absoluto no es diferenciable en 0. Demuestre que 


|) 


Dílx)p= =Ñ  sixxo0 


Sugerencia: considere |x| = yx?. 

Dada fíx) = [[x]], determine f'(x,) si x, no es un numero 
entero. Demuestre que f'(x,) no existe si x, es un núme- 
ro entero. Si x, es un número entero, ¿qué se puede decir 
acerca de f"_(x,) y de f(x)? 

(x — 1)[x]. Trace la gráfica de f para x en 
[O, 2]. Calcule, si existen: (39 -(), ()F',D, (9F'(). 
Sea f(x) = (5 — x)[[x]. Trace la gráfica de f para x en 
[4, 6]. Calcule, si existen, (a) f' (5), (b) £',(5), (c) (5). 


2.3 DERIVADA NUMERICA 


La derivada numérica es importante debido a que su gráfica puede trazarce 
en una gráficadora. Además, la derivada numérica puede emplearse para 
obtener una aproximación de la derivada de una función en un número 
particular siempre que la derivada exista. 

Para desarrollar el dóncepto de derivada numérica, recuerde que f'(a), 
la derivada de la función f evaluada en el número a, está definida como el 
límite del cociente de diferencias estándar 


fía) = 


0 


45. Dada f(x) = (x-— a)l[x]], donde a es un número entero, 


muestre que f' (a) + 1 = f',(a). 


46. Seaf la función definida por 


EQI-8(0) úxza 
fo=l xa 
2 (a) six=a 


Demuestre que si ga) existe, entonces fes continua en a. 


47. (a) Sean fa) = 


|x] y e) = -]x|. Encuentre una 
fórmula para (f + gXx) y demuestre que f + g es di- 
ferenciable en O. Utilice las funciones f y g como ejem- 
plos para explicar por qué es posible que la suma de dos 
funciones es diferenciable en un número aunque ninguna 
sea diferenciable en el número en cuestión. (b) Sean 
Fo) = x1 y Gl) = —x"!. Encuentre una fórmula para 
(F + Gx). ¿Es diferenciable F + G en 0? ¿Pueden 
emplearse las funciones F y G en lugar de f y g como 
ejemplos para la explicación del inciso (a)? Explique su 
respuesta. 


fla + Ax) — f(a) 


ao EY) 


si este límite existe. Enel ejercicio 55 de la sección 2.1 se le pidió que 


- 09 > 


fía) = 


demostrara que si f'(a) existe, entonces 


MTE Ax) - fla-— Ax) 


2Ax 2 


Si no realizó este ejercicio cuando estudió la sección 2.1, regrese y hágalo 


(a + Ax, fía + 0 
(a, f ta) ; 


ahora. El cociente 


(a — Añfa - 40) 
Ey FO) 


i— Ax —¡— Ax —; 


e ox 


vaa a a+Ax 


fla + Ax) — fla - Ax) 
2Ax 


% 


0) 


que aparece en (2) se denomina cociente de diferencias simétricas de la 
función f en el número a. El término simétricas es apropiado porque el co- 
ciente es la pendiente de la recta secante que pasa por los puntos 


(a — Ax,f(a — Ax) yla + Ax, fía + Ax)). Consulte la figura 1. Al valor 


FIGURA 1 


elegido de Ax se le llama tolerancia. 
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D EJEMPLO 1 sea 
$0) = yx | 


(a) Utilice el resultado del ejemplo $ de la sección 2.1 para calcular el va- 
lor exacto de f'(4). Obtenga una aproximación de f'(4) empleando el 
cociente de diferencias simétricas de f en 4 con cada una de las tole- 
rancias siguientes: (b) 0.1; (e) 0.01 y (d) 0.001. 


Solución 
(a) Del ejemplo $ de la-sección 2.1 
arado 
Así, f!(4) = 0.25. 


(b)-(d) De (3), el cociente de diferencias simétricas de fen4es 


Y4 + Ax - “/4- Ax 
2Ax : 


Ahora se evaluará el cociente con la tolerancia Ax indicada. 
(b) Ax = 0.1 
A4+0J]—44-0l"- 0.2500195366 


2(0.1) 
(c) Ax = 0:01 
Y 00 0 = 0.2500001953 
(d) Ax = 0.001 
4 + 0.001 — a = 0.001 - 02500000019 4 


Observe en el ejemplo 1 que el cociente de diferencias simétricas de f en 
4 proporciona una buena aproximación de f"(4), y la menor tolerancia da la 
mejor aproximación. Si para una tolerancia específica se compara la aproxima- 
ción de fa) determinada mediante el cociente de diferencias simétricas con la 
obtenida por medio del cociente de diferencias estándar (1), se observará que 
el cocieñte de diferencias simétricas proporciona una mejor aproximación. En 
los ejercicios 1 a 4 se le pedirá. que realice algunas de estas comparaciones. 

Se utilizará el cociente de diferencias simétricas para calcular la deri- 
vada numérica de una función en un número, exactamente como lo hacen 
algunas graficadoras con la elección de la tolerancia del usuario. Por tanto, 
se presenta la siguiente definición formal: 


2 Definición de derivada DUBISrIca 
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En este texto, se calculará NDER(f(x), a) con una tolerancia de 0.001; 
esto es, ; 


fía + 0.001) - fa — 0.001) 


NDER(f(0), a) = 0.002 


(4) 

Observe en el enunciado del ejercicio 55 de la sección 2.1 que 
NDER(f(x), a) proporciona una aproximación para f'(a) sólo si f'(a) exis- 
te; es decir, 


NDER(f60, a) = f'(a) si f'(a) existe (S) 
Consulte el manual del usuario acerca de cómo obtener la derivada numéri- 


ca en su graficadora particular. Si su calculadora no tiene esta función, usted 
puede emplear un programa o el cociente de diferencias simétricas de (4). 


DP EJEMPLO 2 sea 
3 
fo = > 


(a) Aproxime f(5) con cinco cifras decimales calculando NDER(f(x), 5) 
en la graficadora. (b) Confirme analíticamente la respuesta del inciso 
(a) calculando f'(5) a partir del resultado del ejemplo 3 de la sección 2.1. 


Solución 
(a) En la graficadora se tiene 


NDER(2, 5) = -0.1200000048 


Por tanto, con cinco cifras decimales, f'(5) = -0,12000. 
(b) Del ejemplo 3 de la sección 2.1, 


y =-3 
FO) E 
Así, f'(5) = -0.12, lo cual es acorde con la respuesta del inciso (a). <á4Ú 


La notación NDER(f(x), x) denota la derivada numérica de la función 
fen x; esto es, 


JE +40 - $6 - AD 


NDER(J(x),.x) = a 


Tanto para las funciones lineales como para las cuadráticas 
NDER(f(x), x) es exactamente f(x). Se le pidará que demuestre esto en los 
ejecicios 21 y 22. 

En la graficadora puede trazarse la gráfica de NDER(f(x), x). Com- 
prenderá la importancia de esta característica de la graficadora conforme 
avance en el texto. 


DP EJEMPLO 3 La función del ejemplo 3 de la sección 2.1 está 
definida por - 


fm = 


x= ]uw 


[-6, 6] por [—7, 1] 


£ =-Ñ y NDER(2,x) 
x Xx 


FIGURA 2 


(Ax, |-Ax|) (Ax, |ax)) 
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Utilice la gráfica de NDER(f(x),:x) para apoyar el valor de f'(x) calcu- 
lado en la sección 2,1. 


Solución La figura 2 muestra el resultado de trazar las gráficas de 
NDER( 2 A y y de la función f' definida por 
y. =2 
Sm =-23 


en el rectángulo de inspección de [-6, 6] por [-7, 1]. El hecho de que las 
dos gráficas aparecen idénticas apoya el valor de f(x). d 


De (5), NDER(f(x), a) = fa) si f'(a) existe. La condición de que 
fa) debe existir a fin de que NDER(f(x), a) proporcione una aproximación 
de f'(a) es indispensable, como se mostrará en el siguiente ejemplo. 


» EJEMPLO 4 El ejercicio 55 de la sección 2,1 establece que si 
f'(a) existe, entonces 


(a = fa + Ax) - fla - Ax) 
fa = dea 2Ax 


Demuestre, empleando la función valor absoluto, que es posible que 
exista el límite de la ecuación anterior aunque f'(a) no exista, 


Solución Con f(x) = |x| y a = 0, se tiene 


o flarAx)-fla-AxX) _ .  |0+Ax]-[0- Ax] 
qa 2Ax = eE 2Ax 
> 1 1AxL1- ax] 
Jim, Ax 
= lím O 
ÁAx->0 
=0 


Así, el límite existe y es igual a O. Sin embargo, se sabe, del ejemplo ilus- 
trativo 4 de la sección 2.2, que la derivada de la función valor absoluto no 
existe en cero. 


Si se calcula NDER( lx | , 0) en la graficadora, se obtendrá O. Este 
resultado es consistente con lo aprendido en el ejemplo 4, pero, por supuesto, 
esto no proporciona la derivada de la función valor absoluto en 0. La figura 3 
también apoya el resultado del ejemplo 4. Esta figura es el caso especial de 
la figura 1, donde f(x) = |x|. El cociente de diferencias simétricas es la 
pendiente de la recta secante que pasa por los puntos (-Ax, |-Ax | ) y 
(Ax, |Ax|), la cual es O para cualquier elección de Ax. 

La discusión del párrafo anterior debe convencerlo de ser muy cuida- 
doso cuando emplee el valor de la derivada numérica de la función f en a 
para aproximar el valor de f'(a). Los dos valores son aproximadamente igua- 
les únicamente si fa) existe. Vea los ejercicios 27 a 29 para otros ejemplos 
que muestran este hecho. 
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EJERCICIOS 2.3 | y | 


En los ejercicios 1 a 4, haga lo siguiente: (a) en la calculadora, 
obtenga los valores del cociente de diferencias simétricas 


E 2 res 2=140 y elabore una tabla para la función f 
dada cuando. Ax es igual a 0.10, 0.09, 0.08, .. ., 0.01 y -0.10, 
0.09, -0.08, ..., —0.01. ¿A qué valor parece que se aproxima 
el cociente de diferencias simétricas conforme Ax tiende a 0? 
(b) En la graficadora, determine NDER(f(x), 2) y compare 
este número con la respuesta del inciso (a) y el valor exacto de 
f'(Q2) calculado en el inciso (b) del ejercicio indicado de la 
sección 2.1. (c) Compare los valores calculados en el inciso 
(a) de este ejercicio con los valores ' correspondientes tabu- 
lados en el inciso (a) del ejercicio indicado de la sección 2.1, 
donde se utilizó el cociente de diferencias estándar. ¿Qué ta- 
bla de valores proporciona la mejor aproximación a f'(2)? 


1. f() = 3x1? - 7x; ejercicio 17. 
2, f(x) = x; ejercicio 18. 
3. fm = 46 - x; ejercicio 19. 


7 1 
4 /f0= 37 E 
En los ejercicios 5 a 8, utilice la gráfica de la derivada nu- 
mérica en x trazada en la graficadora para apoyar el valor 
de la derivada determinada en el ejercicio indicado de la 
sección 2.1. 


; ejercicio 20. 


5. (a) Ejercicio33 — (b) Ejercicio 35  (c) Ejercicio 37 
6. (a) Ejercicio34  (b) Ejercicio364 (ec) Ejercicio 38 
7. (a) Ejercicio 39 — (b) Ejercicio 41  (c) Ejercicio 43 
3. (e) Ejercicio40  (b) Ejercicio 42 (c) Ejercicio 44 


En los ejercicios 9 a 20, haga lo siguiente: (a) utilice la deriva- 
da numérica de la función f en el número xy calculadada en la 
graficadora, para determinar la pendiente de la recta tangen- 
te a la gráfica de f en el punto donde x = xy, (b) encuentre 
una ecuación de la recta tangente a la gráfica de f en el punto 
(11, F(1)); (c) trace la gráfica de f y la recta tangente en el 
mismo rectángulo de inspección. 
9 f00=(- Dx = 2 
10. f(x) = 2 + 2x- 1?%x =-1 
1. fo) =2-2-4x =3 
2 f0=0Q0-1N+5x =4 
13. fo) = dx? -16;x, =-5 
14, f(09 = V215-17 x= 3 

1? -1 7 a 

Sr , 


15. f) = 


3-1? 
16. 0) = a A =-2 


17. f(0) =xsnxx, = 1 
18. f(0) = x? cosx;x, = 2 


19. f(x) = sen(cos x); x, = 2 
20. f(x) = tan(senx);x, = 3 


21.: Demuestre que si f es una función lineal, entonces 
NDER(f(x), x) es exactamente f(x). 


22. Demuestre que si f es una función cuadrática, entonces 
NDER((x), x) es exactamente f(x). 


23. Sea f(x) = x? + 2. (a) Trace las gráficas de f y de 
NDER(J(0), x) en el mismo rectángulo de inspección. 
¿Para qué valores de x se tiene que (b) NDER(f(0), x) > 0, 
y (c) NDER(f(x), x) < 07 ¿Para qué valores de x parece 
que (d) f(x) crece conforme x crece, y (e) f(x) decre- 
ce conforme x crece? (f) Compare las respuestas de los 
incisos (b) y (d) y de losincisos (c) y (e). 


"24. Realice el ejercicio 23 considerando ahora que 


SE 
fo) 5 
25. Haga el ejercicio 23 considerando ahora que 
fo) = Yi- 32. 
26. Efectúe el ejercicio 23 considerando ahora que 


fo = ATA. 


27. Sea f(x) = x!/, En el ejemplo 1 de la sección 2.2, se 
mostró que f'(0) no existe. (a) Calcule NDER(f(0), 0) 
mediante la ecuación (4). (b) Apoye la respuesta del 
inciso (a) determinando NDER(f(x), 0) en la graficadora. 
(c) Explique por qué existe NDER(/(x), 0) para esta 
función aunque no existe f'0). (d) Trace la gráfica de 
NDER(f(x), x). ¿Qué es lo que observa cuando x = 0? 
(e) ¿Es consistente la respuesta del inciso (d) con lo 

_ aprendido en el ejemplo 1 de la sección 2.2? Explique 
su respuesta. 


28. Sea f(x) = xU5, (a) Utilice la fórmula (7) de la sección 
2.1 para mostrar que f'((0) no existe. (b) Calcule 
NDER((x), 0) mediante la ecuación (4). (c) Apoye la res- 
puesta del inciso (b) determinando NDER(f(x), 0) en la 
graficadora. (d) Explique por qué existe NDER(f(x), 0) 
para esta función aunque no existe f'(0). (e) Trace la grá- 
fica de NDER(f(0), x). ¿Qué es lo que observa cuando 
x= 0? (f) ¿Es consistente la respuesta del inciso (e) con 
la respuesta del inciso (a)? Explique su respuesta. 


29. Siga las instrucciones del ejercicio 28 para f(x) = rl 


30. Compare los cálculos de f'(0) de los ejercicios 27 y 29. 
Después compare el valor de NDER((x), 0) calculado en 
el inciso (a) del ejercicio 27 con el valor de NDER(f(x), 0) 
calculado en el inciso (b) del ejercicio 29. Explique por qué 
se obtiene una conclusión semejante para f'(0) en las dos 
funciones pero resultados completamente diferentes para 
NDER(f(x), 0). 
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1,4. TEOREMAS SOBRE DIFERENCIACIÓN DE FUNCIONES 
ALGEBRAICAS Y DERIVADAS DE ORDEN SUPERIOR 


Debido a que el proceso del cálculo de la derivada de una función a partir 

i 4 de la definición 2.1.3 es muy largo, se estudiarán ahora algunos teoremas 
que permitirán determinar las derivadas con mayor facilidad. Estos teore- 
mas se demostrarán a partir de la definición 2.1.3. En el enunciado de los 
teoremas se emplea la notación de Lagrange para la derivada, y la conclu- 
sión se expresa con la notación D.(f(x)) y en palabras. 


ss 2.4.1 Teorema Regla de diferenciación de una 
E constante 


- Sic es una constante y si f(x) = c, entonces 


fx) =0 


Demostración 


Ú 


PS , fu) lím Fa+AD- fx) 


AX>0 Ax 


l 
5 
o 


” 
l 
o 


DAc)= 0 a 


La derivada de una constante es cero. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 si f(x) = 5, entonces: por el 
teorema 2.4.1 
fo) =0 


. Este resultado es apoyado por la gráfica de f(x) = 5 de la figura 1. Como 
la gráfica es una recta paralela al eje x, entonces la pendiente de la gráfica 
será O en cualquier parte. d 


2.4.2 Teorema Regla de diferenciación de potencias 


(para potencias con exponentes enteros positivos) 
Si n es un número entero positivo y si f(x) = x”, entonces * 


fia nx"! 


os ij Demostración 


so E FO) = lm f+AD- ff 


AxX>0 Ax 


(1 + Ax)” —- x” 


5 
S 
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Al aplicar el teorema del binomio a (x + Ax)” se tiene 


E + nrTiAx + m2 AUAX +... + A) + any] = xn 
Fo) = dm, Ax 
, nxlAx + ma MUA + ax(Axy 71 + (Ax)" 
a Po Ax 


Si se divide el numerador y el denominador entre Ax se obtiene 


FO) = TS + ma MAx+... + nxAxy" 7? + (axy] 


Cada término excepto el primero tienen un factor Ax; por tanto, todos los 
términos excepto el primero tienden a cero conforme Ax se aproxima a 0. Así, 


SO = am n 


DIAN = 27 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 si fa = x8, entonces 
Fu) = 817. d 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 _ Sea fa función identidad; esto 


es, f(x) = x. Por el teorema 2.4.2 
fu =1-x0 


Observe que si x = 0, x% se transforma en 0% lo cual no está definido, pero 
six % 0,x0 = 1, de modo que 


Fa) =1 sixx*0 


Para calcular f'(0) para la función identidad, se aplica la fórmula (7) de 
la sección 2.1: 


FO) = Im LD-10 


x>0 x-0 


ti 


il 
. 


Por tanto, para toda x, D,(x) = 1. 4 


producto de una función por una constante 
Si.fes una función, c es una constante y g es la función definida por 
0 
y si $" existe; entonces Gi 
80) =c-f) 
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Demostración 


vo — um 8( + Ax)- g(x) 
8) a ¿ue Ax 


lim Ccf(x + Ax) cf(x) 
Ax—>0 Ax 


Le + 20 tn] 


lim [+49 - $0) 


Ax—=>0 Ax 


$ñ 


! 
a 
a 


l 
a 


ú 
3 
O 
e 
”m 


Dolce - [001 = c- Df) 


La derivada de la multiplicación de una función por una constante es 
igual a la derivada de la función multiplicada por la constante. 

Al combinar los teoremas 2.4.2 y 2.4.3, se obtiene el resultado siguiente: 
Si f(x) = cx”, donde n es un número entero positivo y c es una constante, 
entonces 


f(x) = cnxml 


DAcx") = cnx""! 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 4. sif() = 5x7, entonces 


FO) =5-7xé 
= 35x6 4 


Si f y g son funciones y si h es la función definida por 
A) = (0) + 20) 
y sif'(x) y g ((x) existen, entonces 


A) =F0) + gx) 


Demostración 
(o = Im 1140-40 
ii. 

— ím [EF 40+ 86 + 40] - [£09) + £60)] 

Ss AO Ax 

= lim fx + Ax) Ez fx) + g(x + Ax) -— 2] 
Ar>0 Ax Ax 

= lim LEAD , tim EE +40 £0) 
Ax>0 Ax AX>0 Ax 

=£0) + 28) Ñ E 


Df) + 80] = D¿f00 + D,g(a) 
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dd 


La derivada de la suma de dos: funciones es igual a la suma de sus deri- 
vadas si estas derivadas existen. 

El resultado del teorema anterior puede extenderse a cualquier número 
finito de funciones mediante inducción matemática. Este hecho se establece 
en el siguiente teorema. 


2.4.5 Teorema 


La derivada de la suma de un número finito de funciones es igual a la 
suma de sus derivadas si estás derivadas existen. 


De los teoremas anteriores, se tiene que la derivada de cualquier función 
polinominal puede calcularse fácilmente. 


DP EJEMPLO 1 Determinef(o si 
fo =71%-20 +8x+5 
Solución 


F0) = Dx - 23 + 8x + 5) 


DJXIx%) + D2x3) + DL8x) + DAS) 
= 28x? - 61? + 8 4 


La derivada del producto de dos funciones no es lo que usted espera; esto 
es, no es el producto de las derivadas, como se mostrará en el ejemplo ilus- 
trativo siguiente. 


'> EJEMPLO ILUSTRATIVO 5 sea 
ho) = Qx3 - 4x23Gx5 + x2) 
Se puede calcular la derivada k'(x) con los teoremas anteriores si se desa- 


rrolla el miembro derecho y se diferencía el polinomio resultante como sigue: 


x8 -— 1217 + 2x5 — 4x0 


Ho =6 
) = 4817 - 4%, + 10x1% - 16% 
pn A, 


E 


* Ahora corisidere 


FO) 2x2 — 4x2 de modo que f(x) = 6x? — 8x 
800) = 3x5 + x2 de modo que 2) = 1514 + 2x 


Observe que h(x) = fQ0) - gG0) pero A (0) + £'(0) - g'00. d 
2.4.6 Teorema Regla de diferenciación para el producto 
Sif y g son funciones y h es la función definida por 

h(x) = f0) + 2(x) 
“y si Fo) y 8(x) existen, entonces e 


A) = $03) + ¿0F0) 
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A) = 


El fx + Ax) - 


Demostración 
Ho) = Mm, hHx + 20- h(x) 


tim L(+4x)- g(x + Ax) - $() - 82) 
Ax=>0 Ax 


A continuación se realizará un poco de manipulación hábil que condu- 
cirá a los límites que definen f'(x) y g(x). Al restar y sumar f(x + Ax) - g(x) 
en el numerador se obtiene 


f(x + AD - 8(x + Ax) - f(x + Ax) - 8(x) + f(x + AD): g(2) - f(x) - 81) 
Ax 


g(x + Ax) - g(x) 
x 


[eran] 
A 


+ 201) : da 


g£(x + AD - g(x) f(x + Ax) - f(x) 
¿sn f(x + Ax)- 8 09-4m] + EAES dE SR ] 
g(x + An - g(x) f(x + AD - £G) 
E A EE MN 


Como f es diferenciable en x, por el teorema 2.2.1, f es continua en x; 
por tanto, Mim, fU + Ax) = f(x). También im, 200) = 20, 


lím 
Ax=>0 


g(x + a49- ICI gu) y lim Fx + 49- LÍO _ fm 


Ax->0 


por lo que se obtiene 


Rx) = FE) + ¿Of . 
DLE = 6) -D,80) + 800) - DF) 


La derivada del producto de dos funciones es igual a la primera función 
por la derivada de la segunda más la segunda función por la derivada de la 
primera si estas derivadas existen. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 6 se aplica la regla del producto 
para calcular h(x) para la función A del ejemplo ilustrativo $: 
HO = Qe - 413315 + 12) 


De la regla del producto, 


RO = Qx3 - 4x2X(15x% + 2x) + (3x3 + 1261? - 8x) 
= (30x7 - 60x% + 4x% — 8x3) + (18x? — 24x6 + 6x1? - 8x3) 
= 4817 — 84x% + 101% - 1613 


Lo cual es acorde con lo obtenido para h(x) en el ejemplo ilustra- 
tivo 5. 


No dude en concluir que el cálculo de h'(x) en el ejemplo ilustrativo 5 
fue más simple que en el cálculo del ejemplo ilustrativo 6. Pero recuerde que 
h(x) en estos ejemplos es un polinomio. Se aplicará la regla del producto a 
muchas otras funciones diferentes de los polinomios. 


128 CAPÍTULO 2 DERIVADA Y DIFERENCIACIÓN 


ho) = 


Puesto que la derivada del producto de dos funciones no es el producto 
de sus derivadas, la derivada del cociente de dos funciones no es el cocien- 
te de sus derivadas, como se verá en el siguiente teorema. 


2.4.7 Teorema Regla de diferenciación para el cociente 


Sif y g son funciones y h es la función definida por 


ha) = Ea donde g(x) + 0 


y si f'(x) y g'(%) existen, entonces 


- 206) - fm 
eS OP 


Demostración 


ho) = m, hx + 2 - h(x) 


Ffx+AD _fQ) 
úm ¿+ AD  g(x) 
Ax=>0 Ax 


lim ¿tia tr A) 
EOS Ax - g(x) - g(x + Ax) 


Como se hizo en la demostración de la regla del producto, se efectuará 
otra hábil manipulación. En esta ocasión se resta y suma f(x) - g(x) en el nu- 
merador para obtener 


tim LEAD 800 — f0) 8007 $00) ¿+40 + £0) > e(2) 
Ax—>0 Ax > el(x) : g(x +Ax) 


¿Ax OO |_ 8(x + Ax) — e(x) 
Le ES e | EN Ax | 
Ax>0 Ax - g(x) : g(x +Ax) 


g(x + Ax) — g(x) 


ss Í os Fr + Ax f(0) 
dd 8) e Ax 


lí lí 
1>0 Ax aro AS Fea 
lí - lí A 
ar 0 E) ARO ER TaA) 
Como g es diferenciable en x, entonces g es continua en x; de modo que se tie- 


ne Lim, g(x + Ax) = g(x). También Lim, e() = gy lim f() = f(. 
E > > 
Con estos resultados y las definiciones de f(x) y g(x) se obtiene 


y > 20 £00 - f0 : gx) 
ño 8(x) + g(x) 


Eg — flode (x) 
LeGop 


ñ (10) - ECODL) — SO Dyg(x) 
Leo) ECOP 
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La derivada del cociente de dos funciones es igual a la fracción que tie- 
ne como denominador el cuadrado del denominador original, y como su 
numerador tiene al denominador original por la derivada del numerador 
menos el numerador por la derivada del denominador original si estas 
derivadas existen. 


» EJEMPLO 2 Determine 


3 
DE + s) 
x“+1l 


Solución 
D (2 + s) — (2 + 1(6x?) - (2x5 + 4)(0x) 
Al +1 (2 +1) 
Z 6x% + 6x? - 4x% — 8x 
(12 + 192 
E 21% + 61? - 8x) 4 
(12 + 1? 


2.4.8 Teorema Regla de diferencizción de potencias 


[para potencias con exponentes enteros negativos) 


Si f).= 17, donde —n es un número. entero, gegativo y x + 0, 
entonces 


Pm) = arnet 


Demostración Puesto que -n es un número entero negativo, entonces 
n es un número entero positivo. En consecuencia, se expresa f(x) como un 
cociente y se aplica la regla del cociente. Así, 


1 
f0) = 7 
; xr. 0-1: mar 
a 
F0) (y 
pan 
> xan 
= =pxr1-2n 
= nar! n 


», EMMPLO 3: — Determine. 


23) 400 
= 3(5176) - 
15 
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Si r es cualquier número entero positivo o negativo, entonces se tiene la regla 
para potencias: 


Dil") = rar 


De esta fórmula y de la regla del producto de una función por una constante 
se obtiene 


Difex") = criar! 


si c es una constante y r es cualquier número entero negativo o positivo. 

Si la función f es diferenciable, entonces su derivada f' se llama, en 
ocasiones, primera derivada de fo primera función derivada. Si la fun- 
ción f' es diferenciable, entonces la derivada de f' se denomina segunda 
derivada de f o segunda función derivada. La segunda derivada de f 
se denota por f" (que se lee “f biprima”). De la misma manera, la tercera 
derivada de fo la tercera función derivada, está definida como la deri- 
vada de f”, suponiendo que la derivada de f” existe. La tercera derivada de f 
se representa por f”" (lo cual se lee como “f triprima”). 

La n-ésima derivada de la función f, donde n es número entero mayor 
que 1, es la derivada de la (n — 1)-ésima derivada de f. La n-ésima derivada 
se denota por £”, De modo que si £(” es la n-ésima derivada, entonces se 
puede representar la función f misma como £ 0”, 


» EJEMPLO 4 Encuentre todas las derivadas de la función f de- 
finida por 


fo) = 8x4 + 5x3 - 1247 
Solución 


fa) = 3219 + 15x? — 2x 

f(x) = 961? + 30x — 2 

ff") = 19x + 30 

fx) = 192 

ASES) =0 

fx =0 nz5 de! 


a tds . : dy 
La notación de Leibniz para la primera derivada es Pr Para ja segun- 


a 2 
da derivada de y con respecto a x la notación de Leibniz es e debido a 
X 
d 


2 a ñ d”y ¡ 
que representa dx | dx oa]. El símbolo q. es una notación para la 


n-ésima derivada de y respecto a x. 
Otros símbolos para la n-ésima derivada de fson 


dr m 
SALA) DLL 


Para denotar la segunda derivada numérica de la función f en x se uti- 
liza la notación NDER2(f(x), x); esto es, 


NDER2(£G0), x) = NDER(NDER(f(0), 4), x) 
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D- EJEMPLO 5 Calcule 


2 (1) 2 (1) 
A A A 


y apoye las respuestas gráficamente. 


EE6, 6) por [-4, 4] Solución Sea NN = x7?, entonces 
Xx 
f0 =-30? y NDER(x?,x) 


Ads — gy 
FIGURA 2 DA 


Aron di) = 1215 


Para apoyar gráficamente las respuestas, primero se traza la gráfica de la 
función definida por f(x) = -3x7% y NDER(x7, x) en el rectángulo de 
inspección de [-6, 6] por [-4, 4]. La figura 2 muestra que las gráficas son 
idénticas, lo cual apoya la respuesta de la primera derivada. Ahora se trazan 
las gráficas de las funciones definidas por f'(x) = 12175 y NDER2(473, x) 
[=6, 6] por [-4,4] o, equivalentemente, NDER(-3x71, x), en el rectángulo de inspección de 
[-6, 6] por [-4, 4], para obtener la figura 3. En esta figura se muestra que 
las dos gráficas son idénticas, lo que apoya la respuesta para la segunda 
"FIGURA 3 derivada. 


EJERCICIOS 2.4 


En los ejercicios 1 a 24, obtenga la derivada de la función por 24. F(t) = (Y - 24 D)QP + 30) 
medio de los teoremas de esta sección. 


fx) = 121 y NDER2 7, x) 


En los ejercicios 25 a 36, calcule la derivada aplicando los 


fa) = 7-5 2. g(x) = 8 - 3x teoremas de esta sección. En los ejercicios 25 a 30, apoye la 
280) =1-2x-x?2 4 f0=42+x+1 respuesta trazando en la graficadora la gráfica de su respuesta 

= 13 _ 972 _ y de la derivada numérica en x, en el mismo rectángulo de 
. $0) =x de + 5x2 inspección, 


25. Dix? - 3x + 21? + 1] 
- f) = q - 10 


1 
3 
5 
6. fía) = 3x9 - 5: + 1 
7 
8 
9, 


2020 24 + 5x0 - 7 26. p(23) 
FO = 4-30 
10. HA) = 1-1 +2 27. DÍ z :) 28. » (2221) 
11. v(r) = tar a a 
= yO $43 dx +2x +1 La e) 
12. G(y) = y" + Ty? - yo +1 29. a a :) 30. LEE e 
Ey 2 ile 
13. te Aid ra se a di ] 
= LS al, aa 
Mf0)= 3 + = 15. 2(x) = 4 mm 
16. 0) =1x4-5+ 1x7 + 411? , 32. qe E 27 + Sx + 1) 
x x 
3 5 E 
VW ¿0)= =] + <Ñ 18. HO) = — ] 
a a 63 33 d (2 7 3 4 es E 2) 
19. fís) = V3(%- $) "dy y 48 "o dsXs? 4 a? 


20. g(x) = (Qx? + SMó4x-— D. 
21. f(x) = (Qx? —- 1KMSx? + 6x) 
22. f(x) = (4x2 + 3? 

23. Cy) =(1-3yY > 


35. D, 


3 
36, p, | tl? 2170 + »] 
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En los ejercicios 37 y 38, determine todas las derivadas de la 
función 

37. fla) = 6xé + 3x% - 217 + 5x1? - 8x +9 

38. fix) = 2-15 +51 -8x+4 


39. Calcule ES 


- ñ dls 1 ) 
40. Determine —+g|x” — 
dx* ( 1515 
2y 


En los ejercicios 41 y 42, determine = y apoye gráfica- 
K 


mente su respuesta trazando en la graficadora la gráfica de la 
respuesta y la segunda derivada numérica en x, en el mis- 
mo rectángulo de inspección. 


4 
á4l. y = 2 


En los ejercicios 43 a 46, encuentre una ecuación de la recta 
tangente o de la recta normal, según se indica, y apoye su 
respuesta trazando la recta y la curva en el mismo rectángulo de 
inspección, 


43. Larecta tangente a la curva y = x? — 4enel punto (2, 4). 


44. La recta tangente a la curva y = > en el punto 
x+4 
(1. 
45. La recta normal a la curva y = ” 10 7 en el punto 
(4,5). 14 - x 


46. La recta normal a la curva y = 4x? — 8x en el punto 
(1, -4). 

47. Obtenga una ecuación de la recta tangente a la curva 
y = 3x? — 4x que sea paralela a la recta 2x — y + 
3 = 0, Apoye su respuesta trazando la recta y la curva 
en el mismo rectángulo de inspección. 


48. Determine una ecuación de cada una de las rectas tan- 
gentes a la curva 3y = x? — 3x? + 6x + 4 que son pa- 
ralelas a la recta 2x — y + 3 = 0. Apoye sus respuestas 
trazando la curva y las rectas en el mismo rectángulo de 
inspección. 

49. Encuentre una ecuación de cada una de las rectas norma- 
les a la curva y = x? — 4x que sean paralelas a la recta 
x + 8y -— 8 = 0. Apoye sus respuestas trazando la cur- 
va y las rectas en el mismo rectángulo de inspección. 


50, Obtenga una ecuación de la recta tangente a la curva 
y =x*- 6x que sea perpendicular a la recta 
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x — 2y + 6 = 0. Apoye su respuesta trazando la curva y 
las dos rectas en el mismo rectángulo de inspección. 

51. Determine una ecuación de cada una de las rectas que pa- 
san por el punto (4, 13) y que sean tangentes a la curva 
y = 2x? — 1. Apoye sus respuestas trazando la curva y 
las rectas en el mismo rectángulo de inspección. 

52. Seaf(a) = Le + 2x1? + 5x + S.Muestrequef'(x) > 0 
para todos los valores de x. 

53. Sif, g y h son funciones y H(x) = f(x) - g(x) - Ax), de- 
muestre que si f(x), gx) y kx) existen, entonces 


NL AC) 
+ FG) 200) - Ax) 


Sugerencia: aplique la regla del producto dos veces. 


Utilice el resultado del problema 53 para diferenciar las fun- 
ciones de los ejercicios 54 a 57. 


54. f(x) = (1? + 3)Qx — 5(3x + 2) 

55. h(x) = Gx + 2? - 1) 

56. gx) = Gx? + xa + Ma? — 5) 

57. $() = Q + x + 1? 

58. Si f y g son dos funciones tales que sus primeras y segun- 


das derivadas existen y si h es la función definida por la 
ecuación hx) = f(x) - g(x), demuestre que 


AUD = FO) + 800 + 20) 800 + £00) : 200) 


59. Si y = x", donde n es cualquier número entero positivo, 
demuestre por inducción matemática que A =n! 
Xx 
60. Dé una demostración alternativa de la regla de diferen- 
ciación de potencias (para potencias enteras positivas) 
mostrando que si f(x) = x”, entonces f'(a) = na”! apli- 
cando la fórmula (7) de la sección 2.1. 


Sugerencia: factorice x” — a”, empleando la fórmula 
(12) de la sección suplementaria 1. 5. 


61. Demuestre que si f y g son dos funciones diferenciables 
tales que (0) = £(0) = O, entonces el producto de f y g 
no puede ser la función identidad; esto es f(x) - g(a) * x. 
Sugerencia: aplique la regla de diferenciación del producto. 


62. Explique por qué tres teoremas sobre diferenciación per- 
miten diferenciar cualquier polinomio. Incluya los enun- 
ciados de los teoremas en su explicación. 


La derivada de una función f en el número xy tiene una interpretación im- 
portante como la tasa de variación (o razón de cambio) instantánea de f en 
x¡, la cual se tratará en esta sección y la siguiente. Esta sección se inicia 
considerando una aplicación en física: el movimiento de una partícula sobre 
una recta. Dicho movimiento recibe el nombre de movimiento rectilíneo. 
Se elige arbitrariamente un sentido como positivo en la recta, y el sentido 
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opuesto es el negativo. Para simplificar esta discusión, suponga que la 
partícula se mueve sobre una recta horizontal, cuyo sentido (o dirección) po- 
sitivo es hacia la derecha y el sentido negativo hacia la izquierda. Selec- 
cione algún punto sobre la recta y denótelo por la letra O. Sea f la función 
que determina la distancia dirigida de la partícula a partir de O en cualquier 
tiempo particular. 

Para ser más específicos, sea s metros (m) la distancia dirigida desde O 
a los £ segundos (s). Entonces s es la función definida por 


s=f0 


la cual proporciona la distancia dirigida desde el punto O hasta la partícula 
en un instante particular. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Sea 
s=024+21-3 


Entonces, cuando £ = 0, s = —3; por tanto, la partícula está a 3 m a la iz- 
quierda del punto O cuando £ = 0. Cuando t£ = l,s = 0; de modo que la 
partícula se encuentra en el punto O en el segundo 1. Cuando £ = 2,5 = 5; 
por lo que la partícula se encuentra a 3m a la derecha del punto O a los 2s. 
Cuando £ = 3,5 = 12; de manera que la partícula está ubicada a 12m a 
la derechadel punto O a los 3s. 

La figura 1 ilustra las diferentes posiciones de la partícula para valo- 
res específicos de !. 


A E A A O 


=5 19) +5 +10 +15 


FIGURA 1 


Entre el tiempo t = 1 y £ = 3, la partícula se mueve desde el punto 
donde s = O hasta el punto donde s = 12; por lo que en el intervalo de 2 
segundos el cambio en la distancia desde O es 12 m. La velocidad promedio 
de la partícula es la razón del cambio en la distancia dirigida desde un punto 
fijo al cambio en el tiempo. De modo que el número de metros por segun- 
do de la velocidad promedio de la partícula desde t = lat = 3 es 2-=6 
Desde + = 0 a £ = 2, el cambio en la distancia dirigida desde O hasta 
la partícula es de 8 m, por lo que el números de metros por segundo de la 
velocidad promedio de la partícula, en este intervalo de 2 segundos, es 
h=4 | 

En el ejemplo ilustrativo 1, la velocidad promedio de la partícula evi- 
dentemente no es constante; y la velocidad promedio no proporciona in- 
formación específica acerca del movimiento de la partícula en cualquier 
instante particular. Por ejemplo, si un automóvil recorre una distancia de 100 
kilómetros (km) en el mismo sentido en 2 horas (h), se dice que la velocidad 
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promedio (o velocidad media) con que recorre esa distancia es de 50 km/h. 
Sin embargo, a partir de esta información no se puede determinar la lectura 
del velocímetro del automóvil en ningún tiempo particular en el intervalo de 
2 horas. La lectura del velocímetro en un instante determinado se conoce 
como velocidad instantánea. La discusión siguiente permitirá llegar a uná 
definición de lo que significa velocidad instantánea. 

Suponga que la ecuación s = f(£) define a s (el número de metros de la 
distancia dirigida de la partícula desde el punto 0) como una función de £ (el 
número de segundos en el tiempo). Cuando £ = f,¡,5s = s¡. El cambio en la 
distancia dirigida desde O es (s — s¡) metros durante el intervalo de tiempo 
(t£ — t,) segundos, y el número de metros por segundo de la velocidad pro- 
medio de la partícula durante este intervalo de tiempo está dado por 


S— $1 
tt 


o, como s = f(t) y s; = Kt1), la velocidad promedio se determina a partir de 


FÍN) — f(4) (1D 


th 


Ahora, entre más corto sea el intervalo de £, a £, más cerca estará la velocidad 
promedio de lo que pensaríamos que es la velocidad instantánea en ty. 

Por ejemplo, si la lectura del velocímetro de un automóvil al pasar por 
el punto Py es de 80 km/h, y si un punto P está a 10 m de P; entonces la veloci- 
dad promedio del automóvil conforme recorre esos 10 metros estará pró- 
xima a 80 km/h ya que la variación de la velocidad del automóvil en este 
pequeño espacio probablemente es ligera. Ahora bien, si la distancia de P¡ a P 
se acortará a 5 m, la velocidad promedio del automóvil en este intervalo es- 
taría aún más próxima a la lectura del velocímetro en P¡. Este proceso se 
puede continuar y la lectura del velocímetro en P, puede representarse 
como el límite de la velocidad promedio entre P, y P conforme P tiende aP. 
Esto es, la velocidad instantánea puede definirse como el límite del co- 
ciente (1) conforme f tiende a t,, suponiendo que este límite existe. Este lími- 
te es la derivada de la función fen £,. En consecuencia, se tiene la definición 


siguiente. 
2.5.1 Definición de velocidad instantánea 
Si fes una función definida por la ecuación 
s=£ 


y una partícula se desplaza a lo largo de una recta, tal que s es el nú- 
mero de unidades de la distancia dirigida de la partícula desde un 
punto fijo sobre la recta-en f unidades de tiempo, entonces la velo- 
cidad instantánea de la partícula a las r unidades de tiempo es y uni- 
dades de velocidad, donde 


(53. : $ 
pv= 0 e v= 


ES 


si existe. 


La velocidad instantánea puede ser positiva o negativa, dependiendo de 
que si la partícula se desplaza en el sentido positivo o negativo. Cuando la 
velocidad instantánea es cero, la partícula está en reposo. La rapidez de una 


Tabla 2 

t s v 
0 -24 36 
1 1 15 
2 8 0 
3 3 -9 
4 -8 -12 
5 -19 -9 
6 -24 0 
7 -17 15 
8 8 36 
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partícula en cualquier tiempo es el valor absoluto de la velocidad instan- 
tánea. En consecuencia, la rapidez es un número no negativo. Los tér- 
minos “rapidez” y “velocidad instantánea” se confunden con frecuencia. 
Observe que la rapidez sólo indica qué tan rápido se está moviendo la 
partícula, en cambio la velocidad instantánea también indica el sentido 
del movimiento. 


» EJEMPLO 1 Una partícula se desplaza a lo largo de una recta 
horizontal de acuerdo con la ecuación 


s=P-Dé+36-24 1>0 
Determine los intervalos de tiempo en los que la partícula se está moviendo a 


la derecha y en los que se mueve hacia la izquierda. También determine el 
instante cuando la partícula cambia de sentido. 


Solución 
- 
VS a 

= 38 - 241 + 36 

= 3(8 —- 81 + 12) 

= 3( - 214 - 6) 


La velocidad instantánea es cero cuando £ = 2 y cuando t = 6. Por tan- 
to, la partícula está en reposo en estos instantes. La partícula se mueve hacia 
la derecha cuando v es positiva y se mueve hacia la izquierda cuando v es 
negativa. Se determina el signo de v en diferentes intervalos de +, y los re- 


sultados se muestran en la tabla 1. 4 
Tabla 1 
£= 2 p=6 Conclusión 

0<1+<2 e pa v es positivo; la partícula se mueve hacia la 
derecha 

t= A 0 - v es cero; la partícula está en reposo 

2<1t<6 + - v es negativo; la partícula se mueve hacia la 
izquierda 

t=6 + 0 ves cero; la partícula está en reposo 

6<t + + v es positivo; la partícula se mueve hacia la 
derecha 


D EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Para interpretar visualmente 
el movimiento de la partícula del ejemplo 1, consulte la figura 2 donde el mo- 
vimiento de la partícula es a lo largo de la recta horizontal de la figura. Sobre 
la recta se ha indicado el comportamiento de la partícula, descrito en la ta- 
bla 1, donde las flechas indican el sentido del movimiento de la partícula 
sobre el eje horizontal. La tabla 2 proporciona los valores de s y y para los va- 
lores enteros de 1 de 0 a 8. El valor de s indica la posición de la partícula 
sobre la recta horizontal para un valor determinado de /. 
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[-25, 10] por [-3, 5] 


(00 =P - 128 + 361 - 24, y, (0) 2 


FIGURA 3 


PEO EA A 


h t=5S'i t=4 1=3 


2 


Lo E t=1 
A  _  —_—___—> A; 


A 
-25 -20 -15 -10 5 lo) 5 10 


FIGURA 2 


Ahora se describirá el movimiento de la partícula. Cuando t = 0, la 
partícula está a 24 unidades a la izquierda de O y se desplaza hacia la derecha; 
en t = 1, la partícula se encuentra a 1 unidad a la derecha de O y sigue 
moviéndose hacia la derecha; cuando t = 2, la partícula está a 8 unidades a 
la derecha de O y en reposo (se detiene por un instante) y después cambia 
de sentido e inicia el movimiento hacia la izquierda; cuando £ = 3, la par- 
tícula se encuentra a 3 unidades a la derecha de O y se desplaza hacia la 
izquierda; en £ = 4, la partícula está a 8 unidades a la izquierda de O y sigue 
desplazándose hacia la izquierda; cuando £ = 5, la partícula se encuentra a 
19 unidades a la izquierda de O y el movimiento es hacia la izquierda; en 
t = 6, la partícula está a 24 unidades a la izquierda de O y en reposo, des- 
pués cambia de sentido e inicia el movimiento hacia la derecha; cuando 
t = 7, la partícula está a 17 unidades a la izquierda de O y se desplaza hacia 
la derecha; en t = 8, la partícula se encuentra a 8 unidades a la derecha de 
O y sigue moviéndose hacia la derecha; después la partícula continúa mo- 
viéndose hacia la derecha. 


El movimiento rectilíneo puede simularse en la graficadora. El método 
implica la representación del movimiento mediante ecuaciones paramé- 
tricas, por lo que se debe activar el modo paramétrico de la graficadora. Si 
usted no ha estudiado ecuaciones paramétricas en algún curso anterior al de 
Cálculo, consulte la sección 9.1. El ejemplo ilustrativo siguiente muestra 
el procedimiento para el movimiento rectilíneo del ejemplo 1 y del ejemplo 
ilustrativo 2. 


D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 Para aclarar estas ideas, se 


simulará el movimiento de la partícula sobre la recta y = 2 en lugar del eje x. 
Active la graficadora en modo paramétrico. Sean 


(0) = 84 - 12 + 361 - 24 y y() =2 


En el rectángulo de inspección de [-25, 10] por [-3, 5], considere 
tmín = 0, tmáx = 10 y fsep = 0.05. Ahora presione la tecla [TRACE] (ras- 
treo) y después presione la tecla flecha a la izquierda y manténgala opri- 
mida hasta que el cursor esté en £ = 0. La figura 3 muestra la pantalla de la 
graficadora con su nuevo aspecto. Observe la información en la parte infe- 
rior de la pantalla: £ = 0,x = -24 y y = 2. 

De este modo, se está preparado para iniciar el movimiento de la par- 
tícula. Se presiona la tecla flecha a la derecha y se mantiene oprimida. El 
cursor representa la partícula que se mueve a lo largo de la recta y = 2. 
Observe que la partícula se desplaza hacia la derecha hasta que t = 2 y 
x = 8, cuando se detiene y cambia de sentido. Después, la partícula se 


[P25, 10] por [-3, 10] 


(0) =P - 12 + 361 - 24, y (0) = 2 
(1) = 8 - 120 + 361 - 24, y(0) =1 


FIGURA 4 
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mueve hacia la izquierda hasta £ = 6 y x = -24, cuando otra vez se de- 
tiene y cambia de sentido. Luego, el cursor se desplaza hacia la derecha y se 
pierde de la pantalla por el lado derecho. Este movimiento apoya los re- 
sultados del ejemplo 1 y del ejemplo ilustrativo 2. 4 


El movimiento rectilíneo puede visualizarse en otra forma en la grafi- 
cadora, como se muestra en el ejemplo ilustrativo siguiente. 


D EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 Se considera otra vez el mo- 


vimiento rectilíneo del ejemplo 1 y de los ejemplos ilustrativos 2 y 3. A la 
graficadora en modo paramétrico se le proporciona la información siguiente: 


xít) = 8 - 12 + 361- 24 y y (0) =t 


En esta ocasión se utiliza el rectángulo de inspección de [-25, 10] por 
[-3, 10] con £ considerada como en el ejemplo ilustrativo 3. Se trazan las 
gráficas para xy (£), y1(2), x2(£), y yo (£) en el mismo rectángulo de inspección. 
y se selecciona (simultáneo) del menú [MODE]. La figura 4 muestra las 
dos gráficas: la recta y = 2 sobre la que realmente se desplaza la partícula; 
y la curva sobre la cual las coordenadas son (x2(1), y2(t)), y que representa 
una amplificación vertical del movimiento de la partícula. Se puede obser- 
var que la partícula primero se mueve sobre la recta horizontal como en el 
ejemplo ilustrativo 3. Después se ve que la partícula se mueve sobre la curva 
(recuerde, esta curva no es la trayectoria real de la partícula). Para esto, pri- 
mero se presiona la tecla flecha hacia arriba o flecha hacia abajo hasta que 
el cursor esté sobre la curva. Luego, como anteriormente se hizo, se presiona 
la tecla flecha a la izquierda y se mantiene oprimida hasta que el cursor esté 
en £ = 0, Ahora se presiona la tecla flecha a la derecha y se mantiene opri- 
mida. Este segundo procedimiento muestra el movimiento de la partícula de 
izquierda a derecha, después de derecha a izquierda y luego de izquierda a 
derecha otra vez. Observe en esta curva que la partícula cambia de sentido 
en el punto donde x = 8 y y = 2 (8 unidades a la derecha de O alos 2 s) y 
después otra vez en el punto donde x = -24 y y = 6 (24 unidad«. a la 
izquierda de O a los 6 s). 4 


» EJEMPLO 2 Se lanza una pelota verticalmente hacia arriba 
desde el piso con una velocidad inicial de 64 pies/s. Si el sentido positivo de 
la distancia desde su punto inicial es hacia arriba, £ segundos es el tiempo 
que transcurre desde que la pelota fue lanzada, y s pies es la distancia de la 
pelota desde el punto inicial a los £ segundos, entonces la ecuación del mo- 
vimiento es 


s = -161? + 641 


(a) Simule el movimiento de la pelota en la graficadora. (b) Estime qué 
tan alto llegará la pelota y cuántos segundos le tomará para alcanzar su 
punto más alto. (c) Confirme analíticamente las estimaciones del inciso 
(b). (d) Obtenga la velocidad instantánea de la pelota en 1 s y 3 s. (e) Calcule 
la rapidez de la pelota en 1 s y 3 s. (f) Calcule la velocidad instantánea cuan- 
do llega al piso. 


y 


Ea 
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[0, 4] por [-25, 100] 


x/00) =2, y (0) =-168 + 641 


FIGURA 5 


Solución 


(a) 


(b) 


(c) 


(d) 


(e) 
(0 


D 


Suponga que la pelota se mueve sobre la recta vertical x = 2. Active la 
graficadora en modo paramétrico. Sean 


x(0) =2 y y(1) = -16% + 64t 


Para determinar los valores de t de interés, en la ecuación dada se con- 
sideras = 0 y se obtiene 


-16t(t - 4) = 
t=0 t=4 


1 
o 


Por tanto, la pelota está en el piso a los O s y 4 s, lo que indica que 
O < t < 4.Enelrectángulo de inspección de [0, 4] por[-25, 100], sean 
tmín = 0, tmáx = 4 Y tstep = 0.05. Ahora se presiona la tecla y 
después la tecla flecha a la izquierda manteniéndose oprimida hasta que 
el cursor esté en £ = 0. La figura 5 muestra la pantalla de la graficadora 
con su nueva apariencia. Presione la tecla flecha a la derecha y observe 
que la pelota, representada por el cursor, se mueve hacia arriba y hacia 
abajo a lo largo de la recta vertical x = 2. 

Al aproximar el valor de y como 64 y el valor de £ como 2 cuando la pe- 
lota está en su punto más alto, se estima que la pelota alcanzará su al- 
tura máxima de 64 pie a los 2 s. 

Para confirmar analíticamente las estimaciones del inciso (b), primero se 
calcula v(£), el número de pies por segundo de la velocidad instantánea 


de la pelota a los £ segundos. Como v(t) = E, 
v(t) = -321 + 64 (2) 


Debido a que la pelota alcanzará su altura máxima cuando el sentido 
del movimiento cambia, esto es, cuando v(t) = 0, se sustituye v(t) por 
0 en la ecuación (2) y se obtiene 


321 +64 =0 
t=2 


De la ecuación de movimiento cuando f = 2, resulta que s = 64. Por 
tanto, la pelota alcanza su máxima altura en el punto a 64 pie del punto 
inicial a los 2 s. Estos resultados confirman las estimaciones del in- 
ciso (b). 

v(1) = -32(1) + 64 E v(1) = 32; de modo que al final de 1 s la pelo- 
ta se eleva con una velocidad instantánea de 32 piefs. v(3) = -32(3) + 
64 > v(3) = -32; de manera que al final de 3 s la pelota cae con una 
velocidad instantánea de -32 piefs. 

| v(t) | es el número de pies por segundo de la rapidez de la pelota a los 
t segundos; así, | v(1)| =32 y | v(3)| = 32. 

Se determinó anteriormente que la pelota llegará al piso a los 4 s. Como 
v(4) = -64, su velocidad instantánea cuando alcance el piso será de 
64 pie/s. 


EJEMPLO ILUSTRATIVO 5 En el ejemplo 2, las ecua- 


ciones paramétricas de la trayectoria de la pelota están dadas por 


x(0) =2 y y/(0) = -16É + 64: (3) 


[0, 4] por [-25, 100] 
20 =4 y 40 = 16 + 642 
FIGURA 6 


[O, 4] por [-25, 100] 
xD) =1 yO = -321 + 64 
FIGURA 7 


[O, 4] por [-25, 100] 


x(0 =2, y) = -161? + 641 
xl) = 1 y 0) =-168 + 641 
xy (0) = 1, yy (1) = 321 + 64 


FIGURA 8 


[0, 4] por [-25, 100] 


x (0) = 2, y (1) = -160 + 64t 
xl0) = 1, y (0) =-164 + 641 
xale) = 1, ya) = |-321 + 64| 


FIGURA 9 
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y sus gráficas se muestran en la figura 5. La ecuación de movimiento es 
s =-168 + 641 

Para trazar la gráfica de esta ecuación en modo paramétrico, se consideran 
(0) =!t y ya) = -162 + 641 (4) 


La gráfica es una parábola cuyo punto más alto, el vértice, está en el punto 
(2, 64). La gráfica se muestra en la figura 6. La velocidad v de la pelota está 
dada por la ecuación 


v= -321 + 64 


cuya gráfica es una recta que tiene pendiente negativa. Las ecuaciones pa- 
ramétricas de esta ecuación son 


(0) =t y y) =-321 + 64 (5) 


La figura 7 muestra esta recta. Refiérase ahora a la figura 8 que muestra 
las gráficas de los tres conjuntos de ecuaciones paramétricas en el mismo 
rectángulo de inspección. Observe que la velocidad es cero (en el punto don- 
de la recta intersecta al eje x) cuando la pelota está en su punto más alto. 
También observe que cuando la pelota se está elevando, la velocidad es 
positiva, mientras que al caer, su velocidad es negativa. Además, la velocidad 
es siempre decreciente como lo indica la pendiente de la recta que represen- 
ta la velocidad. 

Como la rapidez de una partícula es el valor absoluto de su velocidad, las 
ecuaciones paramétricas de la rapidez de la pelota son 


xa) = 1 y ya) = |-321 + 64] (6) 


La figura 9 presenta las gráficas de (3), (4) y (6) trazadas en el mismo 
rectángulo de inspección. Observe que la rapidez es decreciente cuando la 
pelota se está elevando, la rapidez es cero cuando la pelota alcanza su punto 
más alto, y la rapidez es creciente cuando la pelota está cayendo. 4 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 6 Ahora se considerará el movi- 


miento del ejemplo 1 y los ejemplos ilustrativos 2 a 4. Observe en la tabla 2 
que la velocidad parece ser decreciente cuando O < 1 < 4 y creciente 
cuando 4 < 1. Este hecho puede apoyarse gráficamente observando que el 
movimiento de la partícula de los ejemplos ilustrativos 3 y 4. Cuando 
0<1<2, v>0 y la rapidez de la partícula es decreciente; cuan- 
do 2 < 1'< 4, v < 0 y la rapidez de la partícula es creciente de modo que 
para O < 1 < 4, v es decreciente. Cuando 4 < £ < 6, v < O y la rapidez 
es decreciente; cuando 6 < 1 < 8, v > 0 y la rapidez es creciente; de ma- 
nera que para 4 < £ < 8, v es creciente. 4 


En física, a la tasa de variación (o razón de cambio) instantánea de la 
velocidad se le llama aceleracion instantánea. Por tanto, si una partícula se 
mueve a lo largo de una recta de acuerdo con la ecuación de movimiento 
s = K(t), donde a los 1 segundos la velocidad instantánea es v metros por 
segundo y la aceleración instantánea es a metros por segundo por segundo, 
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entonces a es la primera derivada de v con respecto a £ o, equivalentemente, la 
segunda derivada de s con respecto a f; esto es, 


- 4 
"E 
- Y - Ls 
e A 


Cuando a > O, ves creciente, y cuando a < 0, v es decreciente. Cuando 
a = 0, v no está cambiando. Como la rapidez de la partícula a los + segun- 
dos es | v(t) | m/s, se tienen los resultados siguientes: 


(D) Si v>=0 y a > 0, entonces la rapidez es creciente. 
(id) Si v=>0 y a < O, entonces la rapidez es decreciente. 
(ii) Si v<0 y a > O, entonces la rapidez es decreciente. 
(iv) Si v < 0 y a < O, entonces la rapidez es creciente 


l> EJEMPLO ILUSTRATIVO 7 Para el movimiento rectilí- 


neo del ejemplo 1 y los ejemplos ilustrativos 2 a 4, 


s=B- 12% + 361 - 24 


v=a E > y= 32 - 241 + 36 
di 

a e > a=6t- 24 
dt 


Por tanto, a = 6(t — 4); de modo que para 0 < 1 < 4, a < 0, y para 
4 < 1< 8, a > 0. Estos resultados son consistentes con la discusión del 
ejemplo ilustrativo 6. 


»e EJEMPLO ILUSTRATIVO 8 Para la pelota del ejemplo 2 
s =-16% + 64t y v=-321 + 64 
La aceleración de la pelota es a pies por segundo por segundo donde 


dv 
= — > = -32 
a de a 
Por tanto, la aceleración es -32 pies/s?. Esta aceleración constante de la pe- 
lota en la dirección hacia abajo, ya sea que la pelota suba o baje, se debe a la 
fuerza de gravedad. A 


» EJEMPLO 3 Una partícula se mueve a lo largo de una recta 
horizontal de acuerdo a la ecuación 


s = 380 - (3 t>0 0) 


donde s metros es la distancia dirigida de la partícula desde el origen a los £ 
segundos. Si v metros por segundo es la velocidad instantánea y a metros 
por segundo por segundo es la aceleración instantánea a los £ segundos, en- 
cuentre v y a en términos de £. Describa la posición y movimiento de la par- 
tícula en una tabla que incluya los intervalos de tiempo en los que la partícula 
se mueve a la izquierda, y en los que se mueve a la derecha, los intervalos 
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en los que la velocidad es creciente y en los que es decreciente, los interva- 
los en los que la rapidez es creciente y en los que es decreciente, y la posición 
de la partícula con respecto al origen durante estos intervalos de tiempo. 
Muestre el comportamiento del movimiento mediante una figura análoga a 
la figura 2. 


Solución Comos = 31? - 1? y y = E, 

v= 61 - 38 (8) 
Puesto que a = 2. 

a =6- 6t (9) 


Ahora se determinarán los valores de f cuando alguna de las cantidades s, v 
o aes cero. De (7), 


s=0 cuando 1=0 o f=3 
De (8), 

v=0 cuando f=0 o f=2 
De (9), 

a = 0 cuando f= 1 


La tabla 3 muestra los valores de s, v y a cuando f es igual a 0, 1, 2 y 3. 
También se ha indicado el signo de s, v y a en los intervalos de £ sin incluir a 
O, 1, 2 y 3. Entonces se puede hacer una conclusión acerca de la posición y 
del movimiento de la partícula para los diferentes valores de ?. 


Tabla 3 


s y a Conclusión 


1t=0 0.0 6 La partícula está en el origen. La velocidad es O y es creciente. La 
rapidez es creciente. 

0<t<1 + + + La partícula está a la derecha del origen y se mueve hacia la 
derecha. La velocidad es creciente. La rapidez es creciente. 

t=1 2 3 0 La partícula está a 2 metros a la derecha del origen y se mueve 
hacia la derecha a 3 m/s. La velocidad no cambia, de modo que 
la rapidez tampoco. 


l<er<2 + + - La partícula está a la derecha del origen y su movimiento es ha- 
cia la derecha. La velocidad es decreciente. La rapidez es de- 
creciente. 

t=2 4 0  -6 La partícula está a 4 metros a la derecha del origen y cambia el 


sentido de su movimiento de derecha a izquierda. La velocidad es 
decreciente. La rapidez es decreciente. 


2<1<3 + - - La partícula está a la derecha del origen y su movimiento es ha- 
cia la izquierda. La velocidad es decreciente. La rapidez es 
creciente. 

t=3 0 -9 -12  Lapartícula estáen el origen y su movimiento es hacia la izquierda 
a 9 m/s. La velocidad es decreciente. La rapidez es creciente. 

3<1 ==. - - — Lapartícula está a laizquierda del origen y su movimiento es hacia 


la izquierda. La velocidad es decreciente. La rapidez es creciente. 


La figura 10 presenta el movimiento de la partícula a lo largo de la rec- 
ta horizontal. El comportamiento de la partícula, descrito en la tabla 3, se in- 
dica sobre la recta donde las flechas señalan el sentido del movimiento de la 
partícula sobre el eje horizontal. 4 
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ce 
pd 
=$ 

M 


FIGURA 10 


Los resultados del ejemplo 3 se pueden apoyar al simular el movimien- 
to de la partícula en la graficadora, como se hizo en el ejemplo ilustrativo 3 
para el movimiento del ejemplo 1 y del ejemplo ilustrativo 2. En el ejercicio 
24 se le pedirá que haga esto. 


» EJEMPLO 4 Una partícula se mueve a lo largo de una recta de 
acuerdo a la ecuación de movimiento 


donde s metros es la distancia dirigida de la partícula desde el origen a los t 
segundos. Si v metros por segundo es la velocidad instantánea y a metros 
por segundo por segundo es la aceleración instantánea de la partícula a los £ 
segundos, determine f, s y vcuando a = 0. 


Solución 
-% O 
"> dq 25d 
4 8 
=> A =1- —_— 
Fan? +1 


Al considerar a = O se tiene 


(+ 19-38 
(+ 19 


(+ 1 


=0 


8 


e 


De donde el único valor real de f se obtiene de la raíz cúbica principal de 8, 
de modo que t+ 1 =2; esto es,£ = 1. Cuando f = 1, 


= li 2,41 e 4 
Ss ¿0 CUE v NTRA y? 
= 23 =2 


Conclusión: La aceleración es O en 1 s cuando la partícula está a 2.5 m 
del origen y se mueve hacia la derecha a una velocidad de 2 m/s. 4 


EJERCICIOS 2.5 


En los ejercicios 1 a 8, una partícula se mueve a lo largo de una 1. s=3% +14 =3 
recta horizontal de acuerdo a la ecuación indicada, donde s me- 
tros es la distancia dirigida a partir del origen a los t segundos. 
Determine la velocidad instantánea v(t) metros por segundo a ' 
los t segundos, después calcule v(t, ) para el valor particular de t,. Ñ 41 


4 5= 231 =2 
1 
5s=20-2+5)t =-1 
6 s= 40 +21-tb1= > 
21 
Ts = st = 
é qn 9 
1 3. es 
ES 714 =2 


En los ejercicios 9 a 14, una partícula se desplaza a lo largo de 
una recta horizontal de acuerdo a la ecuación indicada, donde s 
metros es la distancia dirigida a partir del punto O a los t 
segundos. El sentido positivo es hacia la derecha. Determine los 
intervalos de tiempo en los que la partícula se mueve hacia la 
derecha y en los que se mueve hacia la izquierda. También de- 
termine dónde la partícula cambia su dirección, Muestre el com- 
portamiento del movimiento mediante una figura similar a la 
figura 2, y elija valores de t al azar pero incluya los valores de 
t cuando la partícula cambia de sentido. Apoye sus resultados 
simulando el movimiento de la particula en la graficadora. 


9) s=84+3-91+4 
10. s = 21? - 32 — 12t +8 


az 284 382- 
ds=3+*+ 3 21+4 
t t 
LD s= — 13. = 
3 1 +42 dl 9418 
14 5 t+l 
244 


15. Para el movimiento rectilíneo del ejercicio 9, trace en el 
mismo rectángulo de inspección la recta y = 2 sobre la cual 
se desplaza la partícula realmente y una curva la cual re- 
presente una amplificación del movimiento de la partícula, 
semejante a la del ejemplo ilustrativo 4. Apoye los resul- 
tados del ejercicio 9 visualizando la partícula que se mueve 
sobre la curva (la cual no es en realidad la trayectoria de la 
partícula). Dibuje lo que ve en la pantalla de la graficadora 
y describa el movimiento de la partícula sobre la curva. 


16. Siga las instrucciones del ejercicio 15 para el movimiento 
rectilíneo del ejercicio 10. 

Para los ejercicios 17 a 21, utilice la siguiente ecuación 

de movimiento para un objeto que se mueve sobre una 

recta vertical y sujeto sólo a la fuerza de gravedad, donde 

el sentido (o dirección) positivo es hacia arriba: 

s= -16% + vot + so (10) 

donde s pies es la altura del objeto a los t segundos, sq pies es la 

altura inicial del objeto y vy pies por segundo es su velocidad 
inicial. 

17. Una piedra cae desde un edificio de 256 pie de altura. 
(a) Utilice (10) para escribir una ecuación del movimiento 
de la piedra y simule este movimiento en la graficadora. 
(b) Determine la velocidad instantánea de la piedra en 1 s y 
2 s. (c) Determine el tiempo que le tomará a la piedra lle- 
gar al piso. (d) ¿Cuál es la rapidez de la piedra cuando 
llega al piso? 
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18. En un teatro, la base de un candil está a 160 pie de altura 
sobre el piso del vestíbulo. Suponga que el fantasma de 
la Ópera suelta el candil y lo deja caer desde el reposo has- 
ta estrellarse en el piso. (a) Utilice (10) para escribir una 
ecuación del movimiento del candil y simule su movimien- 
to en la graficadora. (b) Determine la velocidad instantá- 
nea del candil en 1 s y en 1.5 s. (e) Determine el tiempo que 
le tomará al candil llegar hasta el piso. (d) ¿Cuál es la rapi- 
dez del candil cuando llega al piso? 


19. Realice el ejercicio 18 considerando ahora que el fantas- 
ma es capaz de darle al candil una velocidad inicial de 
48 piefs. 


20. Se lanza una pelota verticalmente hacia arriba desde el 
piso con una velocidad inicial de 32 pie/s. (a) Emplee (10) 
para escribir una ecuación del movimiento de la pelota y 
Simule este movimiento en la graficadora. (b) Estime que 
tan alto llegará la pelota y cuánto tiempo le tomará llegar 
hasta su punto más alto. (e) Confirme analíticamente las 
estimaciones del inciso (b). (d) Determine la velocidad 
instantánea de la pelota en 0.75 s y en 1.25 s. (e) Determi- 
ne la rapidez de la pelota en 0.75 s y en 1.25 s (f) Deter- 
mine la rapidez de la pelota cuando ésta llega al piso. 
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21. Se lanza una piedra verticalmente hacia arriba con una 
velocidad inicial de 560 pie/s. (a) Utilice (10) para escribir 
una ecuación del movimiento de la piedra y simule este 
movimiento en la graficadora. (b) Estime qué tan alto lle- 
gará la piedra y cuánto tiempo le tomará llegar hasta su 
punto más alto. (c) Confirme analíticamente las estima- 
ciones del inciso (b). (d) Determine la velocidad instan- 
tánea de la piedra en 10 s y en 25 s. (e) Determine la 
rapidez de la piedra en 10 s y en 25 s. (f) Determine 
la rapidez de la piedra cuando ésta llega al piso. 


22. Parala pelota del ejercicio 20, haga lo siguiente: (a) Trace 
en el mismo rectángulo de inspección la trayectoria de 
la pelota, la gráfica de la ecuación de movimiento y la 
gráfica de la ecuación que expresa la velocidad instan- 
tánea v como una función de tf. Dibuje lo que ve en la 
pantalla de la graficadora y describa por qué esta 
visualización apoya la respuesta del inciso (b) del ejer- 
cicio 20. 


23. Siga las instrucciones del ejercicio 22 para la piedra del 
ejercicio 21. 


24. Simule el movimiento de la partícula del ejemplo 3 en la 
graficadora. Explique por qué esto apoya los resultados 
del ejemplo 3. 


En los ejercicios 25 y 26, una partícula se mueve a lo largo de 
una recta de acuerdo con la ecuación indicada, donde s pies es 
la distancia dirigida de la partícula desde el origen a los t 
segundos. Determine el tiempo en el que la aceleración ins- 
tantánea es cero, después determine la distancia dirigida de 
la partícula desde el origen y la velocidad instantánea en ese 
tiempo. 


258, 5= 30-30 +2+1120 


2%. s = 21-67 +3-41>0 


En los ejercicios 27 y 28, una partícula se desplaza a lo largo de 
una recta de acuerdo con la ecuación indicada donde a los t 
segundos, s metros es la distancia dirigida de la partícula des- 
de el origen, v metros por segundo es la velocidad instantá- 
nea de la partícula y a metros por segundo por segundo es la 
aceleración instantánea de la partícula. Determine v y a en 
términos de t. Elabore una tabla semejante a la tabla 3 que 
proporcione una descripción de la posición y del movimiento de 
la partícula. Incluya en la tabla los intervalos de tiempo en 
los que la partícula se mueve hacia la derecha y en los que se 
desplaza a la izquierda, los intervalos en los que la velocidad 
es creciente y en los que es decreciente, los intervalos en los 
que la rapidez es creciente y en los que es decreciente, y la po- 
sición de la partícula con respecto al origen durante estos in- 
tervalos de tiempo. Muestre el comportamiento del movimiento 
mediante una figura similar a la figura 10. 


MM. s=P*-9%+15, 120 

8. 5s= 119 -24+61-2:120 

29. Simule el movimiento de la partícula del ejercicio 27 en la 
graficadora y explique por qué esto apoya sus resultados. 


30. Simule el movimiento de la partícula del ejercicio 23 en la 
graficadora y explique por qué esto apoya sus resultados. 


31. En la ecuación (10), el coeficiente -16 de É es igual a 
132) donde --32 pie/s? es la aceleración debida a la 
gravedad de un objeto que se mueve sobre una recta ver- 
tical cercano a la superficie de la Tierra, donde la resisten- 
cia del aire no se considera. Como la aceleración debida a 
la gravedad de la Luna es -5.5 pie/s?, la ecuación de mo- 
vimiento para un objeto que se desplaza sobre una recta 
vertical cercano a la superficie de la Luna es 


s = 2.75% + vot + so 


Suponga que un astronauta deja caer una piedra desde la 
orilla de un risco y la piedra llega al piso en 4 s. Después 
un segundo astronauta, en la parte inferior del risco, toma 
la piedra y la lanza de regreso al primer astronauta. 
(a) ¿Cuál es la altura del risco? (b) ¿Con qué velocidad 
llega la piedra al piso? (c) ¿Con qué velocidad, por lo me- 
nos, debe lanzar la piedra el segundo astronauta de modo 
que le llegue al primero? 


32. En lugar de la Luna, suponga que los dos astronautas del 
ejercicio 31 realizan lo mismo en Marte, donde la acelera- 
ción debida a la gravedad es de —12 pie/s?. Escriba la 
ecuación correspondiente al movimiento y responda las 
mismas preguntas que en el ejercicio 31, considerando 
ahora que la piedra llega al piso en 3 s. 


33, Suponga que un corredor en una carrera de 100 metros 
está a s metros de la línea de meta £ segundos después del 
inicio de la carrera, donde 


s = 100 — qe + 331) 


Determine la rapidez del corredor (a) al inicio de la carrera, 
y (b) cuando el corredor cruza la línea de meta. 


4. 


35. 


Si se empuja una pelota en un plano inclinado con una ve- 
locidad inicial de 24 pie/s, entonces s = 241 + 101?, don- 
de s pies es la distancia de la pelota desde el punto inicial a 
los £ segundos, y la dirección positiva se considera hacia 
abajo sobre el plano inclinado. (a) ¿Cuál es la velocidad 
instantánea de la pelota a los ft, segundos? (b) ¿Cuánto 
tardará la velocidad en llegar a 48 pies/s? 


Se golpea una bola de billar de modo que se desplaza en 
línea recta, Si s centímetros es la distancia de la bola des- 
de su posición inicial a los + segundos, entonces 
s = 1001? + 1004. Si la bola golpea una banda que se 
encuentra a 39 cm de su posición inicial, ¿a qué velocidad 
la golpea? 
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36. Dos partículas, A y B, se mueven hacia la derecha sobre una 


recta horizontal, Ellas inician su movimiento en un punto 
O, s metros es cada distancia dirigida de cada partícula des- 
de O a los ¿ segundos, y las ecuaciones de movimiento son 


Ss 
s 


4 


40 + 5 (para la partícula A) 
7 + 31 — (para la partícula B) 


Sii = O enel inicio, ¿para qué valores de £ la velocidad de 
la partícula A excederá la velocidad de la partícula B? 


2.6 DERIVADA COMO TASA DE VARIACIÓN 


En la sección 2.5 se dijo que si una partícula se mueve a lo largo de una 
recta de acuerdo con la ecuación de movimiento s = f(£), entonces la velo- 
cidad de la partícula a las £ unidades de tiempo está determinada por la de- 
rivada de s con respecto a f. Este concepto de velocidad en el movimiento 
rectilíneo corresponde al concepto más general de tasa instantánea de varia- 
ción; esto es, la tasa de variación de s por unidad de variación de t es la de- 
rivada de s con respecto a £. 

De manera semejante, si una cantidad y es función de una cantidad x, se 
puede expresar la tasa de variación de y por unidad de variación de x. Esta 
discusión es análoga a la discusión de la pendiente de la recta tangente a la 
gráfica y a la de la velocidad instantánea de una partícula que se mueve a lo 
largo de una recta. 

Si la relación funcional entre y y x está dada por 


y =f0) 


y si x varía del valor x, al xy + Ax, entonces y varía de fíx,) a f(x, + Ax). 
De modo que la variación de y, denotada por Ay, es f(x; + Ax) — f(x) 
cuando la variación de x es Ax. La tasa promedio de variación de y por 
unidad de variación de x, conforme x varía de xy ax, + Ax, está dada por 


rá rt Y a) 
Ax Ax 


Si el límite de este cociente existe cuando Ax —> 0, este límite es el que se 
considera como la tasa instantánea de variación de y por unidad de variación 
de x en x,. En consecuencia, se tiene la definición siguiente. 


2.6.1 Definición de tasa de variación instantánea 


Si. y = f(x), entonces la tasa de variación instantánea de y por 
unidad de variación de x en xy es f'(x,) o, equivalentemente, la de- 
rivada de y con respecto a x en x;, si ésta existe. .. 


Para ilustrar esta definición geométricamente, sea f'(x,) la tasa instan- 
tánea de variación de y por unidad de variación de x en x,. Entonces, si f'(x1) 
se multiplica por Ax (la variación de x), el producto es la variación que ocu- 
rriría en y si el punto (x, y) se desplazara a lo largo de la recta tangente a 
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FIGURA 1 


(x1, yy) de la gráfica de y = f(x). Vea la figura 1. La tasa promedio de va- 
riación de y por unidad de variación de x está dada por la fracción en (1), y 
cuando esta fracción se multiplica por Ax, el producto es Ay, la cual es la 
variación real de y causada por una variación Ax en x cuando el punto (x, y) 
se mueve a lo largo de la gráfica. 


» EJEMPLO 1 Sea V(x) centímetros cúbicos el volumen de un 
cubo cuyas aristas miden x centímetros, medidas con cuatro dígitos signi- 
ficativos. En una calculadora obtenga la tasa promedio de variación de V(x) 
con respecto a x conforme x varía de (a) 3.000 a 3.200; (b) 3.000 a 3.100; 
(c) 3.000 a 3.010; (d) 3.000 a 3.001. (e) ¿Cuál es la tasa instantánea de varia- 
ción de V(x) con respecto a x cuando x = 3.000? 


Solución 
La tasa promedio de variación de V(x) con respecto a x cuando x varía de x, a 
x¡ + Axes 


Vx + Ax) 7 V(x1) 
Ax 


(a) x; = 3.000, Ax = 0.200 


Y (3.200) — V(3.000) _ (3.200)? - (3.000)? 
0.200 = 0.200 
28.84 


(b) xy = 3.000, Ax = 0.100 


Y (3.100) - Y (3.000) _ (3.100)? — (3.000) 


0.100 0.100 
= 27.91 


(e) x, = 3.000, Ax = 0.010 


Y (3.010) — Y (3.000) _ (3.010) — (3.000)? 


0.010 0.010 
27.09 


(d) x, = 3.000, Ax = 0.001 


Y (3.001) — V(3.000) _ (3.001)* - (3.000)? 


0.001 0.001 
27.01 


lí 


En el inciso (a) se ve que conforme la longitud de las aristas del cubo 
varía de 3.000 cm a 3.200 cm, la tasa promedio de variación del volumen es 
28.84 cm* por centímetro de variación en la longitud de las aristas. Los inci- 
sos (b)-(d) pueden interpretarse de manera semejante. 

(e) La tasa instantánea de variación de V(x) con respecto a x cuando x = 3 

es V'(3). 


Va) = 32% VB) =27 


Conclusión: Cuando la longitud de las aristas del cubo es de 3 cm, la tasa 
instantánea de variación del volumen es 27 cm? por centímetro de variación 
en la longitud de las aristas. de! 
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» EJEMPLO 2 En un circuito eléctrico, si E volts es la fuerza 


electromotriz, / amperes es la corriente y R ohms es la resistencia, entonces 
de la ley de Ohms 


IR = E 


(a) Si se supone que E es una constante positiva, demuestre que / decrece a 
una tasa proporcional al inverso del cuadrado de R. (b) ¿Cuál es la tasa 
instantánea de variación de f con respecto a R en un circuito eléctrico de 90 
volts cuando la resistencia es de 15 ohms? 


Solución 


(a) Si se resuelve la ecuación dada para /, se obtiene 
I= ER”! 


Al diferenciar Í con respecto a R, se tiene 


dl =-E.R? 

dR 

dl E 

de TR 2) 


Esta ecuación establece que la tasa de variación de / con respecto a R 

es negativa y proporcional a 1/R?, Por tanto, / decrece a una tasa pro- 

porcional al inverso del cuadrado de R. " 
(b) De la ecuación (2) con E = 9D yR = 15, se tiene 


BEE 
aR 225 
= -0.4 


Conclusión; La corriente decrece a una tasa de 0.4 amperes por ohm. «4 


En economía, la variación de una cantidad con respecto a otra puede 
describirse mediante el concepto de variación promedio o del concep- 
to de variación marginal. El concepto de variación promedio expresa la 
variación de una cantidad sobre un intervalo de valores de una segunda 
cantidad, mientras que el concepto de variación marginal es la variación 
instantánea de la primera cantidad que resulta de una pequeña unidad de 
variación de la segunda cantidad. Se inician los ejemplos en economía con 
la definición de costo promedio y costo marginal. 

Suponga que C(x) es el costo total para producir x unidades de un ar- 
tículo. La función C se denomina función de costo total. En circunstancias 
normales x y C(x) son positivos. Debido a que x representa la cantidad de 
unidades de un artículo, usualmente x es un número entero no negativo. Sin 
embargo, a fin de aplicar el Cálculo, se supondrá que x es un número real no 
negativo para satisfacer los requerimientos de continuidad de la función C. 

El costo promedio de producción de cada unidad de un artículo se ob- 
tiene al dividir el costo total entre el número de unidades producidas. Si Q(x) 
dólares es el costo promedio, entonces 


O) = <en 


y Q se conoce como función de costo promedio. 
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Ahora suponga que el número de unidades producidas es x¡, y que se 
incrementa en Ax. Entonces la variación del costo total está determinado 
por Cíx, + Ax) — C(x1), y la variación promedio en el costo total con res- 
pecto a la variación del número de unidades producidas está dado por 


C(x, + Ax) - C(x1) 
Ax 


Los economistas utilizan el término costo marginal para el límite de este 
cociente cuando Ax tiende a 0, suponiendo que el límite existe. Este límite, 
que es la derivada de C en x,, establece que el costo marginal, cuando 
x = xj, está dado por C (x;), si existe. La función C' recibe el nombre de 
función de costo marginal, y C(x¡) puede interpretarse como la tasa de va- 
riación del costo total cuando se producen x, unidades de cierto artículo. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO |  Supongase que C(x) dóla- 


res es el costo total por la fabricación de x juguetes, y que 
C(x) = 110 + 4x + 0.021? 
(a) La función de costo marginal es C' y está definida por 
C(x) = 4 + 0.04x 
(b) El costo marginal cuando x = 50 es C'(50), y 


C(50) = 4 + 0,04(50) 


=6 


Conclusión: La tasa de variación del costo total, cuando se fabrican 
50 juguetes, es $6 por juguete. 


(c) El número de dólares del costo real de fabricación del juguete 51 es 
C(51) - C(50), y 


C(S1) - C(S0) = [110 + 4(51) + 0.02(51)2] - [110 + 4(50) + 0.02(50y] 
366.02 - 360 
= 6.02 


Observe que las respuestas de (b) y (c) difieren por 0.02. Esta discrepancia 
es debida a que el costo marginal es la tasa instantánea de variación de C(x) 
con respecto a una variación de una unidad de x. En consecuencia, C((50) es 
el número aproximado de dólares del costo de fabricación del juguete 51. 4 


Note que el cálculo de C'(50) en el ejemplo ilustrativo 1 es más simple 
que calcular C(51) — C(50). Con frecuencia, los economistas aproximan 
el costo de producción de una unidad adicional utilizando la función de 
costo marginal. 

Específicamente, C(k) dólares es el costo aproximado de la (k + 1)-ési- 
ma unidad después de que las primeras k unidades se han producido. 

Otra función importante en economía es la función de ingreso total, 
denotada por R, la cual está definida por 


RO) = px y 


donde R(x) dólares es el ingreso total recibido cuando se venden x unidades 
a p dólares por unidad. 
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El ingreso marginal, cuando x = xy, está determinado por R'(x1), 
si existe. La función R' se denomina función de ingreso marginal. R(x;) 
puede ser positivo, negativo o cero, y puede interpretarse como la tasa de 
variación del ingreso total cuando se venden x, unidades. R(k) dólares es el 
ingreso aproximado por la venta de la (k + 1)-ésima unidad después de que 
las primeras k unidades se han vendido. 


» EJEMPLO 3 Suponga que R(x) dólares es el ingreso total por 
la venta de x mesas, y que 


R(x) = 300x —4x? 


Determine (a) la función de ingreso marginal; (b) el ingreso marginal cuan- 
do x = 40; (c) el ingreso real por la venta de la mesa 41. 


Solución 


(a) La función de ingreso marginal es R” y está definida por 
R') = 300 — x 
(b) El ingreso marginal cuando x = 40 está dado por RY40), y 


300 — 40 
= 260 


tl 


R'(40) 


Conclusión: La tasa de variación del ingreso total cuando se han 
vendido 40 mesas es $260 por mesa. 


(c) El número de dólares del ingreso real por la venta de la mesa 4] es 
R(41) — R(40), y 


R(41) — R(40) z 


11 459.50 — 11 200 
259.50 


E Ñ A z ¡0040 Ñ de 


Conclusión: — El ingreso real por la venta de la mesa 41 es $259.50, 4 


Observe que en el inciso (b) del ejemplo 3 se obtuvo R(40) = 260, y 
$260 es una aproximación del ingreso recibido por la venta de la mesa 41, el 
cual es $259.50, según el inciso (c). ] 

Como f(x) proporciona la tasa instantánea de variación de f(x) con 
respecto a x , f”(x), la cual es la derivada de f(x), proporciona la tasa ins- 
tantánea de variación de f'(x) respecto a x. Además, si (x, y) es cualquier 
punto de la gráfica de y = f(x), entonces 2 proporciona la pendiente 

2 
de la recta tangente a la gráfica en el punto (x, y). Por tanto, o es la 


tasa de variación de la pendiente de la recta tangente con respecto a x en el 
punto (x, y). 


> EJEMPLO 4 sea m(x) la pendiente de la recta tangente a la curva 


y=xB- 2x2 +4x 
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en el punto (x, y). Determine la tasa instantánea de variación de m(x) con 
respecto a x en el punto (2, 2). 


Solución 
- Y 
ma dx 
=> 31? 


La tasa instantánea de variación de m(x) con respecto a x está determinada 


2 
por m'(x) o, equivalentemente, az" 
a dy 
mi) = ai 
= 6x - 4 
2 
En el punto (2, 2), = = 8 < 
X 


EJERCICIOS 2.6 


1 


Sea A(x) centímetros cuadrados el área de un cuadrado 
cuyos lados miden x centímetros, medidos con cuatro cifras 
significativas. En la calculadora obtenga la tasa promedio 
de variación de A(x) con respecto a x cuando x varía 
(a) de 4.000 a 4.600; (b) de 4.000 a 4.300; (e) de 4.000 a 
4.100; (d) de 4.000 a 4.050. (e) ¿Cuál es la tasa instantánea 
de variación de A(x) con respecto a x cuando x = 4.000? 


El largo de un rectángulo mide 4 pulg más que su ancho, y 
las 4 pulg de diferencia se mantienen conforme el rectán- 
gulo aumenta de tamaño. Sea A(w) pulgadas cuadradas el 
área del rectángulo cuyo ancho es de w pulgadas, medido 
con cuatro cifras significativas. En la calculadora obtenga 
la tasa promedio de variación de A(w) con respecto a w 
cuando w varía (a) de 3.000 a 3.200; (b) de 3.000 a 3.100; 
(c) de 3.000 a 3.010; (d) de 3.000 a 3.001. (e) ¿Cuál es la 
tasa instantánea de variación de A(w) con respecto a w 
cuando w = 3.000? 


La ley de Stefan establece que un cuerpo emite energía 
radiante de acuerdo con la fórmula R = kT?, donde R es 
la medida de la tasa de emisión de energía radiante por 
unidad cuadrada de área, T es la medida de la temperatura 
Kelvin de la superficie, y k es una constante. Determine 
(a) la tasa promedio de variación de R con respecto a T 
cuando T se incrementa de 200 a 300; (b) la tasa instantá- 
nea de variación de R con respecto a T cuando T = 200. 


Suponga que un cilindro circular recto tiene una altura 
constante de 10.00 pulg. Sea V pulgadas cúbicas el volu- 
men del cilindro circular recto, y r pulgadas el radio de su 
base. Determine la tasa promedio de variación de Y con 
respecto a r cuando r varía de (a) de 5.00 a 5.40; (b) de 
5.00 a 5.10; (c) de 5.00 a 5.01. (d) Detérmine la tasa 
instantánea de variación de Y con respecto a r cuando 
r = 5.00. 


Sea r pulgadas el radio de un plato metálico circular de 
área A(r) pulgadas cuadradas y circunferencia de C(r) pul- 


9. 


gadas. Si el calor expande el plato, determine (a) la tasa 
instantánea de variación de A(r) con respecto a r, y (b) la 
tasa instantánea de variación de C(r) con respecto a r. (€) 
Compare las respuestas de los incisos (a) y (b) y explique 
en cuánto difieren estas tasas. 


Un sólido consiste de un cilindro circular recto y una se- 
miesfera en cada extremo, y la longitud del cilindro es el 
doble de su radio. Sean r unidades el radio del cilindro y de 
las semiesferas y V(r) unidades cúbicas el volumen del 
sólido. Determine la tasa instantánea de variación de V(r) 
con respecto a r. 


Sean x la longitud total del sólido del ejercicio 6, y V(x) 
unidades cúbicas el volumen del sólido en términos de x. 
Determine la tasa instantánea de variación de V(x) con 
respecto a x. 


La ley de Boyle para la expansión de un gas es PV = C, 
donde P unidades de fuerza por unidad cuadrada de área 
es la presión, Y unidades cúbicas es el volumen del gas y 
C es una constante. (a) Muestre que V decrece a un tasa 
proporcional al inverso del cuadrado de P. (b) Determine 
la tasa instantánea de variación de Y con respecto a P cuan- 
doP =4yV= 8. 


La temperatura de una persona es f(*) grados Fahrenheit 
t días después de adquirir una enfermedad que dura 10 
días, donde 
fO = 986 + 121-0124 0<t<10 

(a) Determine la tasa de variación de f(t) con respecto a 
cuando 0 < £ < 10. ¿Cuál es la temperatura de la perso- 
na y la tasa de variación de la temperatura cuando la per- 
sona ha estado enferma por (b) 3 días, y (c) 8 días? 
(d) Trace la gráfica de f, estime cuando la temperatura es 
un máximo así como la temperatura máxima. 


10. 


11. 


12. 


13. 


14, 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


Suponga que un tumor del cuerpo de una persona tiene 
forma esférica. Determine la tasa de variación del volu- 
men del tumor con respecto a su radio cuando éste mide 
(a) 0.5 cm, y (b) 1 cm. 


Una bacteria tiene forma esférica. Determine la tasa de 
variación del volumen de la bacteria con respecto al radio 
cuando éste mide (a) 1.5 1 m (micras), y (b) 2 4m. 


Para el tumor del ejercicio 10, determine la tasa de variación 
del área de la superficie del tumor con respecto al radio 
cuando éste mide (a) 0.5 cm, y (b) 1 cm. 


Para la bacteria del ejercicio 11, determine la tasa de varia- 
ción del área de la superficie de la bacteria con respecto al 
radio cuando éste mide (a) 1.5 hm (micras), y (b) 2 .m. 


Se vierte arena en un montículo de forma cónica de modo 
que la altura de éste es el doble de su radio. Determine la 
tasa de variación del volúmen del montículo con respecto 
al radio cuando la altura de éste es (a) 4 m, y (b) 8 m. 


Una masa de aire frío se aproxima a un campus univer- 
sitario de modo que si la temperatura es T(t) grados 
Fahrenheit £ horas después de la media noche, entonces 


T() = 0.1(400 - 40: + 1?) 0O<t<12 


(a) Determine la tasa promedio de variación de T(t) con 
respecto a f entre 5 a.m. y 6 a.m. (b) Determine la tasa ins- 
tantánea de variación de T(1) con respecto a £ a las 5 a.m. 


Se estimó que un trabajador en una tienda donde se fabri- 
can marcos para pinturas puede pintar y marcos x horas 
después de comenzar a trabajar a las 8 a.m., donde 


z 0Osxs<4 


y =3x +82 -x 
(a) Determine la tasa a la que el trabajador está pintando a 
las 10 a.m. (b) Determine el número de marcos que el 
trabajador pintará entre las 10 y las 11 a.m. 


Se está extrayendo el agua de una piscina y el volumen del 
agua, después de £ minutos de iniciada la extracción, es 
V() litros, donde V(1) = 250 (1600 — 80: + 12), (a) De- 
termine la tasa promedio de la salida del agua de la pis- 
cina durante los 5 primeros minutos, y (b) ¿qué tan rápido 
sale el agua de la piscina 5 minutos después de iniciada la 
extracción? 


Se lanza una piedra a un charco, generándose ondas 
circulares concéntricas. Determine la tasa de variación del 
área de la superficie afectada cuando su radio es (a) 4 cm, 
y (b) 7 cm. 


El número de dólares del costo total de fabricación de x 
relojes en cierta fábrica está dado por C(x) = 1500 + 
3x + x2. Determine (a) la función de costo marginal; 
(b) el costo marginal cuando x = 40; (c) el costo real de 
fabricación del reloj 41. 


El ingreso total recibido por la venta de x escritorios 
es R(x) dólares, donde R(x) = 200x — Le. Determine 
(a) la función de ingreso marginal; (b) el ingreso marginal 
cuando x = 30; (c) el ingreso real por la venta del escri- 
torio 31. 


2.6 


21. 
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Si R(x) dólares es el ingreso total recibido por la venta de 
x equipos de televisión, donde R(x) = 600x — 21, de- 
termine (a) la función de ingreso marginal; (b) d ingreso 
marginal cuando x = 20; (c) el ingreso real por la venta 
del equipo de televisión 21. 


Si C(x) dólares es el costo total por fabricar x pisapape- 
les, y 


2 
Cu) =20+ LD 4 E 
x 5 


determine (a) la función de costo marginal; (b) el costo 
marginal cuando x = 10; (e) el costo real por la fabrica- 
ción del onceavo pisapapeles. 


En los ejercicios 23 a 25, se utiliza el concepto de tasa relativa 
definido como sigue: si y = f(x), la tasa relativa de variación 


de y con respecto a x en x, está determinada por 


equivalentemente, 


23. 


27. 


LD y 


dy/dx Sn) 


y 


Las utilidades anuales brutas de una compañía £ años des- 
pués del lo. de enero de 1994 es p millones de dólares, 
donde p = dl + 21 + 10. Determine (a) la tasa a la que 
las utilidades brutas crecieron el lo. de enero de 1996; 
(b) la tasa relativa de crecimiento de las utilidades brutas 
el lo. de enero de 1996 con aproximación del 0.1 %; (c) la 
tasa a la que las utilidades brutas crecerán el lo. de enero de 
2000; (d) la tasa relativa de crecimiento prevista de las 
utilidades brutas el lo. de enero de 2000 con aproxima- 
ción del 0.1 %. 


y evaluada enx = x;. 


Cierta compañía inició sus operaciones el lo. de abril 
de 1993. Las utilidades anuales brutas de la compa- 
fía después de £ años de operación son p dólares, donde 
p = 50000 + 18 0001 - 6001?. Determine (a) la tasa a la 
que crecieron las utilidades brutas el lo. de abril de 
1995; (b) la tasa relativa de crecimiento de las utilida- 
des brutas el lo, de abril de 1995 con aproximación del 
0.1 %; (c) la tasa a la que crecerán las utilidades brutas 
el lo. de abril de 2003; (d) la tasa relativa de crecimien- 
to prevista de las utilidades brutas el 1o. de abril de 2003 
con aproximación del 0.1 %. 


Suponga que el número de personas de la población de 
cierta ciudad £ años después del lo. de enero de 1995 se 
espera que sea 40 + 2001 + 10000. Determine (a) la tasa 
a la que se espera crezca la población el lo. de enero de 
2004; (b) la tasa relativa de crecimiento esperada de la 
población el lo. de enero de 2004 con aproximación del 
0.1 %; (c) la tasa a la que la población se espera que crez- 
ca el lo. de enero de 2010; (d) la tasa relativa de creci- 
miento prevista de la población el lo. de enero de 2010 
con aproximación del 0.1 %. 


Sea r el recíproco de un número n. Determine la tasa ins- 
tantánea de variación de r con respecto a n y la tasa relati- 
va de variación de r por unidad de variación de n cuando n 
es igual a (a) 4, y (b) 10. 


Las utilidades de una tienda que vende al menudeo son 
100y dólares cuando se gastan diariamente x dólares en 
publicidad y y = 2500 + 36x — 0.2x?. Utilice la deri- 
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vada para determinar sí sería ventajoso que se incremen- 
tase el presupuesto para publicidad si éste es de (a) $60, y 


(b) $300, (c) ¿Cuál es el valor máximo para x bajo el cual - 


es ventajoso incrementar el presupuesto de publicidad? 


31. 


Para el derrame de petróleo del ejercicio 53 de la sección 
1.8 y del ejercicio 31 de la sección 2.2, calcule la tasa a la 
que el radio de la abertura está variando a los (a) 0.4 min; 
(b) 2 min; (c) 3.2 min. 


28. La ecuación de oferta para cierto tipo de playeras es 32. Demuestre que para cualquier función lineal f, la tasa pro- 
x = 3p? + 2p, donde p dólares es el precio rebajado por medio de variación de f(x) cuando x varía dex ax +A 
playera cuando se ofrecen 1000x, (a) Determine la tasa es la misma que la tasa instantánea de variación de f(x) 
promedio de variación de la oferta para una variación de En Xx). 
$1 en el precio rebajado cuando éste aumenta de $10 33 Demuestre que en cualquier instante (a) la razón de la tasa de 
a $11. (b) Determine la tasa instantánea (o marginal) de variación del área de un círculo a la tasa de variación del 
variación para una variación de $1 en el precio rebaja- radio es igual a la longitud de la circunferencia, y (b) la ra- 
do cuando ese precio es de $10. zón de la tasa de variación del vohimen de una esfera a la 

29, Caicule la pendiente de la recta tangente en cada punto de tasa de variación del radio es igual al área de la superficie 
la gráfica de y = x% + x2 — 3x1? donde la tasa de varia- de la esfera. 
ción de la pendiente es cero. 

30. Determine la tasa instantánea de variación de la pendiente 


de la recta tangente a la gráfica de y = 2x7 - 61? — 
x + lenel punto (3, -2). 


2.7 DERIVADAS DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS 


En la sección 1.10 se demostró que las funciones trigonométricas son con- 
tinuas en sus respectivos dominios. En esta sección se demostrará que 
también son diferenciables en sus dominios. Después se emplearán estos 
hechos para dibujar de manera formal sus gráficas, las cuales se obtuvie- 
ron en los cursos previos al de Cálculo aplicando sólo consideraciones 
intuitivas. 

Antes de calcular la derivada de la función seno, trace la gráfica de 
NDER(sen x, x) en el rectángulo de inspección de [-2x, 2x1] por [-4, 4), la 
cual se muestra en la figura 1. Puesto que esta gráfica se parece a la gráfica 
de la función coseno, con la que se familiarizó en los cursos previos al de 
Cálculo, puede sospecharse que la derivada de la función seno es la fun- 
ción coseno. A continuación se confirmará esta sospecha analíticamente al 
aplicar la identidad trigonométrica 


[L2x, 2x1] por [-4, 3] 


NDER(sen x, x) (1 


senía + hb) = senacosb + cos usen b 


FIGURA 1 A j 
: así como los teoremas 1.10.2 y 1.10,5. a 


Sea f la función seno, de modo que 
FO = sen x 
De la definición de derivada, 


fe + Ax) - f(x) 


FO lím es 


m seníx + Ax) — seníx) - 
Ax 


Il 


Se emplea la fórmula (1) para sen(x + Ax), por lo que 
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(25. 2] por [-4, 4) 


NDER(cos x, 1) 


FIGURA 2 


FG) 


11 


lím sen x cos(Áx) + cos x semAx) — sen x 
AA EAS) + SEN 


Ax=>0 Ax 
os(Áx) — 1 
tim 39 x[cos(Ax) — 1] lím £9S x sen(Ax) 
Ax=>0 Áx Ax=>0 Áx 
— lím ¿2 LOAS] lím sen x) + | lim cos x| lím setas) (2) 
Ax=>0 Áx Ax»0 x-30 Ar>0 Áx 
De los teoremas 1.10.5 y 1.10.2 se tiene 
a l — cos(Ax) E sen(Ax) 
xX-<K—_——__ 1 o. 
ee Ax 03 dal Ax : id 


Al sustituir de estas ecuaciones en (2) se obtiene 


—0 - senx + cosx» 1 
= COS x 


FO) 


De este modo, se ha demostrado el teorema siguiente. 


» EJEMPLO 1 Calcule fx) si 
FO) = y? sen x 


Solución al aplicar la regla del producto se obtiene 


xD (senx) + DAx2)sen x 
x? cosx + Zxsenx d 


H 


70 


H 


Ahora está preparado para obtener la derivada de la función coseno, 
pero antes se trazará la gráfica de NDER(cos x, x) en el rectángulo de inspec- 
ción de [-2x, 211] por (-4, 4], la cual se muestra en la figura 2. La gráfica se 
parece a la gráfica de la función seno reflejada con respecto al eje x, lo que 
sugiere que la derivada de la función coseno Puede ser la negativa de la fun- 
ción seno. Para confirmar esta sospecha analíticamente, se procede como 
con la función seno. En este caso se aplicará la identidad 


cosía + b) = cosacos hb — sen a sen h (4) 
Si g es la función coseno, entonces 


20) = cosx 


¿(x + Ax) — g(x) 


l 
Ej 


8) = 


áx>0 Ax : 
= lím “Ostx+ Ax) — cos x 


Ax=>0 Ax 


154 CAPÍTULO 2 DERIVADA Y DIFERENCIACIÓN 


Se emplea la fórmula (4) para cos(x + Ax), de donde se tiene 


cos x cos(Ax) — sen x sen(Ax) — cos x 


¿07 Po Ax 
Ax)-1 
E E E E E 
Ax>30 Ax Ax>30 Ax 
== lím 1-ostADÍ tm cosx| — lím senx) lím pta) (5) 
Ax—>0 Ax Ax>0 Ax>0 Ax>0  Áx 


Si se sustituye de las ecuaciones (3) en (5) se obtiene 


20) = -0-cosx — senx- 1 
= -senx 


De este modo se ha demostrado el teorema siguiente. 


2 Teorema Deri 


Observe el signo menos antes de sen x para la derivada de cos x; esto 
es, la derivada de cos x es el negativo de sen x, mientras que la derivada de 
sen x es COS Xx. 


PD EJEMPLO 2 — Determine 2 si 


sen_Xx 


Y) T=2c0sx 


Solución 
Al aplicar la regla del cociente se obtiene 


dy _ (1-2 cos x)D,(sen x) — sen x * D,(1 — 2 cos x) 


de (1 - 2 cos x)? 
Al (1 — 2 cos x)cos x) — sen x(2 sen x) 
(1 - 2 cos xy? 
_— Cos x 2(cos? x + sen? x) 
(1 - 2 cos xy? 
y cos x — 2 y 4 
(1 - 2 cos xy? 


DP EJEMPLO 3 Calcule 


da? 
qa O senx + 3 cos x — 1x3) 


Solución 


0 senx + 3cosx — x3) = 2cosx — 3senx — 3x? 


2 
O sens + 3cosx - x?%) = -2senx - 3cosx — Óx 


3 
G (Osenx + 3005x — 1?) = 2cosx + 3senx -6 d 
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Las derivadas de las funciones tangente, cotangente, secante y cosecante 
se obtiene de las identidades trigonométricas que contienen al seno y coseno, 
así como las derivadas de seno y coseno y los teoremas de diferenciación. Para 
la derivada de la función tangente se aplican las identidades 

sen x 


1 
tanx = secx = sen?x + cos?x = 1 
COS x COS x 


2.7.3 Teorema Derivada de la función tangente 


Demostración 


"sen x 
DAt D 
(tan x) e z) 


Hi 


cos x : D,(sen x) — sen x - D,(cos x) 
po A AAA ZA 


cos? x 


(cos x)lcos x) — (sen xX- sen x) 
cos? x 


2 + sen? x 


cos? xXx 


[US 


= sec? x n 


La demostración de este teorema, análoga a la del teorema 2.7.3, se 
deja como ejercicio (vea el ejercicio 1). En la demostración utilizará las 
identidades 


Demostración 
Di sec x) = po l ) Ñ 
* Hlcos x 
_ “osx - D,(1)- 1- D,(cos x) 
cos? x 
— £osx-0—1-(-senx) 
cos? x 
— Senx 
cos? x 


1 senx y 
COS x COS x 


= sec x tan x u 
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DP EJEMPLO 4 Calcule 


- (tan x sec x) 


Solución 


an x secx) = tanx- — (sec x + an x) - sec x 


tan x(sec x tan x) + sec? x(sec x) 
sec xtan?x + secó x 5] 


2.7.6 Teorema Derivada de la función cosecante 


La demostración de este teorema también se deja como ejercicio (refié- 
rase al ejercicio 2). 

Como se dijo al principio de esta sección, ahora se mostrará cómo pue- 
den dibujarse las gráficas de las funciones trigonométricas aplicando la con- 
tinuidad y la diferenciabilidad de estas funciones. Primero se tratarán las 
gráficas de las funciones seno y coseno, cuyos dominios son el conjunto de 
los números reales y sus contradominios son el intervalo [-1, 1]. Sean 


fo) =senx y f(x) = cosx 


Para determinar dónde tiene rectas tangentes horizontales la gráfica, se 
considera f'(x) = 0, de donde se obtiene que x = yr + kx, donde k es 
cualquier número entero. En estos valores de x, sen x es igual a +1 0-1, y 
estos son los valores más grande y más pequeño que sen x puede tomar. La 
gráfica intersecta al eje x en los puntos donde sen x = O, es decir, en los puntos 
en los que x = kx, donde k es cualquier número entero. Además, cuando k 
es un númeto entero par, f'(kx) = 1, y cuando k es un número entero im- 
par f'(kr) = —1. Así, en los puntos de intersección de la gráfica con el eje x 
la pendiente de la recta tangente es l 0-1. Á partir de esta información se 
dibuja la gráfica de la función séno la cual se muestra en la figura 3. 


Para la gráfica de la función coseno se utiliza la identidad 


cos x = sen(x + 31) 


Por lo que la gráfica del coseno se obtiene a partir de la gráfica del seno al 
trasladar ¿7 unidades a la derecha al eje y. Vea la figura 4. 


A A A E RS 
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Fx) = cosx 


FIGURA 4 


» EJEMPLO 5 Obtenga una ecuación de la recta tangente a la 
gráfica de la función coseno en el punto ( 31, 0). 


Solución 
Si f(x) = cosx, f(x) = =sen x. Por lo que Fr) = -sen 37. Como 
senja = 1, f(2m) = 1. De la forma punto-pendiente para la ecuación de 
la recta tangente que tiene pendiente 1 y que pasa por el punto (3x, 0), se 
obtiene 
y-0=1x- 21) 
dc E de! 
Y=x- 55 


Ahora se considerará la gráfica de la función tangente. Debido a que 
tan(-=x) = —tan x 

la gráfica es simétrica con respecto al origen. Además, 
tan(x + 7) = tanx 


por lo que la tangente es periódica con periodo x. La función tangente es 
continua en cualquier número de su dominio, el cual es el conjunto de todos 
los números reales excepto los puntos de la forma ¿5 + kx, donde k 
es cualquier número entero. El contradominio de esta función es el conjunto 
de todos los números reales. Si k es cualquier número entero, entonces tan 
kx =. 0. Por tanto, la gráfica intersecta al eje x en los puntos de la forma 
(k xi, 0). Sean 


FO) =tanx y f()= sectx 


Como f'(kx) = sec? km y sec? kr = 1 para cualquier número entero k, se 
deduce que donde la gráfica intersecta al eje x, la pendiente de la recta tan- 
gente es 1. Si se considera f'(x) = 0, entonces sec? x = 0. Puesto que 
sec? x > 1 para toda x, se concluye que la gráfica no tiene rectas tangentes 
horizontales. 

Considere el intervalo [0, Y) en el que la función tangente está de- 
finida en cualquier número. 


z ; sen x 
lím tanx= lim MX 
x>/2- x>xm/2- COS x 


Puesto que lim senx= 1y a cos x = 0, donde cos x tiende a O 


x>/27 x>H/2- 


a través de valores positivos, entonces 


lím tanx = +00 
x>/2- 
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Tabla 1 
x tan x 
0 ; 0 
¿XI —= = 0.58 
e 3 
1 
3% 1 
he 43 = 1.73 


FG) = tanx 


FIGURA 5 


Por tanto, la recta x = 37 es una asíntota vertical de la gráfica. La tabla 1 
muestra algunos valores de x del intervalo [0, Y) y los valores correspon- 
dientes de tan x. Al localizar los puntos cuyas coordenadas son los pares de 
números (x, tan x), se obtiene la porción de la gráfica para x en [0, +7). 
Debido a la simetría con respecto al origen, se obtiene la porción de la gráfi- 
ca para x en Ez, 0]. Como el periodo de la función tangente es 7, se com- 
pleta la gráfica de tan x, como se muestra en la figura 5. 

La gráfica de la función cotangente se puede obtener a partir de la 
gráfica de la tangente empleando la identidad 


cotx = —tan(x + 3m) 


De esta identidad se deduce que la gráfica de la cotangente se obtiene de la 
gráfica de la tangente, al trasladar 27 unidades a la derecha al eje y después 
considerar la reflexión de la gráfica con respecto al eje x. La gráfica de la 
función cotangente se presenta en la figura 6. 


e o es 


Como 
sec(x + 277) = sec x 


lla función secante es periódica con periodo 271. El dominio de esta función 
jes el conjunto de todos los números reales excepto aquéllos de la forma 
“1 37 + kx, donde k es cualquier número entero. El contradominio de esta 
función es (-oo,-1] U [l, +00). La función es continua en todo número 


* de su dominio. La gráfica no intersecta al eje x porque sec x nunca toma el 


valor cero. 
Se utilizará la derivada para determinar si la gráfica tiene alguna recta 


tangente horizontal. Sean 
fo) +=secx y f'() = secxtanx 


Al considerar f'(x) = 0 se tiene que sec x tan x = 0. Como sec x + O, en- 
tonces f'(x) = O cuando tan x = 0, lo que ocurre cuando x = kx, donde k 
es cualquier número entero. E R 
Primero se obtendrá la gráfica para x en Ej ¿m U (¿x, 211).Se 
tienen rectas tangentes horizontales en x = Dyx = xr. Además, como 
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lím secx = Í lim secx=  lím 
x>-1/2+ x>-2/2+ COS x x>n/2— x>1/27— COS X 
= +00 = +0 
lím secx= lí lím secx= lim 
x>12/2+ x>m/f2+ COS x 1>3n/2- x>37x/27— COS x 
: = -0 = -0 
entonces las rectas x =-3%, x= lgmyx= 3 son asíntotas verticales 


de la gráfica. 

Con la información anterior y localizando algunos puntos se dibuja la 
gráfica de la función secante para x en Czx, 3 U (Gz, 37). Debido a 
que el periodo de esta función es 27, se obtiene la gráfica mostrada en 
la figura 7. 

De la identidad 


csc x = sec(x — 1) 


de 2 -3a A 4, La ud 3 2a E 
CC NUPNA IN 
O O 0 O 
ÍA) = secx 
FIGURA 7 


se obtiene la gráfica de la función cosecante a partir de la gráfica de la secante 
al trasladar 37 unidades a la izquierda al eje y. La gráfica de la función 
cosecante se muestra en la figura 8. 


FO 


FA) = cscx 


FIGURA 8 
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FIGURA 9 


» EJEMPLO 6 Un péndulo de 10 cm de longitud ha oscilado de 

modo que 6 es la medida en radianes del ángulo formado por el péndulo y 

una recta vertical. Si h(6) centímetros es la altura vertical del extremo del 

péndulo por arriba de su posición más baja, determine la tasa instantánea de 
- variación de x(8) con respecto a O cuando O = ta. ; 


Solución 


Refiérase a la figura 9. Como A(6) = jac] |BC| , se tiene 


h(6) = 10 — 10 cos O 
(60) = -10Gsen 6) 
= 10 sen O 


Así, h(21) = 10 sen ¿T, esto es, H(h1) = 5. 


Conclusión: Cuando 6 = l 7 la tasa de variación instantánea de h(0) 
con respecto a Bes 5 cmfrad. 5] 


EJERCICIOS 2.7. | | 


2 


1. Demuestre: D,(cot x) = —cscó Xx. 27. D,¿[(x — senxMx + cos x)] 
2. Demuestre: D(csc x) = —csc x'cot x. 28. D, [22 + cos 2)(2z — sen z)) 
En los ejercicios 3 a 18, calcule la derivada de la función. = 
2.10) = 35m E o o) 
4. g(x) =-senx + cosx En los ejercicios 31 a 42, calcule NDER(fGo), a) en la grafica- 
S. g(x) = tanx + cotx dora. Después confirme su respuesta analíticamente obte-* 
6. f0) = 4secx— 2osox niendo el valor exacto de f'(a). 
7. $) = 21cost ] 31. f(x) = xcosx, a =0 
8. fa) = Ao 32. f(x) = xsenx; a = 3m 
9. 800) = xsenx + cosx 33, f(x) = ES = ¿7 
10. g(y) = 3 sen y — y cos y A 
11. ho) = 4senxcosx ANOS a e 
DD fa) = x2senx + 2xc05x 35. f() = tanx a= 7% 
Bf = x2?cosx — 2xsenx - 2cos:x 36. fQ) = x2cosx - senx,a=0 
14. y) = y? - y?cosy + 2yseny + 2 cos y 37. f(x) = senxícosx — 1) a = Tx 
15. f(x) = 3secxtanx : 38. f(x) = (cosx + líxsenx — 1) a = 77 
16. f(0 = sen t tan £ 39. f(x) = xcosx + xsenx, a = rola 
17. f(y) = cos y cot y 40. f() = tanx + secx; a = ¿7 
18. h(x) = cotxescx 41. fa) = 2 cotx — cscx; a = ¿A 
En los ejercicios 19 a 30,'obtengala Herivada. 42 fi 1 sa = 37 
cot x= 


19. Des s9t2) 
z+1 


21. | ser x ) 220: d 
dxX1 — cos x 

23. Ha) 24. | 
dtXcost — 4 dy 

25, a) 26. | 
dyX1 — sen y dx 


20.0 (E) | 
2 
de + 4i%.- 
dxkicos x ) 


43. (a) Utilide: la calculadora para tabular con cuatro cifras 
: : sen(y T + h) — sen y 7 
h 
cuando + es iguala 1, 0.5, 0.1, 0.01, 0.001, y cuando kh es 


igual a —1, -0.5, -0.1, 0.01, 0.001 ¿A qué valor parece 


decirráles los valores de 


coat ; 
1 sen =) que'se *aproxima el cociente conforme h tiende a 0? (b) 
el sen(h + h)-senzñ, 
sen x —1 Determine lim ——2--———————2— interpretándolo 
—— A>0 h . 
cos x +1 como una derivada. 
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44. 


47. 


decimales los valores de 


(a) Utilice la calculadora para tabular con cuatro cifras 
. 5 5 
COS + h)-=cosnzAx 
decimales los valores de A 
h 


cuando h es igual a 1, 0.5, 0.1, 0.01, 0.001, y cuando Á es 

igual a —1,—0.5, —0.1, -0.01, —0.001. ¿A qué valor pa- 

rece que se aproxima el cociente conforme h tiende a 0? 
5 


cos(> + h)-cos>x8 
mn —— 


inter- 
1>0 h 


(b) Determine 


.pretándolo como una derivada. 


(a) Utilice la calculadora para tabular con cuatro cifras 
1 t 
tan( x+h)- tan q* 
h 
do h es igual a 0.1, 0,01, 0.001, 0.0001, 0.00001, y cuando 


decimales los valores de 


h es igual a -0.1, -0.01, -0.001, 0.0001, —0.00001. ¿A . 


qué valor parece que se aproxima el cociente conforme h 
tan(+ 71 + h) - 
h 


] MS tanhx 
tiende a 0? (b) Determine lim 
h> 


interpretándolo como una derivada. 


(a) Utilice la calculadora para tabular con cuatro cifras 
sec(o a + h)- sec 7 
h 
do h es igual a 0,1, 0.01, 0.001, 0.0001, 0.00001, y cuando 
h es igual a -0,1, 
qué valor parece que se aproxima el cociente conforme h 


sec(< n+ h) - sec : Tr 


h 


cuan- 


tiende a 0? (b) Determine lim 
h=>0 
interpretándolo como una derivada. 


(a) Utilice la calculadora para tabular con cuatro. cifras 


» 


cos x — cos lg 


decimales los valores de n cuando x es 
x-28x 
6 
: 3 19 33 199 333 
igual a a, 71 gx 3 y, Tt, y cuando x 
8 20” 120” 200 1200" 200" Y 


es igual a y” 55 A FEA 1001 


parece que se aproxima el cociente conforme x tiende a 


cos x - cos l 7 


E; : 
7 interpre- 
x= ¿HR 


lím 
x>on[6 


; 1? (b) Determine 
tándolo como una derivada. 


(a) Utilice la calculadora para tabular con cuatro cifras 


sen x — sen; 7 
1 

x 3% 

199 y, 


decimales los valores de cuando x es 


19 


1, 33 


100 * 1000 


Mg Tr 101 y 67 q 1001 
es iguala 5% 5% 309% 205% 3000 


parece que se aproxima el cociente conforme x tiende a 


igual a -¿ E —R, y cuando x 


TT. ¿A qué valor 


sen x — sen= A. ' 
n interpretán- 
385 


lím 
x>1/3 
dolo como una derivada. 


3 1c? (b) Determine 


cuan- 


-0.01, -0.001, 0.0001, —0.00001. ¿A - 


TT. ¿A qué valor * 


49, 


EA 


51. 


52. 


53, 


54. 


: decimales los valores de 


es igual a =z 


(a) Utilice la calculadora para tabular con cuatro cifras 
CSC x - esc ¿ TT 


AGA 


decimales los valores de cuando x es 


igual a a Lo3 A 2 1, y cuando x es igual 


30” 50 

a Uzx Lx Ma, 2 1001 py, 
10? 150” 100” 1500 

que se aproxima el cociente conforme x tiende a 5 2 q? 


7. ¿A qué valor csi 


esc x — escha 
2 
x 37 


lím : 
x>1/3 


(b) Determine interpretándolo 


como una derivada. 
(a) Utilice la calculadora para tabular con cuatro cifras 


cotx - coda 

———3— cuando x es 
xr 

»., 59 


Zr 
40 0” 


2999 
4000 
3001 


299 
20% 0” 


igual a <= Tr, y cuando x 


2000 ¿A qué valor 
parece que se aproxima Sd cociente collar x tiende 
cot x — cot 2 


WN 
¿ 4 
lím 5 


a mn (b) Determine 
x>31/4 x-¿3ñ 


inter- 


pretándolo como una derivada. 


Encuentre una ecuación de la recta tangente a la gráfica 
de la función seno en el punto donde (a) x = 0, 


(b)x = 3% (0) x = 

cantes una ecuación de la recta tangente a la ide 
de la función coseno en el punto donde (a) x = 35, 
(b)x = Pm (c)x = ¿7 


Encuentre una ecuación dé la recta tangente a la gráfica 
de la función tangente en el punto donde (a) x = 0; 
(bx = ¿m(0)x =-h7 


Encuentre una ecuación de la.recta tangente a la gráfica 
de la función secante en el punto donde (a) x = ha; 
(D)x =-¿mi)x= ¿m 


En los ejercicios 55 a 58, una partícula se mueve a lo largo de 
una recta de acuerdo a la ecuación, donde s centímetros es 
la distancia dirigida de la partícula desde el origen a los t se- 
gundos. (a) ¿Cuáles son la velocidad instantánea y la 
aceleración instantánea de la partícula a los t, segundos? (b). 
Determine la velocidad instantánea y la aceleración ins- 


55. 


57. 
58. 
59, 


tantánea a los ty segundos pará cada valor de t,. 


s = 4sent;t esigualaO, 3% 3% 2a, yr 


La la, 


6%” 2 
; : A IE A] 
3 cos t; t, es igual a 0, ¿RIA MYR 


Lo Ti 2 
RIA RY A 
Si un cuerpo de peso W libras es arrastrado a lo largo de un 
piso horizontal a.una velocidad constante por una fuerza de 
magnitud F libras y dirigida en un ángulo de 9 radianes con 
respecto al plano del piso, entonces F está dada por la 
ecuación - 


kW 
k sen O + cos 0 


s = Ócosf; f, esigual a O, yn 
£= 


$ = dr sen f; f, es igual a 0, ¿5 
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donde k es una constante llamada coeficiente de fricción. 
Si k = 0.5, determine la tasa instantánea de variación de 


F con respecto a O cuando (a) O = ¿5 (b) 0 = ¿7 


. Se dispara un proyectil desde un cañón que tiene un 
ángulo de elevación de l a radianes y una velocidad ini- 
cial de vy pies por segundo. Si R pies es el alcance del 
proyectil, entonces 


2 
R= sena 

g 
donde g pie/s? es la aceleración debida a la gravedad. (a) 


Si vy = 480, determine la tasa de variación de R con 
respecto a a. cuando a = La (esto es, el ángulo de ele- 


DE LA CADENA 


61. 


62. 


vación tiene una medida en radianes de 70). Considere 
g = 32. (b) Determine los valores de «Y para los que 
D¿R > 0. 


Si k es un número entero positivo, demuestre por induc- 
ción matemática que 


senx sin=4k 
in=4k +1 
Driseny = ¿sx sin 
050s) -senx sin=4k +2 
-cosx sin=4k +3 


Obtenga una fórmula semejante a la del ejercicio 61 para 
D(cos x). 


2.8 DERIVADA DE UNA FUNCIÓN COMPUESTA Y REGLA 


Para calcular la derivada de una función compuesta, se aplica la regla de 
la cadena, uno de los teoremas más importantes en Cálculo. Antes de es- 
tablecer este teorema, se presentarán tres ejemplos ilustrativos que 
muestran cómo pueden emplearse los teoremas anteriores para determinar 
las derivadas de algunas funciones compuestas particulares. En cada ejem- 
plo ilustrativo, se escribe la expresión final de la derivada en cierta forma que 
podrá parecerle inusual pero que puede ser fácilmente asociada con la regla 


de la cadena. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 si 


Fa) 


= (4x3 + 1) 


se puede obtener Fx) al aplicar la regla del producto como sigue: 


FO = (4x3 + Dx? + 1) 


Fo 


(4x3 + 1)D, (4x3 + 1) + (4x3 + 1) Dí4x? + 1) 


= (4x3 + 1D012x3) + (4x? + 101212) 


Así, 


Fx) 


Observe que F es la función compuesta f o g, donde fa) =x 


2(4x? + 10212) 


(1) 


Y 


200) = 4x2 + 1; esto es, 


FO) = f(800) 
= f(4x3 + 1) 
= (4x7 + 1? 


Como f(x) = 2x y g(x) = 12a?, se tiene de (1) 


Fo) = FE) 2) 


Q) 
4 


2.8 DERIVADA DE UNA FUNCIÓN COMPUESTA Y REGLA DE LA CADENA 163 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 si 
G(x) = sen 2x 


para determinar Gx) se puede emplear la regla del producto con las iden- 
tidades trigonométricas 


sen 2x = 2senxcosx y cos2x = cos?x — sen? x 
Se tiene 


GO) = 2 sen xcosx 


G(x) = Qsenx) Dyílcos x) + (2 cos x) D,(sen x) 
= (2 sen x)Mesen x) + (cos x)l(cos x) 
= 2(cos? x ES sen?x) 
Por tanto, 
Go = (cos 21)(2) (6) 


Si se consideran f(x) = sen x y g(x) = 2x, entonces G es la función 
compuesta f o g; esto es, 


GO) = f(g00) 
= fQx) 
= sen 2x 
Debido a que f(x) = cos x y g(x) = 2, se puede escribir (3) en la forma 
Gx) = fé) a) (4) 
d 
> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 si 
HG) = (cos xy! 
se puede calcular H'(x) usando primero la identidad (cos xJ! = sec x. 


H(x) = sec x 
B(x) = sec x tan x 


- Ll snx 
COS xXx COS x 
= El) l (=sen x) 
cos? x 


En consecuencia, 
H(x) = [-1(cos x)?](<sen x) (5) 
Con f(x) = an! y 8(x) = cos x, H es la función compuesta f o g; esto es, 
HG) = fí800) 3 


= ficos x) 
= (cos xy! 
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Puesto que f(x) = —1 - 17? y g(x) = —sen x, se puede expresar (5) en la 
forma 
HG) = F(300) 2) pe 


Observe que los miembros derechos de (2), (4) y (6) se expresan 
como f(2()) 2 '(x), que es exactamente el miembro derecho de la regla de la 
cadena, la cual se establece en el teorema siguiente. 


2.8.1 Teorema Regla de la cadena 


Si la función g es diferenciable en x y la función f es diferenciable en 
200), entonces la función compuesta f o g es diferenciable en x, y 


Fog = FE 0 (7) 


La demostración de la regla de la cadena para todas las funciones di- 
ferenciables es sofisticada, por lo que se presenta en la sección suplementa- 
ria de esta sección. Una demostración simplificada concerniente a funciones 
que satisfacen una hipótesis adicional se bosqueja en el ejercicio 57. 

A continuación se presentarán ejemplos y ejemplos ilustrativos que le 
ayudarán a familiarizarse con el enunciado de la regla de la cadena. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 — Sean 
fo=x y gu) = 218 - 512 +4 
Entonces la función compuesta f o g está definida por 


(Fo ga) = F0) 
= (2x3 — 512 + 4y10 


Para aplicar (7) se necesita calcular f'(g00) y g£'(2). Como fa) = 100, 
FG) = 10x?, así 


FE) = 102601 
Fu) = 100x3 — 51? + 4) is 


Además, como g(x) = 24? — 51? + 4, 
2) = 6x? — 10x (9) 
Por tanto, de (7), (8) y (9) se tiene 


Fog = Fe: 
= 1001? - 512 + 4961? — 10x) ! 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 5 Sean 
FG) =senx y 2) = 1243 
Entonces la función compuesta f o g está definida por 


(Fo 80) = FE) 


= sen(x? + 3) 


2.8 
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A fin de aplicar (7), se calcula f'(g(x)) y g'(0). Como f(x) = sen x, 
f'(x) = cos x. En consecuencia, 


Feo) = cos[g(x)] 
feo) = cos(1? + 3) (10) 


Puesto que g(x) = 1? + 3, 
g(x) = 2x (1D 
Por tanto, de (7), (10) y (11) se obtiene 


(Fo gY00 = Fedex) 
[cos (12 + 3)1Qx) 
2x cos(x? + 3) 4 


" 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 6 — Suponga que 


5 
dit (2) 


Para determinar A'(x), sean 


2 iZ 
fO=x y 0 


Entonces 


lie 
(x - 1? 


Como k(x) = f(200), de la regla de la cadena se tiene 


f0=5% y g() = 


AGO = £800) - 8) 


21. _2 
5 E ) (x — 19 
- _-160 4 
(x — DÉ 


Cuando se calculan derivadas por medio de la regla de la cadena, en 
realidad no se escriben las funciones f y g como se hizo en los ejemplos 
ilustrativos 4, 5 y 6, pero se deben tener en mente. Por ejemplo, en el ejem- 
plo ilustrativo 6, como A(x) es la quinta potencia de un cociente, cuando se 
aplica la regla de la cadena primero se utiliza lá regla de la potencia y des- 
pués la regla del cociente. Se puede escribir el cálculo como sigue: 


(4) 


" 


h(x) 


Ho) = 


l 
un 
AA 
x= 
[| [to 
e ERES 
ÉS 
o 
TA 
= 
¡[e 
a 
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» EJEMPLO 1 Determine f(x) mediante la regla de la cadena si 


l 
4x3 + 5x2 -7x+8 


fo) = 
Solución Se escribe f(x) = (4x3 + 5x? — 7x + 8)l y se aplica la 
regla de la cadena para obtener 


£0) = -1(4x? + 512 - 7x + 87? D(4x? + 5x2 — 7x + 8) 
-1(4x3 + 5x2 — 7x + 8 212x? + 10x - 7) 


E 123? - 10x +7 4 
(4x9 + 512 - 7x +8)? 


DP — EJEMPLO 2 — Calcule 


cl 


Solución Dela regla de la cadena, 


LR" pol. 21] 
dil3x=1Y) ] 13x-1) dx 3x-1 
e qe pp DO) - (Qx+ 113) 
3x1 (3x - 1)? 
4(2x + 193 (5) 
(3x — 1) 
20274 14 y 
(3x - 135 


Si se utiliza la notación de Leibniz para la derivada, la regla de la cadena 
puede enunciarse como sigue: d 
Si y es una función de u, definida por y = f(u) y 7 existe, y si u es 


una función de x, definida por u = g(x) y Se existe, entonces y es una fun- 


ción de x y 2 existe la cual está dada por 


dy bh du (12) 


dx — du dx 


Observe de esta ecuación la forma conveniente para recordar la regla de la 
cadena. El enunciado formal sugiere la “división” simbólica de du en el nu- 
merador y denominador del miembro derecho. Sin embargo, recuerde de la 
sección 2.1 cuando se introdujo la notación de Leibniz SÉ, se enfatizó que 
dy ni dx se les ha dado significado independiente. Por tanto, debe considerar- 
se a (12) como una ecuación que implica una notación especial de dife- 
renciación. 

Para escribir la regla de la cadena en otra forma, considere que 
u = g(x). Entonces É 


Foto = fly (Fog =D,  fED=FÓ 20) = D,u 
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[2x, 211] por (-4, 4] 
FG) = —sen x [cosícos x)] 


y NDER(sen(cos x), x) 


FIGURA 1 


Con estas sustituciones (7) se transforma en 


D:¿[f(w] = F(u)Du 


Se utilizará esta forma de la regla de la cadena para establecer fórmulas de 
diferenciación importantes. En particular, se tiene de los teoremas 2.7.1-2,7.6 
las fórmulas siguientes que implican las derivadas de las funciones trigono- 
métricas. Si u es una función diferenciable de x, entonces 


D,(sen u) = cos u D,u D,(cos u) = —sen u Du 
D;(tan u) = sec? u Du D;(cot u) = —csc? u Dyu 
D,(sec u) = sec u tan u D,u D;(csc u) = —cse u cot u D,u 


ll 
1 


DP — EJEMPLO 3 Calcule ELO si 
E() = tanGB? + 20 


Solución Al utilizar la regla de la cadena se obtiene 


F(0) = secU(31? + 20) + D(3% +21) 
sec(3 + 21) - (6t + 2) 


2(3t + 1) sect(31? + 21) d 


DP EJEMPLO 4 Calcule Y si 


y = sen(cos x) 


Solución Al aplicar la regla de la cadena se tiene 


dy 


de cos(cos x)[D,(cos x)] 


cos(cos x)[—sen x] 
—sen x[cos(cos x)] d 


hi 


Por supuesto, los cálculos de las derivadas de los ejemplos anteriores 
pueden apoyarse gráficamente. Para confirmar la respuesta del ejemplo 4, se 
trazan las gráficas de la funciones definidas por f(x) = —sen x[cos(cos x)] 
y NDER(sen(cos x), x) en el rectángulo de inspección de [-2x, 27] por 
[-4, 4] como se muestra en la figura 1. Las gráficas son idénticas. 


» EJEMPLO 5 Calcule 
D, (sect 212) 
Solución Se empleará dos veces la regla de la cadena. 


D,(sec* 2x2) = 4 sec? 2x2D,(sec 2x3)] 
= 4 sec? 2x?[(sec 21? tan 242) D,(Qx?) 
(4 sect 2x2 tan 21214) 
16x sect 2 x? tan 2x? d 


ú 


0 
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Dd - EJEMPLO6  Encl ejemplo 3 de la sección 1.3, se tuvo la situa- 
ción siguiente: en un bosque, un depredador se alimenta de su presa, y la po- 
blación de depredadores es una función de x, el número de presas en el 
bosque, el cual es a su vez una función g de £, el número de semanas que han 
transcurrido desde que terminó la temporada de caza. Estas funciones se 
expresaron como 


fa) = L1?-2x +50 y 8() = 41 + 52 


donde O < 1 < 15, Determine la tasa a la cual está creciendo la población 
de depredadores 11 semanas después de que se cerró la temporada de caza. 
Utilice la regla de la cadena sin expresar f o g en términos de t. 


Solución La tasa a la cual está creciendo la población de depredadores 
11 semanas después de cerrada la temporada de caza está dada por 
(f o g)'(1 1). Se empleará la regla de la cadena para calcular (f o g)(1). Como 
Ffo= x-2 y 800 =4 
Fog = FEO 
= [3 (41 + 52) - 2]4 


Por tanto, 


FegaLn 


1(44 + 52) - 8 
=8 


Conclusión: Once semanas después de cerrada la temporada de caza, la 
población de depredadores está creciendo a la tasa de 8 animales por 
semana. e 


Ahora se presentará una aplicación de las funciones seno y coseno en 
el movimiento armónico simple. Se dice que un objeto, el cual se mueve so- 
bre una recta, tiene movimiento armónico simple si la medida de su ace- 
leración es siempre proporcional a la medida de su desplazamiento a partir 
de un punto fijo sobre la recta, y su aceleración y desplazamiento tie- 
nen sentidos opuestos. Los modelos matemáticos que describen el mo- 
vimiento armónico simple, vibraciones u oscilaciones, están dados por las 


funciones 

FU) = asenbút — c) (13) 
y 

f() = acos b(t - c) (14) 


donde f(t) representa el desplazamiento del objeto después de 1 unidades 
de tiempo, y a, b y c son constantes. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 7 — Se mostrará que la función 


definida por la ecuación (13) describe un movimiento armónico simple. 
El desplazamiento esta determinado por . 


F() = asen b(t — c) 


FIGURA 2 
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y la función que proporciona la aceleración es f'(£), la cual se calcula 
a continuación 


FDO = abcos b(t- c) y ft) = —ab? sen b(t — c) 


Por tanto, f'(1) = —b?f(1). Como —b? es una constante, la aceleración 
es proporcional al desplazamiento. Además, como —b? es negativa, la ace- 
leración y el desplazamiento tienen sentido opuesto. En consecuencia, el 
movimiento es armónico simple. 4 


Un ejemplo de movimiento armónico simple se presenta cuando se 
suspende un cuerpo de un resorte, el cual vibra verticalmente. Sea s centíme- 
tros la distancia dirigida del cuerpo desde su posición central, o de reposo, 
después de £ segundos de tiempo. Vea la figura 2, donde un valor positivo de 
s indica que el cuerpo está por arriba de su posición central. Si en un siste- 
ma de coordenadas cartesianas rectangulares se marcan los valores de s para 
valores específicos de t, y si la fricción no se toma en cuenta, entonces la 
gráfica resultante tendrá una ecuación de la forma (13) o (14). Las constan- 
tes a, b y c están determinadas por el peso del cuerpo y el resorte, así como 
la forma en que se pone en movimiento al cuerpo. Por ejemplo, cuanto más 
se tire del cuerpo hacia abajo antes de liberarlo, tanto mayor será a, la 
amplitud del movimiento. Además, cuanto más rígido sea el resorte, tanto 
más rápido vibrará el cuerpo de modo que el menor valor será el periodo 
27 
ll 
un movimiento armónico simple es el número de vibraciones u oscila- 
ciones, por unidad de tiempo. Si n es la frecuencia del movimiento, en- 


del movimiento. Si P es el periodo, entonces P = . La frecuencia de 


El 
tonces n = 5. 


> EJEMPLO 7 Un cuerpo vibra verticalmente de acuerdo con la 
ecuación 


5 = 8cos 371 


donde s centímetros es la distancia dirigida del cuerpo desde su posición 
central (el origen) a los t segundos y el sentido positivo es hacia arriba. 
(a) Determine la velocidad y la aceleración del movimiento para cual- 
quier £. (b) Muestre que el movimiento es armónico simple. (ce) determine 
la amplitud, el periodo y la frecuencia del movimiento. (d) Simule el 
movimiento hacia arriba y hacia abajo del resorte en la graficadora. (e) Tra- 
ce la gráfica de la ecuación del movimiento. 


Solución 


(a) Si v centímetros por segundo es la velocidad y a centímetros por se- 
gundo por segundo es la aceleración, entonces 

ds o 2 

dt "dt 

= 8 (=sen ¿Tm 


8 1 [ 
31 (cos ¿REM A) 
-3 L = -8ig2 1 

q T senz At = 3H C0S ¿Ri 


I 
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(b) Del valor de s en la ecuación dada y el valor de a del inciso (a), se ob- 
serva que 


= Mil 
a = gTóS 


Como a es proporcional a s y de sentido opuesto, entonces el movi- 
miento es armónico simple. 
(c) La ecuación dada es el caso especial de (14) donde a = 8, b = a y 
c = 0. La amplitud del movimiento es a, la cual es 8; por tanto, el 
27 
10] 
es, P = 6. Por tanto, se necesitan 6 s para una vibración completa del 
cuerpo. Como la frecuencia n está dada por UP, n = z. Así, se tiene 
2 de vibración por segundo. 
Para simular el movimiento, suponga que el cuerpo se mueve sobre la 
recta x = 2. Con la graficadora en modo paramétrico, sean 


desplazamiento máximo es 8 cm. Si P es el periodo, P = ; esto 


(d 


= 


x(0) =2 y y¡() = 8 cos ¿xt 


El movimiento se efectúa indefinidamente, sin embargo, se simulará el 

movimiento para O < £ < 12. En el rectángulo de inspección de [0, 4] 

por [—10, 10], sean tmín = 0, fmáx = 12 y fstep = 0.05. Ahora presione 

la tecla (rastreo) y después la tecla flecha a la izquierda man- 

teniéndola oprimida hasta que el cursor esté en r = O. La figura 3 mues- 

tra la pantalla de la graficadora como se ha indicado. Presione la tecla 
T=0 flecha a la derecha y manténgala oprimida para observar que el cuerpo, 
X=2 Y=8 representado por el cursor, se mueve hacia arriba y hacia abajo a lo largo 
de la recta vertical x = 2, 

Note que inicialmente, cuando £ = 0, la velocidad v es igual a cero, 
la aceleración a es negativa y s = 8 de modo que el cuerpo 
FIGURA 3 está a 8 cm arriba del origen, la posición central. En el primer 1.5 s, la 

velocidad es negativa pero la rapidez, lv | , es creciente. Durante este 
tiempo, el cuerpo se mueve hacia abajo una distancia de 8 cm a su po- 
sición central porque cuando tf = 1.5, s = 0. Observe que cuando 
t£ =1.5,a = 0, de modo que la aceleración del cuerpo es cero en su po- 
sición central. En el siguiente 1.5 s, el movimiento del cuerpo continúa 
hacia abajo, cuando su rapidez es decreciente hasta después de un total 
de 3 s, el cuerpo está 8 cm debajo de su posición central. Entonces el cuer- 
po cambia su dirección y su rapidez es creciente hasta que alcanza 
su posición central; posteriormente, su rapidez decrece hasta que regresa 
a su posición inicial después de 6 s. Luego, el cuerpo cambia de direc- 


[0, 4] por [-10, 10] 
x() =2, y() = 8 cos qm 


[O, 30] por [-10, 10] ción y el movimiento hacia arriba y hacia abajo se repite indefinidamente. 
s =8c0s Lat (e) La figura 4 muestra la gráfica de la ecuación de movimiento trazada 
en el rectángulo de inspección de [0, 30] por [—10, 10]. d 

FIGURA 4 


En el ejemplo anterior no se consideró la fricción, la cual ocasiona que, 
eventualmente, el cuerpo alcance el estado de reposo. En la sección 5.4 se 
discutirá el movimiento armónico amortiguado en el que se toma en cuenta 
la fricción, como una aplicación de la función exponencial natural. 


EJERCICIOS 2.8 


En los ejercicios 1 a 12, calcule la derivada de la función. 3. FO) = (2? + dx - 5y 
1 f0) = Qx + 1) 4. g(r) = Qr* + 8r? + 1) 
2. f(x) = (10 — Say? 5 0 = (0-78 +2- 1) 


2.8 
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H() = (7 - 322 + 1)? 
fo) = (é + 4y? 

800) = sen? 

. f(x) = 4cos3x — 3 sen 4x 
10. Go) = sec?x 

11. hr) = 3 sec*24 - sec 21 
12. f(x) = cos(3x? + 1) 


h 


En los ejercicios 13 a 16, determine la derivada de la función. 


13, E (sec? x tan? x) 14. - Q sen?? cos?r) 


Lot est 
15. an (cot” £ — esc? 1) 


da 2 249 ,3 4 
16. er [(4x* + DEGx + D"] 


En los ejercicios 17 a 24, calcule la derivada de la función y 
apoyk su respuesta trazando las gráficas de su respuesta y de la 
derivada numérica en x en el mismo rectángulo de inspección. 


(TY far +1 Y 
17. fa) = (2 - >) 18. 0) = (5 z .) 


19. £(1) = sen? (31? - 1) 


20. g(x) = tan? x? 


21. f(x) = (tan? x — x?p 

22. G(x) = Qsenx - 3 cos xy? 
23. F(o = 4cos(sen 3x) 

24. f(x) = sent(cos 2x) 


En los ejercicios 25 y 26, obtenga una ecuación de la recta 
tangente a la curva dada en el punto indicado, y apoye su 
respuesta trazando la gráfica de la curva y la recta tangente en 
el mismo rectángulo de inspección. 


25. y = ( - 1) enel punto (2, 9) 
26. y = 4tan2x enel punto (¿7, 4) 


En los ejercicios 27 a 30, la ecuación describe el movimiento de 
un cuerpo suspendido de un resorte que vibra verticalmente, 
donde s centímetros es la distancia del cuerpo desde su posi- 
ción central (el origen) a los t segundos y el sentido positivo es 
hacia arriba. (a) Calcule la velocidad y la aceleración del 
movimiento para cualquier t. (b) Muestre que el movimiento es 
armónico simple. (c) Determine la amplitud, el periodo y la 
frecuencia del movimiento. (d) Simule el movimiento hacia 
arriba y hacia abajo del resorte en la graficadora. (e) Trace 
la gráfica de la ecuación del movimiento. 


27. s = 6sen Pat 28. s = 3cos ¿mi 


29. s = 4cos (2 - 3) 
30. s = 8senrGQt + 7) 


En los ejercicios 31 y 32, una partícula se mueve a lo largo de 
una recta de acuerdo con la ecuación de movimiento dada, don- 
de s metros es la distancia dirigida de la partícula desde el 
origen a los t segundos. Determine (a) la velocidad y fb) la 
aceleración de la partícula a los t segundos, y (c) muestre que 
el movimiento es armónico simple. 


31. s = bcosíkr + c), donde b, k y c son constantes. 


32. s = Asen2rkt + Bcos 21rkt, donde A,B y k son 
constantes. 


En los ejercicios 33 a 36, una partícula se mueve a lo largo de 
una recta de acuerdo con la ecuación de movimiento dada, 
donde a los t segundos, s pies es la distancia dirigida de la 
partícula desde el origen, v pies por segundo es la velocidad 
y a pies por segundo por segundo es la aceleración de la par- 
tícula. (a) Determine v y a en términos de t. (b) Muestre que 
el movimiento es armónico simple. (c) Simule el movimiento en 
la graficadora. 


33. s = 5senrt + 3 cos Tf 

34. s = sen(6t — 31) + sen(6r + ¿7) 
35, s=5- 10 sen? 2 

36. s = 8cos? 61 — 4 


37. (a) Para el péndulo del ejemplo 6 de la sección 2.7, mues- 
tre que otra ecuación que define k(0) es 


H(0) = 20 sen? +8 


Sugerencia: utilice una identidad trigonométrica. A partir 
de esta ecuación calcule la tasa instantánea de variación de 
h(6) con respecto a O cuando (b) 9 = ¿7 (0) 0 = 7% 
(d)0= hr. 


38. Si K unidades cuadradas es el área de un triángulo rec- 
tángulo, 10 unidades es la longitud de la hipotenusa, y Q 
es la medida en radianes de un ángulo agudo, entonces 
K = 25 sen 2a. Determine la tasa instantánea de varia- 
ción con respecto a x, cuando (a) a. = Er; (ba = La; 


; 4 
(0) a = 3. 


39. La ley de Dulong establece que si P atmosferas es la pre- 
sión absoluta de un vapor saturado:a una temperatura de 
T grados Celsius, entonces 


po (97 


5 
140 ) T > 80 


Calcule la tasa instantánea de variación de P con respecto 
aT, cuando (a) T = 100; (b) P = 32. 


40. Si alos r segundos, q coulombs es la carga en un capacitor 
e ¡ amperes es la corriente en el capacitor, entonces ¿es la 
tasa de variación de q con respecto a £. Suponga que para 
cierto capacitor 


A 
== — COos(0! + 
q 7 ( $) 


donde A, (y y ¿ son constantes. Exprese ¡en términos de £. 


41. Se construye un péndulo de torsión al suspender hori- 
zontalmente un disco metálico uniforme mediante un 
alambre desde su centro. Si se desplaza el péndulo y des- 
pués se impulsa de manera perpendicular a dicho despla- 
zamiento se obtendrá el movimiento armónico angular 
simple. Suponga que a los f segundos el desplazamien- 
to angular de O radianes desde la posición inicial está 
dado por la ecuación 


8 = 0.2 cos rt — 0,5) 
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42. 


43. 


45. 


46. 


47. 


49. 


Determine con aproximación de décimos de radián por 
segundo, que tan rápido cambia el ángulo a los 3.1 s. 


Denote la función obtenida como modelo matemático en 
el ejercicio 28 de la sección 1.3 por V. Determine con 
aproximación de décimos la tasa instantánea de varia- 
ción de V(x) con respecto a x cuando (a) x = 0.9, 
(bx = 10,y(0)x = 1.1. 


La fuerza electromotriz para un circuito eléctrico con un 
generador simplificado es £(t) volts a los t segundos, don- 
de E(t) = SO sen 1207rf. Calcule la tasa instantánea de 
variación de E£(f) con respecto a £ cuando (a) + = 0.02 s 
y (bj = 0.2s. 


Una onda producida por un sonido simple tiene la ecua- 
ción P(t) = 0.003 sen 1 800pt, donde P(t) dinas por 
centímetro cuadrado es la diferencia entre la presión at- 
mosférica y la presión del aire en el tímpano del oído a los 
tf segundos. Determine la tasa instantánea de variación de 
P(t) con respecto a £ cuando es igual a (a) 5 s; (b) 5 S; 
(c) , S. 

La ecuación de demanda para un juguete particular es 
p?x = 5000 donde x es el número de juguetes que se 
venden por mes, cuando p dólares es el precio por juguete. 
Se espera que en f meses el precio del juguete será p dó- 
lares, donde 20p = 1? + 7t + 100 y £ E[O, 6]. ¿Cuál 
es la tasa de variación esperada de la demanda después 
de 5 meses? No exprese x en términos de , utilice la re- 
gla de la cadena. 


Para el derrame de petróleo y la función Á del ejercicio 54 
de la sección 1.8 haga lo siguiente: (a) Demuestre que A 
es diferenciable en 2. (b) Obtenga At). Determine la 
tasa a la que el área de la grieta está cambiando a los 
(c) 0.4 min, (d) 2 min y (e) 3.2 min. 


Sean f(x) = x? y g(x) = f(a?). Calcule (a) f(2); 
(d) ¿(. 

Sean f(u) = 42 + 5u +5 y 200) = (+ Dia — D. 
Determine la derivada de f o g en dos formas: (a) pri- 
mero calcule (f o g)(x) y luego obtenga (f e 2)(x); 
(b) utilice la regla de la cadena. 


Obtenga la fórmula para la derivada de la función coseno 
empleando la fórmula de la derivada para la función seno, 
la regla de la cadena y las identidades 


cosx = sen( +7 - Xx) y senx= cos( $7 7) 


51. 


52. 


53. 


54, 


55, 


56. 


s7. 


. Utilice la regla de la cadena para demostrar que (a) la de- 


rivada de una función par es una función impar, (b) la 
derivada de una función impar es una función par, supo- 
niendo que las derivadas existen. 


Emplee el resultado del ejercicio 50(a) para demostrar 
que si g es una función par y g(x) existe y si h(x) = 
(fo 6) y f es diferenciable en cualquier número en- 
tonces hA(0) = 0. 


Suponga que f y g son funciones tales que f(x) = z 


y (f 2 gx) = x. Demuestre que si g'(x) existe, entonces 
8) = 200. 


Sea 


fu) = x? sen l sixx*0 

0  %* osix=0 
(a) Demuestre que f es continua en O. (b) Calcule f(x). 
(e) Demuestre que f' es discontinua en 0. 


Sif" y g"existen y sih = fo g, exprese k” (x) en térmi- 
nos de las derivadas de f y £. 


Discuta el movimiento armónico simple del cuerpo del 
ejercicio 27, como se hizo en el inciso (d) del ejemplo 7. 


Siga las instrucciones del ejercicio 55 para el movimiento 
armónico simple del cuerpo descrito por la ecuación del 
ejercicio 28. 


Suponga que f y g son dos funciones tales que (1) g(x,) y 
F'(g(x/)) existen y (ii) para todo x * x, de algún interva- 
lo abierto que contenga a x,, g(x) — g(x;) * 0. Entonces 


Yo 26) gr) 


x= Xx 


- e) 20) gx) > 8x1) 
8(%) — g(x1) x= Xx 


(a) Demuestre que conforme x > xi, 8%) > g(x¡) y en 
consecuencia que (fo g)M(x) = f(¿()g(x/) sim- 
plificándose así la demostración de la regla de la cadena 
bajo la hipótesis adicional (ii). (b) Explique por qué la 
demostración de la regla de la cadena dada en el inciso 
(a) se aplica si f(x) = 1? y g(x) = x?, pero no se aplica 
sifo) = x? y £8(x) = SEnx. 


A A 
2.9 DERIVADA DE LA FUNCIÓN POTENCIA PARA EXPONENTES 
RACIONALES Y DIFERENCIACIÓN IMPLICITA 


En la sección 2.4 se mostró que la derivada de la función potencia, definida por 


fo) =x" 


(1) 


está dada por la fórmula siguiente, donde r es un entero positivo o negativo: 


Fm = ri 


(2) 
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Ahora se demostrará que esta fórmula se cumple cuando r es un número 
racional, con ciertas estipulaciones cuando x = 0. 

Primero considere que x + 0, y r = 1/q, donde q es un número en- 
tero positivo. Entonces la ecuación (1) se puede escribir como 


f0) = x3a (3) 
De la definición 2.1.3, 


f0)= lm (x + Axy/3 — 119 
Ax 


30 Ax 0 


A fin de evaluar el límite en (4) se debe racionalizar el numerador. Para lo- 
grar esto se emplea la fórmula siguiente: 


ar bz (a- blarl 4 ar?b ab abr? + pl) (5) 


Puede considerar esta fórmula de sus cursos anteriores al de Cálculo. Si 
no, refiérase al suplemento de la sección 1.5 donde se obtuvo como la ecua- 
ción (12). : 

El numerador de la fracción en (4) se racionaliza al aplicar (5) donde 
a = (x + Axa, b = xl y n = q. De modo que se multiplica el nume- 
rador y el denominador por 


[Ge + AQUIED + [( + A9U]EDAÓA y 0 + (an 


Entonces, de (4), f(x) es igual a 


im [E + AQ8 — UI + Aya + (a + AED y 4 ala] (6) 
Ax>0 Ax[(e + AQDIDÍ + (x + Ayala y... + 97 Da] 


Ahora, si se aplica (5) al numerador, se obtiene (x + Axya la — x9Í8, lo cual 
es Ax. Así, de (6), 


, ; Ax 
a =- n —_-_— —_hÍ_ _. 
Ax>0 Axl(x + AYUDA + (a + Axe DM o + aa DÍA] 
; 1 
A 
AX>30 (x + ADYED + (a + AYUDA y 0 4 Da 
; 1 
= lím HH ——— A 0 q0KA0A—0A—A2A2A2A2A2A2 2 02020002 
Ax>30 pla-D/g y alada y. 4 a Da 


como hay exactamente q términos en el denominador de la fracción anterior, 


, _ 1 
PO = aa 
fa) = qa Y) 


la cual es la fórmula (2) con r = 1/q. Con esto se ha completado una 
etapa crucial de la demostración. A continuación se debe mostrar que la fun- 
ción definida por (3) es diferenciable; adernás, que su derivada está dada 
por (»). 
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Ahora, en (1) con x % 0, sea r = p/q, donde p es cualquier número 
entero diferente de cero y q es cualquier número entero positivo; esto es, r es 
cualquier número racional excepto cero. Entonces, (1) se puede escribir como 


fo=x4 e fa = q 


De la regla de la cadena y de la regla de la potencia para números enteros 
positivos y negativos, se tiene 


f0) = prrimeal. D,(ela) 
Al aplicar la fórmula (7) para Dy (1/4 ) se obtiene 
f0) = pqrllayol. l ga 
q 


P yola-Mg+1g-1 
q 


FO) = 2 pla 
q 


FO) 


Esta fórmula es la misma que (2) con r = plq. y 

Sir=0yx 0, (1) se transforma en f(x) = x0; esto es, f(x) = 
De modo que f(x) = 0, lo cual puede. escribirse como f(x) = 0 - x%-1. Por 
tanto, se cumple (2) sir = 0 y x % 0. En consecuencia, se ha mostrado que 
la fórmula (2) se cumple cuando r es cualquier número racional y x + 0. 

Ahora bien, O está en el dominio de la función potencia f si y sólo si r 
es un número positivo, porque cuando r < 0, f(0) no está definido. En con- 
secuencia, se desea determinar para que valores positivos de r, f'(0) estará 
dado por la fórmula (2). Se deben excluir los valores de r para los cuales 
O < r < 1 porque para estos valores de r, x"7! no es un número real cuan- 
dox = 0, Entonces, suponga que r > 1. Por la definición de derivada, 


a e A 014 
x) = lím 
PO x>0 x-0 
= límx”! 
x>0 


1 


Cuando r > 1, lim x'7! existe y es igual a cero, suponiendo que r es 
> 


número tal que x"—! está definido en algún intervalo abierto que contiene a 0. 
Por ejemplo, si r = 3, entonces x”"! = xl/2, el cual no está definido en 
cualquier intervalo abierto que "ConcuBa a 0 (ya que x 2 no existe cuan- 
do x < 0). Sin embargo, si r = 3, x""! = x213, el cual está definido en 
cualquier intervalo abierto que contenga a O. Por tanto, la fórmula (2) pro- 
porciona la derivada de la función potencia cuando x = 0, suponiendo 
que r es un número para el cual x”7! está definido para algún intervalo que 
contiene a O. De este modo se ha demostrado el teorema siguiente. 


2.9.1 Teorema Regla de diferenciación de la función 


potencia (para exponentes racionales) 


Si f es la función potencia definida por f(x) = x”, donde r es cual- 
quier número racional, entonces f es diferenciable y 


Fm = m7! 


Para obtener f'(0) a partir de esta fórmula, r debe ser un número tal 
que 1"7! esté definido en algún intervalo abierto que contenga a 0. 


S 
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[E 6, 6] por (4, 41 


5 sen t cost 


J4sen? 1 + 9cos”? 1 
y NDER (y4 sen? £ + 9 cos? £, 1) 


FIGURA 1 


FU =- 


DP EJEMPLO 1 Calcule FO si 
fo) = 4x2 
Solución Del teorema 2.9.1 con f(x) = 4128 se tiene 


fu) =4- 302%) 


= 3y 1 
¿X 


E 
3x1/3 


8 
EA a 


El próximo teorema se deduce inmediatamente a partir del teorema 
2.9.1 y de la regla de la cadena. 


2.9.2 Teorema 


Si f y g son dos funciones tales que f(x) = [g(x)]", donde r es cualquier 
número racional, y si g '(x) existe, entonces fes diferenciable, y 


F0 = rletol 719%) 


» EJEMPLO 2 Determine f'(£) si 
FO) = d4sen? 1 +9 cos? 1 


Solución Se escribe f(1) = (4 sen? + + 9 cos? 1]! y se aplica el teo- 
rema 2.9.2. 


F0)= Há4sent + 9 cos? 12. Dd sent + 9cos?1) 


$8 sen £ - D, (sen £) + 18 cos 1 - D,(cos £) 
2/4 sen? t + 9 cos? 1 


8 sen 1 cos ft + 18 cos t(- sen 1) 


2/4 sen? £ + 9 cos? £ 


_ —10 sen 1 cos £ 
2/4 sen? 1 + 9 cos? £ 


_ 5 sen t cos £ 4 
/4 sen? 1 + 9 cos? £ 


Como es usual, los cálculos del ejemplo anterior pueden apoyarse 
gráficamente. En particular, la gráfica de la figura 1, la cual muestra que 
la gráfica de la respuesta y la gráfica de la derivada numérica de f pare- 
cen la misma, apoya el cálculo del ejemplo 2. 

Ahora se tratará otra técnica de diferenciación llamada diferen- 
ciación (o derivación) implícita, la cual está basada en la regla de la cadena. 

Sif = [Gx y) | y = 3x2 + 5x + 1), entonces la ecuación 


y = 312 + 5x +1 
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define a la función explícitamente. Sin embargo, no todas las funciones 
pueden ser definidas explícitamente mediante una ecuación. Por ejemplo, no 
se puede resolver la ecuación 


x= 394 y? <= y? (8) 


para y en términos de x. No obstante, pueden existir una o más funciones 
tales que si y = f(x), entonces la ecuación (8) se satisface; es decir, funcio- 
nes tales que la ecuación 


xó - 2x = 3Lf00]é + [£0015 - [6072 


se cumple para todos los valores de x en el dominio de f. En este caso, la 
función f está definida implícitamente por la ecuación dada. 

Con la suposición de que (8) define a y como al menos una función 
diferenciable de x, la derivada de y con respecto a x puede determinarse 
mediante la diferenciación implícita. 

La ecuación (8) es un tipo especial en el que aparecen x y y debido a 
que puede escribirse de modo que todos los términos que contienen x 
estén en un miembro de la ecuación y todos los términos en y se ubiquen en 
el otro miembro. Esta ecuación sirve como primer ejemplo para ¡ilustrar el 
proceso de diferenciación implícita. 

El miembro izquierdo de (8) es una función de x, y el miembro dere- 
cho es una función de y. Sea F la función definida por el miembro izquierdo 
y G la función definida por el miembro derecho. Así, 


FG) =x%-2x y G() = 3yó + y5 - y? 


donde y es una función de x, por decir y = f(x). De este modo, (8) puede 
escribirse como 


FA) = GU) 


Esta ecuación es satisfecha por todos los valores de x del dominio de f para 
los cuales G(f(x)) existe. 

Entonces, para todos los valores de x para los cuales f'es diferenciable, 
se tiene 


DA? 20 = DIN + y = 3? (9) 


La derivada del miembro derecho de (9) se puede determinar fácilmente, por 
lo que se obtiene 


D.(x5 — 2x) = 6x5 - 2 (10) 
Por medio de la regla de la cadena se determina la derivada del miembro 
derecho de (9). 
dy dy dy 
6 A s. Y 41. _,.D 
O E A a e dE a (11) 


Al sustituir los valores de (10) y (11) en (9) se obtiene 


6x3 - 2 


l 


dy 
5 4 pci 
(18y? + Sy 2 = 


dy _ 6x5 - 2 
dx 18y5 + 5y% - 2y 
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Observe que al emplear la diferenciación implícita se ha obtenido una ex- 
presión para 2 que contiene a las variables x y y. En el ejemplo ilustrativo 


siguiente se utiliza el método de diferenciación implícita para determinar 


d z d ie 
e de un tipo más general de ecuación. 


D EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Considere la ecuación 
3x%y2? —- Try? =4- 8y (12) 


y suponga que existe al menos una función diferenciable f tal que si 
y = f(x), entonces la ecuación (12) se satisface. Al diferenciar ambos miem- 
bros de (12) (teniendo en mente que y es una función diferenciable de x) 
y aplicando la regla del producto, la regla de la potencia y la regla de la 
cadena, se obtiene 


12x3y2 + 3x%Q2yD,y) - 7y? - 71xBy?D, y) = 0 - 8 Dy 
Dyy(6x%y — 21xy? + 8) = 7y3 — 12x3y2 
3_ 342 
Dy = Ty 12x7y y 


6x%y — 21xy? +8 


Recuerde que se supuso que tanto (8) como (12) definen al menos una 
función diferenciable de x. Puede suceder que una ecuación en x y y no 
impliquen la existencia de cualquier función de valores reales, como es el 
caso para la ecuación 


2+y3+4=0 


la cual no se satisface por cualesquiera valores reales de x y y. Además, es 
posible que una ecuación en x y y pueda ser satisfecha por muchas funcio- 
nes diferentes, de las cuales algunas son diferenciables y otras no. Una 
discusión general está más allá del alcance de este texto, pero puede encon- 
trarse en un libro de Cálculo avanzado. En las discusiones siguientes 
cuando se indique que una ecuación en x y y define a y implícitamente como 
una función de x, se supondrá que al menos una de estas funciones es 
diferenciable. El ejemplo 5, el cual se tratará posteriormente, ilustra el 
hecho de que la diferenciación implícita proporciona la derivada de dos 
funciones diferenciables definidas por la ecuación dada. 


» EJEMPLO 3 (a) Utilice la diferenciación implícita para deter- 
minar la pendiente de la recta tangente a la curva x3 + y3 = 9 en el punto 
(1, 2). (b) Encuentre una ecuación de la recta tangente y apoye la respuesta 
gráficamente trazando la curva y la recta tangente en el mismo rectángulo de 
inspección. 


Solución 


(a) Al diferenciar implícitamente con respecto a x se obtiene 


3x? + 32 =0 
dy Y? E 
de y 


En el punto (1, 2), e =S 
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(b) Una ecuación de la recta tangente es 


y-2=-G-1) 
x+4y-9=0 


h 


La figura 2 muestra las gráficas de 


y=X9-x4 y y= 10-x3) 


[56, 6] por [-4, 4] 
trazadas en el rectángulo de inspección de [—6, 6] por [—4, 4]. La recta 
y=490- y y= 10-53 es tangente a la curva en el punto (1, 2), lo que apoya la respuesta. 4 
FIGURA 2 


» EJEMPLO 4 Dada xcos y + ycosx — 1 = 0, calcule os 


Solución Al diferenciar implícitamente con respecto a x se tiene 
l- cosy + Pr + Did + y=senx) = 0 
dx dx 


Diosa — xsen y) = ysenx — Cos y 


dx 
dy _ ySnmx-cosy q 
dx cos x — x sen y 


D EJEMPLO 5 Dada la ecuación x? + y? = 9, determine 


(a) 2 mediante la diferenciación implícita; (b) dos funciones definidas 


por la ecuación; (c) la derivada de cada una de las funciones del inciso (b) por 
medio de la diferenciación explícita. (d) Verifique que el resultado obtenido 
en el inciso (a) es acorde con el resultado del inciso (c). 


Solución 
(a) Al diferenciar implícitamente se obtiene 
dy _ 
2x + 2y a 0 


dy x 
dx y 


(b) Si la ecuación dada se resuelve para y, entonces 
y y y 
Sean f, y f2 las dos funciones para las que 
fi) = 19-x2 y fa) =-49 - x? 


(e) Como fia) = (9- xP y ft) = (9 — x2) 11, de la regla de la 
cadena se obtiene 


fí0 = 10-220 -£0) =-40 - (2 


x _ x 


3 9 - 1? 9x2 


Ú 
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(d) Para y = f¡(x), donde f(x) = 49 — x2? , se deduce del inciso (c) que 


» Ea Xx 
Ai nz 
SE 

y 


lo cual es acorde con la respuesta del inciso (a). 
Para y = fa(x), donde f(x) = - 49 — x? , se deduce del inciso (c) que 


” Xx 
f (a) J9=32 


lo cual es acorde con la respuesta del inciso (a). 


El ejemplo siguiente muestra cómo calcular la segunda derivada para 
funciones definidas implícitamente. 


» EJEMPLO 6 Dado que 


4x? + 9y2 = 36 


2 
determine o mediante diferenciación implícita. 


Solución Al diferenciar implícitamente con respecto a x se tiene 


8x + 18y 2 =0 


dy _ -4x 
dx " 9y (13) 


2y . . q ed 
Para calcular E se obtiene la derivada de un cociente teniéndose en 
mente que y es una función de x. Así, 


dy 
dy 9y-4) - 4x) (o dy) 


dx? 81y? 
Si se sustituye el valor de Z de (13) en esta ecuación se obtiene 


36 + (361) a 


des 

de 81y? 
_ -36y? — 16x? 
Ml 81y3 
_ —4(9y? - 4x2) 


81y? 
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Puesto que cualesquiera valores de x y y que satisfacen esta ecuación deben 
también satisfacer la ecuación original, entonces se puede sustituir 


9y2 + 9x2 por 36 para obtener 


dy _ -4(36) 
dr? 81y? 
>= JO 

9y 


EJERCICIOS 2.9 o | 


En los ejercicios 1 a 12, obtenga la derivada de la función. 
Ll fa = 4x1 y 5718 
2. fm) = 3x3 — 6x1P + TU 


3. ga) = Y1+ 4x2 4. [6 = V2= 352 


5 fa = (65-391 6. 800 = V4x? 1 
7 80) = — 8. f0) = (5-22 


4125 - y 
9. h(t) = 2cos v£ 
11. g(r) = cot Y3r 12. £(x) = V3 sen x 


En los ejercicios 13 a' 16, calcule la derivada y apoye la res- 
puesta trazando las gráficas de la respuesta y la derivada nu- 
mérica en el mismo rectángulo de inspección. 


13. =L sen £ ) 14. 2 [e1) 
dt 1 — sent . dx sen x 
15. D¿()9 + Y9=x) 16. of tan /2) 


En los ejercicios 17 a 32, determine EA por medio de dife- 
renciación implícita. dx 


17. 12 + y? = 16 18. 4x? — 9y? = 1] 


10. FG) = 4sec /x . 


36. La recta tangente a la curva l6x% + y? = 32 en el pun- 
to (1, 2). 

37. ¿En qué punto de la curva xy = (1 — x — y) la recta 
tangente es paralela al eje x? 

38. Dos rectas que pasan por el punto (—1, 3), son tangentes a 
la curva x? + 4y? — 4x — 8y + 3 = 0, Encuentre una 
ecuación de cada una de las rectas. 

En los ejercicios 39 a 42, haga lo sigujente: (a) Encuentre dos 

funciones definidas por la ecuación; (b) dibuje las gráficas de 

cada una de las funciones obtenidas en el inciso (a); (c) dibuje 
la gráfica de la ecuación; (d) calcule la derivada de cada una 
de las- funciones obtenidas en el inciso (a) y determine los 


d 
dominios de las derivadas; (e) obtenga - mediante diferen- 


ciación implícita de la ecuación dada, y verifique que el resul- 
tado así obtenido es acorde con los resultados del inciso (d); * 
(f) encuentre una ecuación de cada recta tangente en el valor 
indicado de x. : : 


39. y? = 41-83x, =3 
40. y -1x= 16; xq1=-3 
41. Y y=9 
42. 124 +y?=25x=4 


. 2 
19. 1% + y? = 8xy 20. 1? + y? = 7xy 43. Dado que x? + y? = l, demuestre que Ly = -L. 
: y 
1 1 33 2 
2. =+>=1 2. 2-2= 
x + y x y 2 4. Seax'l? + y! = 2, pruebe que e = Se 
x 
23. Vx + fy =4 24. 2xdy + 3xy?=5 , dy 2x 
ix? = TA 
28. y? = 1? 4 y? 26. (0x + 3) = 3y* 45. Six? + y” = 1, muestre que 2? $ . 
27. y = cos(x — y 28. x = sen(x +. : 2 
7 é » y » 46. Seax? + 25y? = 100, demuestre que Ly = H. 
29. sectx + cscdy = 4 30. cotxy +xy=0 dx 25y 


3L xseny + ycosx= 1 32, cos(x + y) = ysenx 


En los ejercicios 33 a 36, encuentre una ecuación de la recta 

tangente o de la recta normal, según se indica, y apoye la 

respuesta trazando la rect4 y la curva en el mismo rectángulo 

de inspección. 

33. La recta tangente a la curva y = vYx? + 9 en el punto 
(4, 5). j 


34, La recta normal a la curva y = xW16 + x2 enel origen. 


35. La recta normal a la curva 9% - y = Í en el punto 
(1, 2). 


47. Una partícula se mueve a lo largo de una recta de acuer- 
do con la ecuación de movimiento s =. 441? + 3, con 
t > 0. Determine el valor de t para el cual la medida de 
la velocidad es (a) 0; (b) 1; (c) 2. 

48. Una partícula se mueve a lo largo de una recta de acuer- 
do con la ecuación de movimiento s = Y5 +12, con 
£ = 0. Determine el valor de £ para el cual la medida de 
la velocidad es (a) O; (b) 1. 

49. Suponga que se produce un líquido mediante un proceso 


químico y que la función de costo total C está dada por 
C(x) = 6 + 4/x, donde C(x) dólares es el costo total 


50. 


51. 


52. 


53. 


54, 
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al producir x litros del líquido. Determine (a) el costo mar- 
ginal cuando se producen 16 litros, y (b) el número de litros 
producidos cuando el costo marginal es de $0.40 por litro. 


El número de dólares del costo total por producir x uni- 
dades de cierto artículo está dado por C(x) = 40 + 3x + 
9/2x. Determine (a) el costo marginal cuando se pro- 
ducen 50 unidades, y (b) el número de unidades produci- 
das cuando el costo marginal es $4.50. 


Una compañía inmobiliaria renta cada departamento a p 
dólares por mes cuando x departamentos son rentados, y 
p = 30 4300 -— 2x. Si R(x) dólares son las utilidades 
totales recibidas por la renta de los x departamentos, en- 
tonces R(x) = px. ¿Cuántos departamentos deben rentar- 
se antes de que las utilidades sean cero? Nota: como x es 
el número de departamentos rentados, x es un número 
entero no negativo, Sin embargo, para aplicar el Cálculo, 
suponga que x es un número real no negativo. 


La producción diaria de una fábrica es f(x) unidades 
cuando el capital invertido es x miles de dólares, y 
fo) = "200 42x +1. Si la capitalización actual es de 
$760 000, utilice la derivada para estimar la variación 
de la producción diaria si el capital invertido es aumenta- 
do en $1 000. 


Un avión vuela en forma paralela al suelo a una altura de 
2 km y con una rapidez de 4 +km/ min. Si el avión vuela 
directamente sobre la Estatua de la Libertad, ¿a qué tasa 
está variando la distancia de la recta visual entre el avión y 
la estatua 20 s después? 


A 
¡'WÓ———  ——— XA 


A las 8 a.m. un barco, que navega hacia el norte a 24 nudos 
(millas náuticas por hora), se encuentra en un punto P. A 
las 10 a.m. un segundo barco, que navega hacia el este a 32 
nudos, está en el punto P. ¿A qué tasa está cambiando 
la distancia entre los dos barcos (a) a las 9 a.m.; (b) a las 
lLa.m.? 


24 m.n. 


| 


55 — 2mn. 2 


(a) 9 A.M. 


55, 


56. 


" 


Pa. — 39 mn. —> EN 
O (bJ1LA.M. 


En el ejercicio 41 de la sección 2.2, aplicó la definición de 
derivada para demostrar que 


DAX |x|) = Lal six 0 


Ahora utilice la regla de la cadena y los teoremas de dife- 
renciación para la demostración. Sugerencia: considere 


da 


Determine D,?(|x|) cuando exista. Considere la suge- 
rencia del ejercicio 55. 


En los ejercicios 57 y 58, calcule la derivada de la función. 
Considere la sugerencia del ejercicio 55. 


57. f0) = lx? - 4] 


59, 
6 


Sa 


61. 


62. 


63, 


66. 


. Demuestre que sixy = 1, entonces 


58. g(x) = x|x| 
Si f(x) = | x]?, determine f(x) y f(x) cuando existan. 


Sea g(x) = | fo) |. Demuestre que si f(x) y PES) exis- 
ten, entonces | 20) | = |£0]. 


Se deja caer una pelota desde una ventana que se encuen- 
tra a h pies sobre el piso y rebota de modo que /.segundos 
después de que la pelota cae, su“altura es s(£) pies, donde 


Determine la tasa a la que la altura de la pelota está cam- 
biando a los (a) 1.4 s, (b) 1.6 s, (c) 1.8 s y (d) 2.2 s” 


Demuestre que la suma de las intercepciones x y y de la 
recta tangente a la curva re + yA = pi, donde k es 
una constante, es igual a k. 


Encuentre las ecuaciones: de las rectas tangentes a la 
curva x2/3 + y23 = 1 en el punto donde x = - y Apo- 
ye la respuesta trazando las rectas y la curva en el mismo 
rectángulo de inspección. 


« Suponga que 80) = y9- xx yhx) = F (00), donde 


fes diferenciable en 3. Demuestre que (0) = 0. 


dy. da 
di? dx? 
Sea f la función potencia definida por f(x) = x”, donde r 
es cualquier número racional. Bajo la suposición de que 
f es diferenciable, utilice la diferenciación implítita para 


demostrar que"f'(x) = rx”! Sugerencia: sea r = 2, 


= 4. 


donde p y q son números enteros y q > 0. Después sus- 
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tituya f(x) por y y escriba la ecuación como y? = xP. ejercicio 66 en lugar del que se presentó en la sección? 
Explique su respuesta. 
Emplee la diferenciación implícita y determine LA pa el 
dx 68. Calcule (f o g)'(0) si (0) =x% + 7x7 y e) = 08. 
67. Para una demostración rigurosa del teorema 2.9,1, la Explique por qué no se puede emplear la regla de la ca- 
regla de diferenciación de la potencia (para potencias ra- dena para efectuar este cálculo. 


cionales), ¿pudo haberse empleado el procedimiento del 


2.10 TASAS DE VARIACIÓN RELACIONADAS 


FIGURA 1 


Un problema de tasas de variación relacionadas es aquel que involucra 
tasas de variación de variables relacionadas. En aplicaciones del mundo real 
que implican tasas de variación relacionadas, las variables tienen una rela- 
ción específica para valores de 1, donde t es una medida de tiempo. En ge- 
neral, esta relación se expresa mediante una ecuación, la cual representa un 
modelo matemático. Esta sección se inicia con un ejemplo ilustrativo que 
muestra el camino paso a paso de cómo se resuelven la mayoría de los 
problemas de tasas de variación relacionadas. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Una escalera de 25 pie de lon- 
gitud está apoyada contra una pared vertical como se muestra en la figura 1. La 
base de la escalera se jala horizontalmente alejándola de la pared a 3 piefs. 
Suponga que se desea determinar qué tan rápido se desliza hacia abajo la par- 
te superior de la escalera sobre la pared cuando su base se encuentra a 15 pie 
de la pared. 


Paso 1 Primero defina las variables comenzando cdn !. 
f. el número de segundos del tiempo que ha transcurrido desde que 
la escalera comenzó a deslizarse hacia abajo sobre la pared. 
x: el número de pies de la distancia desde la base de la escalera a la 
pared a los t segundos. 
y: el número de pies de la distancia desde el piso a la parte superior 
de la escalera a los r segundos. 
Paso 2 Escriba cualquier hecho numérico acerca de x, y y sus derivadas 
con respecto a /. 
Coro la base de la escalera es jalada horizontalmente alejándola de 


la pared a 3 piefs, E =-3, 
Paso 3 Escriba lo que desea determinar. 


Se desea determinar 2 cuando x = 15. 


Paso 4 Escriba una ecuación que relacione a x y y. 
Del teorema de Pitágoras, 


y? = 625 — x? 6D) 


Paso 5 Derive los dos miembros de (1) con respecto a £ 


dy _ dx 
Va A - 
dy x dx 
Po ' 2) 


2.10 TASAS DE VARIACIÓN RELACIONADAS 183 


Paso 6 Sustituya los valores conocidos de x, y y E en la ecuación anterior 


dy 
y resuélvala para rá 


Cuando x = 15, de (1) y = 20. Como e 3, se obtiene de (2) 


dt 
3 a 
y=20 


El signo menos indica que y decrece conforme f aumenta. 
Paso 7 Escriba una conclusión. 


Conclusión: La parte superior de la escalera se desliza hacia aba- 
jo sobre la pared a la tasa de 2.25 pie/s cuando la base está a 15 pie 
de la pared. 4 


Ahora se hará un resumen de los pasos del ejemplo ilustrativo anterior. 
Ellos le darán un procedimiento a seguir. Conforme lea los ejemplos siguien- 
tes, refiérase a estos pasos para ver cómo se aplican. 


Sugerencias para resolver un problema de tasas de 
variación relacionadas 


Lea el problema cuidadosamente de modo que lo entienda. Para poder 
entenderlo, con frecuencia es útil inventar un ejemplo específico 
que contemple una situación semejante en la que todas las cantidades 
sean conocidas. Otra ayuda es dibujar una figura, si es factible, como 
en el ejemplo ilustrativo 1 y los ejemplo 1, 2 y 4. Después aplique los 
siguientes pasos. 


1. Defina las variables de la ecuación que obtendrá. Debido a que 
éstas representan números, las definiciones de las variables deben 
indicar este hecho. Por ejemplo, si el tiempo se mide en segundos, 
entonces la variable 1 debe definirse como el número de segun- 
dos de tiempo o, equivalentemente, f seguridos es el tiempo. Ase- 
gúrese de definir primero ?, y las otras variables deben indicar su 
dependencia de ?. y 

2. Escriba los hechos numéricos conocidos acerca de las variables y 
de sus derivadas con respecto a ?. 

3, Escriba lo que se desea determinar. 

4. Escriba una ecuación que relacione las variables que dependen de 1. 
Esa ecuación será un modelo matemático de la situación. 

5. Derive con respecto a f los dos miembros de la ecuación obtenida 
en el paso 4 para relacionar las tasas de variación de las variables. - 

6. Sustituya los valores de las cantidades conocidas en la ecuación del 
paso 5, y despeje la cantidad deseada. 

7. Escriba una conclusión que consista de una o más oraciones com- 
pletas y que responda las preguntas del problema. No olvide que la 
conclusión debe contener las unidades correctas de medición. 
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FIGURA 2 


» EJEMPLO 1 Cierta cantidad de agua fluye a una tasa de 
2 m*/min hacia el interior de un depósito cuya forma es la de un cono in- 
vertido de 16 m de altura y 4 m de radio. ¿Qué tan rápido sube el nivel del 
agua cuando ésta ha alcanzado 5 m de profundidad? 


Solución Refiérase a la figura 2, 


Paso l 


Paso 2 


Paso 3 
Paso 4 


Paso 5 


Paso 6 


Se definen las variables, primero f y después las otras variables en 
términos de £. 


f. el número de minutos del tiempo que ha transcurrido desde 
que el agua comenzó a fluir dentro del tanque. 


h: el número de metros de la altura del nivel del agua a los £ minutos. 


r: €el número de metros del radio de la superficie del agua a los £ 
minutos. 


V: el número de metros cúbicos del volumen de agua en el tanque 
a los £ minutos. Observe que V, r y h, son funciones de £. 


Puesto que el agua fluye dentro del tanque a una tasa de 2 m3/min, 


entonces dY - 2. 
dt 
Se desea determinar dl cuando 4 = 5. 


En cualquier tiempo, el volumen del agua en el tanque puede expre- 
sarse como el volumen de un cono, como indica la figura 2. 


V = Zar?h (3) 


Como se estableció en los pasos 2 y 3, se conoce az, y se desea 


determinar dh Por tanto, se necesita una ecuación que involucre 


dt 

a V y h. Así, primero se expresa r en términos de h observando 
que, de los triángulos semejantes de la figura 2, se tiene 

A - 4 

TS 
Si se sustituye este valor de r en (3), se obtiene 

a Ed EA 3 

V= Em 1] (h) > V= Th 
Al diferenciar los dos miembros de esta ecuación con respecto a £, 
resulta: 


WV = 1. 
a a 


Ahora se sustituye 2 por de y se resuelve la ecuación para el 
] dt dt 
obtiéndose 


da 

de "qn? 
Así, 

dll a al 

dt h=5 257 


FIGURA 3 


Paso 7 
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Al convertir metros a centímetros se tiene: 0.4074 m/min = 
40.74 cmfmin. 
A continuación se escribirá la conclusión. 


Conclusión: El nivel del agua sube a una tasa de 40,74 cm/min 
cuando el agua ha alcanzado una profundidad de 5 m. 4 


> EJEMPLO 2 Dos automóviles, uno va hacia el este a una tasa 
de 90 km/h, y el otro hacia el sur a 60 km/h, se dirigen hacia la intersec- 
ción de dos carreteras. ¿A qué tasa se están aproximando uno al otro en el 
instante en que el primer automóvil está a 0.2 km de la intersección y el se- 
gundo se encuentra a 0.15 km de dicha intersección? 


Solución Consulte la figura 3, donde el punto P es la intersección de las 
dos carreteras. 


Paso 1 


Paso 2 


Paso 3 
Paso 4 


Paso 5 


Paso 6 


Paso 7 


£. el número de horas del tiempo que ha transcurrido desde que 
los automóviles empezaron a aproximarse a P. 

x: el número de kilómetros de la distancia a partir del primer 
automóvil a P a las £ horas. 

y: el número de kilómetros de la distancia a partir del segundo 
automóvil a P a las £ horas. 

z: el número de kilómetros de la distancia entre los dos auto- 
móviles a las £ horas. 

Como el primer carro se acerca a P a una tasa de 90 km/h, y x está 


decreciendo conforme 1 crece, entonces E = -90. De la misma 
manera, dy = —60. 
dt 
Se desea determinar E cuando x = 0.2 y y = 0.15. 
Del teorema de Pitágoras 
2= 4 y? (4) 


Al diferenciar los dos miembros de (4) con respecto a £, se obtiene 


de - 23% dy 
a dt Ea de * 2y dt 
dr, dy 
dz = E di EY di (5) 
dt Z 


Cuandox = 0.2 yy = 0.15, de (4) se tiene que z = 0.25. En (5) se 


sustituyen e por -90, e por —60, x por 0.2, y por 0.15 y 


z por 0.25 para obtener 


E) — (0.2)-90) + (0.15)-60) 
di 2=0.25 0.25 
= -108 


Conclusión: — En el instante en cuestión, los carros se aproximan 
uno al otro a una tasa de 108 km/h. A 
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» EJEMPLO 3 Suponga que en cierto mercado, x miles de ca- 
nastillas de naranjas se surten diariamente cuando p dólares es el precio por 
canastilla. La ecuación de oferta es 


px - 20p — 3x + 105 =0 


Si el suministro diario decrece a una tasa de 250 canastillas por día, ¿a qué 
tasa está variando el precio cuando la oferta diaria es de 5 000 canastillas? 


Solución Sea días el tiempo que ha transcurrido desde que el sumi- 
nistro diario empezó a decrecer. 

Las variables p y x están definidas como funciones de t en el enunciado 
del problema. 

Debido a que el suministro diario está decreciendo a una tasa de 250 


: dx __ 250. de 1 
canastillas da día, entonces dr = "T600* esto es, a Se desea 
determinar - cuando x = 5. De la ecuación de oferta dada, al diferen- 


ciar implícitamente con respecto a f se obtiene 


28 


A 
Pd di dt de” 


Cuando x = 5, se deduce de la ecuación de oferta que p = 6. Debido a 


que E => >> se tiene de la ecuación anterior 
2),.- 8) 
delo 5-20 4 
=L, 
20 
Conclusión: El precio de una canastilla de naranjas está decreciendo a la 
tasa de $0.05 por día cuando la oferta diaria es de 5 000 canastillas. 4 
» EJEMPLO 4 Un avión vuela hacia el oeste con una velocidad 


de 500 piefs a una altura de 4 000 pie y un rayo de luz de un faro de rastreo 
ubicado en tierra, incide en la parte inferior del avión. Si la luz se mantiene 
sobre el avión, ¿qué tan rápido gira el rayo de luz cuando el avión se en- 
cuentra a una distancia horizontal de 2 000 pie al este del faro. 


Solución Consulte la figura 4, en la que el faro está en el punto L y en 
un instante particular el avión se encuentra en el punto P. 
Sea t segundos el tiempo que transcurre desde que la luz del faro in- 
cidió en el avión. 
x: el número de pies hacia el este de la distancia horizontal del avión des- 
de el faro a los £ segundos. 
0: el número de radianes del ángulo de elevación del avión desde el faro a 
los f segundos. 


Puesto que de = -500, y como se desea determinar ee cuando 


x = 2000, se considera 


tan Ó = 4 000 
x 
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Al diferenciar los dos miembros de esta ecuación con respecto a 1 se obtiene 


29 40 
sect O Ta 


Si se sustituye 
sec? O se tiene 


de 


dx 


x 


_ _ 4000 dx 
— 


dt 


por -500 en la ecuación anterior y al dividir entre 


2 000 000 


dt " x2se?08 


Cuando x = 2 000, tan 6 = 2. Como sec? 8 = 1 + tan? 6, sec? 9 =5. Al 


sustituir estos valores en (6) se tiene, cuando x = 


de _ 


2 000 000 


(6) 


2 000, 


dt “4.000 000(5) 


lL 
10 


Conclusión: En el instante dado, la medida del ángulo está creciendo a la 


1 


tasa de -. rad/s, y ésta es la rapidez con la que está girando el faro. 4 


10 


EJERCICIOS 2.10 


En los ejercicios 1 a 8, x y y son funciones de la tercera va- 
riable t. 


1. Si2x+ 3y=8 y ay = 2, obtenga ar 
2. Si 5 =10 y e = -5, calcule 2 
3. Sixy = 20 y 2 = 10, encuentre e cuando x = 2. 
4. Si 2senx + 4 cosy = 3 y E = 3, obtenga de en 
1 1 dt di 
(¿% 32. 
5. Si senx+cos?y= 2 y Pa -1, calcule dy en 
2 3 2 di di 
(3% 3” 
6. Si x24+ y? = 25 y é£x — $, calcule % cuando 
dt 
y = 4. 
7 SiJx + Jy =5y  = 3, obtenga cuando 
di di 
x=. 
8. Siy(tanx + 1) = 4 y 2 = -4, determine e cuan- 


dox = 7. 


En los problemas de tasas de variación relacionadas de los 
ejercicios siguientes, defina precisamente todas las variables 
como cantidades (números y unidades de medición). Utilice la 
variable t para representar el tiempo y defina las otras va- 
riables de modo que dependan de t. Asegúrese de escribir una 
conclusión. 


9. Unniño vuela una cometa a una altura de 40 pie, y lo hace 
moviéndose horizontalmente a una tasa de 3 piefs. Si la 
cuerda está tensa, ¿a qué tasa se afloja cuando la longitud 
de la cuerda suelta es de 50 pie? 


10, 


11, 


12. 


13, 


14. 


MT 


40 pie 
3 pie/s 
2 ? La 


Se infla un globo esférico de modo que su volumen se 
incrementa a una tasa de 5 m3/min. ¿A qué tasa aumenta 
el diámetro cuando éste es de 12 m? 


Se está formando una bola de nieve de modo que su volu- 
men se incrementa a una tasa de 8 pie3/min. Determine 
la tasa a la que el radio aumenta cuando el diámetro de la 
bola es de 4 pie. 


Suponga que cuando el diámetro de bola de nieve, del 
ejercicio 11, es de 6 pie se detiene su crecimiento y co- 
mienza a derretirse a una tasa de 1 pie*/min. Calcule la 
tasa a la que el radio varía cuando éste es de 2 pie. 


Se deja caer arena en un montículo de forma cónica a una 
tasa de 10 m*/min. Si la altura del montículo siempre es 
el doble del radio de la base, ¿a qué tasa se incrementa la 
altura cuando ésta es de 8 m? 


Una lámpara se encuentra suspendida a 15 pie sobre una 
calle horizontal y reeta. Si un hombre de 6 pie de esta- 
tura camina alejándose de la lámpara a una tasa de 
5 piefs, ¿qué tan rápido se alarga su sombra? 
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15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


21. 


22. 


En el ejercicio 14, ¿a qué tasa se desplaza la punta de la 
sombra del hombre? 


Un hombre de 6 pie de estatura camina hacia un edificio a 
una tasa de $5 piefs, si en el piso se encuentra una lámpa- 
ra a 50 pie del edificio, ¿qué tan rápido se acorta la som- 
bra del hombre proyectada en el edificio cuando él está a 
30 pie de éste? 


Suponga que un tumor en el cuerpo de una persona es de 
forma esférica. Si cuando el radio del tumor es de 0.5 cm, 
éste crece a una tasa de 0.001 cm por día, ¿cuál es la tasa 
de crecimiento del volumen del tumor en ese tiempo? 


Una bacteria celular es de forma esférica. Si el radio de la 
bacteria crece a una tasa de 0.01 um (micra) por día cuando 
el radio de ésta es de 1.5 um, ¿cuál es la tasa de crecimien- 
to del volumen de la bacteria en ese tiempo? 


Para el tumor del ejercicio 17, ¿cuál es la tasa de crecimien- 
to del área de la superficie cuando el radio es de 0.5 cm? 


Para la bacteria del ejercicio 18, ¿cuál es la tasa del área de 
la superficie de la bacteria cuando su radio es de 1.5 um? 


Un tanque para almacenar agua tiene la forma de un cono 
invertido y se está vaciando a una tasa de 6 m*/min. La 
altura del cono es de 24 m y su radio mide 12 m. Deter- 
mine qué tan rápido disminuye el nivel del agua cuando 
está tiene una profundidad de 10 m. 


La longitud de un abrevadero es de 12 pie y sus extre- 
mos tienen la forma de un triángulo isósceles invertido 
que tiene una altura de 3 pie y su base mide 3 pie. Se intro- 
duce agua al abrevadero a una tasa de 2 pie*/min. ¿Qué 
tan rápido sube el nivel del agua cuando ésta tiene una 
profundidad de 1 pie? 


23. 


25, 


26. 


27. 


La ley de Boyle para la expansión de una gas es PV = C, 
donde P es la presión expresada como el número de libras 
por unidad cuadrada de área, V es el número de unidades 
cúbicas del volumen del gas y C es una constante. En cier- 
to momento, la presión es de 3 000 Ib/pie?, el volumen es de 
5 pie? y el volumen crece a una tasa de 3 pie*/min. De- 
termine la tasa de variación de la presión en ese momento. 


La ley adiabática (sin pérdida ni ganancia de calor) para la 
expansión del aire es PV!* = C, donde P es la pre- 
sión expresada como el número de libras por unidad cua- 
drada de área, V es el número de unidades cúbicas del 
volumen y C es una constante. En un instante específico, 
la presión es de 40 lb/pulg? y está creciendo a una tasa de 
8 lb/pulg? cada segundo. Si C = 5/16, ¿cuál es la tasa 
de variación del volumen en ese instante? 


Se arroja una piedra en un estanque tranquilo, formán- 
dose ondas circulares concéntricas que se dispersan. Si el 
radio de la región afectada crece a una tasa de 16 cmfs, 
¿a qué tasa crece el área de la región afectada cuando su 
radio es de 4 cm? 


Cierta cantidad de aceite fluye hacia el interior de un de- 
pósito que tiene forma de cono invertido a una tasa de 
31 m*/min. Si el depósito tiene un radio de 2.5 m en su parte 
superior y una altura de 10 m, ¿qué tan rápido varía el nivel 
del aceite cuando éste ha alcanzado 8 m de profundidad? 


Un automóvil se desplaza a una tasa de 30 piefs y se 
aproxima a un crucero. Cuando el automóvil está a 120 pie 
del crucero, un camión que viaja a una tasa de 40 piefs 
pasa por el crucero. El automóvil y el camión se encuentran 
sobre carreteras que son perpendiculares. ¿Qué tan rápido 
se separan el automóvil y el camión 2 s después de que el 
camino deja el crucero? 


MN 


— pie 


28. 


29. 


30. 


31. 


32. 


33. 


34, 


35. 


Una cuerda está atada a un bote sobre la superficie del 
agua y una mujer, en el muelle, tira del bote a una tasa de 
50 piefmin. Si sus manos están a 16 pie sobre el nivel del 
agua ¿qué tan rápido se aproxima el bote al muelle cuando 
la cantidad de cuerda suelta es de 20 pie? 


» 
0d 
Ai 4 

>> E 


Esta semana, en una fábrica se produjeron S0 unidades 
de un artículo determinado, y la cantidad producida au- 
menta a una tasa de 2 unidades por semana. Si C(x) dóla- 
res es el costo total por producir x unidades y C(x) = 
0.08x? — x? + 10x + 48, determine la tasa actual a la 
que el costo de producción crece. 


La demanda de cierto cereal para el desayuno está dada 
por la ecuación de demanda px + 50p = 16 000, don- 
de x miles de cajas de cereal son demandadas cuando el 
precio por caja es de p centavos. Si el precio actual de la 
caja de cereal es de $1.6 y éste se incrementa a una tasa 
de 0.4 centavos cada semana, calcule la tasa de variación de 
la demanda. 


La ecuación de oferta para cierta mercancía es x = 
1000 /3p? +20p, donde cada mes se suministran x 
unidades cuando p dólares es el precio por unidad. De- 
termine la tasa de variación de la oferta si el precio actual 
es de $20 por unidad y el precio crece a una tasa de $0.50 
por mes. 


Suponga que y trabajadores se necesitan para producir x 
unidades de cierta mercancía, y x = 4y?. Si la pro- 
ducción de la mercancía este año es de 250 000 unidades 
y la producción crece a una tasa de 18 000 unidades por 
año, ¿cuál es la tasa actual a la que la fuerza laboral debe 
incrementarse? 


La ecuación de demanda para cierto tipo de camisa es 
2px + 65p — 4 950 = O, donde x cientos de camisas 
son demandadas por semana cuando p dólares es el precio 
por camisa. Si una camisa se vende por $30 esta semana, 
y el precio crece a una tasa de $0.20 por semana, calcule 
la tasa de variación de la demanda. 


La medida de uno de los ángulos agudos de un triángulo 
rectángulo decrece a una tasa de Lx radfs. Si la longi- 
tud de la hipotenusa es constante y de 40 cm, determine 
qué tan rápido varía el área del triángulo cuando la me- 
dida del ángulo agudo es de Ñ Trad. 


Dos camiones, uno de los cuales viaja hacia el oeste y el 
otro hacia el sur, se aproximan a un crucero. Si los dos 
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36. 


37. 


38. 


camiones se desplazan a una tasa de k km/h, muestre que 
ellos se aproximan a una tasa de k 7 km/h cuando cada 
uno de ellos se encuentra a mm kilómetros del crucero. 


Un depósito horizontal para agua mide 16 m de longitud y 
sus extremos son trapecios isósceles con una altura de 4 m, 
base menor de 4 m y base mayor de 6 m. Se vierte agua en 
el depósito a una tasa de 10 m'/min. ¿Qué tan rápido 
sube el nivel del agua cuando ésta ha alcanzado una pro- 
fundidad de 2 m? 


En el ejercicio 36, si el nivel del agua decrece a una tasa 
de 25 cm/min cuando el agua tiene una profundidad de 
3 m, ¿a qué tasa sale el agua del depósito? 


Una escalera de 7 m de longitud está apoyada sobre una 
pared. Si la base de la escalera se empuja horizontalmente 
hacia la pared a una tasa de 1.5 m/s, ¿qué tan rápido se 
desliza hacia arriba la parte superior de la escalera sobre la 
pared cuando su base se encuentra a 2 metros de la pared? 
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39, 


40. 


41. 


Una escalera de 20 pie de longitud está recargada sobre un 
terraplén inclinado a 60% con respecto a la horizontal. Si la 
base de la escalera se mueve horizontalmente hacia el te- 
rraplén a una tasa de 1 piefs, qué tan rápido se desliza la 
parte superior de la escalera cuando la base está a 4 pies 
del terraplén. 


Una escalera de 30 pie de longitud está apoyada contra una 
pared, de modo que su extremo superior se desliza hacia 
abajo a una tasa de + piefs, ¿cuál es la tasa de variación de 
la medida del ángulo agudo formado por la escalera con el 
piso cuando el extremo superior está a 18 pie sobre el piso? 


Pd 
MN ABAD a 


Un avión que vuela con rapidez constante a una altura de 
10 000 pie sobre una trayectoria recta que lo llevará di- 
rectamente sobre un observador en tierra. En un instante 
dado, el observador nota que el ángulo de elevación del 
avión es de 371 rad y aumenta a una tasa de ¿2 radfs. 
Determine la rapidez del avión. 


42. 


43. 


45. 


Un bote está ubicado a 4 millas de la costa y tiene un 
radar transmisor que gira 32 veces por minuto, ¿Qué tan 
rápido se desplaza la onda emitida por el radar a lo largo 
de la costa cuando dicha onda forma un ángulo de 45% 
con la costa. 


Después de la explosión de despegue, un transbordador 
espacial se eleva verticalmente y un radar, ubicado a 
1 000 yd de la rampa de lanzamiento, sigue al transborda- 
dor. ¿Qué tan rápido gira el radar 10 segundos después de 
la explosión de despegue si en ese instante la velocidad 
del transbordador es de 100 yd/s encontrándose éste a 
500 yd del suelo? 


Se vierte agua en un depósito que tiene forma de cono 
invertido a una tasa de 8 pie*/min. El cono tiene una altura 
de 20 pie y un diámetro de 10 pie en la parte superior. Si 
hay una fuga en la parte inferior del depósito y el nivel del 
agua sube a una tasa de 1 pulgfmin cuando el agua tiene 
una profundidad de 16 pies, ¿qué tan rápido escapa el agua 
del depósito? 


Muestre que si el volumen de un globo decrece a una tasa 
proporcional al área de su superficie, el radio del globo 
se contrae a una tasa constante. 
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> SUGERENCIAS PARA LA REVISIÓN DEL CAPÍTULO 2 


1. 


Defina la recta tangente a la gráfica de una función en el 
punto P(x,, f(x). 


Defina la recta normal a una gráfica en un punto dado. 


Defina la derivada de una función f en un número x del 
dominio de f. 


Establezca dos fórmulas que proporcionen f'(x,), la de- 
rivada de la función fen el número x;. 


5. 


6. 


¿Cuál es la interpretación geométrica de la derivada de la 
función fen el número x,? 

¿Cuál es la notación de Lagrange para la derivada de la 
función fen el número x,? ¿Cuál es la notación de Leibniz 
para la derivada? 

¿Es posible que una función sea diferenciable en un nú- 
mero y no sea continua en ese número? Si la respuesta es 
sí, dé un ejemplo. Si la respuesta es no, establezca la razón. 


9. 


10. 


11. 


12, 


13, 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


21. 


22. 


23. 


¿Es posible que una función sea continua en un número y 
no sea diferenciable en ese número? Si la respuesta es sí, 
dé un ejemplo, si la respuesta es no, establezca la razón. 


Enuncie el teorema que proporciona la relación entre di- 
ferenciabilidad y continuidad de una función en un 
número. 


Establezca tres razones por las que una función no sea 
diferenciable en un número c y dibuje la gráfica de tal 
función en cada caso. 


Defina la derivada por la derecha y la derivada por la 
izquierda de una función f en el número x;. 


Invente un ejemplo de una función que no sea diferencia- 
ble en un número x, debido a que las derivadas por la dere- 
cha y por la izquierda de x, no son iguales aunque las dos 
derivadas laterales existan. 


Invente un ejemplo de una función que no sea diferenciable 
en un número x,, para la cual la gráfica de la función en el 
punto donde x = x, tiene una recta tangente vertical. 


Invente un ejemplo de una función que no sea continua ni 
diferenciable en un número particular de su dominio. 


¿Qué es el cociente de diferencias simétricas de la función 
fen el número a? 


¿Cuál es la mejor aproximación a f'(a) para una tolerancia 
específica: el cociente de diferencias simétricas o el co- 
ciente de diferencias estándar? 


Defina la derivada numérica de una función f en un 
número a. 


¿Por qué es más importante ahora la derivada numérica 
que antes del advenimiento de las computadoras elec- 
trónicas? 

¿La derivada numérica de una función en un número siem- 
pre proporciona una aproximación de la derivada real de la 
función en el número? Si la respuesta es sí, explique por 
qué. Si la respuesta es no, dé un ejemplo de una función 
que justifique su respuesta. 


¿Cómo se puede apoyar en la graficadora la derivada de 
una función calculada analíticamente? 


Enuncie los tres teoremas que permiten diferenciar cual- 
quier función polinomial. 


Si la función A es el producto de las funciones f y g, es- 
tablezca la regla de diferenciación para el producto que 
expresa la derivada de A en términos de f, g y sus derivadas. 


Si la función h es el cociente (f/g) de las funciones f y 
g, establezca la regla de diferenciación para el cociente 
que expresa la derivada de h en términos de f, g y sus 
derivadas. 

Si fes una función, ¿qué se entiende por la segunda deri- 
vada de f? ¿Qué se entiende por la tercera derivada de f? 
¿Cuántas derivadas diferentes tiene una función polinomial? 
¿Cuál es la notación de Leibniz para la segunda derivada? 
Suponga que una partícula se mueve a lo largo de una recta 


de acuerdo a la ecuación s = f(t). Defina la velocidad y la 
aceleración de la partícula ent = tf. 


28. 


29, 


30. 


31. 


32. 


33. 


34. 


35. 


37. 


38. 


39, 


40. 


41. 


42. 
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¿Cuál es la diferencia entre la velocidad y la rapidez en el 
movimiento rectilíneo? 


Sis = f(t) es la ecuación de movimiento de una partícula 
sobre una recta horizontal, ¿cómo se puede simular el mo- 
vimiento en la graficadora? 


Efectúe la sugerencia 29 si un objeto (por ejemplo, una 
pelota o una piedra) se mueve sobre una recta vertical. 


Sis = f(t) es una ecuación de movimiento de un obje- 
to que se mueve sobre una recta vertical, describa cómo 
determinaría analíticamente lo siguiente: qué tan alto 
llegará el objeto y cuánto tiempo le tomará alcanzar el 
punto más alto; la velocidad instantánea del objeto en un 
tiempo particular; la rapidez del objeto en un tiempo 
particular; la velocidad instantánea del objeto cuando 
éste vuelve al punto inicial. 


Interprete la derivada de una función f como una tasa de 
variación. 
Suponga que V(x) proporciona el volumen de un sólido en 


términos de la medida x. Interprete V'(x,) como una tasa 
de variación. 


En economía, suponga que C(x) proporciona el costo total 
de x unidades de cierta mercancía y que R(x) es la utilidad 
total recibida cuando x unidades son vendidas. Interprete 
el costo marginal, C(x), y la utilidad marginal, Rx), 
como tasas de variación. 


¿Cómo aplican los economistas la derivada para aproxi- 
mar el costo de producción de una unidad adicional des- 
pués de que se han producido k unidades y cómo aproximan 
la utilidad por la venta de una unidad adicional después 
de que se han vendido k unidades? 


Proporcione ejemplos en los que se aplique la derivada 
como tasa de variación en dos disciplinas diferentes de la 
geometría y de la economía. 


Enuncie los teoremas que proporcionan las derivadas de 
sen x, Cos x, tan x, cot x, sec x y esc x, donde x es un nú- 
mero real. 


Indique dos de los límites importantes del capítulo 1 que se 
utilizan para demostrar los teoremas que proporcionan la 
derivada de sen x y cos x. 


Para aplicar los teoremas de la sugerencia 37 a fin de ob- 
tener las derivadas de las funciones trigonométricas de 8, 
donde 0 es la medida de un ángulo, ¿por qué 6 debe me- 
dirse en radianes? 


¿Cómo se aplican las derivadas de las seis funciones tri- 
gonométricas para dibujar sus gráficas? 


¿Por qué es necesario el Cálculo para dibujar de manera 
formal las gráficas de las seis funciones trigonométricas, 
las cuales pueden obtenerse en cursos previos al de Cálculo 
sólo aplicando consideraciones intuitivas? 


Si la función A es la composición de las funciones f y 
g, esto es, h = f og, ¿en qué números deben ser di- 
ferenciables las funciones f y g si h es diferenciable en el 
número x,? 
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43. Enuncie la regla de la cadena que proporciona la fórmu- 
la para la derivada de la composición de las funciones 
fyg 

44. Invente un ejemplo que muestre cómo se utiliza la regla de 
la cadena para calcular la derivada de una función h, la 
cual es la composición de dos funciones siendo una de 
ellas una función trigonométrica. 


45. Invente un ejemplo que muestre cómo se aplica la regla de 
la cadena para calcular la derivada de la función A, la cual 
es la composición de dos funciones algebraicas, siendo 
sólo una de ellas un polinomio. 


46. ¿Qué condiciones son necesarias para que el movimien- 
to de una partícula sobre una recta horizontal sea ar- 
mónico simple? 


47. Enuncie la fórmula para la derivada de la función poten- 
cia para exponentes racionales. 


48. Invente un ejemplo que muestre el cálculo de la deriva- 
da de la función compuesta f o g, donde f es la función 
potencia para un exponente racional no entero y g es una 
función trigonométrica. 


49. ¿Cómo se calcula la derivada de la función valor absoluto 
empleando teoremas de diferenciación en lugar de la defi- 
nición de derivada? Muéstrelo al calcular la derivada de 
| x-5 | . 

50. Distinga entre la definición de función explícita y fun- 
ción implícita, 


51. ¿Qué significa diferenciación implícita? 


52. ¿Cómo se aplica la regla de la cadena cuando se utiliza di- 


e . d 
ferenciación implícita para determinar 2 


Ñ 9 dx 
una ecuación en x y y? 


dy 
53. d Icula 
3. Cuando se calcula de 


a partir de 


mediante diferenciación implí- 
cita a partir de una ecuación en x y y, ¿para qué funcio- 
dy 
nes —— es la derivada? 
dx 
54. ¿Qué es un problema de tasas de variación relacionadas? 
Invente un ejemplo. 


55, Cuando se definen las variables en la solución de un pro- 
blema de tasas de variación relacionadas, ¿cuál es la va- 
riable que debe definirse primero y por qué? 


56. Después de definir la primera variable en la solución de 
un problema de tasas de variación relacionadas, ¿cómo 
se deben definir las otras variables? 


57. En la solución de un problema de tasas de variación re- 
lacionadas, cuando se obtiene una ecuación que relacio- 
na las variables, ¿con respecto a qué variable se debe 
diferenciar? 


58. ¿Cómo se utiliza la diferenciación implícita en la solución 
de un problema de tasas de variación relacionadas? 


> EJERCICIOS DE REPASO PARA EL CAPÍTULO 2 


En los ejercicios 1 a 14, calcule la derivada de la función. 
L f0) = 5 - 712 + 2x- 3 
2. ela) = 5? + 317) 


2 4 4 3 
Si y 4/0= 3-3 
5. Fo) = 2x1 - Ly 6 Gay > 4H 

2 x-1 

7. G(0) = 6% - Ya? +t- 1) 
8. f0) = (1 - 20(4x? + 2x + 5) 

+1 y 
2 ¿0 = +5 10. Xy) = mE 


1. fín = (Qs? - 35 + DÍ 

1. Fa) = (4x* — 4x2 + 1978 

13. Fx) = (2 - DIR - 41 

14. 20) = 0-97 - 87 

En los ejercicios 15 a 20, determine la derivada. 
15. D(x + l)jsenx — xcos x] 

16. D,(sen? 31) 


17. Elan 41) 


19. D, [sen (cos 3w) — sen w cos 3w] 
20. D,[tan 2x secx + tan (2 sec x)] 


2 


d l 
18 £ z 
8 dlrcos -) 


En los ejercicios 21 a 24, calcule la derivada de la función 
y apoye la respuesta trazando las gráficas de la respuesta y 
la derivada numérica en x en el mismo rectángulo de ins- 
pección. 


2 
0.50 ( 2) 


22. 80) = 7 5 


l+x2 
sen x 


23. e(1) = Ea 24. fa) = 


En los ejercicios 25 a 28, obtenga DS 


25, 41? + 4y?-y=0 

26. xy? + 2y? =x- 2y 

27. tanx + tany = xy 

28. sen(x + y) + sen(x — y) = 1 


Los ejercicios 29 y 30 tratan acerca de la función continua f 
cuyo dominio es el conjunto de todos los números reales y su 
gráfica se presenta en la figura adjunta. Suponga que cada 
parte de la gráfica que parece ser un segmento de recta es un 
segmento de recta. En cada ejercicio haga lo siguiente: 
(a) Defina f a trozos: Calcule (b) f'"(-2), tc) f' 2), (d) f' 0), 
(e) FLO (SP) F'-0) y (8) f",2). (h) ¿En qué números f no es 
diferenciable ? 


29. 


y=(1+3)-4 


En los ejercicios 31 y 32, dibuje la gráfica de una función con- 
tinua f cuyo dominio sea el conjunto de todos los números rea- 
les, la cual satisface las propiedades indicadas. 


31. La función f es diferenciable en cualquier número excepto 
en 2 y 2; f(x) > Osix < 2;f£2) = 0,0 < f(x) < 3 
si 2 <x< 2;f(0) = 3,fQ2) = 0,f) <Osix > 2; 
FED = 10) = 0,80) = -1,f,(2) =-2; 

SOS _ 


lím x+2 


1227 


—o00, 


32. La función f es diferenciable en cualquier número excep- 
to en —1, O, y 1; el contradominio de f es (oo, +09); 
FED = 00) =1: £0) =3, £ED) = 11 £,6D)= 
BLA =0FD) = 1; tm LLO - 400, 

+ 1>0 


Xx 
33, Determine una ecuación de la recta tangente a la curva 
y = x? — 3x — 1 enel punto (2, 1) y apoye su respuesta 
trazando la recta y la curva en el mismo rectángulo de 


inspección. 

34. Obtenga una ecuación de la recta normal a la curva 
8x 

y = 1243 en el punto (3, 2) y apoye su respuesta tra- 


zando la recta y la curva en el mismo rectángulo de ins- 
pección. 
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35. Encuentre ecuaciones de las rectas tangentes a la curva 
y = 2x? + 4x? — x que tengan pendiente 2 y apoye su 
respuesta trazando las rectas y la curva en el mismo rec- 
tángulo de inspección. 


36. Determine una ecuación de la recta normal a la curva 


x-— y = ¿[x + y enel punto (3, 1). 


37. Obtenga ecuaciones de las rectas tangente y normal a la 
curva 2x? + 2y? — 9xy = Oenel punto (2, 1). 


38. Encuentre ecuaciones de las rectas tangente y normal a la 
curva y = 8 sen? 2x en el punto (5% 1) y apoye su res- 
puesta trazando las rectas y la curva en el mismo rectán- 
gulo de inspección. 


39. Demuestre que la recta tangente a la curva y = —x% + 


2x? + xenel punto (1, 2) también es tangente a la curva 
en otro punto, y determine ese punto. 


40. Demuestre que las rectas tangentes a las curvas 


dy xy x+5y=0 


xi -4y+5x+y=0 


son perpendiculares en el origen. 


dy. 
41. Encuentre ds 5y= y3 - 2x 


42. Sea 2 = y!*, donde k es una constante y y es una fun- 


3 
de x. Exprese el en términos de y y k. 


43. Sea f(x) = re + ¿0 + Er + 8x + 2. Para qué 
valores de x se tiene que f'(x) > 0? 


44. Determine la tasa de variación de y con respecto a x en el 
punto (3, 2) si 7y? -- xy? = 4, 


En los ejercicios 45 y 46, una partícula se mueve a lo largo de 
una recta horizontal de acuerdo a la ecuación dada, donde s 
metros es la distancia dirigida de la partícula desde un punto O 
a los t segundos. El sentido positivo se considera hacia la de- 
recha. Determine los intervalos de tiempo en los que el mo- 
vimiento es haciá ta derecha y en los que es a la izquierda. 
También determihe cuándo la partícula cambia su sentido. 
Muestre el compbrtámiento del movimiento mediante una fi- 
gura similar a la figura 2 de la sección 2.5, eligiendo los va- 
lores de t al azar pero de modo que incluya los valores de t 
donde la partícula cdmbiá de sentido. Apoye los resultados 
simulando el móvimiento lle la partícula en la graficadora. 
45. s = 289 +3 - 121-5 

t-1 > 
2-21+5 
En los «ejercicios 47 y 48, una partícula se mueve a lo lar- 
go de. una: recta horizórttal de acuerdo a la ecuación dada, 
donde a los t segundos s metros es la distdritla dirigida de la 
partícula desde el origen, v metros por segundo es la velo- 
cidad, y a metros por segundo por segundo es la aceleración 
de la partícula. Calcule v y a en términos de t. Elabore una 
tabla semejante a la tabla 3 de la sección 2.5 que proporcio- 
ne una descripción de la posición y movimiento de la par- 


46. s = 
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tícula. Incluya en la tabla los intervalos de tiempo en los 
que la partícula se mueve a la izquierda y en los que se 
mueve a la derecha; los intervalos en los que la velocidad 
es creciente y en los que es decreciente; los intervalos en 
los que la rapidez es creciente y en los que es decreciente; 
y la posición de la partícula con respecto al origen duran- 
te estos intervalos de tiempo. Muestre el comporta- 
miento del movimiento mediante una figura similar a la 
figura 10 de la sección 2.5. Apoye los resultados simu- 
lando el movimiento de la partícula en la graficadora. 


4-9 +6? - P 
48. s =P -34-9+13 


En los ejercicios 49 y 50, una partícula se mueve a lo largo de 
una recta horizontal de acuerdo a la ecuación dada, donde s pies 
es la distancia dirigida de la partícula desde el origen a los t 
segundos. Determine el tiempo cuando la aceleración instan- 
tánea es cero, después calcule la distancia dirigida de la par- 
tícula desde el origen y la velocidad instantánea en ese tiempo. 


E 
E 
w 
tl 


120 
120 


499. s=97 + 2/2 +1 1>0 
50 s= ¿04282 10 


51. Un excursionista perdido en un bosque es descubierto des- 
de un helicóptero. Los rescatistas lanzaron una valija 
con alimentos al excursionista desde una altura de 200 pie. 
(a) Utilice la ecuación (10) de la sección 2.5 para escribir 
una ecuación del movimiento de la valija, y simular el 
movimiento en la graficadora. (b) Determine la velocidad 
instantánea de la valija en 1 s y en 3 s. (c) Calcule el tiem- 
po que le tomará a la valija llegar al suelo. (d) ¿Cuál es la 
rapidez de la valija al momento de tocar el suelo? 


A 


52. Realice el ejercicio 51 considerando ahora que la valija 
con alimentos se lanza hacia abajo desde el helicóptero con 
una velocidad inicial de 20 piefs. 


53. Se lanza una pelota verticalmente hacia arriba desde la par- 
te superior de un edificio de 112 pie de altura con una 
velocidad inicial de 96 piefs. (a) Emplee la ecuación (10) 
de la sección 2.5 para escribir una ecuación del movimien- 
to de la pelota, y simular el movimiento en la graficadora. 


(b) Estime qué tan alto llegará la pelota y cuánto tiempo le 
tomará alcanzar el punto más alto. (c) Confirme las esti- 
maciones del inciso (b) analíticamente. (d) Estime cuánto 
tiempo le tomará a la pelota llegar al suelo. (e) Confirme 
la estimación del inciso (d) analíticamente. (f) Calcule la 
velocidad instantánea de la pelota a los 2 s y a los 4 s. 
(g) Determine la rapidez de la pelota a los 2 s y a los 
4 s. (h) Obtenga la velocidad instantánea de la pelota 
cuando ésta alcanza el suelo. 
En los ejercicios 54 a 56, una partícula se mueve a lo largo de 
una recta horizontal de acuerdo a la ecuación de movimiento 
dada, donde a los t segundos, s metros es la distancia dirigida 
de la partícula desde el origen, v metros por segundo es la 
velocidad, y a metros por segundo por segundo es la acele- 
ración de la partícula. (a) Calcule v y a en términos de t. 
(b) Muestre que el movimiento es armónico simple. (c) Simule 
el movimiento en la graficadora. 
54. s =5- 2cos?1 
55. s 
56. s = sen(dt + o) + sen(4t + ¿Dm 


cos 21 + 2 sen 21 


57. Un fabricante puede obtener una ganancia de $200 por 
Cada artículo que no exceda a los 800 artículos produ- 
cidos cada semana. La ganancia disminuye $0.20 por 
artículo que exceda los 800. (a) Obtenga un modelo ma- 
temático que exprese la ganancia semanal del fabricante 
como una función del número de artículos producidos 
cada semana. Aunque la variable independiente, por de- 
finición, represente un número entero no negativo, consi- 
dere que ésta denota un número real no negativo a fin de 
que se cumplan los requisitos necesarios para la conti- 
nuidad. (b) Demuestre que la función del inciso (a) es 
continua en su dominio. (c) Determine si la función del 
inciso (a) es diferenciable en 800. 


58. La ley de Stefan establece que un cuerpo emite energía 
radiante de acuerdo a la fórmula R = kT*, donde R es la 
medida de la tasa de emisión de la energía radiante por uni- 
dad cuadrada de área, T es la medida de la temperatura 
Kelvin de la superficie, y k es una constante. Calcule (a) la 
tasa promedio de variación de R con respecto a T cuando T 
crece de 200 a 300; (b) la tasa instantánea de variación de 
R con respecto a T cuando T = 200. 


59. Si A unidades cuadradas es el área de un triángulo rectán- 
gulo isósceles para el cual cada cateto mide x unidades de 
longitud, calcule (a) la tása promedio de variación de A con 
respecto a x cuando x varía de 8.00 a 8.01; (b) la tasa 
instantánea de variación de A con respecto a x cuando 
x = 8.00. 


60. Si y = An, calcule la tasa relativa de variación de y con 
respecto a x cuando (a) x = 8, y (b) x = c, donde c es 
una constante. 


61. La ecuación de oferta para una calculadora es 
y.= m? + m, donde 100y calculadoras se suminis- 
tran cuando el precio de cada calculadora es m dólares. 
Obtenga (a) la tasa promedio de variación de la oferta 
con respecto al precio cuando éste se incrementa de $16 
a $17; (b) la tasa de variación instantánea (o marginal) de 
la oferta con respecto al precio cuando éste es de $16. 
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62. El teorema del residuo de álgebra elemental establece que 
si P(x) es un polinomio y x y r son cualesquiera dos núme- 
ros reales, entonces existe un polinomio Q(x) tal que 


P() = QA — r) + P(r). ¡Cuálesel valorde lím Q(x)? 


63. Utilice la definición de derivada para calcular f'(-5) si 
fa. 


x+2' 
64. Utilice la definición de derivada para calcular f'(x) 
sif(o) = 3x? - Sx+ 1. 


65. Utilice la definición de derivada para calcular f(x) si 


fa) = y4x-3. 
66. Utilice la definición de derivada para calcular f'5) 


sif() = y3x +1. 
67. Determine f"(msif() = y2 +cosx. 


69. Encuentre f(x) si f(x) = (]x + 1] - |x]? 

70. Obtenga 3) si f(x) = (|x] - )/9x. 

En los ejercicios 71 y 72, la ecuación describe el movimiento de 
un cuerpo suspendido de un resorte que vibra verticalmente, 
donde s centímetros es la distancia dirigida del cuerpo desde 
su posición central (el origen) a los t segundos y el sentido po- 
sitivo es hacia arriba. (a) Obtenga la velocidad y la acelera- 
ción del cuerpo para cualquier t. (b) Muestre que el movimiento 
es armónico simple. (c) Determine la amplitud, el periodo y la 
frecuencia del movimiento. (d) Simule el movimiento hacia 
arriba y hacia abajo del resorte en la graficadora. (e) Trace la 
gráfica de la ecuación de movimiento, 


TV. s = TL os= 


5 sen ¿a 6 cos m(4t — 2) 


En los ejercicios 73 y 74, una partícula se mueve a lo largo de 
una recta de acuerdo a la ecuación de movimiento dada, donde 
a los t segundos, s pies es la distancia dirigida de la partícula 
desde el origen, v pies por segundo es la velocidad y a pies 
por segundo es la aceleración. (a) Calcule v y a en términos de 
t. (b) Muestre que el movimiento es armónico simple. (c) Simule 
el movimiento en la graficadora. 


73. s = 2cos(31 + 7) + 4sen(3r — 
74. s = 3 - 6sen 41 
75, 


1 
¿7 

Si una partícula se mueve a lo largo de una recta de acuer- 
do a la ecuación de movimiento s = cos 2f + cos t, de- 
muestre que el movimiento no es armónico simple. 


76. Una partícula se mueve a lo largo de una recta de acuerdo a 
la ecuación de movimiento s = ya + bt? , donde a y b 
son constantes positivas, Demuestre que la medida de la 
aceleración de la partícula es inversamente proporcional a 


s” para cualquier £. 


77. Si C(x) dólares es el costo total por fabricar x sillas, y 
Cm) = x? + 40x + 800, determine (a) la función de 
costo marginal; (b) el costo marginal cuando se producen 
20 sillas; (e) El costo real por producir la silla 21. 

78. La utilidad total recibida por la venta de x lámparas es 
R(x) dólares y R(x) = 100x — ¿x?. Calcule (a) la fun- 
ción de utilidad marginal; (b) la utilidad marginal cuando 
x = 15; (c) la utilidad real por la venta de la lámpara 16. 


Calcule f'(x) si f(x) = 3 sen? x — 4co8? x. pe 


79. 


80. 


81. 


83. 


En un lago, un pez depredador se alimenta de un pez pe- 
queño, y la población de depredadores en cualquier tiem- 
po es una función del número de peces pequeños en el 
lago en ese tiempo. Suponga que cuando hay x peces pe- 
queños en el lago, la población de depredadores es 
y= 0? 4 + 40. Si la temporada de pesca 
terminó hace t semanas, x = 300t + 375. ¿A qué tasa 
crece la población de depredadores 10 semanas después 
de que se cerró la temporada de pesca. No exprese y en 
términos de £, utilice la regla de la cadena. 


La ecuación de demanda para cierta barra de dulce es 
px + x + 20p = 3000 


donde 1 000x barras de dulce son requeridas por semana 
cuando p centavos es el precio por barra. Si el precio actual 
es de 49 centavos por barra y el precio por barra crece a una 
tasa de 0.2 centavos cada semana, determine la tasa de 
variación de la demanda. 


Un barco zarpó a mediodía y viaja hacia el oeste a 
20 nudos. A las 6 p.m. un segundo barco zarpó del mismo 
puerto y navega hacia el noroeste a 15 nudos. ¿Qué tan 
rápido se alejan los dos barcos cuando el segundo ha re- 
corrido 90 millas náuticas? 


. Unrecipiente mide 80 m de longitud y su sección tranversal 


es un trapecio isósceles con lados iguales de 10 m, base 
mayor de 17 m y base menor de 5 m. En el instante en que 
el agua ha alcanzado una profundidad de 5 m, determine 
la tasa a la cual el agua escapa si su nivel disminuye a una 
tasa de 0.1 m/h. 


Un embudo de forma cónica tiene un diámetro de 10 pulg 
en su parte superior y 8 pulg de profundidad. El agua entra 
al embudo a una tasa de 12 pulg?/s y sale de él a una tasa 
de 4 pulg?/s. ¿Qué tan rápido se eleva la superficie del 
agua cuando ésta tiene una profundidad de 5 pulg? 


” 196 CAPÍTULO 2 DERIVADA Y DIFERENCIACIÓN 


s4. 


85. 


86. 


87. 


88. 


89, 


91. 


92. 


Conforme el último carro de un tren pasa debajo de un 
puente, un automóvil cruza, por encima del puente, las vías 
del ferrocarril en forma perpendicular a 30 pie encima de 
ellas. El tren se desplaza a una tasa de 80 pie/s y el auto- 
móvil a una tasa de 40 pie/s. ¿Qué tan rápido se separan 
el tren y el automóvil después de 2 s? 


Un hombre de 6 pie de estatura camina hacia un edificio a 
una tasa de 4 piefs. Si hay una lámpara en el piso a 40 pie 
del edificio, ¿qué tan rápido disminuye la sombra del 
hombre proyectada en el edificio cuando él está a 30 pie 
del edificio? 


Una persona tiene una quemadura en su piel de forma 
circular. Si el radio de la quemadura decrece a una tasa de 
0.05 cm por día, cuando éste es de 1.0 cm, ¿cuál es la tasa 
de decrecimiento del área de la quemadura en ese instante? 


Sea 


fa) = le +2 


six <3 


20-x? si3<x 


(a) Dibuje la gráfica de f. (b) Determine si f es conti- 
nua en 3, (c) Determine si fes diferenciable en 3. 
Sea 


_Jx2-16 
10 (77 


six<4 
si4<x 


(a) Dibuje la gráfica de f. (b) Determine si f es continua 

en 4. (c) Determine si fes diferenciable en 4. 

Sea f() = |x|*. (a) Dibuje la gráfica de f. (b) Calcule 
lim. f(x) si existe. (e) Obtenga f'(0) si existe. 

> 


Sea f09) = x? sen x. (a) ¿En qué números es f diferen- 
ciable? (b) ¿Es f' continua en su dominio? 


Sea 
a?d+bosix<l 
0 sil<x 
|x| 


determine los valores de a y b tales que f(1) exista. 
Suponga que 
3 
fa) = ja 


six<l 


a?d+bx+o sil<x 


Determine los valores de a, b y c tales que f"(1) exista. 


93, 


95. 


98. 


99. 


100. 


101. 


102. 


103, 


104, 


Demuestre que la recta tangente en cualquier punto tx, y) 
de la circunferencia 


2 


x2+y= p 


es perpendicular a la recta que pasa por el punto (x,, yy) y el 
centro de la circunferencia. 

dx 
Y2x5 - 6x +1 
derivada de f o g en dos formas: (a) primero obtenga 
(£ o 8)G) y después calcule (f o g)'(x); (b) utilice la regla 
de la cadena. 


Siflu) = L y 20) = , calcule la deri- 


Suponga que f(x) = 3x + |x| y g(1) = dx - 3 1x1. 
Demuestre que f'(0) ni g'(0) existen pero que 
(f o g)(0) existe. 


Dé un ejemplo de dos funciones f y g de modo que f sea 
diferenciable en g(0), que g no sea diferenciable en 0, y que 
f o g sea diferenciable en 0. 


Dé un ejemplo de dos funciones f y g de modo que f 
no sea diferenciable en g(0), que g sea diferenciable en 
O, y f 9 g sea diferenciable en O. 


Sea 


0 six<o0 
xi si0<x 


fa) = | 


donde n es un número entero positivo. (a) ¿Para qué va- 
lores de n es f continua para todos los valores de x? 
(b) ¿Para qué valores de n es f diferenciable para todos los 
valores de x? (e) ¿Para qué valores de n es f' continua en 
todos los valores de x? 


Si f(x) existe, demuestre que 


lm xf(4) - Af) 


x= Xx 


= f(x) - x18x,) 
xx 
Sean f y g dos funciones cuyos dominios son el con- 
junto de todos los números reales. Además, suponga 
que (1) g(x) = xf(0) + l; (ii) g(a + b) = gla): g(b) 
para toda a y b; (ii) lim f(x) = 1. Demuestre que 
800) = glo. poa 
Si las dos funciones f y g son diferenciables en el nú- 
mero x,, ¿es la función compuesta f * g necesariamen- 
te diferenciable en el número x,? Si la respuesta es sí, 
demuéstrelo. Si la respuesta es no, dé un contraejemplo. 


Suponga que g(x) = 1 fa) |. Si f(x) existe y f(x) * 0, 
demuestre que 

LO) Fx) 

MON 

Demuestre que D,'(sen x) = sen(x + Ln2). Suge- 
rencia: utilice inducción matemática y las fórmulas 
sen(x + e) = COS x 0 cosíx + 37) = -sen x des- 
pués de cada diferenciación. 


go x) = 


Si y = Tas demuestre por medio de inducción 
matemática que o BPE 
dx” (1-2 x)"+! 


caciones que invalue 
frena absoluto. en un. 


- gráficas de funciones. : : 
Aplicaciones adicionales 
sobre extremos absolutos : 
Aproximaciones mediante el 
método de Newton, de la: 
recta tangente y de 
diferenciales. 


te de la recta tangente proporciona información 

acerca del comportamiento de las funciones y 
de sus gráficas. Se inicia la sección 3.1 con la definición 
y determinación de valores de fmción máximos y mínimos. 
Las aplicaciones del mundo real de máximos y mínimos se 
presentan en muchos campos diversos como lo 
averiguará cuando estudie las secciones 3.2 y 3.9. En 
particular, se determinará la viga más resistente que 
pueda cortarse de un tronco cilíndrico así como las 
dimensiones de la caja que requiere la mínima cantidad 
de material para un volumen específico. 

Uno de los teoremas más importantes en Cálculo es el 
teorema del yalor medio el cual se trata en la sección 3.3. 
Este teorema se utiliza en la demostración de muchos 
teoremas tanto del Cálculo Diferencial como del Cálculo 
Integral, así como de otras materias como el Análisis 
Numérico. 

En las secciones 3.4 a 3.6 se aplica la derivada en 
técnicas para graficar funciones. Estas técnicas son impor- 
tantes debido a que proporcionan medios de confirmación 
analítica que pueden aplicarse a las conjeturas obtenidas a 
partir de la graficadora. 

En ocasiones, el comportamiento de cierta gráfica 
no es evidente, si pasa o no por ciertos puntos, según se 
muestra en la pantalla de la graficadora, de modo que 
se necesita el Cálculo para determinar propiedades es- 
pecíficas de las gráficas. Por ejemplo, la derivada revela 

los intervalos en donde la función es creciente y en 
dande es decreciente. la derivada también permite 
localizar los puntos donde la recta tangente es 
horizontal, así como determinar los intervalos en los 
que la gráfica está por arriba de la recta tangente 
y los intervalos en los que está por debajo de la 
recta tangente. 

En la sección 3.7 se estudiarán los límites al 
infinito y se aplicarán en la determinación de 
asíntotas horizontales de las gráficas. En la 
sección final del capítulo se estudian tres 
procesos numéricos utilizados para 

aproximar valores de función. 


L a interpretación de la derivada como la pendien- 
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3.1 VALORES MAXIMOS Y MINIMOS DE FUNCIONES 


Una aplicación importante de la derivada es determinar dónde una función 
alcanza sus valores máximos y mínimos (extremos). En esta sección se ini- 
ciará el estudio de los valores extremos de una función con los extremos re- 
lativos, extremos absolutos y el teorema del valor extremo. Las aplicaciones 
de estos conceptos se presentan en la próxima sección. 


3.1.1 Definición de 
La función f tiene un valor máximo relativo en el número c si existe 


FIGURA 1 


Las figuras 1 y 2 muestran una porción de la gráfica de una función que 
tiene un valor máximo relativo en c. 


3.1.2 Definición de 


Las figuras 3 y 4 muestran una porción de la gráfica de una función que 


a E > e tiene un valor mínimo relativo en c. 
A ———_ 


El teorema siguiente se utiliza para determinar los números posibles en 
los que una función tiene un extremo relativo. 


3.1.3 Teorema 


Si f(x) existe para todos los valores de x en el intervalo abierto (a, b), 
y si f tiene «un extremo relativo-en c, donde a < e < b, y además 
f'(c) existe, entonces f'(c) = 


La demostración de este teorema se dará al final de esta sección. En tér- 


—— $ minos geométricos, el teorema establece que si f tiene un extremo relativo 
j : en c, y si f'(c) existe, entonces la gráfica de f debe tener una recta tangente 
FIGURA 3 horizontal en el punto donde x = c. Observe que esta situación se presenta 


en las gráficas de las figuras 1 y 3. El teorema también indica que si fes una 
función diferenciable, entonces los únicos números posibles c para los cua- 
les f puede tener un extremo relativo son aquellos en los que f'(c) = 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Sea fla función definida por 


foO=xX*-4+5 


> ox Entonces f(x) = 2x — 4. Como f(2) = 0, f puede tener un extremo 
relativo en 2. Puesto que f(2) = 1 y 1 < f(x) cuando x < 20 x > 2, la 
FIGURA 4 definición 3.1.2 garantiza que f tiene un valor mínimo relativo en 2. La fi- 


a c b 


fa) =x 1-4 +5 


FIGURA 5 


fo =GM-19+2 


FIGURA 6 


_J2x-1 six<3 
dd cn si3<x 


FIGURA 7 
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gura 5 muestra la gráfica de f, una parábola cuyo vértice está en el punto 
(2, 1) en donde la gráfica tiene una recta tangente horizontal. 


Observe que f'(c) puede ser igual a cero aunque f no tenga un extremo 
relativo en c, como se muestra en el ejemplo ilustrativo siguiente. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 


nida por 


Considere la función f defi- 


FO) =(- 19 +2 


Entonces f'(x) = 3(x — 1)?. Debido a que f'(1) = O, f puede tener un extre- 
mo relativo en 1. Sin embargo, como f(1) = 2y 2 > f(x) cuando x < 1, y 
2 < f(x) cuando x > 1, no se puede aplicar ninguna de las definiciones 
3.1.1 y 3.1.2. De modo que f no tiene un extremo relativo en 1. La gráfica de 
esta función, mostrada en la figura 6, tiene una recta tangente horizontal en 
el punto (1, 2), lo cual es consistente con el hecho de que la derivada sea 
cero en ese punto. >! 


Una función puede tener un extremo relativo en un número en el que la 
derivada no exista. Esta situación se presenta para las funciones cuyas grá- 
ficas se muestran en las figuras 2 y 4, así como para la función del ejemplo 
ilustrativo siguiente. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 seaf a función definida por 


_|2x=1 six<3 
10 = (PT! si3<x 


La gráfica de esta función se presenta en la figura 7, la cual muestra que f 
tiene un valor máximo relativo en 3. La derivada por la izquierda en 3 está 
dada por f' (3) = 2, y la derivada por la derecha en 3 está determinada por 
f",(3) = -1. Por tanto, se concluye que f'(3) no existe. d 


El ejemplo ilustrativo 3 muestra por qué la condición “f'(c) existe” debe 
incluirse en la hipótesis del teorema 3.1.3. 

Es posible que una función pueda estar definida en un número c donde 
f'(cJ ño exista y sin embargo, f no tenga un extremo relativo en ese número. 
El ejemplo ilustrativo siguiente presenta una de estas funciones. 


D EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 ' sea fla función definida por 
fo) = «18 
El dominio de fes el conjunto de todos los números reales, y su derivada es 


LN A 
FO) = 312ñ3 six*0 


Además, f'(0) no existe. La figura 8 muestra la gráfica de f. La función no 
tiene extremos relativos. 

En resumen, si una función f está definida en un número c, una con- 
dición necesaria para que f tenga un extremo relativo en c es que f'(c) = 0 
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fo =P 


FIGURA 8 


E-10, 10] por [-10, 10] 


FO = 4 +40 - 2? - 12: 


FIGURA 9 


o que f'(c) no exista. Tenga en cuenta que esta condición es necesaria pero 


no suficiente. 


Si c es un número del dominio de la función f, yisi f'(c)] = 00 f'(c) | 
= no existe, éntorices e es un número crítico de f. Una de las 2 


osibilidades 


Debido a esta definición y a la discusión PA condición nece- 
saria, pero no suficiente, para que una función tenga un extremo relativo en 


pr A ES 
Cc es que c sea un número crítico. 


» EJEMPLO 1 Sea fla función definida por 
FW) = 1% + 4x7 - 21? - 12x 


(a) Estime gráficamente con aproximación de décimos los números críticos 
de f. 
(b) Confirme analíticamente las respuestas del inciso (a). 


Solución 

(a) Como f(x) es un polinomio, f'(x) existe en todo número. Por tanto, los 
únicos números críticos son aquellos valores de x para los que f'(x) = 0, 
esto es, las coordenadas x de los puntos de la gráfica de f para los que la 
recta tangente es horizontal. La figura 9 muestra la gráfica de f trazada en 
el rectángulo de inspección de [-10, 10) por [-10, 10]. En la graficadora, 
la recta tangente parece horizontal en los puntos (3.0, —9.0), (-1.0, 7.0) 
y (1.0, -9.0). De este modo, se estima que los números críticos son -3.0, 
1.0 y 1.0. 

(b) Se calcula f'(x), se iguala a cero y se despeja x. 


4x3 + 1212? - 4x-12=0 


13+32-x-3=0 

Mardy a+ D=0 

a+ 30?-1)=0 
x+3=0 2-1=0 
x=-3 =1 
x= ¿+ 


De este modo se ha confirmado que los números críticos son—3,-1 y 1. 4 


DP EJEMPLO 2 


(a) Determine los números críticos de la función definida por 
O = AB y 4x3 


Apoye las respuestas del inciso (a) gráficamente en dos formas: (b) trace la 
gráfica de f; (c) trace la gráfica de NDER(f(x), x). 
Solución 
(a) = 084 30 
= toa +1) 


4 +1) 
312/3 


[=5, 5] por [=S, 5] 
0 =P + 4yó 


FIGURA 10 


[55, 5] por [S5, 5] 


NDER (4% + 41%, y) 


FIGURA 11 
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Cuando x = —1, f'(x) = 0, y cuando x = 0, f'(x) no existe. Tanto —1 
como O están en el dominio de f; por tanto, los números críticos de f 
son—1 y 0, 

(b) La figura 10 muestra la gráfica de f trazada en el rectángulo de inspec- 
ción de [-5, 5] por [=5, 5]. La gráfica parece tener una rectatangente 
horizontal en el punto (-1, —3) y una recta tangente vertical en el punto 
(0, 0). Por tanto, la pendiente de la recta tangente es O cuando x = —l y 
la recta tangente no tiene pendiente cuando x = 0, Estos hechos apo- 
yan las respuestas del inciso (a). 

€) La figura 11 presenta la gráfica de NDE Xx), x) trazada en el rectán- 

gulo de inspección de [-S, 5] por [=5, 5]. Como la gráfica de f'(x) inter- 

secta al eje x en —1, 0), Ff(-1) = 0. La gráfica de f'(x) tiene al eje y 

como asíntota vertical, lo cual indica que f'(0) no existe. De nuevo, 

esto apoya las respuestas del inciso (a). | 


> EJEMPLO 3 Determine los números críticos de la función 
definida por 


g(x) = sen xcos x 
a 
Solución Como sen 2x = 2 sen xcos x, 


20) = +sen 2x 
8'(1) = 3(cos 2x)2 
cos 2x 


Puesto que g'(x) existe para toda x, los únicos números críticos son aquellos 
para los que g'(x) = 0. Como cos 2x = O cuando 


2x = ¿1 + kr donde k es cualquier número entero 


así, los números críticos de g son ja + +kx, donde k es cualquier nú- 
mero entero. 


Con frecuencia se trata con funciones definidas en un intervalo dado, y 
se desea determinar el valor de función más grande o más pequeño en el in- 
tervalo. Estos intervalos pueden ser cerrados, abiertos o cerrados en un e) 
mo y abiertos en el otro. El valor más grande de la función en un Hieralo 
se denomina valor máximo absoluto, y el valor más pequeño de la función 
en el intervalo se llama valor mínimo absoluto. A continuación se dan las 
definiciones precisas. 


3.1.5 Definición de valor máximo absoluto en un intervalo 


La función ftiene un valor máximo absoluto en un intervalo si existe 
a tal que f(c) > f(x) para toda x del inter- 
valo, El número f(c) es el valor máximo absoluto de f en el intervalo. 


3.1.6 Definición de valor mínimo absoluto en un intervalo | 


La función f tiene un valor mínimo absoluto en un intervalo si 
- existe algún número c en el intervalo talque f(c) < f(x) para toda x del 
- intervalo. El número f(c) es el valor mínimo absoluto de f en el in- 
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FO =2x x €[1,4) 


FIGURA 12 


fo=>2 163,21 


FIGURA 13 


fa= —=— 101,0 
V=x 


FIGURA 14 


Un extremo absoluto de una función en un intervalo es un valor máxi- 
mo absoluto o un valor mínimo absoluto de la función en el intervalo. Una 
función puede o no tener un extremo absoluto en un intervalo particular. En 
cada uno de los ejemplos ilustrativos siguientes se dan un intervalo y una fun- 
ción, y se determinan los extremos absolutos de la función en el intervalo, si 
es que existe alguno. 


s 


D EJEMPLO ILUSTRATIVO 5 Suponga que fes la función 
definida por 
FG) = 2x 


La gráfica de f en el intervalo [1, 4) se presenta en la figura 12. Esta función 
tiene un valor mínimo absoluto de 2 en [1, 4). No existe un valor máximo ab- 
soluto de fen [1, 4) porque lím f(x) = 8, pero f(x) siempre es menor que 
8 en el intervalo dado. dl 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 6 Considere la función f defi- 
nida por 
fo =-* 


La gráfica de f en el intervalo (-3, 2] se muestra en la figura 13. Esta función 
tiene valor máximo absoluto de O en (3, 2]. No existe un valor mínimo abso- 
luto de fen (3, 2] debido aque lim f(x) = —9, pero f(x) siempre es mayor 
que —9 en el intervalo dado. 7%" 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 7 La función f definida por 


Xx 


ro - == 


no tiene valor máximo absoluto ni valor mínimo absoluto en el intervalo 
(1, 1). La figura 14 muestra la gráfica de fen —1, 1). Observe que 


lim fo) = —00 lim f(x) = +00 4 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 8 sea fia función definida por 


x+l six<l 

fm = a sil <x 
La gráfica de f en [-5, 4] se presenta en la figura 15. El valor máximo absoluto 
de f en [=5, 4] ocurre en 1, y f(1) = 2; el valor mínimo absoluto de f en 
[=5, 4] ocurre en —5, y f(-5) = -4. Observe que f tiene un valor máximo rela- 
tivo en 1 y un valor mínimo relativo en 3. También note que 1 es un número 
crítco de f porque f'(1) no existe, y 3 es un número crítico de f porque 


SO) =0. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 9 La función f definida por 


fu) = 


x-3 
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G, 2) 


Ñ +1 six < 1 
fx) = x E [5, 4] 
Xx 


2 26x+7 sil<x 


FIGURA 15 


fo) = x€[,4,x 3 
FIGURA 16 

y 
A 
pa 

5 + 
1.0 
1 

+ Xx 


f0)=x*-4r+8 


FIGURA 17 


(4,1) 


no tiene valor máximo absoluto ni valor mínimo obsoluto en [2, 4]. La hai 
16 muestra la gráfica de f en este intervalo. Como lim FO) = 

FG) puede hacerse menor que cualquier número negativo mande 
3 — x > 0 y menor que una Ó positiva adecuada. También se tiene que 
mn FO) = +00, de modo que f(x) puede hacerse mayor que cualquier 


número positivo tomando x — 3 > 0 y menor que una d positiva con- 
veniente. 


Se puede hablar del extremo absoluto de una función cuando no se ha 
especificado ningún intervalo. En tal caso se hace referencia al extremo ab- 
soluto de la función en su dominio. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 10 La gráfica de la función f 
definida por 


f) =2-4x +38 


es la parábola mostrada en la figura 17. El punto más bajo de la pará- 
bola es el punto (2, 4), y la parábola abre hacia arriba. La función tiene un 
valor mínimo absoluto de 4 en x = 2. No existe el valor máximo absoluto 


de f. 4 


Con referencia a los ejemplos ilustrativos 5-10, se aprecia que el úni- 
co caso en el que existen tanto el valor máximo absoluto como el valor 
mínimo absoluto de la función es en el ejemplo ilustrativo 8, donde la fun- 
ción es continua en el intervalo cerrado [-5, 4]. En los otros ejemplos ilus- 
trativos no se tiene un intervalo cerrado o no se tiene una función continua. 
Si una función es continua en un intervalo cerrado, un teorema, llamado 
teorema del valor extremo, asegura que la función tiene un valor máximo 
absoluto y un valor mínimo absoluto en el intervalo. La demostración de este 
teorema, más allá del alcance de este texto y puede encontrarse en algún li- 
bro de Cálculo avanzado. 


3.1.7 Teorema del valor extremo 


Si la función f es continua en el intervalo cerrado [a, b], entonces f 
tiene un valor máximo absoluto y un valor mínimo absoluto en [a, b]. 


El teorema del valor extremo establece que la continuidad de una fun- 
ción en un intervalo cerrado es una condición suficiente para garantizar que la. 
función tiene un valor máximo absoluto y un valor mínimo absoluto en el 
intervalo. Sin embargo, no es una condición necesaria. Por ejemplo, la fun- 
ción cuya gráfica se muestra en la figura 18 tiene un valor máximo absoluto 
en x = c y un valor mínimo absoluto en x = d, aunque la función es dis- 
continua en el intervalo abierto (1, 1). 

Un extremo absoluto de una función continua en un intervalo cerrado. 
debe ser un extremo relativo o un valor de función en un exttemo del inter- 
valo. Debido a que una condición necesaria para que una función tenga un 
extremo relativo en un número c es que c sea un número crítico, de modo que 
el valor máximo absoluto y el valor mínimo absoluto de una función f con- 
tinua en un intervalo cerrado [a, b] puede determinarse mediante el procedi- 
miento siguiente: 
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FIGURA 18 


x 2 141 141 3 
f0| 3 466 -666 8 


22, 3] por [-10, 10] 


fuo=x- 6-1 


FIGURE 19 


[1, 5] por [-1, 3] 
$0) = (1-29 


FIGURA 20 


1. Determine los valores de la función en los números críticos de f 
en (a, b). 

2. Determine los valores de f(a) y f(b). 

3. El mayor de los valores determinados en los pasos 1 y 2 es el 
valor máximo absoluto, y el menor de los valores es el valor 
mínimo absoluto. 


> EJEMPLO 4 Determine los extremos absolutos de fen [2, 3] si 
FO =x*-6x- 1 
y apoye la respuesta gráficamente. 


Solución Como fes continua en [-2, 3], puede aplicarse el teorema del 
valor extremo. Para determinar los números críticos de f, primero se calcula 


Fa): 
f 0) =30%-6 


Debido a que f'(x) existe para todos los números reales, los únicos números 
críticos serán los valores de x para los que f'(x) = 0. Al igualar f'(x) a cero 
y resolver para x se tiene 


3?-6=0 
x= +42 
x= x3+1.41 


De modo que los números críticos de f son aproximadamente +1.41 
y cada uno de estos números está en el intervalo cerrado [-2, 3]. Los valores 
de función de los números críticos y de los extremos se muestran en la tabla 1. 

Por tanto, el valor máximo absoluto de f en el intervalo [-2, 3] es 8, el 
cual ocurre en el extremo derecho 3, y el valor mínimo absoluto de f en el in- 
tervalo [-2, 3] es aproximadamente —6.66, el cual ocurre en el número crí- 
tico 1.41, 

La figura 19 muestra la gráfica de f trazada en el rectángulo de inspec- * 
ción de [—2, 3] por [-10, 10]. Esta gráfica apoya las respuestas dadas. 4 


» EJEMPLO 5 Estime gráficamente los extremos absolutos de 
fen[1,5] si E 


fo) = (x- 294 
y confirme las respuestas analíticamente. 


Solución La gráfica de f trazada en el rectángulo de inspección de [1, 5] 
por [—1, 3] se muestra en la figura 20. De la gráfica, el valor mínimo absoluto 
es 0 y ocurre en x = 2, El valor máximo absoluto se tiene en el extremo de- 
recho 5, y en la calculadora, se estima que f(5) = 2.08. 

Al aplicar el teorema del valor extremo se confirman las respuestas 
analíticamente, puesto que fes continua er [1, 5]. Como 


2 


LO = 37 
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no existe valor de x para el cual f'(x) = 0. Sin embargo, como f'(x) no existe 
en 2, se concluye que 2 es un número crítico de f; de modo que el valor mí- 
nimo absoluto ocurre en 2 o en un extremo del intervalo. Los valores de fun- 
ción de estos números se muestran en la tabla 2. 

De la tabla se concluye que el valor mínimo asbsoluto de f en [1, 5] es 
O y el valor máximo absoluto es /9 = 2.08, lo que confirma las respues- 
tas anteriores. 


Antes de demostrar el teorema 3.1.3, como se indicó, se probará un teo- 
rema preliminar que se utilizará en la demostración del teorema 3.1.3, así 
como en las demostraciones de otros teoremas. 


3.1.8 Teorema 


(0) si ) y es positivo, entonces existe un intervalo 


“abierto que contiene a c tal que f(x) > 0 para toda x *c c del 
intervalo. 


Gm_Si_ 


e y es negativo, entonces existe un intervalo 
: tal que fl) < 0 para toda x % c del 
intervalo. 


Demostración del inciso (i) Sea lím f(x) = L, donde, por hipóte- 
x—>ce 

sis, L > 0. Al aplicar la definición de límite (1.5.1) con € = ¿L, se tiene 

que existe $ > O tal que 


si 0< |x-c|< 8 entonces |f(x) - L|< 1L (1) 
Como 0 < |x — c| < Sequivale a la proposición 

x está en el intervalo abierto (c — 9, c + 0)dondex x% c (2) 
y |f() — L| < 1L equivale a la desigualdad continua 

IL< fo) < ¿L (3) 
Si se sustituyen (2) y (3) en (1), se tiene la proposición 


si x está en el intervalo abierto (c — $, c + 8), dondex + c, 
entonces 1L < fíx) < 3L 


Como L > 0, esta proposición significa que f(x) > 0 para cada x + c del 
intervalo abierto (c — 8,c + 0). " 


La demostración del inciso (ii) es semejante a la del inciso (1) y se deja 
como ejercicio (vea el ejercicio 57). 


Demostración del teorema 3.1.3 Se desea probar que si f(x) exis- 
te para todos los valores de x del intervalo abierto (a, b), y si f tiene un ex- 
tremo relativo en c, donde a < e < b, y si f'(c) existe, entonces f'(c) = 0. 

Suponga que f'(c) + O. Entonces f'(c) > 0 o fc) < 0. Si fc) > 0 
entonces Z 


¡IO e 


>. > a 
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Por tanto, por el teorema 3.1.8 (1), existe un intervalo abierto / que contiene 
ac tal que 


Fo - fc) >0 (4 


> cC 


para toda x + cen /. Además, 
10-fo=-)LDLD xao (S) 


De (4), el cociente del miembro derecho de (5) es positivo si x está en /. Por 
tanto, de (5) se concluye que si x está en /, entonces f(x) — flc) y x - c 
tienen el mismo signo; esto es 


fO0>foO si x>c (6) 


foO<fÑoO si x<c (7) 


De (6), f no puede tener un valor máximo relativo en c y de (7) f no puede 
tener un valor mínimo relativo en c, lo cual contradice la hipótesis de que f 
tiene un extremo relativo en c. 

Sif'(c) < 0, se obtiene una contradicción semejante. Se le pedirá que 
pruebe esto en el ejercicio 58. 


Así, la suposición de que f'(c) + O conduce a una contradición, por tan- 


to, f'(c) =0. 


En los ejercicios 1 a 8, (a) trace la gráfica de la función y esti- 
me los números críticos de la función gráficamente. (b) Con- 
firme las respuestas del inciso (a) analíticamente. 


1 fo =x + 7? - Sx 

2. gx) = 2x7 - 20? - 16x + 1 

3. 800 = x%5 - 12415 

4. fa) = A A 33 

5. x= _xs+l_ 6. Xx) = 2x -9 
dd 12 -5S1+4 $ 12-909 


7. Go) = (- 2 + 1? 
8. Fo) = (8 +00 - 19? 


En los ejercicios 9 a 14, (a) determine los números críticos de la 
función f analíticamente. Apoye las respuestas del inciso (a) en 
dos formas: (b) trace la gráfica de f. (c) trace la gráfica de 
NDER (fo, 0). 


9. fa) =x%+ lx? + 3412? + 19x - 2 
10. fa) =x% + 4x7 - 21? — 12x 

11. ft) = (P - 4% 

12. Kw) = (w - 3w? + 438 


2 
13. fa) = 244 
aL 


2 
14, 109) = HS 


En los ejercicios 15 a 18, determine los números críticos de la 
función. 

15. f(x) = sen2xcos 2x 

16. f(x) = sen2x + cos 2x 

17. Ft) = sec? 3x 

18. G(x) = tan? 4x 

En los ejercicios 19 a 38, (a) dibuje la gráfica de la función en 
el intervalo indicado; (b) determine los extremos absolutos de 


la función en el intervalo, si existe alguno, y determine los va- 
lores de x en los que ocurren los extremos absolutos. 


19. fi) = 4- 3141,2] 
20. fa) = xx? - 2x + 4600, +00) 


2. f=1,2,3 


23. fx) = 2cosx,[-4x, 3D) 
24. G() = -3 sen x; (0, im 
25. fa) = 43 +x;[3, +00) 
26. fx) = vd - 12;(22,2) 


27. hx) = 
( 


4 
12,5 
ay 12, 5) 


3x 
¡(3,2 
553,2) 


28. g(x) = 
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29. Fx) = |x- 4|+ 1; (0,6) 
30. f() = |4 - 2]:(=0, +00) 
31. e) = 447 7x;[0,3) 


32. fa) = ques 1| six *-l, 2 1 


six=-” 
la 
oe: MARA 
2 is 


34. F(x) = U(x) - U(x - 1) donde 
00 (9 SOC 

35. fa) = x — [lx]; (1, 3) 

36. ho) = 2x + [2x - 11, (1,2) 

37. g(1) = sec3x;[- hm, ¿1 

38. f() = tan2x;[-%, ¿Mm 


u 


il 


En los ejercicios 39 a 46, determine los extremos absolutos de 
la función en el intervalo indicado mediante el método del 3-4 
ejemplo 4 y apoye las respuestas gráficamente. 


39. (a) f() = 1% - 8x? + 16;[-4,0] 
(b) fa) = x1 - 8x2 + 16; [-3, 2] 


40. (a) f() = x1 —- 8x? + 16; [0, 3] 
(b) f() = x*- 8x? + 16; [-1, 4] 


41. f0 
42. (1) = Josc2o[-42, La] 


2 sen £; [-x, A] 


43. g(w) = 3 EN2Al 


44. $0) = 1223:15,2] 


45. f(0) = (4 + 182,1] 
46. 2) = 1 - (1 - 3998, [5,4] 


En los ejercicios 47 a 52, (a) estime gráficamente los extre- 
mos absolutos de la función en el intervalo indicado. (b) Con- 


firme las respuestas analíticamente mediante el método del 
ejemplo 5. 


47 fa) =x + 5x - 43(-3,1] 

48. e(x) = x? + 3x? — 9x,[-4,4] 
== lp 1 

49. g(1) = 2 sec 71,1%, 31] 

50. f(0) = 3cos2[h%, 2m 

SL. f00) = (1 - DP + 4,[0,2] 


x+1l 
52 0) = 3: 10,1 
En los ejercicios 53 a 56, (a) dibuje la gráfica de la función en 
el intervalo indicado. (b) Determine los extremos absolutos de 
la función en el intervalo. 


|x| si 3<x< 


ic 4-x si2<x< 


2 
13,3 
3 ES, 3] 


2x-7 si-l<sx<2 
54. = ¡1,4 
A ra 


55. F(x) = 


4-(x+ 5%  si-6<x 
12- (+ 1% si-4<x 


56. Gla) = 


IACIA 


-4. eS 
0 ; 16,0] 


57. Demuestre el inciso (ii) del teorema 3.1.8. 


58. Demuestre el teorema 3.1.3 con la suposición de 
que f'(c) < O. 


59. Si la función f es diferenciable en todo número y 
f'(c) = O, ¿puede concluirse que f tiene un extremo re- 
lativo en c? Explique su respuesta. 


60. Si la función f tiene un extremo relativo en el nú- 
mero c, ¿puede concluirse que f'(c) = 0? Explique su 
respuesta, 


61. Describa cómo obtendría analíticamente los extremos 
absolutos de una función continua en un intervalo cerrado. 


3.2 APLICACIONES QUE INVOLUCRAN UN EXTREMO 
ABSOLUTO EN UN INTERVALO CERRADO 


Ahora se aplicará el teorema del valor extremo a problemas en los que la so- 
lución es un extremo absoluto de una función en un intervalo cerrado. Como 
se dijo en la sección anterior, el teorema 3.1.7 asegura que una función conti- 
nua en un intervalo cerrado tiene un valor máximo absoluto y un valor 
mínimo absoluto en el intervalo. Se mostrará el procedimiento para obtener 
los extremos absolutos de una función en el ejemplo ilustrativo siguiente, 
al considerar la situación discutida en el ejemplo 4 de la sección 1.3 y en el 
ejemplo ilustrativo 2 de la sección 1.9. 


D EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Un fabricante de cajas de 


cartón quiere elaborar cajas abiertas a partir de trozos rectangulares de cartón 
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con dimensiones de 10 pulg por 17 pulg, cortando cuadrados en las cuatro 
esquinas y doblando los lados hacia arriba, Se desea determinar la longitud 
del lado de los cuadrados que se deben cortar de modo que la caja tenga el 
mayor volumen posible. La figura 1 muestra uno de los trozos de cartón in- 
dicados y la figura 2 representa la caja. En el ejemplo 4 de la sección 1.3 se 
mostró que si x pulgadas es la longitud de los lados de los cuadrados que 
se cortarán y V(x) pulgadas cúbicas es el volumen de la caja, entonces 


17 pulg 


VA) = 170x — 54x? + 4 


4 ; PUE y el dominio de Y es el intervalo cerrado [0, 5]. Como V es continua en [0, 5], 
EPIPPISA e: | se sabe, por el teorema del valor extremo, que en este intervalo V tiene un 
po (1024) pulg; valor máximo absoluto, el cual ocurre en un número crítico o en un extremo 

10 pulg ES del intervalo. Para obtener los números críticos se calcula V'(x) y se deter- 


minan los valores de x para los que V'(x) = 0 o V'(x) no existe. 
FIGURA 1 


V'(x) = 170 — 108x + 12x? 


V"(x) existe para todos los valores de x . Al igualar V'(x) a cero y despe- 
jar x se tiene 


0 


54 + (54)? - 4(61(85) 


12 


2(61? — S54x + 85) 


De donde se obtiene x = 6.97 y x = 2.03. De modo que el único valor crí- 
tico de V en [O, 5] es 2.03. Como V(0) = O y V(S) = O, mientras que 
V(2.03) = 156.03, el valor máximo absoluto de V ocurre cuando x = 2.03. 
Este resultado puede apoyarse en la graficadora como se hizo en el ejemplo 4 
FIGURA 2 de la sección 1.3. 


Conclusión: El mayor volumen posible es 156.03 pulg3, y se obtiene cuan- 
do la longitud de los lados de los cuadrados que se cortarán es de 2.03 pulg. 4 


» EJEMPLO 1 Los puntos A y B están en las orillas de un río 
recto de 3 km de ancho y son opuestos uno del otro. El punto C está en la 
misma orilla que B pero a k kilómetros de B río abajo. Una compañía telefó- 
nica desea tender un cable de A a C donde el costo por kilómetro de cable en 
tierra es de $10 000 y el de cable subacuático es de $12 500. Sea P un punto 
en la misma orilla que B y C de modo que el cable se tienda de A a P y luego 
a C. Consulte la figura 3. (a) Si x kilómetros es la distancia de B a P, obtenga 
una ecuación que defina a C(x) si C(x) dólares es el costo total del cable ten- 
dido y establezca el dominio de C. (b) Si k = 2, estime en la graficadora el 
valor de x para el cual el costo del cable tendido sea el menor costo posible. 
Después confirme la estimación analíticamente. 


Solución 
(a) La distancia de Pa C es (k — x) kilómetros, y, del teorema de Pitágoras, 
la distancia de Aa Pes 432 + x? kilómetros. Por tanto, 


C(x) = 12 5004/9 + x2 + 10000(k — x) (1) 


El dominio de C es [0, k]. 
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[0, 2] por (0, 60 000] 
C(x) = 12 50049 + x?2 +10000 (2 -x) 


FIGURA 4 


[O, 10] por [120 000, 140 000] 


Co) = 1250049 + x? + 10000 (10-x) 
FIGURA 5 


(b) Conk = 2 en la ecuacion (1), se tiene 
C() = 1250049 + x2 + 10000(2 — x) (2) 


con x € [0, 2]. La gráfica de esta ecuación trazada en el rectángulo 
de inspección de [0, 2] por [O, 60 000] se muestra en la figura 4, la cual 
indica que el valor mínimo absoluto de C en [0, 2] ocurre en el extremo 
derecho. Al utilizar la tecla (rastreo) de la graficadora, se obtiene 
C(2) = 45069. Por tanto, se estima que el costo del cable tendido es 
mínimo cuando x = 2 y el costo mínimo es de $45 069. 


Ahora se confirmará analíticamente esta estimación. Como C es con- 
tinua en [O, 2], se aplica el teorema del valor extremo; por lo que C tiene 
un valor máximo absoluto y un valor mínimo absoluto en [0, 2]. Se de- 
sea determinar el valor mínimo absoluto. De la ecuación (2), 


12 500 x 
Y9 + 12 


C'(x) existe para todos los valores de x. Al igualar C'(x) a cero y resolver 
para x se tiene 


CO) = - 10000 


12 S00x 
49 + 12 


12 500x — 1000049 + x? =0 


- 10000 = 0 


Sx = 449 + x? (3) 
251? = 16(9 + x?2) 
9x1? = 16-9 

x?= 16 

x= + 


El número -4 es una raíz extraña de la ecuación (3), y 4 no está en 
el intervalo [O, 2], lo cual indica que no existen números críticos de € 
en [0, 2]. Por tanto, el valor mínimo absoluto de C en [O, 2] debe ocu- 
rrir en algún extremo del intervalo. Si se calcula C(0) y C(), se obtiene 


C(0) = 57500 y C(Q) = 45069 


De modo que el valor mínimo absoluto de C en [O, 2] es 45 069 cuan- 
do x = 2, lo cual confirma lo estimado anteriormente. 


Conclusión: El costo del cable es mínimo cuando éste se tiende direc- 
tamente de A a C bajo el agua. 


» EJEMPLO 2 Haga el inciso (b) del ejemplo 1 considerando 
ahora que k = 10. 


Solución Conk = 10en la ecuación (1), se tiene 


C(x) = 125004/9 + x2 + 10000(10 — x) (4) 


parax € [0, 10]. La figura 5 muestra la gráfica de esta ecuación trazada en 
el rectángulo de inspección de [O, 10] por [120 000, 140 000]. Las coordena- 
das del punto más bajo de la curva son, aproximadamente, (4, 122 500). Por 
tanto, se estima que el costo del cable tendido, en este caso, es mínimo cuan- 
do x = 4 y el costo mínimo es de $122 500. 
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FIGURA 6 


Esta estimación se confirma analíticamente en la misma forma en que 
se hizo en el ejemplo 1. De la ecuación (4), la expresión para C (x) es igual a 
la que se obtuvo de la ecuación (2). Por tanto, otra vez se obtiene x = +4 
cuando C'(x) se iguala a cero y se resuelve para x. Como 4 está en el inter- 
valo cerrado [0, 10], ahora 4 es un número crítico de C. Si se calculan C(0), 
C(4) y C(10) se obtiene 


C(0) = 137 500 C(4) = 122 500 C(10) = 130 504 


En consecuencia, el valor mínimo absoluto de C en [O, 10] es 122 500 cuando 
x = 4, lo cual confirma lo estimado anteriormente. 


Conclusión: En este caso, el costo del cable es mínimo cuando se tiende 
de A a P el cual debe estar a 4 km de B. d 


Para la función C definida por la ecuación (1) con x € [0, k], se mostró 
en el ejemplo 1 que cuando k = 2, el valor mínimo absoluto de C ocurre en 
el extremo derecho del intervalo [O, 2] mientras que en el ejemplo 2, cuando 
k = 10, se mostró que el valor mínimo absoluto de C ocurre en el interva- 
lo abierto (0, 10). En el ejercicio 36 se le pedirá que determine los valores de 
k para los que el valor mínimo absoluto de C ocurrirá en un número del in- 
tervalo abierto (0, k). 


» EJEMPLO 3 Un terreno rectangular se encuentra en la orilla 
de un río y se desea delimitar de modo que no se utilice cerca a lo largo de la 
orilla. Si el material para la cerca de los lados cuesta $12 por pie colocado y 
$18 por pie colocado para al lado paralelo al río, determine las dimesiones 
del terreno de mayor área posible que pueda limitarse con $5 400 de cerca. 
Apoye gráficamente a la respuesta. 


Solución Sean x pies la longitud de los lados del terreno no paralelos al 
río, y pies la longitud del lado paralelo al río y A pies cuadrados el área del 
terreno. Refiérase a la figura 6. En consecuencia, 


A =x (5) 


Como el costo del material para cada lado no paralelo al río es de $12 por 
pie colocado y la longitud de estos lados es x pies, entonces el costo total de 
la cerca para cada uno de estos lados es 12x dólares. De manera similar, el 
costo de la cerca del tercer lado es 18y dólares. Por tanto, 


12x + 12x + 18y = 5400 (6) 


A fin de expresar Á en términos de sólo una variable, se resuelve (6) para y 
en términos de x y se sustituye este valor en (5), obteniéndose A como una 
función de x. Así 


A(Í) = 300 — £x) Y 


De (6), si y = 0, x = 225, y six = 0, y = 300. Puesto que x y y no de- 
ben ser negativos, el valor de x que hará de A un máximo absoluto, debe estar 
en el intervalo cerrado [0, 225]. Como A es continua en el intervalo [0, 225], 
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[0, 225] por [0, 20 000] 
AG) = x(300 — ¿0 


FIGURA 7 


por el teorema del valor extremo, Á tiene valor máximo absoluto en el inter- 
valo. De (7), se tiene 


A(x) = 300x — Fx? 
A'() = 300 — 3x 


Como A'(x) existe para todo x, los números críticos de A se determinan al 
considerar A'(x) = 0, de lo que se obtiene 


x= 1125 


El único número crítico de A es 112.5, el cual se encuentra en el inter- 
valo cerrado [0, 225]. Por lo que el valor máximo absoluto de A debe ocurrir 
en 0, 112.5 0225. Debido a que A(0) = 0, AQ25) = 0y A(112.5) = 16875, 
el valor máximo absoluto de A en [O, 225] es 16 875, el cual ocurre cuan- 
dox = 112,5 y y = 150 (obtenido de (6) al sustituir 112.5 por x). 

Con el fin de apoyar gráficamente la respuesta, se traza la gráfica de la 
función A definida por la ecuación (7) en el rectángulo de inspección de 
[0, 225] por [0, 20 000], como se muestra en la figura 7. Se determina que el 
punto más alto de la gráfica es (112.5, 16 875), lo cual confirma la respuesta. 


Conclusión: El terreno de mayor área posible que se puede encerrar con 
$5 400 de cerca tiene un área de 16 875 pie?, obtenido cuando la longitud del 
lado paralelo al río mide 150 pie y la longitud de cada lado no paralelo al río 
es de 112.5 pie. 


» EJEMPLO 4 En el ejemplo 6 de la sección 1.3, se tuvo la si- 
tuación siguiente: En una comunidad de 8 000 personas, la tasa a la cual se 
difunde un rumor es conjuntamente proporcional al número de persona que 
han escuchado el rumor y al número de personas que no lo han escuchado. 
Cuando 20 personas han escuchado el rumor, éste se difunde a una tasa de 
200 personas por hora. Determine analíticamente cuántas personas han escu- 
chado el rumor cuando éste se difunde a la mayor tasa posible. 


Solución En la sección 1.3 se obtuvo el modelo matemático 


f0) = 5(8000x — x”) 


donde f(x) personas por hora es la tasa a la que se difunde el rumor cuando 
x personas lo han escuchado. Puesto que la comunidad tiene una población de 
8 000, x está en el intervalo cerrado [0, 8 000]. A fin de aplicar el concepto 
de continuidad, se considerará que x es cualquier número real de este inter- 
valo. Como f(x) es un polinomio, entonces f es continua en [O0, 8 000], por 
lo que puede aplicarse el teorema del valor extremo. Al calcular f(x) se tiene 


F') = 558000 - 2x) 
El único número crítico de f'se tiene cuando f'(x) = 0, yesx = 4000. Como 
fO)=0  f(4000) = 20050.1  f(8000) = O 


el valor máximo absoluto de f ocurre cuando x = 4 000. Este valor de x es 
acorde con el que se obtuvo gráficamente en la sección 1.3. 


Conclusión: El rumor se difunde a la mayor tasa posible cuando 4 000 
personas, la mitad de la población, han escuchado el rumor. d 
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FIGURA 8 


» EJEMPLO 5 En el ejemplo 4 de la sección 2.2 se tuvo la situa- 
ción siguiente: En la planeación de una cafetería, la ganancia diaria se estimó 
en $16 por lugar si la capacidad es de 40 a 80 lugares. Sin embargo, si la ca- 
pacidad es mayor que 80 lugares, la ganancia diaria por lugar disminuirá en 
$0.08 veces el número de lugares que exceden a 80. ¿Cuál debe ser la capa- 
cidad de la cafetería de modo que se obtenga la máxima ganancia diaria? 


Solución En la sección 2.2 se obtuvo el modelo matemático 


_ Jl6x si 40 < x < 80 
P(x) = a 
22.40x — 0.08x si 80 < x < 280 


donde P(x) dólares es la ganancia diaria de la cafetería cuando su capacidad 
es de x lugares. Además, en la sección 2.2, se consideró que x toma todos los 
valores reales de su dominio [40, 280] y se mostró que P es continua en ese 
intervalo cerrado y que no es diferenciable en 80. 

De la continuidad de P en [40, 280], el teorema del valor extremo garan- 
tiza que P tiene un valor máximo absoluto en ese intervalo. Como P*(80) no 
existe, 80 es un número crítico de P. Para determinar cualquier otro núme- 
ro crítico de P, se calcula P'(x): 


e) = (16 si 40 < x < 80 
22.40 — 0.16x si 80 < x < 280 


P(x) = 0 cuando 


22.40 — 0.16x = 0 
x= 140 


Por lo que 140 es un número crítico de P. Enseguida se calcula P(x) en los 
extremos del intervalo [40, 280] y en los números críticos de P: 


P(40) = 640 P(80) = 1280 P(140) = 1568 P(Q80) = 0 
Por tanto, el valor máximo absoluto de P es 1 568 y ocurre cuando x = 140. 


Conclusión: La capacidad de la cafetería debe ser de 140 lugares, lo 
que proporcionará una ganancia diaria de $1 568. 4 


» EJEMPLO 6 (a) En la graficadora, estime las dimensiones 
del cilindro circular recto de mayor volumen que pueda inscribirse en un 
cono circular recto cuyo radio mide 5 cm y su altura es de 12 cm. (b) Confir- 
me analíticamente las estimaciones del inciso (a). 


Solución 
(a) Sean r centímetros la longitud del radio del cilindro, A centímetros su 
altura y V centímetros cúbicos su volumen. 

La figura 8 muestra el cilindro inscrito en el cono, mientras que la 
figura 9 presenta una sección plana que contiene al eje del cono. 

Sir = 0yh = 12, se tiene un cilindro degenerado, el cual es el eje 
del cono. Sir = 5 y k = 0, también se tiene un cilindro degenerado, el 
cual es la base del cono. El número r está en el intervalo cerrado [0, 5], y 
el número A pertenece al intervalo cerrado [0, 12]. 

La fórmula siguiente expresa V en términos de r y h: 


V = xr?h (8) 
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(2- [AC cm 


FIGURA 9 


(b) 


[0, 5] por [0, 150] 
Va) = rr - y?) 


FIGURA 10 


A fin de expresar V en términos de sólo una variable se necesita otra 
ecuación que contenga a r y h. De los triángulos semejantes de la figura 
9, se tiene 


2-2_2 
r 5 
h= DAL (9) 


Si se sustituye de (9) en la fórmula (8), se obtiene Y como una función de 
r, lo que se escribe como 


Vo = Br(Sr? - 51?)  relo 5) (10) 


La figura 10 muestra la gráfica de V trazada en el rectángulo de inspec- 
ción de [O, 5] por [O, 150]. En la graficadora, se determina que el punto 
más alto es (3.33, 139.63). Por tanto, se estima que el radio del cilindro 
circular recto mide 3.33 cm y, en consecuencia, e (9) se estima que su 
altura es de 4.01 cm. 

Para confirmar analíticamente las estimaciones, se aplica el teorema 
del valor extremo ya que V, definida por la ecuación (10), es continua en 
el intervalo cerrado [O, 5]. Se desea determinar los valores de r y h que 
proporcionen el valor máximo absoluto de V. De (10) se tiene 


V(r) = 2 x(10r — 3r?) 


Con objeto de determinar los números críticos de V, se considera 
V'(r) = 0 y se despeja r: 


r(10 - 3r) = 
r=0 r= 2 


Como V'(r) existe pu todos los valores de r, los únicos números críti- 
cos de V son O y 2, los cuales están en el intervalo Serado [O, 5]. El 
valor máximo absoluto de Y en [O, 5] debe ocurrir en 0, 7 o 5. De (10) 
se obtiene 
v(0O) = 0 VA) = Lar VS) = 

Por tanto, el valor máximo absoluto de Y es E = 139.63, el cual 
se obtiene cuando r = L = 3,33, Cuando r = 2 , se obtiene de (9), 
h = 4, Estos resultados confirman las estimaciones anteriores y pro- 
porcionan los valores exactos de r y A, 


Conclusión: El cilindro circular recto de mayor volumen inscrito en el 
cono dado tiene un volumen de 2 q cmd, lo que ocurre cuando r = Lem y 
= 4cm. 


En estos ejercicios defina precisamente todas las variables como En los ejercicios 3 a 14, confirme analíticamente la estima- 
números. Asegúrese de escribir una conclusión al final de cada ción obtenida en la graficadora en el inciso (c) del ejercicio 


3 


ejercicio. indicado de la sección 1.3. 
1. Determine un número del intervalo [ |, 2] tal que la suma 3. Ejercicio 13 4. Ejercicio 14 5. Ejercicio 15 
del número y su recíproco sea (a) un mínimo y (b) un 
máximo. Apoye gráficamente las respuestas. 6. Ejercicio 16 7. Ejercicio 17 8. Ejercicio 18 


2. Determine un número del intervalo [—1, 1] tal que la dife- 9. Ejercicio19 10. Ejercicio20 11. Ejercicio 25 
rencia del número menos su cuadrado sea (a) un máximo 
y (b) un mínimo. Apoye gráficamente las respuestas. 12. Ejercicio 26 13. Ejercicio 27 14. Ejercicio 28 
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15. 


16. 


17, 


18. 


19. 


20. 


21. 


22. 


23. 


¿Cuántos estudiantes deben asistir a la excursión, del ejer- 
cicio 37 de la sección 2,2, para que la escuela reciba el 
máximo ingreso bruto? 


¿Cuántos estudiantes deben asistir a la excursión, del ejer- 
cicio 38 de la sección 2.2, para que la escuela reciba el 
máximo ingreso bruto? 


Del modelo matemático obtenido en el ejercicio 30 de la 
sección 2.2, determine cuántos naranjos deben plantarse 
por acre en California de modo que se obtenga el mayor 
número de naranjas. 


¿Cuántos miembros proporcionarán el mejor ingreso, de- 
bido a las cuotas anuales, al club privado del ejercicio 40 
de la sección 2.2? 


(a) Encuentre dos números no negativos cuya suma sea 
12 tales que su producto sea un máximo absoluto, y apoye 
gráficamente las respuestas. (b) Determine dos números 
no negativos cuya suma sea 12 tales que la suma de sus 
cuadrados sea un mínimo absoluto, y apoye gráficamente 
las respuestas. 


Suponga que se tiene un cuerpo suspendido por debajo de 
la recta horizontal AB mediante un alambre en forma de Y. 
Si la distancia entre los puntos A y B es de 8 pie, (a) estime 
en la graficadora con aproximación de pies, la longitud 
más corta del alambre que pueda emplearse. (b) Confirme 
la estimación del inciso (a) analíticamente. 


Una isla está ubicada en el punto A, 4 km mar adentro del 
punto más cercano B de una playa recta. Una mujer, en la 
isla, desea ir al punto C, a 6 km de B playa abajo. La mu- 
jer puede dirigirse hacia el punto P, entre B y C, en un 
bote de remos a 5 km/h y después caminar en forma recta 
de Pa Ca8 kmfh. (a) Estime en la graficadora la ruta de 
A a C que ella pueda recorrer en el menor tiempo. (b) 
Confirme la estimación del inciso (a) analíticamente. 


Resuelva el ejercicio 21 considerando ahora que el punto € 
está a 3 km de B playa abajo. 


(a) Utilice la graficadora para estimar las dimensiones del 
cilindro circular recto de mayor área lateral que pueda ins- 
cribirse en una esfera cuyo radio mide 6 pulg. (b) Confir- 
me analíticamente la estimación del inciso (a). 


24. 


25. 


26. 


27. 


(a) Utilice la graficadora para estimar las dimensiones de] 
cilindro circular recto de mayor volumen que pueda ins- 
cribirse en una esfera cuyo radio mide 6 pulg. (b) Confir- 
me analíticamente la estimación del inciso (a). 


Dada la circunferencia cuya ecuación es x? + y? = 9, 
determine (a) la distancia más corta del punto (4, 5) a un 
punto de la circunferencia, y (b) la distancia más grande 
del punto (4, 5) a un punto de la circunferencia. (c) Apoye 
las respuestas de los incisos (a) y (b) gráficamente. 


(a) Determine el área del rectángulo más grande que ten- 
ga dos vértices en el eje x y los otros dos en la parábola 
y = 9 - x?, por arriba del eje x. (b) Apoye gráficamente 
la respuesta del inciso (a). 


Considere que la disminución de la presión sanguínea de 
una persona depende de la cantidad de cierta sustancia ad- 
ministrada a la persona. De modo que si se administran 
x miligramos de la sustancia, la disminución de la presión 
sanguínea es una función de x. Suponga que f(x) define 
esta función y que 


$0) = FU -x) 


six € [0, k], donde k es una constante positiva. Deter- 
mine el valor de x que ocasiona la mayor disminución de 
la presión sanguínea. 


Al toser el radio de la tráquea de una persona disminu- 
ye. Suponga que el radio normal de la tráquea es de R 
centímetros, mientras que al toser, el radio de la misma es 
de r centímetros, donde R es una constante y r es una va- 
riable. La velocidad del aire a través de la tráquea puede 
expresarse como una función de r, y si V(r) centímetros 
por segundo es esta velocidad, entonces 


Vír) = kr UR - 5) 


29. 


30. 


31. 


32. 


33, 
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donde k es una constante positiva y r está en el intervalo 
[4R, R]. Determine el radio de la tráquea cuando se tose 
de modo que la velocidad del aire a través de la tráquea 
sea máxima. 


La resistencia de una viga rectangular es conjuntamente 
proporcional a su anchura y al cuadrado de su espesor. 
Determine las dimensiones de la viga de mayor resistencia 
que pueda cortarse de un tronco con forma de cilindro 
circular recto cuyo radio es de 72 cm. 


La rigidez de una viga rectangular es conjuntamente pro- 
porcional a su anchura y al cubo de su espesor. Determine 
las dimensiones de la viga de mayor rigidez que pueda 
cortarse de un tronco con forma de cilindro circular recto 
cuyo radio es de a centímetros. 


Un trozo de alambre de 10 pie de longitud se corta en dos 
partes. Con una parte se hace una circunferencia y la otra 
se dobla en forma de cuadrado. ¿Cómo debe cortarse el 
alambre de modo que (a) el área total de las dos figuras 
sea la mínima posible; (b) el área total de las dos figu- 
ras sea la máxima posible. 


Resuelva el ejercicio 31 considerando ahora que una parte 
se dobla en forma de triángulo equilátero y la otra en for- 
ma de cuadrado. 


Si R pies es el alcance de un proyectil, entonces 
2 
vo” sen 20 Nogsl 
2 2 
donde v, pies por segundo es la velocidad inicial, e pie/s? 
es la aceleración debida a la gravedad, y 0 es la medida 


R= T 


34, 


35, 


36. 


en radianes del ángulo que el cañón forma con la hori- 
zontal. Determine el valor de € que hace máximo el alcan- 
ce del proyectil. 


Si un cuerpo que pesa W libras se arrastra a lo largo de un 
piso horizontal a una velocidad constante mediante una 
fuerza de F libras de magnitud y dirigida un ángulo de 
8 radianes con respecto al plano del piso, entonces F está 
dada por la ecuación 


kW 


ee k sen O + cos O 


donde k es una constante llamada coeficiente de fricción 
y0<k<1Si0<0< 35 determine cos O cuando 
F es mínima. 


En una fábrica se elaboran dos productos, A y B. Si C es 
el costo total de producción de una jornada de 8 horas, 
entonces € = 3x? + 42y, donde x es el número de má- 
quinas utilizadas en la elaboración del producto A, y y es 
el número de máquinas empleadas en la elaboración del 
producto B, y durante una jornada de 8 horas trabajan 
15 máquinas. (a) Determine analíticamente cuántas de 
estas máquinas deben utilizarse para elaborar el producto 
A y cuántas para elaborar el producto B de modo que el 
costo total sea mínimo. (b) Apoye las respuestas del inci- 
so (a) gráficamente. 


(a) En el ejemplo 1, ¿para qué valores de k ocurrirá el 
valor máximo absoluto de C en un número del intervalo 
abierto (0, k)? (b) Los ejemplos 1 y 2, y los ejercicios 21 y 
22 son casos especiales del siguiente problema más ge- 
neral: Sea 


F0) =u xa + 2 + v(b-x) 


donde x está en el intervalo [0, b] y u > v > 0. Demues- 
tre que para que el valor máximo absoluto de f ocurra en 
un número del intervalo abierto (0, b), se debe satisfacer 


la desigualdad siguiente: av < by? — Y?, 


3.3 TEOREMA DE ROLLE Y TEOREMA DEL VALOR MEDIO 


FIGURA 1 


Como se indicó en la introducción de este capítulo, uno de los teoremas más 
importantes del Cálculo es el teorema del valor medio, el cual se emplea en la 
demostración de muchos teoremas tanto de Cálculo Diferencial como de 
Cálculo Integral así como de otras materias como el Análisis Numérico. La 
demostración del teorema del valor medio está basada sobre un caso espe- 
cial conocido como teorema de Rolle, el cual se discutirá primero. 

El matemático francés Michel Rolle (1652-1719) demostró que si f 
es una función continua en un intervalo cerrado [a, b] y diferenciable en 
el intervalo abierto (a, b), y si fla) y f(b) son iguales a cero, entonces exis- 
te al menos un número c entre a y b para el cual f'(c) = 

A continuación se verá lo que significa geométricamente este teorema. 
La figura 1 muestra la gráfica de una función f que satisface las condiciones 
del párrafo anterior. Se aprecia intuitivamente que existe al menos un punto 
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y 


FIGURA 2 


FIGURA 3 


FIGURA 4 


PR 


de la curva entre (a, 0) y (b, 0) en el que la recta tangente es paralela al eje x; 
esto es, la pendiente de la recta tangente es cero. Esta situación se ilustra en 
la figura 1 en el punto P. De modo que la abscisa de P es c, para la cual 


No obstante, es necesario que la función sea continua en los extremos 


rior del intervalo. La figura 3 muestra la gráfica de una función continua en 
el intervalo [a, b) pero discontinua en b; la función es diferenciable en el in- 
tervalo abierto (a, b) y los valores de la función en los dos extremos son cero. 
Sin embargo, no existe un punto en el que la gráfica tenga una recta tangen- 
te horizontal. 
A continuación se establecerá y demostrará el teprema de Rolle. 


3.3.1 Teorema d , 


Sea funa función tal que 


Demostración Se considerarán dos casos. 


Caso 1: f(x) = 0 para toda x en [a, b]. 
Entonces f'(x) = O para toda x en (a, b); por tanto, cualquier número 
entre a y b puede considerarse como c. 


Caso 2: f(x) es diferente de cero para algún valor de x en el intervalo (a, b). 


Como f es continua en el intervalo cerrado [a, b], entonces, por el teore- 
ma del valor extremo, f tiene un valor máximo absoluto en [a, b] y un valor 
mínimo absoluto.en [a, b]. De (iii), fa) = O y f(b) = O. Además, f(x) es 
diferente de cero para algún valor de x en el intervalo (a, b). En consecuencia, 
f tendrá un valor máximo absoluto positivo en c; del intervalo (a, b), o un 
valor mínimo absoluto negativo en cz del intervalo (a, b), o ambos. Así, para 
Cc = (10€ = cz, según sea el caso, existe un extremo absoluto en un punto 
interior del intervalo [a, b]. Por tanto, el extremo absoluto /(c) es también un 
extremo relativo, y como f '(c) existe por hipótesis, se deduce, por el teo- 
rema 3.1.3, que f'(c) = 0. Esto demuestra el teorema. n 


Puede haber más de un número en el intervalo abierto (a, b) para los 
cuales la derivada de f es cero. Esto se ilustra geométricamente en la figura 4, 
en la que se muestra una recta tangente horizontal en el punto donde x = cy 
y también en el punto donde x = c», por lo que f'(c¡) = Dyf'(c>) = O. 


1.5, 1.5] por [-8, 8] 


f0) = 4? - 9x 


FIGURA 5 
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El recíproco del teorema de Rolle no es + 


condiciones (1), (ii) y (111) se cumplen. Vea el ejercicio 36. 


DP — EJEMPLO 1 sea 
fa) = 4x3 - 9 


verifique que las tres condiciones de la hipótesis del teorema de Rolle se sa- 
tisfacen para cada uno de los intervalos siguientes: [—3, 0), [0, 31 y -3, 3]. 
Después haga una elección adecuada para c en cada uno de estos intervalos 
de modo que f'(c) = 0. Apoye la elección de c gráficamente trazando en el 
mismo rectángulo de inspección las gráficas de f y de la recta tangente hori- 


zontal en el punto (c, f(c)). 
Solución Al diferenciar f se tiene 
fa) = 121? - 9 


Como f(x) existe para todos los valores de x, fes diferenciable en el intervalo 
(-00, +00) y por tanto, continua en en el intervalo (oo, +00) Así, las 
condiciones (i) y (ii) del teorema de Rolle se cumplen en cualquier intervalo. 
A fin de determinar los intervalos en los que se cumple la condición (iii), se 
obtienen tos valores de x para los cuales f(x) = 0. Si f(x) = 0, entonces 


4x0? - 2) 0 
x=-i x=0 x=13 


O, el teorema de Rolle se cumple en [-2, 0]. De manera 


Cona = -3 yb de 
semejante, el teorema de Rolle se cumple en [0, 3] y -¿, 2]. 
Con el fin de determinar valores adecuados para c, considere f'(1) = 0, 


de donde se obtiene 


121? -9=0 
x= -1 43 x= 143 
Por tanto, en el intervalo [- 3, 0], una elección adecuada para c es -1 43. 
En el intervalo [0, 3] se toma c = 3/3. En el intervalo -5, 3] exis- 
ten dos valores posibles para c: - 1 3 o 3 W3. 

La figura 5, que muestra las gráficas de f y de las rectas tangentes ho- 
rizontales en los puntos donde x = —1 43 =-0.87 y x= 143 = 0.87, 
trazadas en el rectángulo de inspección de [-1.5, 1.5] por [-8, 8], apoya las 
elecciones de c. 4 


Ahora se aplicará el teorema de Rolle en la demostración del teorema 
del valor medio. Debe conocer muy bien el significado de este teorema. 


3.3.2 Teorema delwalormedio 


218 CAPÍTULO 3 COMPORTAMIENTO DE LAS FUNCIONES Y DE SUS GRÁFICAS, ... 


Lt 


ol 


FIGURA 6 
*Se ve que |_t!l AB 


g(x) 


B(b, f(b)) 


=ax+b 


Antes de demostrar este teorema, se interpretará geométricamente. 


'. Para la gráfica de la función y es la pendiente del segmento 


de recta que une los puntos Aía, fía)) y B(b, f(b)). El teorema del valor me- 
dio establece que existe algún punto de la gráfica entre A y B en el que la 
recta tangente es paralela a la recta secante que pasa por A y B; esto es, existe 
algún número c en el intervalo (a, b) tal que 


fi Se te sl fía) 
=a 


Refiérase a la figura 6. 

Considere el eje x como el segmento AB y observe que el teorema del 
valor medio es una generalización del teorema de Rolle, el cual se emplea en 
su demostración. 


Demostración del teorema 3.3.2 Una ecuación de la recta que 
pasa por los puntos A y B de la figura 6 es 


y fa) = L2-LD6 - a) 
q 


LOS 010 


e y= 


Ahora, si F(x) mide la distancia vertical entre el punto (x, f(x)) de la gráfica 
de la función f y el punto correspondiente de la recta secante que pasa por A 


y B, entonces Flo) =1(x) — y 


ro) = 109 - LYL-LD 6 - a) — fa) (1 


Se mostrará que esta función F satisface las tres condiciones de la hipó- 
tesis del teorema de Rolle. 

La función F es continua en el intervalo cerrado [a, b] porque es la suma 
de f y una función lineal, las cuales son continuas. Por tanto, F satisface la 
condición (i). También F satisface la condición (ii) ya que fes diferenciable 
en (a, b). De (1), F(a) = O y F(b) = 0. Por tanto, F satisface la condición 
(iii) del teorema de Rolle. 


La conclusión del teorema de Rolle establece que existe un número c en 
el intervalo abierto (a, b) tal que Fc) = 0. Pero 


F(b) - fla) 


Fr) = 10) - ELL 


De modo que 


Po = 1) - ELL 


En consecuencia, existe un número c en (a, b) tal que 


07) - LO40 
£) - $(a) 


Sa fo = 


b=a 
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En la mayoría de los casos no se puede determinar el valor exacto del 
número c garantizado por el teorema del valor medio. Sin embargo, el valor 
de c no es significativo porque el hecho crucial del teorema es que tal núme- 
ro c existe. Por esta razón, se dice que el teorema del valor medio es un teo- 
rema de existencia. Muchos conceptos importantes en matemáticas están 
basados en teoremas de existencia, otros ejemplos de estos teoremas son el 
teorema del valor intermedio y el teorema del valor extremo. La conclusión 
de un teorema de existencia usualmente asegura la existencia de uno o más 
números que tienen una propiedad específica, y el conocimiento de que el nú- 
mero existe es más significativo que determinar tal número. 

El ejemplo siguiente, presentado para mostrar que se cumplen las condi- 
ciones del teorema del valor medio, implica una función para la cual es posible 
calcular el valor del número c garantizado por el teorema. 


Y EJEMPLO 2 sea 
FO) =x-x?-2x 


verifique que se satisfacen las hipótesis del teorema del valor medio para 
= 1 yb = 3. Después determine un número c en el intervalo abierto (1, 3) 
tal que 


vo - 18) $0) 
mo = LL 


Apoye la elección de c gráficamente trazando en el mismo rectángulo de ins- 
pección la gráfica de f, la recta tangente en el punto donde x = c y la recta 
secante que pasa por los puntos (1, F(1)) y (3, F(3). 


Solución Como fes una función polinomial, f es una función continua 
y diferenciable en cualquier número. Por tanto, se satisfacen las hipótesis del 
teorema del valor medio para cualesquiera a y b. 

Al diferenciar f se tiene 


FU) = 3x2? - 2x-2 
Comof(l) = 2 y f(3) = 12, entonces 


f0-f0 _ 12-22) 
3-1 2 
=7 


Si se considera f'(c) = 7 se obtiene 


30?%-2%-2=7 
30? -2c-9=0 


- DY E OA 40) 
2(3) 


_ 24112 - 2-1 
E 


= 2.10 = -1,43 


Debido a que —1.43 no está en el intervalo abierto (1, 3), el único valor posi- 
ble para c es 2.10, 
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[0, 5] por [=5, 15] 
f=xX-*-2x 


FIGURA 7. 


13, 3] por 1, 3] 


fo =P 
FIGURA 8 


La figura 7 muestra la gráfica de f, la recta tangente en el punto donde 
x = 2,10 y la recta secante que pasa por los puntos (1, -2) y (3, 12) trazadas 
en el rectángulo de inspección de [0, 5] por [=5, 15]. El hecho de que la recta 
tangente es paralela a la recta secante apoya la elección de c como 2.10. 4 


PD EJEMPLO 3 sea 
f) = 08 


trace la gráfica de f. Muestre analíticamente que no existe ningún número c 
en el intervalo abierto (2, 2) tal que 


FB - 2) 


ro=- E-=5 


¿Qué condición de la hipótesis del teorema del valor medio no cumple f cuan- 
doa =-2yb = 2? 


Solución La gráfica de f trazada en el rectángulo de inspección de 
[3, 3] por [-1, 3] se muestra en la figura 8. 
Al diferenciar f se tiene 


¿08 


De modo que 
fic) = PT 
Además, 
LO _ 48-40 
A 4 
=0 
No existe ningún número c para el cual 2 =0. 


301/3 


La función fes continua en el intervalo cerrado [-2, 2]; no obstante, f no 
es diferenciable en el intervalo abierto (-2, 2) porque f'(0) no existe. Por 
tanto, la condición (ii) del teorema del valor medio no es satisfecha por f 
cuando a = -2yb = 2. 


El ejemplo siguiente muestra el poder del teorema del valor medio. 


» EJEMPLO 4 Utilice el teorema del valor medio para demos- 
trar que six > 0, entonces senx < x. 


.. 4 
Solución Six > 1, entonces como sen x < 1, sen x es en verdad me- 
nor que x. Considere entonces que 0 < x < ly sea 


f0) = x- senx 
entonces 


FO) = 1 -— cosx 
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Como f es continua y diferenciable en cualquier número, se concluye, por 
el teorema del valor medio con a = 0 y b = x, que existe algún número c 
para el cual0 < ce < x < 1, tal que 


vay — FO) f(0) 
es 


Debido a que f(0) = Oy f'(c) = 1 - cos c, de la ecuación anterior se tiene 


x(l — cosc) = f(x) 0O<c<l1 


En el miembro izquierdo de esta ecuación los dos factores son positivos. De 
modo que 


0 < fa) 


0O<x-senx 
senx < x 4 


En los ejercicios 28 a 30 se le pedirá que demuestre algunas otras des- 
igualdades mediante un método semejante al del ejemplo anterior. 

A fin de seguir mostrando el poder del teorema del valor medio, se mos- 
trará su uso en la demostración del teorema siguiente, el cual se necesitará en 
el capítulo 4. 


- Si fes una función tal que f(x) = 0 para todos los valores de x en un 
_intervalo /, entonces fes constante en /. 


Demostración Suponga que f no es constante en el intervalo 7, Enton- 
ces existen dos números diferentes x, y xz en [, donde x, < xz, tales que 
f(x) + f(xz). Puesto que, por hipótesis, f(x) = O para toda x en /, enton- 
ces f(x) = 0 para toda x en el intervalo cerrado [x;, x7]. En consecuencia, f 
es diferenciable en toda x del intervalo [x¡, x7], por lo que f es continua en 
[x, x2]. Por tanto, las hipótesis del teorema del valor medio se satisfacen, de 
modo que existe un número c, con x; < c < xz, tal que 


fa) - f(x) 


Xx 7 


fc) = (2) 
Pero como f(x) = 0 para toda x en el intervalo [xy, xal, entonces f(c) = 0, 
y de (2) se deduce que f(x1) = f(x2). Recuerde que se supuso que 
f(x) * f(x2). En consecuencia, se tiene una contradicción, y por tanto, f es 
constante en /. . » 


En la próxima sección se verá otra aplicación del teorema del valor 
medio al demostrar el teorema 3.4.3. 


En los ejercicios 1 a 4, verifique que las tres condiciones de la L f0 = 1? - 4x + 3;[1,3] 
hipótesis del teorema de Rolle son satisfechas por la función en 2. fix) = 1x7 - 212 x + 2;11,2] 
el intervalo indicado. Despues obtenga un valor adecuado para 3. $6) = sen2x:10, 1] 

c que satisfaga la conclusión del teorema de Rolle. Apoye la > Lo 

elección de c gráficamente trazando en el mismo rectángulo de 4. f0) = 3008" x; [7% 5 x 

inspección las gráficas de f y de la recta tangente horizontal en En los ejercicios 5 a 10, haga lo siguiente: (a) trace la gráfica 
el punto (c, f(c)). de la función en el intervalo indicado; (b) verifique las tres 
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condiciones de la hipótesis del teorema de Rolle, y determine 
qué condiciones son satisfechas y cuáles, si las hay, no se sa- 
tisfacen; (c) si las tres condiciones del inciso (b) son satisfe- 
chas, entonces determine un punto de la gráfica en el que 
exista una recta tangente horizontal y apoye gráficamente la 
respuesta. 


5. f0) =P - 3418, 10, 3] 
6. fo) = 4 - 2x14%, (0, 4] 


_ xr? =x-12,,. 
7. fa) = —RZHij :R4 
8. fa =1-|x):(-1,1] 
2 * 
9. 1-4 six<l 17 £ 
$0 A sil < x 
_J]3x+6 six<1l.p 
10. 100 = (3%, ler 0% 


En los ejercicios 11 a 20, verifique que las hipótesis del teore- 
ma del valor medio son satisfechas por la función en el inter- 
valo indicado (a, b]. Después obtenga un valor adecuado para 
c que satisfaga la conclusión del teorema del valor medio. 
Apoye la elección de c gráficamente trazando en el mismo 
rectángulo de inspección la gráfica de f en el intervalo cerra- 
do, la recta tangente en el punto (c, f(c)), y la recta secante que 
. pasa por los puntos (a, f(a)) y (b, F(b)), observando que la 
recta tangente y la recta secante son paralelas. 


1. f0) =x? + 2x — 1;[0, 1] 
ML. fo =x + 1? - 1:[2,1] 


13. fa) = 24.10, 1] 
_ 44 
1M. fx) = == [2, 6] 
15. f(9 = VTicosx: ia, im 
16. f() = VI=senx; 10, 17 


17. f0) = 0,5] 

13. f(x) =x%[2,4] + 

19. f(x) = senx; [0, Lal 

20. f) = 2cos x; (3x, 21) 

Para cada una de las funciones de los ejercicios 21 a 24, no 
existe número c en el intervalo (a, b) que satisfaga la conclu- 
sión del teorema del valor medio. En cada ejercicio, determi- 
ne qué parte de la hipótesis del teorema del valor medio no se 


cumple. Dibuje la gráfica de f y la recta que pasa por los 
puntos (a, f(a)) y (b, F(b)). 


4 

21. = —:a=1b=6 
fa) Gay a 

22. fx) = a = Lb=2 


23. f(x) = Ha - 4APPja =-4b=5 


1<3. ¿=1b=5 


24 $0) = Bo ; si3 Sy” 


15 — 2x 


25. Si fa) = 1x9 - 21% + 2x? — x,entonces f(x) = 4x? - 


6 + 4x — 1. Demuestre mediante el teorema de Rolle 


26. 


27. 


29. 


31. 


32. 


33. 


que la siguiente ecuación tiene al menos una raíz en el 
intervalo abierto (0, 1): 


4-6 +4x-1=0 


Demuestre mediante el teorema de Rolle que la ecuación 
+ 2x+.k=0, donde k es cualquier constante, no 
puede tener más de una raíz real. 


Utilice el teorema de Rolle para demostrar que la ecuación 
4x5 +30 +3x-2=0 


tiene exactamente una raíz en el intervalo abierto (0, 1). 
Sugerencia: primero muestre que el intervalo (0, 1) con- 
tiene al menos una raíz de la ecuación. Después muestre 
que la suposición de que el intervalo contiene más de una 
raíz-conduce a una contradicción. 


Emplee el teorema del valor medio para demostrar que si 
x > 0, entonces 


2 
cosx>1-% 
2 


1? : 
3 y aplique el 


que el teorema del valor medio a la función fpara a = 0 
y b = xcomo se hizo en el ejemplo 4. 


Sugerencia: sea f(x) = cos x — ( - 


Use el teorema del valor medio para demostrar que si 
x > 0, entonces 


Dl ' 


6 


Consulte la sugerencia para el ejercicio 28. 


senx > x- 


Utilice el teorema del valor medio para demostrar que si 
x > Dyr > |, donde r es un número racional, entonces 


(1+ 9 >1l+rx 7 


Vea la sugerencia para el ejercicio 28, 


Emplee el teorema del valor medio para demostrar que si 
a < b, entonces la media aritmética de a y b, ¿(a + D), 
está en el intervalo abierto (a, b). Sugerencia: considere 
fo = +. 

Use el teorema del valor medio para demostrar que si 
0 < a < b, entonces la media geométrica de los dos nú- 
meros a y b,> /ab, está en el intervalo abierto (a, b). 
Sugerencia: sea f(x) = - : 

El límite de velocidad en una autopista particular de Cali- 
fornia es 65 mifh. Suponga que en un punto A un oficial 
de caminos midió la velocidad del conductor y 30 minu- 


“tos después, a 35 millas de A,'un segundo oficial también 


midió la velocidad del conductor. Aunque los dos oficia- 
les determinaron que el conductor se mantuvo bajo el lí- 
mite de velocidad en los puntos A y B, el segundo oficial 
detuvo al conductor por conducir a alta velocidad. Utilice 
el teorema del valor medio-para verificar que en realidad el 
conductor rebasó 'el límite de velocidad en algún punto. 
Sugerencia: suponga que la ecuación de movimiento del 
conductor es f(() y que f es una función diferenciable. * 


34. 


35. 


3.4 FUNCIONES CRECIENTES Y DECRECIENTES, Y CRITERIO DE LA PRIMERA DERIVADA 223 


Si fo) = sen? x + cos? x, utilice el teorema 3.3.3 para 
demostrar que f(x) = 1 para todo x en el [-2x, 217]. 


Si la función f es continua en el intervalo cerrado [a, b] 


y FG) = 1 para todo x del intervalo abierto (a, b), de- 
muestre que 
fa) =x- a+ fía) 


para toda x en la [a, b]. 


El recíproco del teorema de Rolle no es verdadero. In- 
vente un ejemplo de una función para la cual la conclu- 
sión del teorema del Rolle es verdadera de modo que (a) 
la condición (i) no se satisfaga pero las condiciones (ii) y 
(111) sí; (b) la condición (ii) no se cumpla pero las condicio- 
nes (1) y (iii) sí; (c) la condición (iii) no se satisfaga pero 
las condiciones (i) y (ii) sí. Dibuje la gráfica mostrando la 
recta tangente horizontal en cada caso. 


3. 


Utilice el teorema de Rolle para demostrar que si toda 
función polinomial de segundo grado tienen a lo más dos 
raíces reales, entonges cada función polinomial de tercer 
grado tiene a lo más tres raíces reales. Sugerencia: 
muestre que la suposición de que un polinomio de ter- 
cer grado tiene cuatro raíces reales conduce a una con- 
tradicción. 


38. Emplee el método del ejercicio 37 e inducción mate- 


39. 


mática para demostrar que un polinomio de n-ésimo grado 
tiene a lo más n raíces reales. 


Suponga que s = f(t) es una ecuación de movimiento de 
una partícula que se desplaza sobre una recta, donde f 
es una función diferenciable. Explique por qué se puede 
concluir que en algún instante de cualquier intervalo 
de tiempo, la velocidad instantánea será igual a la velo- 
cidad promedio durante ese intervalo de tiempo. 


3.4 FUNCIONES CRECIENTES Y DECRECIENTES, Y CRITERIO 


DE LA PRIMERA DERIVADA 


En esta sección y en las siguientes, se aplicará la derivada a fin de obtener 
propiedades de las gráficas de las funciones. Estas propiedades no sólo se 
utilizarán para analizar el comportamiento de las funciones sino que también, 


en la PP Pm. para DR 


que no se cumy 


Se iniciará esta sección con 


una discusión ma me crecientes y decrecientes. 


y sólo si 


Consulte la figura 1, la cual presenta la gráfica de una función f continua 
para toda x del intervalo cerrado Lx, x7]. La figura muestra que cunado ¡anpuo- 
to se mueve a lo largo de la curva | Ss 
conforme la abscisa aumenta, y que cal pao AE: 

valores de función disminuyen conforme la abscisa aumenta. Entonces, se 
dice que f es creciente en el intervalo cerrado [x;. x2] y que f es decreciente 
en el intervalo cerrado [x,, x3]. A continuación se presentan las definiciones 


precisas de función creciente y función decreciente en un intervalo. 


Una función definida en un intervalo gs creciente en ese intervo si 


Fm) <f7), siempreqdo 1 <x 


WIFI fc; Vx ln + > xn Rx InHl xntl2nge 2) 


La función de la figura 1 es creciente en los intervalos cerrados si- 
guientes: [x1, x2); [x3, x4); Les, x6]:Lx6, 71; Lx5, x). e 


3.4.2 


Pon 


E! 


70D > 10) siempreque 21 3 


ñ 


x_[n+])< 


foco UV lnHI> xn [xn] xnt812ntg 2) 
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[=S, 5] por [=5, 5] 


0)=0-3 y f = 


FIGURA 2 


3x? — 6x 


La función de la figura 1 es decreciente en los intervalos cerrados si- 
guientes: [x2, x3]; [x4, x5]. 
Si una función es creciente o decreciente en un intervalo, entonces se 


Antes de establecer un teorema que proporciona un criterio para deter- 
minar si una función es monótona en un intervalo, se verá lo que ocurre 


geométricamente. Refiérase a la figura 1, y observe que cuando la pendien- 


pendiente es negativa, la función es decreciente. Puesto qe Pl es la pen- 


diente de la recta tangente a la curva y = f(x), f es creciente cuando. 
$62) > 0, y es decreciente cuando f(x)-<-0. También, como f(x) es la tasa 


a x, cuando f(x) > 0, los valores de función aumentan conforme x aumen- 
ta; y cuando f(x) < 0, los valores de función disminuyen.cuandox/aumenta. 


3.4.3 Teorema 


Sey,f una función continua sir él intervalo coito To; 6) y diferenciable 
- enel intervalo abierto (a, b): 


Antes de demostrar este teorema se presentará un ejemplo ilustrativo 
que mostrará su significado. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 La figura 2 muestra las grá- 


ficas de 
fo) = x3- 3x2 y fG)= 3x2 - 6x 


trazadas en el rectángulo de inspección de [-5, 5] por [-5, 5]. Observe que 
cuando x < 0, f(x) > 0 y f es creciente en el intervalo (—oo, 0]; cuando 
0<x<2f(x)<0 y f es decreciente en el intervalo [0, 2]; y cuan- 
dox > 2, f(x) > 0 y fes creciente en el intervalo [2, +00). 


Déinostración del teoremáa:3.4.3 (1) Sean x, y x1, dos números 
cualesquiera del intervalo [a, b] tales que x, < x>z. Entonces f es continua en 
[xy, x2] y diferenciable en (x¡, x7). Por el teorema del valor medio, existe un 
número c en (xj, xz) tal que 
fc) = F(x2) 5 fa) 
Xx 


- Xx 


Como x;, < x, entonces x2 — x¡ > 0. También, fc) > 0 por hipótesis. Por 
tanto, f(x2) — f(x1) > 0, de modo que f(x2) > f(x,). Así, se ha mostrado 
que fíxi) < f(x2) siempre que x, < x>, cuando x¡ y x, son dos números 
cualesquiera del intervalo [a, b]. Por tanto, por la definición 4.3,1, f es cre- 
ciente en (a, b]. a | 

La demostración del inciso (ii) es semejante a la del inciso (i) y se deja 
comó ejerciéjo (constlte el ejercicio 51). nj 


Se aplicará el teorema 3.4.3 en la demostración del criterio de la pri- 
mera derivada para extremos relativos de una función. 
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3.4.4 Teorema 


Sea 


ad que oie. y ánga que Y aia a lo 
£0d> O; Ux € lao É 0) <OUXE (eb) => flo) >= fx), Ux € lab) (c) 


, y if) < 0 para 


(ate PS O; Ux € [e b) => flc) <= fx); Ux € [a bI/lc) 


Como se hizo con el teorema 3.4.3, se presentará un ejemplo ilustrativo 
para mostrar el contenido del teorema 3.4.4 antes de su demostración. 


E EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Consulte otra vez la figura 


2. Observe que f'(x) > 0 para todos los valores de x de algún intervalo abier- 
to que tiene a O como su extremo derecho, y que f'(x) < 0 para todos los 
valores de x de algún intervalo abierto que contiene a O como su extremo 
izquierdo. Además, f tiene un valor máximo relativo en 0. Esto ilustra el 
inciso (1) del teorema 3.4.4, 

También en la figura 2, observe que f'(x) < 0 para todos los valores 
de x de algún intervalo abierto que tiene a 2 como su extremo derecho, y que 
F'(o) > 0 para todos los valores de x de algún intervalo abierto que contiene a 
2 como su extremo izquierdo; además, f tiene un valor mínimo relativo en 2, 
Esto ilustra el inciso (ii) del teorema 3.4.4. Ss 


FIGURA 3 


Demostración del teorema 3.4.4 (i) Sea (d, c) (donde d > a) el 
intervalo abierto que contiene a c como su extremo derecho para el cual 
F'G) > 0 para toda x del intervalo. Del teorema 3.4.3 (1), f es creciente en 
[d, c]. Sea (c, e) (donde e < b) el intervalo abierto que contiene a c como su 
extremo izquierdo para el cual f(x) < 0 para toda x del intervalo. Por el teo- 
x rema 3.4.3 (1i), fes decreciente en [c, e]. Puesto que fes creciente en [d, c], se 
sabe de la definición 3.4.1 que si x, está en [d, c] y x¡ +% c, entonces 
FIGURA 4 FG) < fc). También, como f es decreciente en [c, e], se sabe de la defini- 
ción 3.4.2 que si x, está en [c, el y x + c, entones f(c) > fx). Por tanto, de 

la definición 3.1.1, Fftiene un valor máximo relativo en c. 
y La demostración del inciso (1i) es semejante a la del inciso (i) y se deja 
como ejercicio (consulte el ejercicio 52). R 


El criterio de la primera derivada para extremos relativos establece 
que si fes continua en c y f(x) cambia de signo algebraico de positivo a ne- 
gativo al pasar por c conforme x crece, entonces f tiene un valor máximo 
relativo en c; y si f(x) cambia de signo algebraico de negativo a positivo al 
pasar por c conforme x crece, entonces f tiene un valor mínimo relativo en c. 

Las figuras 3 y 4 ilustran los incisos (1) y (ii), respectivamente, del crite- 
FIGURA 5 rio de la primera derivada cuando f'(c) existe. La figura 53 muestra la gráfica 


226 CAPÍTULO 3 COMPORTAMIENTO DE LAS FUNCIONES Y DE SUS GRÁFICAS, ... 


FIGURA 6 


[23, 5] por [-2, 6] 
fu) =x?- 6 +01 +1 


FIGURA 7 


de una función f que tiene un valor máximo relativo en un número c, pero 
-f'(c) no existe; Sin embargo, f'(x) > O cuando x < c y f(x) < O cuando 
x > c. En la figura 6, se tiene la gráfica de una función f para la que c es un 


figura d En x, y x4 la función tiene un valor máximo relativo, y en x3 y xs 
la función tiene un valor mínimo relativo; aunque xg es un número crítico, no 


se tiene un extremo relativo en xg. (Xx) >0;x<x_6 Pd) >0;x>x_6 
A continuación se resume el procedimiento para obtener los extremos 
relativos de una función. 


Para determinar analíticamente los extremos relativos de f: 


1. Calcule f(x). 

2. Determine los números críticos de f; es decir, los valores de x para 
los cuales f(x) = 0 o para los que f'(x) no existe. 

3. Aplique el criterio de la primera derivada (teorema 3.4.4). 


Los ejemplos siguientes muestran cómo se aplica este procedimiento. 


» EJEMPLO 1 Trace la gráfica de la función definida por 
f0) = xi - 6x2 + 9x + 1 


Determine a partir de la gráfica los extremos relativos de f, los valores de x en 
los que ocurren los extremos relativos, los intervalos en los que f es creciente, 
y en los que f es decreciente. Confirme analíticamente la información ob- 
tenida gráficamente. 


Solución La figura 7 muestra la gráfica de f trazada en el rectángulo 
de inspección de [-3, 5] por [-2, 6]. A partir de la gráfica, se determina que f 
tiene un valor máximo relativo de 5Senx = 1, y un valor mínimo relativo de 
lenx = 3. También, a partir de la gráfica se determina que fes creciente en 
los intervalos (-oo, 1] y [3, +00), y es decreciente en el intervalo [1, 3], 

Ahora se confirmará esta información mediante el criterio de la prime- 
ra derivada calculando primero la derivada de f. 


FO) = 3 - 121 +9 
Los únicos números críticos son aquellos para los que f(x) = 0: 


32 - 12x+9=0 
3d D=0 
x=3 x= 1 


Por tanto, los números críticos de f son 1 y 3. Para determinar si f tiene un 
extremo relativo en estos números, se aplica el criterio de la primera derivada 
y los resultados se presentan en la tabla 1. 


Tabla 1 

| 190 FO Conclusión 
x<l + fes creciente 
+=] 5 0 f tiene un valor máximo relativo 
l<x<3 = fes decreciente 
1=3 1 0 f tiene un valor mínimo relativo 
3<x + fes creciente 
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Las conclusiones de la tabla confirman la información determinada 
gráficamente. d 


DP — EJEMPLO 2 sea 
fo) = E 


Determine los extremos relativos de f y los valores de x en donde ellos ocu- 
rren. También determine los intervalos en los que f es creciente y en los que 
es decreciente. Apoye las respuestas gráficamente. 


Solución Al diferenciar f'se tiene 


fo) = £ x1b5 + 4,24 
= ¿Pr + 1) 


Como f(x) no existe cuando x = 0, y f(x) = O cuando x = -l, entonces 
los números críticos de f son —1 y O. Se aplica el criterio de la primera deri- 
vada y se resumen los resultados en la tabla 2. En la tabla, la abreviación n.e. 
significa no existe. 


Tabla 2 

| (3 10 Conclusión 

I z 
x<-t - Fes decreciente 
x=-l 3 0 ftiene un valor mínimo relativo 
-1<x<0 + fes creciente 
x=0 0 n.e. f'no tiene un extremo relativoenx = 0 
0<x + fes creciente 


La información de la tabla se apoya al trazar la gráfica de f en el rec- 
tángulo de inspección de [-7.5, 7.5] por [-5, 5], como se muestra en la 


figura 8. « 
o » EJEMPLO 3 Dada 
10 = 8 4 at fa) = Ed 24 sixs3 
8-=x si3<x 


FIGURA 8 


determine los extremos relativos de f y los valores de x en los que ellos ocu- 
rren. También determine analíticamente los intervalos en los que f es crecien- 
te y en los que fes decreciente. Dibuje la gráfica. 


Solución Ai calcular f(x) se obtiene 


A sir<3 
1 s513<x 


Observe que f es continua en 3. 
eN existe. Por tanto, 3 es un número crítico de f. Otro número crítico de f es 0 
Dedo aex porque f(x) = 0 cuando x = O. En la tabla 3 se resumen los resultados 
obtenidos al aplicar el criterio de la primera derivada. La gráfica de f se 
FIGURA 9 muestra en la figura 9. 
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Gráfica de f' 


FIGURA 10 


Gráfica de g' 


FIGURA 1 


Tabla 3 
fa) FO) Conclusión 
x<0 - fes decreciente 
x=0 -4 0 f tiene un valor mínimo relativo 
0<x<3 + fes creciente 
x= 5 n.e. f tiene un valor máximo relativo 
3<x - fes decreciente 4 


Como se hizo en los ejemplos ilustrativos 1 y 2, ahora se mostrará en los 
dos ejemplos siguientes cómo puede obtenerse el comportamiento de una 
función a partir de la gráfica de su derivada. 


» EJEMPLO 4 La figura 10 muestra la gráfica de la derivada de 
una función f cuyo dominio es el conjunto de los números reales. A partir de la 
gráfica determine los números críticos de f, los intervalos en los que f es cre- 
ciente y en los que fes decreciente, y los extremos relativos de f. 


Solución Dela gráfica, se observa que f(x) existe en cualquier número 
real y que f(-2), F'(1) y f(5) son iguales a cero. Por tanto, -2, 1 y 5 son nú- 
meros críticos de f. Comof(x) < Ocuandox < -201 < x < 5, fes decre- 
ciente en los intervalos (—oo, —-2] y [1, 5]. Debido a que f(x) > O cuando 
2<x<lox> 5, fes creciente en los intervalos [-2, 1] y [5, +00). La 
tabla 4 resume estos hechos, además de que f tiene valores mínimos relati- 
vosenx =-2 yx = 5, y f tiene un valor máximo relativo en x = l, obte- 
nidos al aplicar el criterio de la primera derivada. 


Tabla 4 
Fo Conclusión 
x<-2 - fes decreciente 
1= 2 0 f tiene un valor mínimo relativo 
-2<x<1 + fes creciente 
=1 0 f tiene un valor máximo relativo 
1<x<s5 = fes decreciente 
Rios 0 ftiene un valor mínimo relativo 
S<x + fes creciente 4 


» EJEMPLO 5 Siga las instrucciones del ejemplo 4 para la fun- 
ción g, continua en su dominio el cual es el conjunto de los números reales, 
para la cual la figura 11 muestra la gráfica de su derivada. 


Solución De la gráfica, como g(-1) = 0, -1 es un número crítico de g. 
Debido a que el eje y es una asíntota vertical de gráfica de g', g*(0) no existe, 
aunque O esté en el dominio de g. En consecuencia, también O es número 
crítico de g. Como g(x) > O cuando x < -1 0x > 0, g es creciente en los 
intervalos (—eo, -1] y [0, +00). Ya que g'(x) < O cuando -1 < x < 0, g es 
decreciente en el intervalo [-1, 0]. Estos hechos se resumen en la tabla 5, te- 
niendo en cuenta que se aplicó el criterio de la primera derivada para deter- 
minar los extremos relativos. 
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Tabla 5 

| 260) Conclusión 
x<-l | + g es creciente 
x=-1 0 £ tiene un valor máximo relativo 
1 <x<0 = g es decreciente 
x= n.e g tiene un valor mínimo relativo 
0<x + g es creciente 


En la sección 3.6, se obtendrán algunas propiedades adicionales de la 
función f del ejemplo 4 y de la función g del ejemplo 5 a partir de las gráficas 
de sus derivadas, después, a partir de estas propiedades, así como de las obte- 
nidas en esta sección, se dibujarán posibles gráficas de f y g. 


EJERCICIOS 3.4 


En los ejercicios 1 a 18, (a) trace la gráfica, y determine a par- 
tir de ella: (b) los extremos relativos de f, (c) los valores de x 
en los que ocurren los extremos relativos, (d) los intervalos en 
los que f es creciente, (e) los intervalos en los que f es decre- 
ciente. Confirme analíticamente la información obtenida grá- 
ficamente. 


1 f00) = x?- 4x-1 

2. fía) = 3x? - 3x + 2 

3 f0=x-x-x 

4. [0 =x-912+ 15-5 

5. fm = q =xX+x? 6 f0=x*-4x 
7. f(x) = 4sen 1x;x e [21,21] 


2 
8. f(x) = 2cos53x;x € [-x, 11] 


9. f0) = Vx - 5 10. fa) = 222 


1. fo = (1-04 +0 
12. f0) = (1: + 2x - 1? 
13. f0) = x- 3x1P 


5h 


14. f() = 4x - 6% 

15. fo) = 98 - y 16. f() = Px - 19 

17. fo) = 4% 410x418, ft = x% — 1012 

En los ejercicios 19 a 32, haga lo siguiente analíticamente: (a) 
determine los extremos relativos de f: (b) determine los valo- 
res de x en los que ocurren los extremos relativos; (c) determine 
los intervalos en los que f es creciente; (d) determine los intervalos 
en los que f es decreciente. Apoye las respuestas gráficamente. 
19. fía) = 2x? - 91? +2 

20. fx) = x? - 3x2 - 9x 

21. ff) = qa - ¿3 + 4x+ 1 


22. fix) = xó - 5x1? - 20x - 2 

2D f)= + A) = da 
x 2x 

25. fa) = 2xV3- x 26. fi) =x45- x? 


2 = 2 Ma — 4990 
28. f00) = 2- (- 94 


29. fix) = y sec dx; x € Eta, +] 
30. fo) = 3csc2x,x E [-x, 11] 

31. ft) = a + 47 
32. f00) = (1 + Dx - 


En los ejercicios 33 a 38, haga lo siguiente analíticamente: (a) 
determine los extremos relativos de la función; (b) determine 
los valores de x en los que ocurren los extremos relativos; (c) 
determine los intervalos en los que la función es creciente; 
(d) determine los intervalos en los que la función es decrecien- 
te. (e) Dibuje la gráfica de la función a partir de las respuestas 
de los incisos (a) 4d). 
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3. fa) = 2x +9 six < 2 
xi +1 si-2<x 
5S-2r six< 3 
34. = 
IA 
(3x+5 six< -1 
35. f(0=ix +1 si-lsx<2 
Tx si2<x 
12 — (a + SY six< -3 
36. f0) =¿45-x si-3<x<-1 
100 (x- DD  si-l<x<17 
(1 + 9-8 six< —7 
TN 1 Ms-(x+ 4? siTSxr<0 
(1-2? -7 si0<x 
2 2 : ps 
38. fx) = 4 ERA ad 4 
12 — (x + 1) si-4%<x 


En los ejercicios 39 a 44, la figura adjunta muestra la gráfica 
de la derivada de una función f continua en su dominio, el cual 
es el conjunto de los números reales. A partir de la gráfica, 
determine (a) los números críticos de f, (b) los intervalos en 
los que f es creciente, (c) los intervalos en los que f es decre- 
ciente, y (d) los números donde ocurren los extremos relativos 
def. 
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39. 


40. 


41. 


42, 


43. 


1 


45. 


46. 


47. 


49. 


50. 


51. 


52. 
53. 


54. 


55. 


56. 


58. 


Dado que la función f es continua para todos los valores 
de x,f(0) = 0,f(4) = 2,f(8) = 0,f'(x) > Osix < 4, y 
FG) <0 si x > 4, dibuje una gráfica posible de f en 
cada uno de los siguientes casos donde la condición adi- 


cional se satisface: (a) f' es continua en 4; (b) f(x) = l 


six<4yft)=-15ix>4(0) lim f(x) =Í, 
2 1>47 
lím f(x) = —-0, y fa) + F(b)sia X b. 
x>4+ 


Dado que la función f es continua para todos los valores 
de x, f(3) = 2,f(x) < Osix < 3, y f(x) > Osix > 3, 
dibuje una gráfica posible de f en cada uno de los siguien- 
tes casos donde la condición adicional se satisface: 
(a) f'es continua en 3; (b) f(x) = -Isix < 3yf'(x) = 1 
six>33(c) lím f(x) =-l, límf'G) = 1, y 
123 1>3+ 
fla) + fb)sia H b. 
Encuentre a y b tales que la función definida por 


fo=xY+a?d+b 
tenga un extremo relativo en el punto (2, 3). 
Encuentre a, b y c tales que la función definida por 
fo = a?d+bx+c 


tenga un valor máximo relativo de 7enx = 1 y la gráfica 
de y = f(x) pase por el punto (2, —2). 


Encuentre a, b, c y d tales que la función definida por 
f0=a0 + be +cx+d 


tenga un extremo relativo en los puntos (1, 2) y (2, 3). 

Sea f(x) = xP(1 — x)?, donde p y q son números enteros 

positivos mayores que 1, demuestre cada una de las si- 

guientes proposiciones: 

(a) Si p es par, f tiene un valor mínimo relativo en 0; 

(b) Si q es par, ftiene un valor mínimo relativo en l; 

(c) f tiene un valor máximo relativo en p/(p + q) inde- 
pendientemente de que p y q sean impares o pares. 

Demuestre el teorema 3.4.3(11). 

Demuestre el teorema 3.4.4(1i). 


Si f(x) = x*, donde k es un número entero positivo impar, 
demuestre que f no tiene extremos relativos. 


Demuestre que si fes creciente en [a, b] y si g es creciente 
en [f(a), f(b)], entonces si g o fexiste en [a, bl, g o fes 
creciente en [a, b]. 


La función f es creciente en el intervalo /. Demuestre que 
(a) si g(x) = —f(x), entonces g es decreciente en ?; (b) si 
h(x) = 1/£6) y 00 > 0 en 1, entonces h es decreciente 
en]. 


La función f es diferenciable en cada número del intervalo 
cerrado [a, b]. Demuestre que si f'(a) - F(b) < O, enton- 
ces existe un número c en el intervalo abierto (a, b) tal que 
fc) =0. 

Sif(x) existe en cada número del intervalo abierto (a, b) que 
contiene al número c y fc) = 0, ¿puede concluirse que f 
tiene un extremo rélativo en c? Explique su respuesta, 


Describa cómo se aplica el criterio de la primera deriva- 
da para determinar los extremos relativos de una función. 
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3.5 CONCAVIDAD, PUNTOS DE INFLEXION Y CRITERIO 
DE LA SEGUNDA DERIVADA 


como se verá en esta 


La segunda derivada, igual que la primera derivada, proporciona información 
_acerca del comportamiento de una función y su gráfica, 


sección. 

Consulte la figura 1, la cual muestra la gráfica de una función f cuyas 
derivadas primera y segunda existen en el intervalo cerrado [x,, x7]. Debido a 
que f y f' son diferenciables en dicho intervalo, entonces f y f' son continuas 
en [x,, x7]. 

Si se considera que el punto P se mueve a lo largo de la gráfica de la figura 
1 desde A hasta G, entonces la posición de P varía cuando x crece de x; a xy. 


FIGURA 1 la gráfica es positiva y decreciente; esto es, la recta tangente a la gráfica gira 


o cero y decreciente. 
Concavidad hacia abajo. 


*O negativa y creciente o 
cero y creciente. 
Concavidad hacia arriba. 


*Puntos en los que la 
concavidad cambia. 
Puntos de inflexión. 


TGs>D 
I 


c 


FIGURA 2 


FIGURA 3 


en el sentido de las manecillas del reloj, y 


girando en el sentido de las manecillas del reloj, y la gráfica está debajo de su 
recta tangente. Se dice que la gráfica es cóncava hacia abajo de A a C. A me- 


tóngente es negativa y creciente; esto es, la recta tangente gira en sentido 


contrario al giro de las manecillas del reloj, y la gráfica está por arriba de su 


creciente; la recta tangente sigue girando en sentido contrario al heal 


manecillas del reloj, y la gráfica está por arriba de su recta tangente. SETdidE 


“na punto de inflexión. Enseguida se presentan estas definiciones formalmente. 


3.5.1 Definición de concavidad hacia arriba 


Se dice que la gráfica de una función es cóncava hacia arriba en el 
punto (c, f(c)) si existen f(c) y un intervalo abierto / que contiene a'e 
tal que para todos los valores de x + c en 1, el punto (x, f(x)) de la grá- 


3.5.2 Definición de concavidad hacia abajo 


Se dice que la gráfica de una función es cóncava hacia abajo en el 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 La figura 2 presenta una 
porción de la gráfica de una función f cóncava hacia arriba en el punto 
(c, F(c)), y la figura 3 muestra una porción de la gráfica de una función que 
es cóncava hacia abajo en el punto (c, f(c)L 


La gráfica de la figura 1 es cóncava hacia abajo en todos los puntos 
(o, f(x) para los cuales x está en alguno de los dos intervalos abiertos siguien- 
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tes: (x1, x3) O (xs, xg). De manera semejante, la gráfica de la figura 1 es cón- 
cava hacia arriba en todos los puntos (x, f(x)) para los cuales x está en 
(23, x5) O en (Xg, x7). 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 — si fes la función definida 


por f(x) = 12, entonces f(x) = 2x y f(x) = 2. Por lo que f(x) > 0 
para toda x. Además, como la gráfica de f, mostrada en la figura 4, está arriba 
de todas sus rectas tangentes, la gráfica es cóncava hacia arriba en todos 
sus puntos. 

Si g es la función definida por g(x) = -x2, entonces gx) = -2x y 
g"(x) = —2. En consecuencia, g'(x) < O para toda x. También, debido a que 
la gráfica de g, presentada en la figura 5, está debajo de sus rectas tangentes, 
g es cóncava hacia abajo en todos sus puntos. 


La función f del ejemplo ilustrativo 2 es tal que f"(x) > O para toda x, 
y la gráfica de fes cóncava hacia arriba en todo número. Para la función g 
del ejemplo ilustrativo 2, g'(x) < O para toda x, y la gráfica de g es cóncava 
hacia abajo en todo número. Estas dos situaciones son 


3.5.3 Teorema 
Sea f una función que es diferenciable en algún intervalo abierto que 


contiene a c. Entonces 


FIGURA $5 


0) sif"(c) > 0, la gráfica de fes cóncava hacia arriba en (c, f(c)).. 
Demostración de (i) 


fc) = lim fx) en f'(c) 


Como fc) > 0, 


x>c e de Es 
Entonces, por el teorema 3.1.8(i) existe un intervalo abierto / que contiene a c 
tal que 
f0- fc >0 ] (1) 
x-c 
para cadax * cen. 


Ahora considere la recta tangente a la gráfica de f en el punto (c, f(c)). 
Una ecuación de esta recta tangente es 


E. + FO) + FOA — e) Q) 


Sea x un número del intervalo / tal quex + c y sea Q el punto de la gráfica 
de f cuya abscisa es x. A través de Q dibuje una recta paralela al eje y, y sea T 
el punto de intersección de esta recta con la recta tangente (vea la figura 6). 
> ox Para demostrar que la gráfica de fes cóncava hacia arriba en (c, f(c)) se 


- debe mostrar que el punto Q está arriba del punto T o, equivalentemente, que 
FIGURA 6 la distancia dirigida TQ > O para todos los valores x + c en 1. TQ es igual a 
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M- 
FIGURA 7 


Cc 


FIGURA 8 


FIGURA 9 


FIGURA 10 


la ordenada de Q menos la ordenada de 7. La ordenada de Q es f(x) y la orde- 
nada de 7 se obtiene de (2); así 


A a) o 


Por el teorema del valor medio, existe algún número d entre x y c tal que 


Fx) - Fc) 


x-cC 


Fd = 
Esto es 


F0)- fc) = Fid(x —- c)  paraalguna d entre x y c 


Al sustituir de esta ecuación en (3) se tiene 


TO = FUN — c) — floNa — c) 

TO = (1 - O fa) — fo)) (4) 
Puesto que d está entre x y c, d está en el intervalo 1, de modo que conside- 
rando x = den la ecuación (1) se obtiene 


Para demostrar que TO > 0, se probará que los dos factores del miem- 
bro derecho de (4) tienen el mismo signo. Si x — c > O, entonces x > Cc. 
Además, como d está entre x y c, entonces d > c; por tanto, de la desigual- 
dad (5), f(d) — f(c) > 0.Six — c < 0, entonces x < c, por lo que d < c; 
por tanto, de (5), £(d) — f'(c) < 0, En consecuencia, x — c y f(d) — fc) 
tienen el mismo signo, por tanto, TO es un número positivo. Así, la gráfica 
de fes cóncava hacia arriba en el punto (c, f(c)). 

La demostración del inciso (ii) es semejante a la del inciso (i) por lo 
que se omite. 1] 


El recíproco del teorema 3.5.3 no es válido. Por ejemplo, si f es la fun- 
ción definida por f(x) = x1%, entonces la gráfica de f es cóncava hacia arriba 
en el punto (0, 0) pero como f"(x) = 12x?, f'"(0) = O (vea la figura 7). En 


Si existe un punto en la gráfica de una función en que el sentido de la 
concavidad cambia, y la gráfica tiene una recta tangente en este punto, enton- 
ces la gráfica cruza su recta tangente en ese punto, como se muestra en las 
figuras 8, 9 y 10, A dicho punto se le llama punto de inflexión. 


3.5.4 Definición de punto de inflexión 


ns > ; 
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4-x? six<1 
2+x? sil<x 


h(x) = 


FIGURA 11 


> ox 


5 
fO=21+9=-P 0<1S<5 


FIGURA 12 


¿Porqué es así dicha 
inecuación? Porqué en la 
función original solo se toma 
el intervalo O <=t<= 5 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 La figura 8 muestra un pun- 
to de inflexión en el que la condición (i) de la definición 3.5.4 se cumple; en 
este caso la gráfica es cóncava hacia abajo en los puntos inmediatos ubicados a la 
izquierda del punto de inflexión, y es cóncava hacia arriba en los puntos localizados 
inmediatamente a la derecha del punto de inflexión. La condición (ii) se pre- 
senta en la figura 9, en donde el sentido de la concavidad cambia de cóncava hacia 
arriba a cóncava hacia abajo en el punto de inflexión. La figura 10 proporciona 
otro ejemplo de la condición (i), donde el sentido de la concavidad cambia de cón- 
cava hacia abajo a cóncava hacia arriba en el punto de inflexión. Observe que en la 
figura 10 la gráfica tiene una recta tangente horizontal en el punto de inflexión. 4 


La gráfica de la figura 1 tiene puntos de inflexión en C, E y F. 


Una parte crucial de la definición de punto de inflexión es que la gráfica 
debe tener una recta tangente en ese punto. Considere, por ejemplo, la fun- 
ción del ejemplo 2 de la sección 1.6 definida por 


4-x2 six<l 
ho = 
6) le +x2 sil<x 
La gráfica de h se muestra en la figura 11. Observe que A'(x) = 2 six < 1 


y h'"(x) = 2 six > 1. De este modo, en el punto (1, 3) de la gráfica el sen- 
tido de concavidad cambia de hacia abajo a hacia arriba. Sin embargo, (1, 3) 
no es un punto de inflexión porque la gráfica no tiene una recta tangente en 
ese punto. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 Suponga que + horas des- 


pués de iniciar un trabajo a las 7 a.m. un obrero, en una línea de ensamble, ha 
realizado una tarea particular de f(t) unidades donde 


fo =21+9-PB 0<t<S 


La tabla | presenta los valores de función para valores enteros de f, de l a 5, y 
la figura 12 muestra la gráfica de fen [O, 5]. 


Tabla 1 
t l 2 3 4 S 


FO 29 70 117 164 205 


Al diferenciar dos veces f' se tiene 


FW =21 + 181 - 38 FW = 18 — 6t 


63 -1 


Observe que F'(£) > 0si0<1t< 3 yf'( < 0si3 < 1 < 5. De la 
definición 3.5.4(1i), la gráfica de f tiene un punto de inflexión en f = 3. 
Del teorema 3.4.3, como f"(£) > O cuando 0 < 1 < 3, f'(t) es creciente 
en [0, 3], y debido a que f"(+) < O cuando 3 < 1 < 5, f'(t) es decreciente en 
[3, 5]. Por tanto, ya que f'(£) es la tasa de variación de f(t) con respecto a 1, se 
concluye que en las tres primeras horas (de 7 a.m. a 10 a.m.) el trabajador rea- 
liza la tarea a una tasa creciente, y durante las siguientes dos horas (de las 
10 a.m. al medio día) el trabajador efectúa la tarea a una tasa decreciente. 
En £ = 3 (10 a.m.) el trabajador es más eficiente, y cuando 3 < t < $ (des- 
pués de las 10 a.m.) hay una reducción en la tasa de producción del traba- 
jador. El punto en el que el trabajador produce con mayor eficiencia se 
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denomina punto de rendimiento decreciente, este punto es un punto de in- 
flexión de la gráfica de f. 4 


La definición 3.5.4 expresa que la segunda derivada cambia de signo en 
un punto de inflexión, pero no indica nada acerca del valor de la segunda deri- 
vada en ese punto. Sin embargo, el teorema siguiente establece que si la se- 
gunda derivada existe en un punto de inflexión, debe ser cero. 


3.5.5 Teorema 


Demostración Sea g la función tal que g(x) = f(x); entonces 
8) = f"G0). Como (c, f(c)) es un punto de inflexión de la gráfica de f, enton- 
ces f"(x) cambia de signo en c, por lo que gx) cambia de signo en c. Por 
tanto, por el criterio de la primera derivada, g tiene un extremo relativo en c, 
y c es un número crítico de g. Puesto que gc) = f"(c), y como por hipótesis 
f'"(c) existe, se deduce que gc) existe. Por tanto, por el teorema 3.1.3, 
gc) = Oy f'(c) = O, que es lo que se deseaba demostrar. ] 


El recíproco del teorema 3.5.5 no es válido. Esto es, si la segunda deri- 
vada de una función es cero en un número c, la gráfica de la función no 
necesariamente tiene un punto de inflexión donde x = c. Este hecho se de- 
muestra en el ejemplo ilustrativo siguiente. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 5 Considere la función f cuya 


gráfica se muestra en la figura 7, para la cual 
O=Y* fM=4 fm = 1 
Observe que f"(0) = 0, pero comof"(x) > Osix < 0y f(x) > Osix > O, 


el origen no es un punto de inflexión. Además, la gráfica es cóncava hacia 
arriba en cualquier número. 4 


» EJEMPLO 1 La función del ejemplo 1 de la sección 3.4 está 
definida por 


fo) =x- 6x2 +9x+ 1 


Encuentre el punto de inflexión de la gráfica de f y determine dónde la gráfica 
es cóncava hacia arriba y dónde lo es hacia abajo. Apoye la respuesta tra- 
zando en el mismo rectángulo de inspección la gráfica de f y la tangente de 
inflexión (la recta tangente en el punto de inflexión). 


Solución Las derivadas primera y segunda de fson 
f0)=3x2-1x+9 y f'(0)= 6x - 12 


Como f"(x) existe para todos los valores de x, el único punto de inflexión 
posible de focurre donde f"(x) = 0, el cual ocurre en x = 2. Para determinar 
si se tiene un punto de inflexión en x = 2, debe verificarse si f"(x) cambia de 
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Et, 8.4] por [EL, 5.2] 
fo) =x-6+9x+ 1 


FIGURA 13 


[23, 3] por [-2, 2] 
fo =P 


FIGURA 14 


signo, al mismo tiempo se determina la concavidad de la gráfica para los 
intervalos respectivos. Los resultados se resumen en la tabla 2. 


Tabla 2 
fu) f) fu) Conclusión 
<2 - La gráfica de fes cóncava hacia abajo 
=2 3 3 0 La gráfica de f tiene un punto de inflexión 
2<x + La gráfica de fes cóncava hacia arriba 


En el ejemplo 1 de la sección 3.4, se mostró que f tiene un valor máxi- 
mo relativo en 1 y un valor mínimo relativo en 3. La figura 13 muestra la grá- 
fica de f y la tangente de inflexión en el rectángulo de inspección de [-1, 8.4] 
por [-1, 5.2], lo cual apoya la información de la tabla 2. 


donde la segunda derivada no existe, esto se ilustra en el ejemplo siguiente. 


P EJEMPLO 2 Dada 
fo) =x4B 


encuentre el punto de inflexión de la gráfica de f y determine dónde la gráfica 
es cóncava hacia arriba y dónde lo es hacia abajo. Apoye las respuestas 
gráficamente. 


Solución Las derivadas primera y segunda de fson 
fa= 1% y Fo=-4% 


De las ecuaciones anteriores se observa que f'(0) y f'(0) no existen. En el 
ejemplo ilustrativo 3 de la sección 2.2, se mostró que el eje y es la recta tan- 
gente de la gráfica de esta función en el origen. Además, 


FO0>0 six<0 y fO93<O0 six>0 


Por tanto, de la definición 3.5.4 (ii), f tiene un punto de inflexión en el origen. 
La concavidad de la gráfica se determina a partir del signo de f”(), los resul- 
tados se resumen en la tabla 3. 


Tabla 3 
fo) Fu fu) Conclusión 

x<0 d + + fes creciente; la gráfica de fes 
cóncava hacia arriba 

x=0 0 n.e. ne. La gráfica de f tiene un punto de 
inflexión 

0<x + ta fes creciente; la gráfica de fes 
cóncava hacia abajo 


La figura 14, que muestra la gráfica de f trazada en el rectángulo de 
inspección de [-3, 3] por [-2, 2], apoya la información de la tabla 3. 


DP EJEMPLO 3 sea Ñ 
fo) = (1 - 20 
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Trace la gráfica, y a partir de ésta, estime el punto de inflexión y dónde la grá- 
fica es cóncava hacia arriba y dónde lo es hacia abajo. Confirme las esti- 
maciones analíticamente. 


Solución La figura 15 muestra la gráfica de f trazada en el rectángulo de 
inspección de [-3, 3] por [—2, 2]. De la gráfica se estima que el punto de in- 
flexión está en (0.5, 0), la gráfica es cóncava hacia arriba para x < 0.5, y la 
gráfica es cóncava hacia abajo para x > 0.5. Ahora se confirmarán estas 


[3, 3] por [-2, 2] estimaciones analíticamente. Las derivadas primera y segunda de f son 
$0) = (1-29 FU) =-6(1 - 2x0? y fo = 241-210 
FIGURA 15 Como f(x) existe para todos los valores de x, el único punto de inflexión 


posible es donde f'(x) = 0, esto es, en x = 0.5. De los resultados resumidos 
en la tabla 4, f(x) cambia de signo, de+ a —, enx = 0.5; de modo que la 
gráfica tiene un punto de inflexión ahí. Observe también que debido a que 
fF'0.5) = 0, la gráfica tiene una recta tangente horizontal en el punto de 


inflexión. 
Tabla 4 
id 0 | FU) UN) Su) Conclusión 
x<0s | + La gráfica de fes cóncava hacia arriba 
x=0.5 0 0 0 La gráfica de f tiene un punto de 


inflexión 
PO) <0 05<x = La gráfica de fes cóncava hacia abajo 


En la sección 3.4 se indicó cómo determinar si una función tiene 
un extremo relativo en un número crítico c al verificar el cambio de signo 
algebraico de la primera derivada en números de algún intervalo adecuado 
que tenga a c como extremo derecho y números de algún intervalo conve- 
niente gue ta a c como extremo ios: al pis por c conibnMe x crece. 


establecer el criterio, se presentará una discusión acomética informal la cual 


a A n recurrirá a su intuición. 
f' decrece en la, b] Suponga que f es una función que tal que f” existe en algún intervalo 
FIGURA 1 abierto (a, b) que contiene ac, y que f'(c) = 0. Suponga también que f(x) < 0 


si x está en (a, b). Entonces, del teorema 3.5.3(11) la gráfica de f es cóncava 

hacia abajo en todos los punto de (a, b), y del teorema 3.4.3(11) f' es decreciente 

Pnof en [a, b]. La figura 16 muestra la gráfica de una función que tiene estas 

propiedades, y también se muestra en algunos puntos un segmento de la recta 

tangente. La pendiente de la recta tangente es decreciente en [a, b], lo cual es 

Po) > O consistente con el hecho de que /' es decreciente en [a, b]. Observe que f tie- 

ne un valor máximo relativo en c. 

Ahora suponga que f es una función que tiene las propiedades de la fun- 

ción del párrafo anterior excepto que (1) > 0 si x está en (a, b). Entonces, 

por el teorema 3.5.3(1), la gráfica de f es cóncava hacia arriba en todos los 

P(c) = 0 puntos de (a, b), y del teorema 3.4.3(1), f" es creciente en [a, b]. La gráfica de 

una función que tiene estas propiedades se tiene en la figura 17. Las pendien- 

tes de la rectas tangentes, que se muestran en algunos puntos en la figura, 
A son crecientes en [a, b], y ftiene un valor mínimo relativo en c. 

_ ES E Ahora se establecerá y demostrará el criterio de la segunda derivada 

f' crece en [a, b] para extremos relativos, el cual confirma las observaciones geométricas de 

FIGURA 17 los dos párrafos precedentes. 
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*El criterio de la segunda 
derivada solo es válido 
aplicarlo cuando f'(c) existe en 
el número c y es igual a cero. 


3.5.6 Teorema Criterio de la segunda derivada j 


Sea c un número crítico de una función f en el que f((c) = 0, y supon- 
contiene 4 c. 


Demostración del inciso (i) Por hipótesis, f'(c) existe y es negativa; 
de modo que 


Por tanto, por el teorema 3.1.8(11), existe un intervalo abierto 7 que contiene a 
c tal que 


LOMO y (6) 


x=-C 


para toda x + c en el intervalo. 

Sea I, el intervalo abierto que contiene todos los valores de x en J para 
los que x < c; por tanto, c es el extremo derecho del intervalo abierto /;. 
Sea 1, el intervalo abierto que contiene todos los valores de x en / para los 
que x > c; de modo que c es el extremo izquierdo del intervalo abierto 7). 

Entonces, si x está en f,, x— c < 0, y de la desigualdad (6), 
FOO) -f UC) > 0 0, equivalentemente, f(x) > f'(c). Si x está en 
h,x- c >0, y de(6), f(x) — f(c) < Oo, equivalentemente, f(x) < fc). 

Pero como f(c) = 0, se concluye que si x está en 1], f(x) > 0, y six 
está en L,, f(x) < 0. Por tanto, f(x) cambia de signo algebraico de positivo a 
negativo al pasar por c, conforme x crece; de modo que, por el criterio de pri- 
mera derivada, f tiene un valor máximo relativo en c. 

La demostración del inciso (ii) es semejante a la del inciso (i) y se deja 
como ejercicio (refiérase el ejercicio 56). n 


D EJEMPLO 4 sea 


fo) =x%4+ 410 - 4x2 


determine los extremos relativos de f aplicando el criterio de la segunda de- 
rivada. Utilice esta información para dibujar la gráfica de f. Apoye los resul- 
tados en una graficadora. 


Solución — Se calculan las derivadas primera y segunda de f: 
ff) = 48 +4x2-8x fx) = 12x? + 8x- 8 
Al considerar f(x) = O se obtiene 


Ax(x + 2Mx - 1) = 0 
x=0 x= 2 x=1 


Por tanto, los números críticos de f son -—2, O y 1. Para determinar si existe 
o no un extremo relativo en alguno de estos números críticos, se considera 


3.5 CONCAVIDAD, PUNTOS DE INFLEXIÓN Y CRITERIO DE LA SEGUNDA DERIVADA 239 


+ -10 


f=xY+ o - 4x? 


FIGURA 18 


[-15, 15] por [-11, 9] 
fo=x*+ 0-40 


FIGURA 19 


fo=4 


FIGURA 20 


el signo de la segunda derivada en ellos. Los resultados se resumen en la 
tabla 5. 


Tabla 5 

Fo FU) Fu Conclusión 
x*=-2 -2 0 + ftiene un valor mínimo relativo 
x=0 0 0 e ftiene un valor máximo relativo 
x=1l - z 0 + ftiene un valor mínimo relativo 


A partir de la información de esta tabla y localizando algunos puntos 
más, se dibuja la gráfica de f, mostrada en la figura 18. La figura 19, que pre- 
senta la gráfica de f trazada en el rectángulo de inspección de [—15, 15] por 
(11, 9), apoya los resultados. 


ra Los tres ejemplos ilustrativos siguientes justifican esta 


afirmación. *El criterio de la segunda derivada no concluye algo 
cuando se tiene que f”(c) = 0. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 6 si f(x) = x*, entonces 


F) = 4x7 y f(x) = 1212, De modo que, f(0), £(0) y £”(0) son iguales a 


lor mínimo relat . La gráfica de f'se muestra en la figura 20. 4 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 7 — si gíx) = -x*, entonces 
gl) = -417 y g"(0) = -12x2. Por tanto, g(0), g(0) y g"(0) son iguales a 
cero. En este caso g tiene un valor máximo relativo en 0, como puede verse 


ú La figura 21 muestra la gráfica 


SIE E a p 


de g. 
*No se aplica el criterio de la segunda derivada. 


D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 8 Si h(x) = x13, entonces 
h(x) = 3x2 y h'(x) = 6x, por lo que (0), A'(0) y h"(0) son iguales a cero. 
six > 0,40) > hA(0). La gráfica de h se presenta en la figura 22. 4 


Los ejemplos ilustrativos 6-8 proporcionan ejemplos de tres funciones 
para las cuales su segunda derivada tiene un valor de cero en un punto cuya 
primera derivada es cero; en ese número, una función tiene un valor míni- 
mo relativo, otra función tiene un valor máximo relativo, y la tercera función 
no tiene valor extremo relativo. 


» EJEMPLO 5 Para la función seno, determine los extremos re- 
lativos aplicando el criterio de la segunda derivada, y encuentre los puntos 
de inflexión de su gráfica. También determine las pendientes de las tangen- 
tes de inflexión. Trace la gráfica de la función seno en un intervalo de longitud 
277 que contenga el punto de inflexión que posea la menor abscisa positiva. 
En el mismo rectángulo de inspección, trace la tangente de inflexión. 


Solución Sean Ñ 


FO) = sen x F(x) = cosx FU) = sen x 


240 CAPÍTULO 3 COMPORTAMIENTO DE LAS FUNCIONES Y DE SUS GRÁFICAS, ... 


80) = -x 
FIGURA 21 


ho = Y 
FIGURA 22 


[0, 277] por [-2, 2] 


f(x) = senx 


FIGURA 23 


Xx 


Las funciones f, f' y f” están definidas para toda x. Los números críticos se 
obtiene al considerar f(x) = 0: 


cosr=0 
x= ¿TT +kmr kes cualquier número entero 


A fin de determinar si existe o no un extremo relativo en alguno de estos nú- 
meros críticos se obtiene el signo de la segunda derivada en cada uno de ellos. 


FUGA + km) = =sen(¿1 + kn) 
cos kt 


— |-1  sikes un entero par 
1 sikes un entero impar 


Los resultados obtenidos al aplicar el criterio de la segunda derivada se re- 
sumen en la tabla 6. 


Tabla 6 


fo FWD fx) Conclusión 


1 0 = f tiene un valor máximo relativo 


ís 3 + kx (k es un entero par) 


z Tr + kx (kes un entero impar) 


f tiene un valor mínimo relativo 


Para determinar los puntos de inflexión se considera f(x) = 0: 


- senx=0 
x=km kescualquier entero 


Como f"(x) cambia de signo en cada uno de estos valores de x, la gráfica tie- 
ne un punto de inflexión en cada punto que tiene alguna de estas abscisas. En 
cada punto de inflexión, 


fkr) = cos kx k es cualquier entero 


1 si kes un entero par 
—1 si kes un entero impar 


Por tanto, las pendientes de las tangentes de inflexión son +1 o —1. 

La figura 23 muestra la gráfica de la función seno y la tangente de in- 
flexión en el punto (xr, 0) trazadas en el rectángulo de inspección de [0, 2x1] 
por [-2, 2]. 


EJERCICIOS 3.5 


En los ejercicios 1 a 8, encuentre los puntos de inflexión de la 7. f(x) = 2sen3x;x E [- 5 T, | 
función y determine dónde la gráfica es cóncava hacia arriba 


y dónde lo es hacia abajo. Apoye las respuestas trazando en el 


8. f(x) = 3cos2x;x E [-2, 1] 


mismo rectángulo de inspección la gráfica de la función y las En los ejercicios 9 a 16, trace la gráfica de la función y a partir 
tangentes de inflexión. 


1. 
2. 
3. 
5. 


FO) = 2x7 + 3x2 - 12x + 1 


860) 
800) 
Fo) 


= x? - 6x1? + 20 
= 4 - 8x? 
2 


12 +3 


4. fx) = x- 21 
6. G() = 


de la gráfica estime el punto de inflexión y dónde la gráfica es 
cóncava hacia arriba y en dónde lo es hacia abajo. Confirme 
las estimaciones analíticamente. 


9. f0)=x +9x 10. 200) = 2x? - 1 
5 1 Go = (6-1 12. FG) = (x + 29 
+4 13, f0) = (: + 298 14. 200) = (- DP 
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15. g(x) = tan 20 x E (1,5) 
16. f(x) = cot2x,x € (0, e) 
En los ejercicios 17 a 22, encuentre el punto de inflexión de 
la gráfica de la función, si existe alguno, y determine dónde la 


gráfica es cóncava hacia arriba y dónde lo es hacia abajo. 
Dibuje la gráfica. 


; 2 : 
17. fa) = x-=1l o six<2 
bl Tr? sils 
2+x six<sl 
18. fo) = 
Hi 4-2 sil<x 
19. g(x) = x* osix<o0 
2 si0<x 
=y3 ¡ 
2. (1) = e six<o0 
x si0<x 
21. Fo) = 3osix<o0 
x* o si0<x 
2 a 
e 
x si0< x 


En los ejercicios 23 a 30, dibuje una porción de la gráfica de al- 
guna función f que pase por el punto donde x = c si se satis- 
facen las condiciones dadas. Suponga qué f es continua en 
algún intervalo abierto que contiene a c, 


23. (a) fx) > Osix< cif) < Osix > c; 
FU) <0Osix< cif") <0Osix > c 

(d) f(x) > Osix < cif(x) < Osix > c; 
FO) > 0Osix< cif) > Osix > c 


24. (a) f(x) > Osix< cif) > Osix > C; 
FU >Osix<c;fUxa) <0Osix > c 
(d) f(x) < Osix< cf) >0six > c; 
FOO) >0Osix<cifUx) <0six>c 
25. (a) fc) = 0, fc) = 0,0) > Osix < c; 
FO <Osix>c 
(by fc) = 0,0). = 0,F"0 > 0; six < c; 
FU) > 0Osix<c 
26. (a) f(c) = 0; F() >0six< cf >0six>c 
(d) fc) = 0, f(x) <Osix <c fo >0six>c 
27. (a) fic) = 0, fc) = 1:00) < Osix < c; 
FU > Osix>c< 
(b) f'(c) no existe; f(x) > Osix < c; 
FU) >0six>c 
28. (a) fc) = 0:fc) = P FU) > Osix<c; 
FU) <0Osix>c 
(b) f'(c) no existe; f(x) < Osix < c; 
FO >0six>c 


29. lim f(x) = +00; lim f(x) = 0; 
x>c- x>c+ 
FOO) > 0Osix< cif") <0Osix > c 
30. — lím fía) = +00; lím f(x) = —oo; 
x>c- x>c+ 


FU) > Osix < cifU(x) > Osix > c 


En los ejercicios 31 a 38, encuentre los extremos relativos de la 
función aplicando el criterio de la segunda derivada. Utilice 
esta información para dibujar la gráfica de la función. Apoye 
los resultados en la graficadora. 

31. f(0) =-4x? + 31? + 18x 

3. hí(x) = 21? - 91? + 27 

33. 8(x) = 1x%- a - ¿0 34. f0) = 0 - a 
35. f(x) = cos3x;x € [- ¿% 2a 

36. 200) = 2sená4x;x € [0, 17 

37. Mx) = 4x1? + 412 38, FO =xY4x+ 3 


39. Dibuje la gráfica de alguna función f para la cual f(x), 
F'00) y Fo) existan y sean (a) positivos para toda x; (b) 
negativos para toda x. 


40. Para la función coseno, encuentre (a) los extremos relati- 
vos aplicando el criterio de la segunda derivada; (b) los 
puntos de inflexión de su gráfica; (c) las pendientes de 
las tangentes de inflexión. (d) Trace la gráfica de la fun- 
ción coseno en un intervalo de longitud 27 que contenga 
el punto de inflexión que posea la menor abscisa positiva. 
En el mismo rectángulo de inspección, trace la tangente 
de inflexión. 


En los ejercicios 41 y 42, encuentre (a) los puntos de inflexión 
de la gráfica de la función, y (b) las pendientes de las tangen- 
tes de inflexión. (c) Trace la gráfica de la función en un inter- 
valo de longitud Tr que contenga el punto de inflexión que 
posea la menor abscisa positiva. En el mismo rectángulo de 
inspección, trace la tangente de inflexión. 


41. La función tangente. 42. La función cotangente. 


En los ejercicios 43 y 44, (a) encuentre los extremos relativos 
de la función aplicando el criterio de la segunda derivada. (b) 
Trace la gráfica de la función en un intervalo de longitud 271. 


43. La función cosecante, 44. La función secante. 


En los ejercicios 45 a 50, dibuje una porción de la gráfica de 
una función f que pase por los puntos (c, fic), (d, F(d) y 
(e, f(e)) si se satisfacen las condiciones dadas. También dibuje un 
segmento de la recta tangente en cada uno de estos puntos, si 
existe la recta tangente. Suponga que c <d< e y que f es 
continua en algún intervalo abierto que contiene a c, d y e. 
45. (a) fc) = 0, f(d) = 1; F(d) = 0; fe) =0; 
FO > 0Osix< d, f(x) <0Osix > d 
(d) Fc) = 0; £(d) = —1; F'(d) = 0; fe) = 0; 
fi = 0,0) <0Osix< df) > 0 
sid<x<e fx) <0Osix> e 
46. (a) fc) = 0; f(d) = 1; Fa) = 0; Fe) = 0; 
FU <Osix < d; f(x) > Osix > d 
(bd) fc) = 0; F(d) = 1; Fla) = 0; fe) =0; 
fl) = 0,0) > 0Osix<d, fo) <0 
sid<x<ef'(x) > 0six>e 
47. (a) flo) =0; F'(c) = 0; F(d) = 1; F(d) = 0; 
fe) =0, fx) > Osix < c fx < Osi 
c<x<d, fo) > 0six > d 
(db) fc) = 0; lim fo) = +00; lim f(x) = +00; 
x>d- x>d+ 
file) = 0, FO > Osix<d; fo) <O si 
x>d 
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48. 


49. 


50. 


51. 


52. 


53. 


54, 


(a) Fc) = 0; F'(c) = 0; F(d) = 1; F'(d) = 0; 
fl) = 0: fx) < Osix< cf) > 0 
sic <x < d; f'(0) <0Osix > d 

(b) f'(c) = 0; di 400 = —oo; im PO = -0, 
fe) = 0: fx) < Osix< di fx) > Osix > d 


(a) f'(c) no existe; f(d) = —1; F'(d) = 0; 
file) = 0, f(x) > Osix< cif) <0 
sic<x< df) >0six>d 

(b) fc) = 0; F'(d) no existe; fe) = 0 
Fe) = 0, Fx) <Osix<d; fx) <0 
sid<x<e, fx) > 0six > e 


(a) fc) = 0; f(d) = —1; F'(d) = 0; f'(e) no existe; 
FO) <Osix<d fo) > 0 
sid<x<e, fx) <0six> e 
(b) fc) = 0; F'(c) = 0; F(d) no existe; 
Fle) = 0, FG) <Osix< cf >0 
sic <x<df'() >0six>d 


Si ft) = ax? + bx?, determine a, y b de modo que la 
gráfica de ftenga un punto de inflexión en el punto (1, 2). 
Apoye la respuesta gráficamente. 


Si f(x) = ax? + bx? + cx, determine a, b, y c de modo 
que la gráfica de f tenga un punto de inflexión en el 
punto (1, 2) y de modo que la pendiente de la tangente de 
inflexión sea igual a —2. Apoye la respuesta gráficamente. 


Si f(x) = ax? + bx? + cx + d, determine a, b, c y d 
de modo que f tenga un extremo relativo en el punto 
(0, 3) y que la gráfica de f tenga un punto de inflexión en 
el punto (1, —1). Apoye la respuesta gráficamente. 


Si f(0) = at + bÓ + cx? + dx + e, determine a, b, 


c, d y e de modo que la gráfica de f tenga un punto de in- * 


flexión en el punto (1, —1), que contenga al origen y sea 
simétrica con respecto al eje y. Apoye la respuesta grá- 
ficamente. 


55, 


56. 


s7. 


59. 


Suponga que 32 y -2 3 son números críticos 


de una función f y que f"(x) = x [[ 31? + 1]. En cada 
uno de estos números, determine si f tiene un extremo 
relativo y, en caso de ser así, si es un máximo relativo o 
un mínimo relativo. 


Demuestre el inciso (ii) del criterio de la segunda deri- 
vada para extremos relativos. 


Suponga que la gráfica de una función tiene un 
punto de inflexión en el punto (c, f(c)). ¿Qué puede con- 
cluirse acerca de (a) la continuidad de f en c; 
(b) la continuidad de f' en c; (ce) la continuidad de 
f"enc? 


Suponga que f es una función para la cual f"(x) existe 
para toda x de algún intervalo abierto / y que en un nú- 
mero c de 1, f'(c) = 0 y f"(c) existe y es diferente de 
cero. Demuestre que el punto (c, f(c)) es un punto de in- 
flexión de la gráfica de f. Sugerencia: la demostración es 
semejante a la del criterio de la segunda derivada. 


(a) Explique por qué un punto de inflexión de la gráfica 
de una función que representa la productividad de un tra- 
bajador puede interpretarse como un punto de rendi- 
miento decreciente. (b) Suponga que un trabajador de 
una fábrica que elabora marcos para pinturas puede hacer 
y marcos en x horas después de haber iniciado a las 
8 a.m., y 


y=3x+8*-x 0<x<4 


Determine en qué tiempo el trabajador se desempeña con 
mayor eficiencia; esto es, ¿cuándo el trabajador alcanza 
el punto de rendimiento decreciente? 


Explique cuándo se utilizaría el criterio de la segunda 
derivada para determinar extremos relativos y cuándo 
emplearía el criterio de la primera derivada. En su expli- 
cación, indique las ventajas y desventajas de cada criterio. 


3.6 TRAZO DE LAS GRAFICAS DE FUNCIONES 


Y DE SUS DERIVADAS 


En las secciones 3.4 y 3.5 se indicó cómo pueden determinarse propiedades 
de las gráficas de funciones a partir de sus derivadas. Ahora se mostrará cómo 
estas propiedades pueden determinarse a partir 'de la gráfica de la derivada y 
después emplearse para dibujar una posible gráfica de la función original. 


» EJEMPLO 1 


plo 4 de la sección 3.4 se muestra en la figura 1. A partir de esta gráfica deter- 
mine las abscisas de los puntos de inflexión de la gráfica de f y dónde la 
gráfica es cóncava hacia arriba y dónde lo es hacia abajo. Dibuje una posi- 
ble gráfica de f que tenga estas propiedades así como las propiedades obtenidas 


La gráfica de la derivada de la función del ejem- 


en el ejemplo 4 de la sección 3.4. Suponga que los únicos ceros de f son 3.5 y 6. 


Gráfica de f' 


FIGURA 1 


Solución La segunda derivada f” evaluada en el número c es la pen- 
diente de la recta tangente en el punto donde x = 


c de la gráfica de f'. En 
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consecuencia, como la gráfica de f' tiene rectas tangentes horizontales en 
x=-lyenx= 3, f'(-1) = 0 y f"G) = 0. En la figura 1 se observa que 
f'es creciente, es decir, f'(x) > O cuando x < -—1 y cuando x > 3; por tanto, 
por el teorema 3.5.3(1), la gráfica de fes cóncava hacia arriba para estos valo- 
res de x. Además, f' es decreciente, esto es, f(x) < 0 cuando -| < x < 3; 
por tanto, por el teorema 3.5.3(ii), la gráfica de fes cóncava hacia abajo para 
estos valores de x. Más aún, de la definición 3.5,4, se puede concluir que la 
gráfica de f tiene puntos de inflexión donde x = —1 y x = 3. Estos hechos se 
resumen en la tabla 1. 


Tabla 1 

fo) Conclusión 
x<-l + La gráfica de f es cóncava hacia arriba 
x=-l 0 La gráfica de f tiene un punto de inflexión 
=-1<1<3 - La gráfica de fes cóncava hacia abajo 
x=3 0 La gráfica de f tiene un punto de inflexión 
3<x + La gráfica de f es cóncava hacia arriba 


Ahora refiérase a la tabla 2, la cual contiene los hechos de la tabla 1 an- 
terior y de la tabla 4 de la sección 3.4. 


Tabla 2 
FS AS) Conclusión 
1x<-2 - + f es decreciente: la gráfica de fes cóncava 
hacia arriba 
=2 0 + f tiene un valor mínimo relativo; la gráfica 
de fes cóncava hacia arriba 
y 2<x<-1 + + f es creciente; la gráfica de fes cóncava 
hacia arriba 
x=-] + 0 f es creciente; la gráfica de f tiene un punto 
de inflexión 
-1<x<1 + - f es creciente; la gráfica de fes cóncava 
x hacia abajo 
x=1 0 - f tiene un valor máximo relativo; la gráfica 
de fes cóncava hacia abajo 
1<x<3 - - f es decreciente; la gráfica de fes cóncava 
Gráfica de f hacia abajo 
1=3 - 0 f es decreciente; la gráfica de f tiene un 
FIGURA 2 punto de inflexión 
3<x<5 - + fes decreciente; la gráfica de fes cóncava 
hacia arriba 
=5 0 + f tiene un valor mínimo relativo; la gráfica 
de fes cóncava hacia arriba 
7 5<x + + f es creciente; la gráfica de f es cóncava 
hacia arriba. 
Puesto que los únicos ceros de f'son 3.5 y 6, estos números son las únicas 
intercepciones x de la gráfica. Con esta información y las propiedades de la 
tabla 2, se dibuja una posible gráfica de f, la cual se muestra en la figura 2. 4 
1 0 Ñ 
Ñ » EJEMPLO 2 La figura 3 muestra la gráfica de la derivada de la 
función g del ejemplo 5 de la sección 3.4. A partir de esta gráfica determine las 
abscisas de los puntos de inflexión de la gráfica de ¿ y dónde la gráfica de g es 
Gráfica de g' cóncava hacia arriba y dónde lo es hacia abajo. Dibuje una posible gráfica de 


g que tenga estas propiedades así como las propiedades obtenidas en el ejem- 
FIGURA 3 plo 5 de la sección 3.4. Suponga que los únicos ceros de g son —2 y O. 
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Solución De la gráfica de g', g' es decreciente, es decir, g'(x) < 0 
cuando x < 0 y cuando x > 0. Por tanto, la gráfica de g es cóncava hacia 
abajo para estos valores de x. La gráfica de g nunca es cóncava hacia arriba. 
Como g“0) no existe, tampoco existe g”(0). Puesto que g"(x) no cambia de 
signo, la gráfica de g no tiene puntos de inflexión. Esta información se incor- 
pora a la de la tabla 5 de la sección 3.4 para obtener la tabla 3. 


Tabla 3 
8) 20 Conclusión 
x<- + - g es creciente; la gráfica de g es cóncava 
hacia abajo 
x=-1 0 - £ tiene un valor máximo relativo; la gráfica 


de g es cóncava hacia abajo 
g es decreciente; la gráfica de g es cóncava 


«e 
N 
A 
* 
A 
o 

1 

! 


A hacia abajo 
x=0 ne. n. e. g tiene un valor mínimo relativo 
0<x + =- g es creciente; la gráfica de g es cóncava 
hacia abajo 


La figura 4 muestra una posible gráfica de g dibujada a partir de las pro- 
piedades de la tabla 3 y del hecho de que los únicos ceros de g son-2 y 0. 4 


En los dos ejemplos anteriores se obtuvo la gráfica de una función a par- 
Gráfica de g tir de la gráfica de su derivada. En el ejemplo siguiente, se dibujarán las deri- 
vadas primera y segunda de una función a partir de la gráfica de la función. 


FIGURA 4 
» EJEMPLO 3 En la figura 5 se muestran la gráfica de una fun- 
ción f y segmentos de las tangentes de inflexión. A partir de la figura, determi- 
ne la información siguiente e incorpórela en una tabla semejante a las tabla 2 
y 


y 3: (1) los intervalos en los que f es creciente; (11) los intervalos en los que f 
es decreciente; (iii) los extremos relativos de f; (iv) los intervalos donde la 
gráfica de fes cóncava hacia arriba; (v) los intervalos donde la gráfica de f 
es cóncava hacia abajo; (vi) las abscisas de los puntos de inflexión de la gráfi- 
6,2) ca de f. A partir de la información de la tabla, dibuje posibles gráficas 


def'yf". 


: Solución Dela figura se obtiene la información siguiente: 
(1,2) 


(i) Fes creciente en oo, -3], [1, 3] y [3, +00); 


Gráfica de f (ii) fes decreciente en [-3, 1]; 
(ii) f tiene un valor máximo relativo de 4 en x = -3, y un valor míni- 
FIGURA 5 mo relativo de -2enx = l; 


(iv) la gráfica de f es cóncava hacia arriba para x en los intervalos 
El, 2) y (3, +00); 
(v) la gráfica de f es cóncava hacia abajo para x en los intervalos 
(oo, 1) y (2, 3); 
(vi) la gráfica de f tiene puntos de inflexión donde x = —1,x = 2 y 
x=3, ' 
En la tabla 4, se incorpora esta información junto con los signos de 
f'y f" en los intervalos especificados en (1) (vi). 
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Tabla 4 


fu) £o 


Conclusión 


x<-3 | 


Gráfica de f' l<xr<2 


FIGURA 6 x=2 


Gráfica de f” 


FIGURA 7 


EJERCICIOS 3.6 


+ Es fes creciente, la gráfica de fes cóncava 
hacia abajo 

f tiene un valor máximo relativo; la gráfica 
de fes cóncava hacia abajo 

fes decreciente; la gráfica de fes cóncava 
hacia abajo 

Fes decreciente; la gráfica de f tiene un 
punto de inflexión 

fes decreciente; la gráfica de fes cóncava 
hacia arriba 

tiene un valor mínimo relativo; la gráfica 
de fes cóncava hacia arriba 

fes creciente; la gráfica de fes cóncava 
hacia arriba 

fes creciente; la gráfica de f tiene un 
punto de inflexión 

Fes creciente: la gráfica de fes cóncava 
hacia abajo 

La gráfica de f tiene un punto de inflexión 
con una recta tangente horizontal 

fes creciente; la gráfica de fes cóncava 
hacia arriba. 


A partir de la tabla se han dibujado en las figuras 6 y 7 posibles gráficas 
def' y f”, respectivamente. d 


En los ejercicios 1 a 6, la figura adjunta muestra la gráfica de 
la derivada de una función f cuyo dominio es el conjunto de los 
números reales y la cual es continua en cada número. Estas grá- 
ficas son las mismas que las mostradas en el ejercicio indi- 
cado de la sección 3.4. A partir de la gráfica, determine las 
abscisas de los puntos de inflexión de la gráfica de f y dónde 
la gráfica de f es cóncava hacia arriba y dónde lo es hacia aba- 
jo. incorpore esta información y la información obtenida en el 
ejercicio correspondiente de la sección 3.4 en una tabla simi- 
lar a las tablas 2 y 3 de esta sección. Dibuje un posible gráfica 
de f que tenga las propiedades de la tabla si los únicos ceros de 
f son los indicados en cada ejercicio. 


1. Refiérase al ejercicio 39 de la sección 3.4. Los ceros de f 
son —4, 1,2 y 4. 


2. Refiérase al ejercicio 40 de la sección 3.4. Los ceros de f 
son —1, 2 y 4. 


3. Refiérase al ejercicio 41 de la sección 3.4. Los ceros de f 
son 0 y 4. 
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4. Refiérase al ejercicio 42 de la sección 3.4. Los ceros de f 7. El cero de fes 0. 
son—=l y l. y 


8. El cero de fes 0. 


5. Refiérase al ejercicio 43 de la sección 3.4. El cero de fes 1. y 


9. Los ceros de fson —2, 0 y 2. 


6. Refiérase al ejercicio 44 de la sección 3.4. Los ceros de f 
son -3 y 0. 


PP ox 

10. Los ceros de fson 0 y 4, 
En los ejercicios 7 a 18, la figura adjunta muestra la gráfica de y 
la derivada de una función f cuyo dominio es el conjunto de los A 


números reales y la cual es continua en todo número. A partir 
de la gráfica, determine la información siguiente e incorpórela 
en una tabla similar a las tablas 2 y 3 de esta sección: (i) los in- 
tervalos en los que f es creciente; (ii) los intervalos en los que f 
es decreciente; (iii) los extremos relativos de f; (iv) los interva- 
los donde la gráfica de f es cóncava hacia arriba; (v) los 
intervalos donde la gráfica de fes cóncava hacia abajo; (vi) las 
abscisas de los puntos de inflexión de la gráfica de f. Dibuje 
una posible gráfica de f que tenga las propiedades de la tabla 
si los únicos ceros de f son los indicados en cada ejercicio. 
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11. Los ceros de fson O y 3. 14. Los ceros de f'son 0 y 3. 
y 
d A 
A ' 
] 
i 
' 
1 
' 
— HUA 
01 1 3 
— ox ; 
(0) 2 4 
t 
t 
' 
' 


12. Los ceros de f son -4, 2, l y 5. 
15. Los ceros de fson —2, y 2. 


13. Los ceros de fson -3,—1 y l. 
16. Los ceros de f son 1 y 3. 


elo 
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17. Los ceros de f son —2, 0 y 2. 


18. Los ceros de f son -3, 0 y 3. 


En los ejercicios 19 a 26, se muestran en la figura adjunta la 
gráfica de una función f y algunos segmentos de las tangentes 
de inflexión. A partir de la figura determine la siguiente infor- 
mación e incorpórela en una tabla semejante a la tabla 4: 
(1) los intervalos en los que f es creciente; (ii) los intervalos en 
los que f es decreciente; (iii) los extremos relativos de f; (iv) los 
intervalos donde la gráfica de f es cóncava hacia arriba; 
(v) los intervalos donde la gráfica de f es cóncava hacia abajo; 
(vi) las abscisas de los puntos de inflexión de la gráfica de f. 
A partir de la información de la tabla, dibuje posibles gráficas 
def'yf". 

19. 


20. y 


21. 

y 

4 33 
22. 

y 
(2,3) 
2 4 
2 

23, 
24. 


26. » 


(4,3) 


27. Si f(x) = 3% +4 x|x|] demuestre que f“(0) no existe, sin 
embargo, la gráfica de f es cóncava hacia arriba en todo 
número. Apoye este resultado gráficamente trazando la 
gráfica de f y la gráfica de NDER2 (f(x), x) en rectángulos 


28. 


29. 


31. 


32. 


33. 
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Dada f(x) = x” — rx + k, donde r > 0 y r x 1, de- 
muestre que: (a) si 0 < r < 1, entonces f tiene un valor 
máximo relativo en 1; (b) sir > l, entonces f tiene un va- 
lor mínimo relativo en 1. 


Dada fx) = x? + 3rx + 5, demuestre que: (a) sir > 0 
entonces f no tiene extremos relativos; (b) si r < 0, enton- 
ces f tiene un valor máximo relativo y un valor mínimo 
relativo. 


Dada f(x) = x? + rx"!, demuestre que, independien- 
temente del valor de r, f tiene un valor mínimo relativo y 
no tiene ningún valor máximo relativo. 


Dibuje la gráfica de la ecuación x% + yW3 = 1. La 
gráfica no es la de una función. Sin embargo, la porción de 
la gráfica del primer cuadrante es la gráfica de una fun- 
ción. Obtenga esta porción por medio de las propiedades 
de las gráficas que se han estudiado en este capítulo, 
y después complete la gráfica mediante las propiedades 
de simetría. Recuerde, la concavidad juega un papel im- 
portante. Apoye los resultados trazando las gráficas de las 
dos funciones 


fi) = (1 - PPP y fa = (1 - PPP 


en el mismo rectángulo de inspección. 


Explique cómo pueden determinarse las propiedades de la 
gráfica de una función a partir de las gráficas de las deri- 
vadas primera y segunda de la función. 


Explique cómo puede emplearse la gráfica de una función 
para dibujar posibles gráficas de las derivadas primera y 


de inspección separados. 


segunda de la función. 


3.7 LIMITES AL INFINITO 


Tabla 1 
2x 
 [/(m= +! 
0 0 
! 1 
2 1.6 
3 1.8 
4 1.882353 
5 1.923077 
10 1.980198 
100 1.999800 
1 000 1.999998 


En la sección 1.7 se estudiaron límites infinitos donde los valores de función 
crecían o decrecían sin límite conforme la variable independiente se aproxi- 
maba a un número real. Ahora se considerarán límites de funciones cuando la 
variable independiente crece o decrece sin límite. Se inicia con la función 
definida por 


21? 
x2+1 


fu = 


Considere que x toma los valores O, 1, 2, 3, 4, 5, 10, 100, 1 000, y así suce- 
sivamente, permitiendo que x crezca sin límite. Los valores de función co- 
rrespondientes, exactos O aproximados mediante calculadora a seis cifras 
decimales, se muestran en la tabla 1. Observe en la tabla que conforme x 
crece, a través de valores positivos, los valores de función cada vez se acercan 
más a 2. Este hecho está apoyado por la figura 1, la cual muestra la recta 
y = 2 y la gráfica de f trazadas en el rectángulo de inspección de [0, 6] por 
[-1, 3]. Ahora se examinará cómo se aproxima f(x) a 2 para valores específicos 
de x. En particular, - 
2 — f(4) = 2 — 1.882353 
= 0.117647 
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Por tanto, la diferencia entre 2 y f(x) es 0.117647 cuando x = 4. Además, 


2 — 1.999800 
= 0.000200 


2 — f(100) 


En consecuencia, la diferencia entre 2 y f(x) es 0.000200 cuando x = 100. 
Al continuar así, intuitivamente se aprecia que los valores de f(x) pue- 
den hacerse tan cercanos a 2 como se desee tomando x suficientemente 


[0, 6] por [-1,3] grande. En otras palabras, la diferencia entre 2 y f(x) puede hacerse tan pe- 
eE queña como se quiera tomando cualquier número x mayor que algún nú- 
fo = E mero positivo suficientemente grande. O, avanzando un paso más, para 


cualquier € > 0, sin importar qué tan pequeña sea, se puede determinar 
un número N > O tal que six > N, entonces 1269) S 2| < €. 

FIGURA 1 Cuando la variable independiente x crece sin límite a través de valores 
positivos, se escribe “x —= +00”. Del ejemplo anterior se puede decir que, 


y=2 


2x1? 
roto x2 4] 


3.7.1 Definición del límite de f(x) cuando x crece sin 


limite 


Sea f una función que está definida en todo número de algún inter- 
valo abierto (a, +00). El límite de f(x) cuando x crece sin límite, 
es £L, lo que se escribe como 


Tabla 2 
2 —_ 
» [109 22 ¿Him 6) = 1 
A 1 si para cualquier € > 0, sin importar qué tan pequeña sea, existe un 
23 16 número NY > 0 tal que 
31|18 
-4 1.882353 , 
res six > N entonces |f(x) - L| < € 
-10 1.980198 
-100 | 1.999800 : ; a pat 
-1000 | 1999998 Nota: Cuando se escribe x —> +00, no tiene un significado similar al 


que se tiene cuando se escribe, por ejemplo, x —> 1000. El símbolo 
x —> +00 indica sólo el comportamiento de la variable x. 

Ahora considere la misma función de modo que x tome los valores —1, 
-2, -3, -4, -5, —10, —100, —1000, y así sucesivamente, permitiendo que x 
decrezca sin límite a través de valores negativos. La tabla 2 proporciona los 
valores de función de f(x) correspondientes. 

Observe que los valores de función son los mismos para los números 
negativos que para los números positivos. Vea la figura 2, la cual muestra la 
recta y = 2 y la gráfica de f trazadas en el rectángulo de inspección de 
[-6, 0] por [—1, 3]. 

Intuitivamente se observa que conforme x decrece sin límite, f(x) 


[-6, 0] por [1,3] ] Xx 
E se aproxima a 2; esto es, | FO) — 2| puede hacerse tan pequeña como se 
fo = a : desee tomando cualquier número x menor que algún número negativo que 
4 A tenga valor absoluto suficientemente grande. Formalmente se dice que para 
y= 


cualquier € > 0, sin importar qué tan pequeña sea, se puede determinar 
FIGURA 2 un número N < 0 tal que six < N, entonces |f(x) — 2| < €. Utilizando 
el símbolo x > —oo para denotar que la variable x decrece sin límite esto 
se expresa como - 


2 
lim 2 =2 
xao x2 4 1 
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3.7.2 Definición del límite de f(x) cuando x decrece sin 


limite 
Sea funa función que está definida en todo número de algún intervalo 


abierto (-oo, a). El límite de f(x) cuando x decrece sin límite, 
es L, lo que se escribe como 


mf) = L 


si para cualquier € > 0, sin importar qué tan pequeña sea, existe un 
número N < 0 tal que 


six < N entonces |f(x) - L|<e€ 


Nota: Como en la nota posterior a la definición 3.7.1, el símbolo 
x > —oo indica sólo el comportamiento de la variable x. 

Los teoremas de límites 2, 4, 5, 6, 7, 8, 9 y 10 de la sección 1.5 y el teo- 
rema 12 de límites de la sección 1.7 son válidos cuando “x > a” se sustituye 
por “x => +00” o “x > —oo”, Además, se tienen los teoremas de límites 
siguientes. 


3.7.3 Teorema 13 de límites 
Ss 


i res cualquier número entero positivo, entonces 


() Im =0 


+ y? 


(0) Jm 7 =0 


Demostración de (i) Para demostrar el inciso (i) se debe probar que 
se cumple la definición 3.7.1 para f(x) = 1/x" y L = 0; esto es, se debe 
demostrar que para cualquier € > 0 existe un número N > 0 tal que 


six > N entonces L-o|<e 
x 


e six > N entonces ||” > 2 


o equivalentemente, puesto que r > O, 


: ¡Y 
six > N entonces |x| > ¿) 


Para que lo anterior se cumpla, se toma N = (1/04, Así, 


: Yi 1 
siN=(<) y x>N entonces [IZ -o|<e 
€ x” 


Esto demuestra el inciso (i). ” 


La demostración del inciso (ii) es análoga a la demostración del inciso 
(1) y se deja como ejercicio (véase el ejercicio 62). 
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FO, 100] por [-1, 3] 


- 4x-3 
70 21 +5 


y =2 


FIGURA 3 


[-80, 0] por [-0.25, 0] 


2 
fo 2 HE 
41% —- 1 


FIGURA 4 


D EJEMPLO 1 sea 


_ 4x-3 
ie E 


Determine tim f(x) y apoye la respuesta gráficamente. 
1>37+o% 


Solución A fin de aplicar el teorema 13 de límites, se divide el nume- 
rador y el denominador entre x, obteniéndose 


3 
tx 3_ ea X 
153to 214 5 at. 7,3 


lím 2+ lím 5-+ lim — 
+0 +00 x>+0 Y 


- 4-3-0 
2+5:0 
=2 
Se apoya la respuesta al trazar la gráfica de f y la recta y = 2 en el 


rectángulo de inspección de [O, 100] por [-1, 3], como se muestra en la 
figura 3. 4 


DP EJEMPLO 2 sea 


21? -x+5 
1) 2 E A 
$0 4x3 —] 


Determine lim f(x) y apoye la respuesta gráficamente. 


Solución Con el fin de aplicar el teorema 13 de límites, se divide el 


numerador y el denominador entre la potencia más grande de x que ocurra 


en el numerador o denominador, la cua] es x?. 


y e 
En 2 3 
im 22 ES lim %-_X Xx 
x>-0 4x? - 1 1>3-% 4- Y 
x? 
lim 2- lím ae lím a lím S- lím y 
¡a x>-0w iO, 3 DE e 130% 1>3-» y 
lím 4-— lím = 
>. 13-00 yx 
- 2:0-0+5:0 
4-0 
=0 


La figura 4, que muestra la gráfica de f en el rectángulo de inspección 
de [-80, 0] por [-0.25, 0], apoya la respuesta. 4 


DD - EJEMPLO3 sea 


ME - 


(0) = === 
id 21? -5 


W 


Determine lim g(x) y apoye la respuesta gráficamente. 
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Solución Como el mayor exponente de x es 2 y se tiene bajo el signo 
radical, se divide el numerador y el denominador entre yx?, que equivale 
a |x|] . Al efectuar la división se tiene, 


+4 lim 


lim === —==_— 
1>3+00 2x2 5 1>3+0 2x2 -5 


EXI 

= tip BLA 
>+o 

a 


Debido a quex —> +00,x > 0; por tanto, |x| = x. Así se tiene 


3 +4 lim 


4 
lím === A 
as o 

2 

Xx 


5 34 dim 4 (5) 
S x>+00 x>+o0 x>+00 AX, 
lím 2- lím 5- lim (4) 
x>+400 x>+00 1+elx 
_ 3+4-0 
«2 -5-0 
de 
= 7% 


A fin de apoyar gráficamente la respuesta, se trazan las gráficas de g y 
de la recta y = 3/42 en el rectángulo de inspección de [2, 100] por [2, 3], 
como se muestra en la figura 5. 4 


[2, 100] por [2, 3] 
> EJEMPLO 4 Para la función del ejemplo 3, determine 
Fo) = FR lím g(x) y apoye la respuesta gráficamente. 
x-5 AS 
IAEA Solución De nuevo se inicia dividiendo el numerador y el denomina- 
E dor entre Ixl. 
FIGURA 5 3x 4 
lim 2244 2 tim LJ 
x>3-0 21? -5 x>-0 2-= EJ 
2 
N x 
Puesto que x > —o0,x < 0; por tanto, |x| = —x. Se tiene, entonces, 
3x 4 
encia + — 
lim 3x +4 = lí —x —x 
x>-0w 4/2 x2 -5 :>-0 y Ñ E 
y? 
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La figura 6 muestra la gráfica de g y la recta y = -3/42 en el rec- 
tángulo de inspección de [-100,-2] por [-2.5,--1.5], la cual apoya la 
respuesta, 4 


(100, -2] por [-2.5, -1.5] 


A continuación se considerarán límites “infinitos” al infinito mediante 


-_3x+4 
sun 2225 definiciones formales para cada uno de los siguientes límites: 
=l : e , " 
e ¿lim FG) = +00 lim fa) = +0 
FIGURA 6 lim f() =-=00 lim fx) = 00 


Por ejemplo, im FG) = +00 si la función f está definida en algún in- 
tervalo abierto (a, +00) y si para cualquier número N > 0 existe un nú- 
mero M > O tal que si x > M, entonces f(x) > N. Las otras definiciones 
se dejan como ejercicio (consulte el ejercicio 61). 


Y EJEMPLO 5 Determine 


4 e? 
lím 
x>3to Xx + 


Solución — Si se divide el numerador y el denominador entre x?, se obtiene 


ím 
xro x+l 1400 


Al evaluar el límite del denominador se tiene 


lím (1 +2) = lim l+ tim L 
x>3+0% X Xx 1A3+% X 1>3+wo Y 
=0+0 
=0 


Por tanto, el límite del denominador es O, y el denominador se aproxima a 
O a través de valores positivos. 
El límite del numerador es 1, y así, por el teorema 12(i) de límites 
(1.7.4), se tiene 
2 


lim = +00 4 
1>3+o x +1 


» EJEMPLO 6 Calcule 


2x — 1? 


ím 
rato 3x +5 


Solución 
De 
Dc e a 
AT+0o00 3x + 5 x>3+0 3 5 
Ez 
x x 
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lím 

Esa a a E y=b 

¿Lim f0) =b 

FIGURA 7 

PD 

FIGURA 8 
a Aisa - y=b 

im 0) =b 

FIGURA 9 


¿Mia fi) = b 


FIGURA 10 


lím fa) =b y lím fl) = b 
1>)+00 1300 


FIGURA 11 


FIGURA 12 


Los límites del numerador y del denominador se consideran por separado: 


5 


(2-1) = im 2- lím 1 lim (+5) = la 22 Mn 


Xx e 1>o+o Xx A>+00 12 


=0-1 =0+0 
= -1 =0 


x>+w x 1 +00 13400 


Por tanto, se tiene el límite de un cociente en el que el límite del nume- 
rador es —1 y el límite del denominador es O, cuando el denominador se 
aproxima a O a través de valores positivos. Por el teorema 12 (iii) de límites, 


lim H——= = —oo 4 
En la sección 1.7 se estudiaron las asíntotas verticales de una gráfica 


como una aplicación de los límites infinitos. Las asíntotas horizontales pro- 
porcionan una aplicación de los límites al infinito. 


3.7.4 Definición de asíntota horizontal 


La recta y = bes una asíntota horizontal de la gráfica de la función 

fsi al menos una de las proposiciones siguientes es verdadera: 

(í) im f(x) = b, y para algún número N, si x > N, entonces 
FO) H b; 

(ik) Jim f(x) = b, y para algún numero N, si x < N, entonces 
f0)  b. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Cada una de las figuras 7 a 10 


muestra la gráfica de una función para la cual la recta y = b es una asíntota 
horizontal. En las figuras 7 y 8, se aplica el inciso (i) de la definición 3.7.4, y 
para las figuras 9 y 10, el inciso (ii) es verdadero. Los dos incisos (1) y (ii) se 
cumplen para la función de la figura 11. 

La figura 12 muestra la gráfica de una función f para la cual 
¿im f() = b, pero no existe ningún número N tal que si x > N, enton- 
ces f(x) % b. En consecuencia, la recta y = b no es una asíntota horizontal 
de-la gráfica de f. Un ejemplo de este tipo de funciones se presenta en el 
ejercicio 63 de la sección 5.4. 


DD EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 a principio de esta sección se 


motivó la definición de límites al infinito con la función definida por 


fa) = 2x? 


x2 +1 


y se mostró que lím FO) y lim f(x) son igual a 2. Por tanto, la recta 


y = 2 es una asintota horizontal de la gráfica de f. La gráfica trazada junto 
con la recta y = 2 en las figuras 1 y 2 apoyan este hecho. 


» EJEMPLO 7 Obtenga las asíntotas horizontales de la gráfica 
de la función definida por A 


A 
A 
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y utilícelas para dibujar la gráfica de f. Apoye los resultados trazando la grá- 
fica de f y las asíntotas en el mismo rectángulo de inspección. 


Solución Primero se considerará el límite lim FO. 
1>+ 


lim fx) = lm 
x> +0 xt x? +1 


Al dividir el numerador y el denominador entre yx? se tiene 


Xx 
lim —*— = lím DES A 
140% d+ 1 1>+00 E iS Y 
1? 1? 
> 
= lim del 
O y (00 L 
Vox 


Puesto que x > +00,x > 0; por tanto, |x| = x. Así, 
Xx 
lím z 


lím += E PS + 
x>3+0w 1>3+00 
xa +l MN ás la 
X 


lím 1 
X>3+ho 


y tim L+  lím e 
x>3+0o x>+o y 


1+0 
=1 


En consecuencia, por la definición 3.7.4(i), la recta y = 1 es una asíntota 


horizontal de la gráfica de f. 
Ahora se considerará el límite lím $G0), de nuevo se dividirá el nume- 


rador y el denominador entre /x?, que equivale a |x|. Como x > -oo, 


fu) = Z x < 0; por lo que |x| = —x. Entonces se tiene 
En ANA 
Xx 
FIGURA 13 lim FO) = lím —==*— 7 
x>-0w x>-0 14 Le 
y? 
lím (=D 
lím 1+ lím — 
1-0 1>23-% y 
HA —— o — 
1 
1+0 
=-1 
(3, 3] por [2,2] De acuerdo con la definición 3.7.4(ii), la recta y = —1 es una asíntota ho- 
rizontal de la gráfica de f. 
Fo = Z Con las dos asíntotas horizontales como guías, de dibuja la gráfica de f 
yx? +1 E > a E Z 
ra obteniéndose la figura 13. Con el fin apoyar los resultados obtenidos, se 
traza la gráfica de f y las rectas y = 1 y y = —l en el rectángulo de inspec- 


FIGURA 14 ción de [-3, 3] por [-2, 2], como se muestra en la figura 14. 
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A continuación se definirá el término asíntota oblicua, aquella que no 
es vertical ni horizontal. Observe que la definición de asíntota horizontal es 
un caso especial. 


3.7.5 Definición de asintota oblicua 


La gráfica de la función f tiene la recta y = mx + b como una asín- 
tota oblicua si alguna de las proposiciones siguientes es verdadera: 


(1) ¿cm L£0) =— (mx + b)] = 0, y para algún número M > 0, 
FC) + mx + b siempre que x > M; 

(ii) lim [£0) — (mx + b)] = 0, y para algún número M < 0, 
f0) + mx + b siempre que x < M. 


El inciso (i) de la definición indica que para cualquier € > 0, existe un 
número N > 0 tal que 


six>MN entonces 0 < | fo - (mx + b)| <€ 


esto es, se puede hacer que el valor de función f(x) esté tan cerca del valor de 
mx + bcomo se quiera tomando x suficientemente grande. Este enunciado es 
consistente con la noción intuitiva de asíntota de una gráfica. Se tiene un 
enunciado similar al anterior para el inciso (ii) de la definición. 

La gráfica de una función racional de la forma P(2)/0(x), donde el 
grado del polinomio P(x) es mayor en 1 que el grado de O(x) y O(x) no es 
factor de P(x), tiene una asíntota oblicua. Para demostrar esto, se considera 
Fo) = PCO/QUO y se divide P(x) entre Q(x) a fin de expresar f(x) como la 
suma de una función lineal y una función racional; esto es, 


fO) =mx+b+ AE) 
donde el grado del polinomio R(x) es menor que el grado de Q(x). Entonces 
E - EQ) 
10) — (mx + b) = 52 (1) 


Cuando el numerador y el denominador de R()/Q0(x) se dividen entre la 
potencia más grande de x que aparece en Q(x), se tendrá un térmi- 
no constante en el denominador y todos los demás términos del denominador, 
y Cada término del numerador, será de la forma kf/x” donde k es 
una constante y res un número entero. positivo. Por tanto, conformex -—> +00, 
el límite del numerador será cero y el límite" del denominador será una 
constante. De este modo, ¿mn R(0/00) = 0. En consecuencia, de (1) se 
tiene 


Xom_ GO — (mx + b)] =0 


de donde se concluye que, por la definición 3.7.5, la recta y = ¡mx + bes 
una asíntota oblicua de la gráfica de f. 


DP EJEMPLO 8 sea 


DO 1243 
desd x-1 
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Determine las asíntotas de la gráfica de h. Apoye los resultados trazando la 
gráfica de h y sus asíntotas en el mismo rectángulo de inspección. 


Solución Como 
lím Ax) = -oo y limo) = +00 
x>l x>1+ 


la recta x = 1 es una asíntota vertical. No existen asíntotas horizontales 
porque si el numerador y el denominador de k(x) se dividen entre x?, se 
obtiene 


l 
Xx 
y conforme x > +00 0x > —oo, el límite del numerador es 1 y el límite 


del denominador es O. Sin embargo, el grado del numerador de A(x) es 
mayor en 1 que el grado del denominador, y cuando se divide el numerador 


entre el denominador se obtiene 


[-10, 13.5] por [-6, 9.7] 


FIGURA 15 obtenidos. 


ho=x+1+ 


4 
x-1 


Por tanto, la recta y = x + l es una asíntota oblicua. 
La figura 15, que muestra la gráfica de k y las asíntotas trazadas en el 
rectángulo de inspección de [-10, 13.5] por [-6, 9.7], apoya los resultados 
4 


EJERCICIOS 3.7 


En los ejercicios 1 a 10, haga lo siguiente: Con la ayuda de 
la calculadora, tabule los valores de f(x) para los valores in- 
dicados de x. (a) ¿A qué valor parece que se aproxima f(x) 
conforme x crece sin límite? (b) ¿A qué valor parece que se 
aproxima f(x) conforme x decrece sin límite? (c) Apoye .las 


respuestas de los incisos (a) y (b) trazando la gráfica de f. 


(d) Confirme la respuesta del inciso (a) determinando el 
lím fG0). (e) Confirme la respuesta del inciso (b) determi- 


x1>+00 
nando el lim fx). 
x>-0w 
LO El x.es igual a 1, 2, 4, 6, 8, 10, 100, 1 000 y x 
es igual a —1, 2, -4, —-6, -8, -10, —100, —1 000. 
2. fG) = <p; xesiguala 1,2, 4,6, 8, 10, 100, 1 000 y x 
es igual a —1, -2,-4, —6, -8, —10, -100, -1 000. 


3. fa) = 55 xs iguala l, 2, 4, 6, 8, 10, 100, 1 000 y x 


es igual a —1,-2, -4,-6, -8, —10, -100, -1 000, 


4. fa) = -<: x es igual a 1,2,4, 6, 8, 10, 100, 1 000 y x 
es igual —1, -2, -4, -6, 8, -10, —100, -1 000. 


» 


2 E . 
5. fa) =- 7 ,'resigual20,1,2,4,6,8, 10, 100, 1 000 
Xx 


y x es igual a -1, -2, -4, —6, -8, —10, -100, —1 000. 


3 
6 fm) = == 7 * es igual a 2, 4, 6, 8, 10, 100, 1 000 
Xx sa 
y xes igual a —2, -4, —6, --8, -10, -100, —1 000. 


7. fa) = 7; xes igual a22, 6, 10, 100, 1 000, 10.000, 


100 000 y x es igual a-—2, -6, -10, —100, —1 000, -10 000, 
100 000. A 


8. fQ) = E ; xes igual a 2, 6, 10, 100, 1 000, 10 000, 
100 000 y x es igual a -2,-6, —10, —100, —1 000, -10 000, 
-100 000. 

9. fa) = 47 ,; res igual a 2, 6, 10, 100, 1 000, 10 000, 
Xx 
100 000 y x es igual a -2, -6, —10, -100, -1 000, -10 000, 
-100 000. l 
2 

10. f00 = 5; xs igual a 2, 6, 10, 100, 1 000, 10 000, 
100 000 y x es igual a —2, —6, —10, --100, —1 000, —10 000, 
-100 000. 


* Enlos ejercicios 11 a 30 determine el límite y apoye la respues- 


ta gráficamente. 


s 21+1 sm 6x-4 
y 2. 
e 2 Pe O 
4 2x +7 14 5x 
. AAA 14, 
A IA 
Ds 2 
15. tim 24221 16. tim 4223 
121. 312 + 8x +5 s$>-. 25? - 1 
A x+4 po x2 +5 
17. lim 18. lim 
x>)+00 3x? =5 >)+0 ES 
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2 Le 
19. Um 2-3 20. lim 2 22%45 
yates y +l xro 7 + +1 
3 2_ 422,2 
21. lim 4x4 2x5 22. lim a 42 
19» 8 + x4+2 x>to 2x4 +1 
qa 3 
23 im E 24. lim 22-12 +7 
y>+0w Sy +3 x>-0 4x? - 1 
25. lim (bs + 29 26. lím (E E 4) 
x>-o0 x t>+o0 xt 
2 2 
e a A 28. lim 42+4 
>» x+4 r>-. XA+4 
Dz 4 +1 
29. lim VE 3 30, im 
Pas w+5 tae 2y” -3 


En los ejercicios 31 a 34, realice lo siguiente: (a) trace la grá- 
fica de la función f y haga una proposición acerca del com- 
portamiento aparente de f(x) conforme x crece sin límite. (b) 
Confirme analíticamente la respuesta del inciso (a) calculando 
el lim fo. 

Xx +0 


31. f00)= Vx +12 
32 fía) = Vox 
33. fx) = + -2x 
dde 
Vx +1 


En los ejercicios 35 a 46, determine las asíntotas de la gráfica 
de la función: y utilícelas para dibujar la gráfica. Apoye los 
resultados trazando la gráfica y las asíntotas en el mismo rec- 
tángulo de inspección. 


34. fix) = 


_ 2x+1 AS 
358. f() = 23 36. ha) = 1+ = 
A $ - 4-3 
37. ¿0) = 1 > 38. f(x) Fl 
2 x? 
. === 40. = 
39. f0) a 8) = 
4x? 3x 
41. = 42. Fix) = 
Ax) 8 (x) EoEPEn 
2x Xx 
43. ho. = —__—— M4. ha = 
(a) 6x? + llx - 10 (2) x2-9 
2 
45. f(x) = _E— 
Pa 
1 
46. fQ) = 


Vx? +5x+6 


En los ejercicios 47 a 54, determine las asíntotas de la gráfica 
de la función. Apoye los resultados trazando la gráfica y. las 
asíntotas en el mismo rectángulo de inspección. 


pa 342 
MO 48. $0) = == 
49. fa) = 1? -8 _ x12-3 
. x) = pr 50. fo) = 37 
_ xx? -4x-5 _ (+1 
51. fa) = A 52. fo) a =D E y? 


3 2 ¿E 
53. f() = Et240 44 x 3 4 


54, = 
A fu) 


En los ejercicios 55 y 56, evalúe los límites de los incisos (a)-(h) 
a partir de la gráfica de la función f, mostrada en la figura ad- 
junta y cuyo dominio es (—00, +00). 


55. (a) lim f() 
(d) lim fo) 
(8) limf(0) (M) 


(b) lim f0d 
(e) tim f (x) 


lím f(x) 


x>)+00 


(e) lím f() 
x>0+ 


(1) lim fo) 
123 


56. a) lím fo) 
(d) lim FG) 
(8) Lim 00 


(b) lim f() 
(e) lím (x) 
(h) lim fG) 


(e) lim 
(0) lim $0) 


« 
m 


l 
AS 
> 
|| 


En los ejercicios 57 y 58, dibuje la gráfica de una función f 
que tenga las propiedades dadas y cuyo dominio sea 
(00, +00). : 


57. f(-4) = 0, f(2) = 0,:f(0) = 3 f(2) = -3; f(4) = 0; 
f6) = 0, lím f0) = -3,, Mr Fx) = 0; lim, £(x) = 
+00; lim fQ) = 0; lim,f0) = +00; lim f(x) = 


00; lím f(x) =0; lím f(x) = +00; lím fo) =0; 
x>4- 1>4+ x>5 


lím fQ) = - o 
x>)+oo 


58. f(-5) = 0, f-3) = 0; 2) = 0; f(0) = 0; fQ) = 3; 
f3) =0;f(4) = 0; lim f0) = —oo; lim, £() = 0; 


lim fG() = 1; lím f(x) = 0;  lím fa) = —00; 
3 >-2 1>0 

lim f(x) = +00; lim f(x) = 0; lim f(x) = —o0; 
1>0+ 1>2 133 

lim fQ) =0 


x>3+00 
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59. Demuestre que 


lím 
A 1 


aplicando la definición 3.7.1; esto es, para cualquier € > 0 
existe un número N > O tal que six > N, entonces 


x-]1 


E =1|<eé 


60. Demuestre que 


aplicando la definición 3.7.2; esto es, para cualquier € > 0 
existe un número N < Otal que six < N, entonces 


8x +3 _ 
2x1 


4|<e 
61. Escriba una definición formal para cada uno de los, si- 


guientes límites: 


(a) lim f() =-00; (b) lim fx) = +00; 


(c) lím fa) = —o0. 


62. Demuestre el inciso (ii) del teorema 13 de límites (3.7.3). 


lím (x? — 4) = +00 probando que 
x3+00 


para cualquier N > 0 existe una M > 0 tal que si 
x > M,entoncesx? - 4 > N. 


63. Demuestre que 


64. Demuestre que lim (6 - x — 12)= -0 aplicando la 
x>+00 


definición del ejercicio 61(a). 
En los ejercicios 65 a 68, establezca en palabras lo que signi- 
fica el simbolismo indicado sin emplear las palabras límite, se 
aproxima, infinito, crece sin límite o decrece sin límite y sin 
emplear símbolos tales como € , N y M. 
65. lim f()=L 66. lim ft) =L 

x>+0 13-00 


67. (a) lim f(x) = +00; (b) lím fa) = +00 
68. (a) lím f(x) = —oo; (b) lím FA) = —0 


69. Si W es la medida del peso de un objeto a una distancia 
de x unidades de la superficie de la Tierra, entonces 


REN 
w= (E) w 


donde R unidades es la longitud del radio de la Tierra y 
W, es la medida del peso del objeto a nivel del mar, De- 
termine lim W e indique el significado de este resultado 


A=>+0 


en un viaje espacial. 


3.8 RESUMEN PARA EL TRAZO DE LAS GRAFICAS 


DE FUNCIONES 


Ahora se resumirán los pasos que deben seguirse cuando se dibuje la gráfica 
de una función f. En este resumen también se han incorporado las propie- 
dades estudiadas en este capítulo. 


1, Determine el dominio de f. 

2. Determine las intercepciones x y y. Cuando determine las inter- 
cepciones x, tal vez necesite aproximar las raíces de la ecua- 
ción f(x) = 0 en la graficadora. 

3. Pruebe la simetría con respecto al eje y y al origen. 

4. Verifique si la gráfica tiene asíntotas horizontales, verticales 
u oblicuas. 

5. Calcule f(x) y f"G0). 


6. Determine los números críticos de f. Estos son los valores de x 


7. 


del dominio de f para los que f'(x) no existe o f(x) = 0. 
Aplique el criterio de la primera derivada o el criterio de la 
segunda derivada para determinar si en un número crítico 
existe un valor máximo relativo, un valor mínimo relativo o 
no se tiene ningún extremo relativo. 

Determine los intervalos en los que f es creciente obteniendo 
los valores de x para los que f'(x) es positiva; determine los 
intervalos en los que f es decreciente obteniendo los valores 
de x para los que f'(x) es negativa. Al localizar los interva- 
los donde f es monótona, también verifique los números crí- 
ticos en los que f' no tiene un extremo relativo. 
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9.' Determine los números críticos de f”, esto es, los valores de x 
para los que f'(x) no existe o f"(x) = 0, para obtener los pun- 
' tos de inflexión posibles. En cada uno de estos valores de x 
verifique si f"(x) cambia de signo y si la gráfica tiene una recta 
, tangente ahí a fin de determinar si en realidad se tiene un punto 
de inflexión. : 
10. Verifique la concavidad de la gráfica. Obtenga los valores de 
“ x para los que f”(x) es positiva a fin de obtener puntos en los 
cuales la gráfica es cóncava hacia arriba; para determinar 
los puntos en los que la gráfica es cóncava hacia abajo obten- 
ga los valores de x en los que f"(x) es negativa. 
11. Calcule la pendiente de cada una de las tangentes de inflexión, 
esto le será de gran ayuda. 


Se sugiere que incorpore toda la información obtenida en los pasos an- 
teriores en una tabla como se mostró en las secciones 3,4-3.6 y en los ejem- 
plos siguientes. 


» EJEMPLO 1 La función del ejemplo 8 de la sección 3.7 está 
definida por 


2243 
IA al 


Dibuje la gráfica de f siguiendo el procedimiento sugerido anteriormente. 
Apoye los resultados en la graficadora. 


Solución El dominio de fes el conjunto de todos los números reales 
excepto 1. La intercepción y es —3 y no se tienen intercepciones x. No hay 
simetría con respecto al eje y ni con respecto al origen. 

En el ejemplo 8 de la sección 3.7, se determinó que las rectas x = 1 
y y = x + 1 son asíntotas de la gráfica. 

Ahora se calcularán f(x) y f"(o). 


2x(x - 1) — (1? + 3) 
(x — 19? 
x2-2x-3 
(x — 19? 
(2x — 2Mx — 19? - 2(x - 1Mx? - 2x - 3) 
(x - 1? 


fa) = 


OS) 


8 
(x - 1? 


Al considerar f(x) = 0, se obtiene 


?2-2x-3=0 
+ DaE-3=0 
x=-1l 1=3 


f(x) nunca es cero. Ahora se construye la tabla 1 considerando los puntos 
en los quex = -1,x = l y x = 3, y los intervalos que excluyen estos va- 
lores de x: Ñ 


x<-—l A1<x<l l<x<3 3<x 
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yes 1243 
a = ==] 


FIGURA 1 


[-10, 13.5] por ([-6, 9.7] 


fu - 3 


+ 
x- 


k=l y y=x+1 


FIGURA 2 


[-4.7, 4.7] por (-3.1. 3.1] 


2 
ae x 
10 == 


FIGURA 3 


Tabla 1 


FO fu Conclusión 


Pu 


x<-l + E fes creciente; la gráfica de fes cóncava hacia abajo 

L'= =1 2 0 = f tiene un valor máximo relativo; la gráfica de f es 
cóncava hacia abajo 

1<x<1 = - fes decreciente; la gráfica de fes cóncava hacia abajo 

x=1 n.e. n.e. n.e. 

1<x<3 - + fes decreciente; la gráfica de fes cóncava hacia arriba 

a 6 0 + f tiene un valor mínimo relativo; la gráfica de f es 


cóncava hacia arriba 
fes creciente; la gráfica de fes cóncava hacia arriba 


Si se indican las asíntotas, las rectas tangentes horizontales, se loca- 
lizan algunos puntos, y considerando la información de la tabla 1, se dibuja 
la gráfica de f mostrada en la figura 1. 

La figura 2 (la misma que la figura 15 de la sección 3.7) muestra la 
gráfica de f y las asíntotas trazadas en el rectángulo de inspección de 
[-10, 13.5] por [-6, 9.7], la cual apoya los resultados. 4 


» EJEMPLO 2 Sea 


52 

FO) = SA 
(a) Determine las asíntotas de la gráfica de f. (b) Trace la gráfica de f y sus 
asíntotas en el mismo rectángulo de inspección. Estime a partir de la gráfi- 
ca lo siguiente: los extrémos relativos de f, los puntos de inflexión de la grá- 
fica de f; los intervalos en los que la gráfica es creciente y en los que es 
decreciente; los intervalos donde la gráfica es cóncava hacia arriba y los 
intervalos donde es cóncava hacia abajo. (e) Confirme las estimaciones del 
inciso (b) analíticamente. 


Solución 
(a) El dominio de f es el conjunto de los números reales excepto +2. Como 
—2 y 2 se excluyeron del dominio, se calculan los límites siguientes: 


2 2 
lím =T = +00 lím y = —00 
:x22+ x2-4 1597 12-4 

2 2 
lím —— =-ow lím Se = +00 
1>-2+ y? -4 12-27 x2 -4 


Por tanto, las rectas verticales  = 2 yx = —2 son asíntotas de la gráfica. 


Como 
2 la 2 
. x E t 4 x = 3 l 
x2 4 El EN ¡A dm xr? -4 = im L= 4 
2 2 
= 1 > =1 dj 


entonces la recta y = 1 es una asíntota horizontal. La gráfica no tiene 
asíntotas oblicuas. 

(b) La figura 3 muestra la gráfica de f y las asíntotas trazadas en el rec- 
tángulo de inspección de [-4.7, 4.7] por [-3.1, 3.1]. A partir de la gráfi- 
ca se pueden hacer las estimaciones siguientes: f tiene un valor máximo 
relativo en el origen; la gráfica no tiene puntos de inflexión; f es cre- 
ciente en (—oo, -2) y (-2, 0], y f es decreciente en [O, 2) y (2, + 00); la 
gráfica es cóncava hacia arriba cuando x esta en (—oo, -2) o en (2, +00), 
y la gráfica es cóncava hacia abajo cuando x está en (2, 2). 
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(c) Para confirmar analíticamente las estimaciones del inciso (b), primero se 
calcula f(x) y f(x): 


2x(1? — 4) - 2x(x?) -8(1? — 4) + 8x[2(2? — 4)12x)] 


" Xx = ” Xx = 
SS A nO) NN 
- _—8x - 24x? +32 
(1? - 43 (1? - 4y 
Al considerar f(x) = O se obtiene x = 0; f"(x) nunca es cero. La tabla 2 
se construye teniendo en cuenta los puntos en los que x = O yx = +2, 
y los intervalos que excluyen estos puntos: 
x< -—2 2<x<0 0<x<2 2<x 
La información de la tabla 2 confirma las estimaciones. 
Tabla 2 
fa) F0) fm Conclusión 
x<-2 + + fes creciente; la gráfica de f es cóncava hacia 
arriba 
x=-2 ne. n.e. n.e. 
2<x<0 + - f es creciente, la gráfica de fes cóncava hacia 
abajo . 
x= 0 0 - f tiene un valor máximo relativo 
0<x<2 - - f es decreciente; la gráfica de f es cóncava 
hacia abajo 
x=2 ne. n.e. n.e. 
2<x - + f es decreciente; la gráfica de f es cóncava 
hacia arriba 


de! 


» EJEMPLO 3 Dibuje la gráfica de la función definida por 
fo = PB - 2x1 
e indique los puntos de inflexión. Dibuje un segmento de cada tangente de 
inflexión. 
Solución Al calcular f(x) y f(x) se obtiene 
fo = 248-228 a = 08 4 


Como f'(0) no existe, O es un número crítico de f. Los otros números críticos 
de f se determinan al considerar f(x) = 0. 


2 2 


3x1/3 _ 31213 =0 
218 -2=0 

113 =1 

x=1l 


De este modo, 1] también es un número crítico. Se puede determinar si exis- 
te un extremo relativo en | aplicando el criterio de la segunda derivada. No 
se puede utilizar este criterio en el número crítico O porque f'0) no existe. 
Sin embargo, se aplica el criterio de la primera derivada enx = 0. La tabla 3 
muestra los resultados obtenidos al emplear estos criterios. 
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fa) = BN 


FIGURA 4 


Debido a que f"(0) no' existe, entonces (O, 0) puede ser un punto 
de inflexión. Para obtener otros puntos de inflexión posibles se considera 


FU) =0. 


2 4 a 0 


"gar * sr 
2x1 44=0 
13 =2 
x=8 


Para determinar si existen puntos de inflexión donde x = 0 y x = 8, 
se verifica si f"(x) cambia de signo; y al mismo tiempo se revisa la conca- 
vidad de la gráfica en los intervalos respectivos. La gráfica debe tener una 
recta tangente en cada punto de inflexión. En el origen existe una recta tan- 
gente vertical porque 


2x1 1/3 - 2 


límf'G) = lím 
x>0 x 3x 2/3 


20 


= —00 


La tabla 3 resume los resultados y a partir de ellos se obtiene la gráfica 
de f dibujada en la figura 4, la cual muestra también un segmento de la tan- 
gente de inflexión en el punto (8, 0). La recta tangente en el otro punto de 
inflexión, el origen, es el eje y. 


Tabla 3 
FO fu FU) Conclusión 

x<o0 - - fes decreciente; la gráfica de fes cóncava hacia abajo 

x=0 0 n.e. ne. f no tiene extremo relativo; la gráfica de f tiene un 
punto de inflexión 

0<x<1l . + fes decreciente; la gráfica de fes cóncava hacia arriba 

x=1 ml 0 + f tiene un valor mínimo relativo; la gráfica de f es 
cóncava hacia arriba 

1<1<8 + + fes creciente; la gráfica de fes cóncava hacia arriba 

1r=8 0 ; 0 fes creciente; la gráfica de ftiene un punto de inflexión 

8<x + - f es creciente; la gráfica de f es cóncava hacia abajo 


de! 


Cuando trace la gráfica del ejemplo 3 en la graficadora, observe que no 
revela el punto de inflexión en (8, 0) o el cambio de concavidad en ese 
punto. Esta situación prevalece para las gráficas de la mayoría de las funciones 
trazadas en la graficadora. Sin embargo, frecuentemente, al trazar la gráfica 
de NDER2, se puede estimar un punto de inflexión, y en consecuencia, 
donde la concavidad cambia. Esta información se puede confirmar analíti- 
camente. El ejemplo siguiente muestra este procedimiento. 


D EJEMPLO 4 sea 
f0) = 51213 . y5l3 


(a) Trace las gráficas de f, NDER(f(0), x) y NDER2(£(), x) en rectángu- 
los de inspección separados y estime lo siguiente: (i) los extremos relativos 
de f, (ii) los intervalos en los que fes creciente y en los que es decreciente; 
(iii) los intervalos donde la gráfica de f es cóncava hacia arriba y donde 
lo es hacia abajo; (iv) los puntos de inflexión de la gráfica de f. (b) Confirme 
las estimaciones del inciso (a) analíticamente. 
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Solución 


(a) La gráfica de f trazada en el rectángulo de inspección de [-8, 10.8] por 
[—3, 9.4] y la gráfica de NDER(f(x), x) trazada en el rectángulo de 
inspección de [-9.4, 9.4] por [-7.2, 5.2], se muestran en las figuras 5 
y 6, respectivamente. 

(i) De la figura 5 se estima que f tiene un valor mínimo relativo en 
x = 0 y de las figuras 5 y 6, ftiene un valor máximo enx = 2. 

[-8, 10.8] por (-3, 9.4] (ii) De la figura 6, como f(x) < 0 cuando x < 0 y cuando x > 2, se 

estima que f es decreciente en los intervalos (—oo, 0] y [2, +00). 

También de la figura 6, como f(x) > O cuando 0 < x < 2, se 

FIGURA 5 estima que f es creciente en el intervalo [0, 2]. Estas estimaciones 
son consistentes con lo que se observa en la gráfica de f de la fi- 
gura 5. 

(iii) De la figura 5, la gráfica de f parece ser cóncava hacia abajo cuan- 
do x > 0. No se tiene seguridad acerca de la concavidad o de los 
puntos de inflexión cuando x < 0. Por'tanto, se necesita investi- 
gar la gráfica de NDER2(f(x), x), la cual está trazada en el rec- 
tángulo de inspección de [-6, 6] por [—4, 4] en la figura 7. A partir 
de esta gráfica, f(x) > 0 cuando x < -1 y f'(x) < O cuando 
-1 < x < 0 y cuando x > 0, De este modo se estima que la grá- 
fica de f es cóncava hacia arriba cuando x < —1 y cóncava hacia 


fo =508 - Sl 


[-9.4, 9.4] por [-7.2, 5.21 


NDER (5x2 — 4%, y) abajo cuando —1 < x < 0 y cuando x > 0. 
FIGURA 6 (iv) Como fl) = 0 y la gráfica de f cambia de concavidad en 
x = —1, se estima que la gráfica de f tiene un punto de inflexión 
enx = -1. 


(b) Ahora se confimarán las estimaciones analíticamente. Considerando 
FG) = 0, se obtienen los ceros de f los cuales son O y 5, es decir, las 
intercepciones x de la gráfica. A continuación se calculan f(x) y f(x): 


as 10_ dá 
fu = py 113 ON f(x) = -Dy 4/13 _ y 1/3 
e ¿IB -x) = 241 + x) 
[-6, 6] por [-4, 4] Cuando x = 0, f(x) y f(x) no existen. Al considerar f(x) = O se 
NDER2 (52% - Ny) obtiene x = 2. Por tanto, los números críticos de f son O y 2, A partir 
y def'(x) = O se obtiene x = —1. Al construir la tabla 4 se consideraron 
FIGURA 7 los puntos en los que x es igual a—1, 0 y 2, y los intervalos siguientes: 
z x<-1 -[<x<0 0<x<2 2<x 
A 
als Tabla 4 
1) FO FO Conclusión 
1,6 L 
É y (2,34) x<-1 Sl + f es decreciente; la gráfica de f es cóncava 
T ] hacia arriba 
x=-1 6 =5 0 f es decreciente; la gráfica de f tienen un 
punto de inflexión 
AI<x<0 = = f es decreciente; la gráfica de f es cóncava 
hacia abajo 
x= 0 n.e. ne. f tiene un valor mínimo relativo 
E 0<x<2 + - fes creciente, la gráfica de fes cóncava ha- 
cia abajo 
x=2 3Y4 = 48 0 - f tiene un valor máximo relativo; la gráfi- 
- cade fes cóncava hacia abajo 
fo = 5. - 51M 2<x - - fes decreciente; la gráfica de fes cóncava 
hacia abajo 
FIGURA 8 y 


266 CAPÍTULO 3 COMPORTAMIENTO DE LAS FUNCIONES Y DE SUS GRÁFICAS, ... 


] A partir de la información de la tabla 4 y localizando algunos puntos, se 
dibuja la gráfica de f mostrada.en la figurá 8. La tabla y la gráfica confirman 
. las estimaciones del inciso (a), j d 


EJERCICIOS 3.8 


En los ejecicios 1 a 24, dibuje la gráfica de f determinando 
primero lo siguiente: los extremos relativos de f; los puntos de 
inflexión de la gráfica de f; los intervalos en los que f es cre- 


ciente y en los que es decreciente; los intervalos donde la gráfi- 


ca de f es cóncava hacia arriba y donde"lo es hacia abajo; la 
pendiente de las tangentes de inflexión; y las asíntotas vertica- 
les, horizontales y oblicuas, en caso de que tenga. Incorpore 
esta información en una tabla similar a las de esta sección. 
Apoye los resultados en la graficadora: 


L. fa = x?- 3x3 + 3x2 + 1 
2 f0)= 31 - 1? 

3) = 3 

4. fx) = x* - 4x7 + 16x 

5. fa) = hal - 2x7 + 3x? + 2 
6. f(x) = 3x* + 4x3 + 61? - 4 


x Sl 


É . 
Tf = x six<o0 
$ 2? si0<x 
Ux- 1% six< 1 
8, = 
Ol) dex 
4 . 
9. ix six<o0 
10 1% si0<x 
10. fu = 1? six<0 
* osi0<x 
_]4x-2% six<2 
11. = 
MIE aa 


12. fía) = 3x5 + 51? 
13. f00) = (+ Dx - 2Y 
14. f(0 = xx + 49 


_ Jsenx * si 0 
15, $) = Es - 27) si z 


Y. f60) = == 18. fa) =. pe 
ió 5 _ 2. $ 
21 10) = 22. fx) = ea : 


23. f(0) = (a+ 1 - 2y18 


2-4 

x?-9 

En los ejercicios 25 a 32, (a) trace las gráficas de f, 
NDER(£60, x) y NDER2(£(x), x) en rectángulos de inspec- 
ción separados y estime lo siguiente: (i) los extremos relati- 
vos de f; (ii) los intervalos en los que fes creciente y en los que 
es decreciente; (ii) los intervalos donde la gráfica es cóncava 
hacia arriba y donde lo es hacia abajo; (iv) los puntos de in- 
flexión de la gráfica de f. (b) Confirme las estimaciones del 
inciso (a) analíticamente e incorpore la información en una 
tabla semejante a la tabla 4 de esta sección. A partir de la 
información de la tabla dibuje la gráfica de f y compárela con 
la gráfica de f trazada en el inciso (a). 


25, f(x) = x% + 21? — 13x? - 14x + 24 
26. f(x) = 21% - 15x3 + 321? — 12x - 16 
27. f) = |25 = x?| 
29. f(x) = 408 4 


h 


24. fix) 


28. f(x) = 3VX —x 
39. fa) = P2v4=x 
31. fl = senx + cosx,x € [-x, 77] 

32. f(x) = 3sen2x — 5cos2x,x El-+m la] 


33. Antes de dibujar la gráfica de una función aplicando los 
pasos listados al principio de esta sección, ¿por qué es 
conveniente incorporar esta información en una tabla? 


3.9 APLICACIONES ADICIONALES SOBRE EXTREMOS 


ABSOLUTOS 


A fin de aplicar el teórema del valor extremo para determinar los extre- 
mos absolutos de una función, la función debe ser continua en un intervalo 
cerrado. En la sección 3.2 las aplicaciones trataron sobre tales funciones. 
Ahora se considerarán aplicaciones que involucran extremos absolutos para 


las cuales no puede emplearse el teorema del valor extremo. Sin embargo, 


primero.se presentará un teorema, el cual en ocasiones es útil para deter- 
minar si un extremo relativo es un extremo absoluto. 
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. Para ilustrar el teorema, refiérase a las funciónes cuyas gráficas se pre- 
sentan en lás figuras 1 y 2. Cada una de estas funciones es continua en el inter- 
valo ] y tiene sólo un extremo relativo, K(c), en 1. En-los dos casos el teorema 
siguiente garantiza que el extremo relativo es un extremo absoluto. 


O) 


3.9.1 Teorema | 


Suponga que la función f es continua en el intervalo 7 que contiene al * 

número c. Si f(c) es un extremo relativo de fen / y c es el único núme- 

ro en / para el cual f tiene un extremo relativo, entonces Ho) e es un 
x extremo absoluto de fen 7. le 


La demostración de este teorema se presentará al final de la sección. 
FIGURA 1 El teorema 3.9.1 se emplea en los ejemplos siguientes, los cuales tratan 
con aplicaciones en las que se requiere ur extremo absoluto pero no puede 
aplicárseles el teorema del valor extremo. En el primer ejemplo se trata de la : 
situación del ejemplo 5 de la sección 1.3. Refiérase a este ejemplo en este 
momento. 


» EJEMPLO 1 Si un envase de hojalata cerrado de 60 pulg? de 
volumen tiene forma de cilindro' circular recto, determine analíticamente el 
(Ko) | radio de la base del envase si se emplea la mínima cantidad de hojalata en 
su elaboración. 


Solución La figura 3 muestra el envase cilíndrico donde el radio de la 
base mide r pulgadas. Se determinará el radio de la base para el cual el área 
de la superficie total del envase es un mínimo absoluto. En el ejemplo 5 de 
la sección 1.3, se mostró que si S(r) pulgadas cuadradas es el área de la super- 
ficie total, entonces 


sr = 2 , 2gr? 

*No se a r<0, ya que es una longitud. 

El dominio de $ es (0, +00) y S es continua en su dominio. 

Para terminar cualquier extremo relativo de $ se calculan las derivadas 
primera y segunda de S: 


Sr) = -2 + 4ar sr = 20 
r 


+ 47 

Observe que Sr) no existe cuando r = O y que O no pertenece al dominio 
de S. Por tanto, los únicos números críticos son aquellos que se obtienen al 
considerar 5(r) = 0, de donde se tiene 


FIGURA 3 ; 4rr3 = 120 


30 : sil e P.” ñ 7057 A 
= yA O $7 IES E 
r E bo Ma O E 


En consecuencia, E 30/7 es un número crítico de S. Se' aplica el criterio de 
la segunda derivada, y los resultados se resumen en la tabla 1. 


Tabla 1 


Pi (30 
FT 


sr) sm Conclusión _ 


0 + S tiene un valor mínimo relativo 
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FIGURA 4 


[O, 20] por [1 000, 5 000] 


C(x) = 61? + 12.000 
XA 


FIGURA 5 


Debido a que $ es continua en su dominio y el único extremo relativo de 
S en su dominio se tiene en r = /30/7r, se concluye, por el teorema 3.9.1, 
que este valor mínimo relativo de $ es su valor mínimo absoluto. 

Al aproximar a centésimos se tiene /30/1 = 2.12, lo cual es acorde 
con la respuesta del ejemplo 5 de la sección 1.3. 


Conclusión: La mínima cantidad de hojalata se empleará en la elaboración 
del envase cuando el radio de la base sea /30/x pulg = 2.12 pulg. 4 


» EJEMPLO 2 Una caja cerrada con base cuadrada tiene un vo- 
lumen de 2 000 pulg?. El material de la tapa y de la base cuesta 3 centavos la 
pulgada cuadrada mientras que el material para los lados cuesta 1.5 centavos 
la pulgada cuadrada. Estime en la graficadora las dimensiones de la caja de 
modo que el costo total del material sea mínimo. Confirme la estimación 
analíticamente. 


Solución Sean x pulgadas la longitud de un lado de la base cuadrada y 
C(x) dólares .el costo total del material. El área de la base es x? pulgadas 
cuadradas. Sea y pulgadas la profundidad de la caja. Vea la figura 4. Puesto 
que el volumen de la caja es el producto del área de la base y la profundidad, 
se tiene Ñ 


x2y = 2000 
y = 200 (m) 
Xx 


El número total de pulgadas cuadradas de las áreas de la tapa y de la base 
es 2x?, y el de los lados es 4xy. Por tanto, el número de centavos del costo 
total del material es 


3Qx12) + 2(4xy) 
Al sustituir y de (1), se tiene 


2090) 
xr? 


C() = 6x? + 6% 
C()) = 6x2 + 90 


El dominio de C es (0, +00). La figura 5 muestra la gráfica de C trazada 
en el rectángulo de inspección de [0, 20] por [1 000, 5 000]. Se estima que el 
punto más bajo de la gráfica se obtiene cuando x = 10, De (1), six = 10, 
y = 20. Por tanto, se estima que el lado de la base del cuadrado debe medir 
10 pulg y la profundidad debe ser de 20 pulg para que el costo del material 
se mínimo. 

Para confirmar la estimación analíticamente, se calcula C'(x) y C"(x): 


12 000 24 000 
2 


Ca) = 12x — Ca = 12 + 3 
x x 


Observe que C'(x) no existe cuando x = O y que 0 no pertenece al do- 
minio de C. Por tanto, los únicos números críticos son aquellos que se ob- 
tienen al considerar C(x) = 0, de donde se tiene 


12x — 12 000 Eb 
x 


x3 = 1000 
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La única solución real de esta ecuación es 10. De este modo, el único 
número crítico es 10, Para determinar si C(10) es un valor mínimo relativo 
para C, se aplica el criterio de la segunda derivada, y los resultados se resumen 
en la tabla 2. 


Tabla 2 
Cu) C"G) Conclusión 


x= 10 0 + C tiene un valor mínimo relativo 


Como C es continua en su dominio y el único extremo relativo de C se 
tiene enx = 10, se concluye, por el teorema 3.9.1, que el valor mínimo relati- 
vo de Ces su valor mínimo absoluto. Por tanto, se ha confirmado la estimación. 


Conclusión: El costo del material será mínimo cuando el lado de la base 
cuadrada mida 10 pulg y la profundidad mida 20 pulg. d 


En los ejemplos anteriores y en los *jercicios de la sección 3.2, la varia- 
ble para la que se desea determinar un extremo relativo se expresó como una 
función de sólo una variable. En ocasiones este procedimiento es demasiado 
difícil o bastante laborioso, o en ocasiones es imposible. Con frecuencia, la 
información dada permite obtener dos ecuaciones que involucran tres varia- 
bles. En lugar de eliminar una de las variables, puede ser más ventajoso 
diferenciar implícitamente. El ejemplo siguiente ilustra este método. El pro- 
blema es similar al del ejemplo 1, pero en este caso el volumen del envase no 
se especifica. 


» EJEMPLO 3 Si un envase de volumen fijo tiene la forma de 
un cilindro circular recto, determine la razón de la altura al radio de la base si 
se emplea la cantidad mínima de material en su elaboración. 


Solución Se desea determinar una relación entre la altura y el radio 
de la base de un cilindro circular recto, de modo que el área de la superficie sea 
un mínimo absoluto para un volumen fijo. Por tanto, se considerará el volumen 
del cilindro como una constante. 

Sean V unidades cúbicas el volumen del cilindro (una constante). 

A continuación se definen las variables. 

Sean r unidades la longitud del radio del cilindro; r > 0. Sean A unida- 
des la altura del cilindro; hk > O. Sean S unidades cuadradas el área de la 
FIGURA 6 superficie total del cilindro (refiérase a la figura 6). 

Así, se tienen las siguientes ecuaciones: 


S =21r2 + 2arh (2) 
V = rr?h 3) 


Puesto que V es una constante, se puede resolver (3) para r o para h en tér- 
minos de la otra y sustituirla en (2), lo que hace de $ una función de una varia- 
ble. El método alternativo consiste en considerar a S como una función de las 
dos variables r y h; sin embargo, no son independien:es una de la otra. Esto 
es, si se elige r como variable independiente, entonces S depende de r; tam- 
bién, h depende de r. 
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Al diferenciar $ y V con'respecto a r, teniendo en mente que Á es una 
función de r, se tiene 


ds _ dh 

PES 4nr + 2xh + 21 (4) 
daV _ 2 dh 

ADS 2rrh + Tr En 


: dV 
Como V es un constante, entonces di = (); por tanto, de la ecua- 
ua e r 
ción anterior, 


2 dh 
a 


27 rh + Tr =0 


con r % 0. Si se divide entre r y se despeja e, se obtiene 
r 


dh __2h 


dr r 6 
Al sustituir de (5) en (4) se tiene 

Ea =2m[2r+ har [2] 

dr r 

dS — 2r(2r — h) (6) 

dr 


Con objeto de determinar cuándo $ tiene un valor mínimo relativo, se 


considera S = 0, obteniéndose 2r — h = 0, de donde, 
yr 


r= 3h 


A fin de determinar si esta relación entre r y h hace de S un mínimo relativo 
se aplica el criterio de la segunda derivada. De (6) se obtiene 


$ rd-2) 
= 212 dr 
Al sustituir de (5) en esta ecuación se tiene 
2 - 
e na - (E) 
dr? r 


2? + 24) 
7 


tl 


Los resultados del criterio de la segunda derivada se resumen en la tabla 3. 


Tabla 3 
| ds dis Conclusión 
| dr po 
n= 3h | 0 + S tiene un valor mínimo relativo 


De (2) y (GB), S es una función continua de r en (0, +00). Como el único 
extremo relativo de S en (0, +00) se tiene en r = 3h, se concluye, por el 
teorema 3.9.1, que $ tiene un valor mínimo absoluto cuando Afr = 2. 
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Conclusión: El área de la superficie total del envase será mínimo, para un 
volumen específico, cuando la razón de la altura al radio de la base sea 2. 4 


En ocasiones, los problemas geométricos que implican extremos abso- 
lutos son más fáciles de resolver utilizando funciones trigonométricas como se 
muestra en el ejemplo siguiente. 


a 


» EJEMPLO 4 Se inscribe un cilindro circular recto en una es- 
fera de radio dado. Determine la razón de la altura al radio de la base del ci- 
lindro de mayor superficie lateral. 


Solución Refiérase a la figura 7, donde la medida del radio de la esfera 
es constante e igual a a. 

Sean 0 radianes la medida del ángulo central subtendido por el radio del 
FIGURA 7 cilindro, r unidades la longitud del radio del cilindro, k unidades la altura 
del cilindro y $ unidades cuadradas el área de la superficie lateral del cilindro. 
De la figura 7, 


r=asen0 y h= ?2acosó0 
Como $ = 2xrh, 


S = 2xr(a sen 0)](2a cos 0) 
= 27ra*(2 sen O cos 0) 
= 27ra? sen 20 


Así, S es una función de 6 y su dominio es (0, 3D. 
Al obtener las derivadas primera y segunda de S, se tiene 


2 
7] = 41a?cos 28 y 73 = —87a? sen 20 
Ñ ds _ 
Considere d8 7 0, entonces 
cos 20 = 0) 


Como0 < 6 < +, entonces 


0! 
9= ¿T 
Se aplica el criterio de la segunda derivada y los resultados se resumen 
en la tabla 4. 
Tabla 4 
2 
de ds Conclusión 
do de? 
0 = 3 A 0 Es $ tiene un valor máximo relativo 


Como $ es continua y tiene un único extremo relativo en su dominio, se 
concluye que el valor máximo relativo es un valor máximo absoluto. 


Cuando O = 27, 
r = asen Lx h = 2acos ¿7 
E da Ea 


2 
Por tanto, hfr = 2. 
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Conclusión: — Para el cilindro que tiene la superficie lateral de mayor área, la 
razón de la altura al radio es 2. 


Se concluye esta sección con la demostración del teorema 3.9.1. 


Demostración del teorema 3.9.1 -Se demuestra el teorema en el 
caso en que f(c) es un valor máximo relativo en el intervalo /, Una demos- 
tración semejante puede darse cuando f(c) es un valor mínimo relativo. 

Como f(c) es un un valor máximo relativo de f en /, entonces, por la 
definición 3.1.1, existe un intervalo abierto /, donde J C 1, y donde J contie- 
ne ac, tal que 


FO > fo)  paratodax € J 


Puesto que c es el único número en / para el que f tiene un valor máximo rela- 
tivo, se deduce que 


FNO> ff) sikeJ y kxc (7) 


A fin de probar que f(c) es un valor máximo relativo de fen /, se demos- 
trará que si d es cualquier número diferente de c en /, entonces f(c) > f(d). 
Suponga que 


Fc) < f(d) (8) 


Se probará que esta suposición conduce a una contradicción. Puesto que 
d % c,entonces c < do d < c. Considere el caso en el que c < d (la de- 
mostracion es similar si d < c). 

Como f es continua en /, entonces f es continua en el intervalo cerrado 
[c, d]. Por tanto, por el teorema del valor extremo, f tiene un valor mínimo 
absoluto en [c, d]. Suponga que este valor mínimo absoluto ocurre en e, don- 
dec < e < d. De la desigualdad (7) e + c, y de las desigualdades (7) y (8) 
e * d. Por tanto c < e < d, y en consecuencia, f tiene un valor mínimo re- 
lativo en e. Pero esta última proposición contradice la hipótesis de que c es 
el único número en / para el cual f tiene un extremo relativo. Así, la supo- 
sición de que f(c) < f(d) es falsa. Por tanto, f(c) > f(d) sid Elydxc, 
en consecuencia, f(c) es un valor máximo absoluto de f en /. " 


EJERCICIOS 3.9 


En cada ejercicio defina todas las variables precisamente como En los ejercicios 3 y 4, confirme analíticamente la estimación 


números y no olvide escribir una conclusión. 


1. Para el envase del ejemplo 1, suponga que el costo del 


obtenida con la graficadora en el inciso (c) del ejercicio indi- 
cado de la sección 1.3. 


material para la tapa y la base es dos veces el de los lados. 
(a) Determine analíticamente la altura y el radio de la base 
de modo que el costo del material sea mínimo. (b) Com- 
pare la respuesta del inciso (a) con la solución gráfica de 
esta situación obtenida en el inciso (c) del ejercicio 21 de la 
sección 1.3. ¿La solución gráfica apoya la respuesta del 
inciso (a)? 

(a) Haga el ejemplo 1 si el envase es abierto en lugar de 
cerrado. (b) Compare la respuesta del inciso (a) con la 
solución gráfica de esta situación en el inciso (c) del ejer- 
cicio 22 de la sección 1.3. ¿La solución gráfica apoya la 
respuesta del inciso (a)? 


3. Ejercicio 23 4. Ejercicio 24 


5. Se va a cercar un terreno rectangular de 2 700 m? de área, 


y se utilizará una valla adicional para dividir el terreno a la 
mitad. El costo de la cerca empleado para dividir el terre- 
no a la mitad es de $24 por metro colocado, y el costo de la 
cerca para los lados es de $36 por metro colocado. (a) Uti- 
lice la graficadora para estimar las dimensiones del terre- 
no de modo que el costo total del material para la cerca 
sea mínimo. (b) Confirme la estimación del inciso (a) ana- 
líticamente. y 


6. Un tanque rectangular abierto, cuyo volumen es de 


125 mi, tiene base cuadrada. El costo del material para la 


10. 


11. 


12. 
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base es de $24 por metro cuadrado y el del material para 
los lados es de $12. (a) Utilice la graficadora para estimar 
las dimensiones del tanque de modo que el costo del ma- 
terial sea mínimo. (b) Confirme la estimación del inciso (a) 
analíticamente. 


Un fabricante de cajas desea construir una caja cerrada 
que tenga un volumen de 288 pulg 3, y cuya base de forma 
rectangular tiene el largo igual al triple de su ancho. (a) 
Utilice la graficadora para estimar las dimensiones de la 
caja construida con la mínima cantidad de material. (b) 
Confirme la estimación del inciso (a) analíticamente. 


Haga el ejercicio 7 considerando ahora que la caja se fa- 
bricará sin tapa. 

Si se excluyen los salarios, el número de dólares del costo 
por kilómetro de la operación de un camión es 8 + 2.” 
donde x kilómetros por hora es la velocidad promedio 
del camión. (a) Si los salarios combinados del conductor 
y del ayudante son $27 por hora, estime en la calculadora, 
con aproximación de kilómetros por hora, cuál debe ser 
la velocidad promedio del camión para que el costo por 
kilómetro sea mínimo. (b) Confirme la estimación del in- 
ciso (a) analíticamente. 


El número de dólares del costo de combustible por hora 
para un barco carguero es de 0.02v*, donde y nudos (mi- 
llas náuticas por hora) es la velocidad promedio del barco. 
(a) Si hay costos adicionales de $400 por hora, estime en 
la graficadora, con aproximación de nudos, a qué veloci- 
dad promedio debe navegar el barco para que el costo por 
milla náutica sea mínimo. (b) Confirme la estimación del 
inciso (a) analíticamente. 


Un automóvil viaja a una tasa de 30 pie/s y se aproxima a un 
crucero. Cuando el automóvil está a 120 pie del crucero, 
un camión, que viaja a una tasa de 40 pie/s en una carretera 
perpendicular a la carretera del automóvil, pasa por el cru- 
cero. (a) Determine analíticamente en qué tiempo, después 
de que el camión deja el crucero, los vehículos están más 
cercanos. Apoye la respuesta del inciso (a) gráficamente. 


sn la 


Dos aviones A y B vuelan horizontalmente a la misma al- 
tura de modo que la posición de B está al suroeste de A, 
20 km al oeste y 20 km al sur de A. Suponga que el avión 
A vuela hacia el oeste a 16 km/min y que el avión B vue- 
la hacia el norte a 21.3 km/min. (a) Determine en cuán- 
tos segundos los aviones estarán lo más cerca posible y 
cuál será la distancia más corta. (b) Apoye las respuestas 
del inciso (a) gráficamente. 


13. 


14. 


15. 


16. 


Determine una ecuación de la recta tangente a la curva 
y = x? - 3x2 + 5x que tenga la pendiente mínima. 


Un generador de corriente directa tiene una fuerza elec- 
tromotriz de E volts y una resistencia interna de r ohms, 
donde E y r son constantes. Si R ohms es la resistencia 
externa, entonces la resistencia total es (r + R) ohms, y si 
P watts es la potencia, entonces 


EPR 


Pz _ SA 
(r + RY 


Demuestre que el consumo máximo de potencia ocurre 
cuando la resistencia externa es igual a la resistencia interna. 


En una comunidad particular, cierta epidemia se propaga 
de modo que x meses después del inicio de la epidemia, P 
porcentaje de la población está infectada, donde 


30x? 


Pia: E ii 
(1 + 12) 


¿En cuántos meses se infectará el número máximo de per- 
sonas de la comunidad y qué porcentaje de la población 
será éste? 


Un cartel que contiene 32 pulg? de región impresa tiene 
un margen de 2 pulg en sus partes superior e inferior, 
mientras que en los lados los márgenes son de ¿ pulg. 
Determine las dimensiones del menor trozo de cartón que 
pueda emplearse para realizar el cartel. 


En los ejercicios 17 y 18, se utiliza el término económico com- 
petencia perfecta. Cuando una compañía opera bajo compe- 
tencia perfecta, existen muchas compañías pequeñas; por lo 
que ninguna de ellas puede afectar el precio aumentando la 
producción. Por tanto, bajo el régimen de competencia per- 
fecta el precio de un artículo es constante, y la compañía puede 
vender lo que desee a ese precio constante. 


17. 


18. 


En condiciones de competencia perfecta, una compañía 
puede vender los artículos que produce a $200 por unidad. 
Si C(x) dólares es el costo total de la producción diaria 
cuando se producen x artículos y C(x) = 2x? + 40x + 
1400, determine el número de unidades que deben pro- 
ducirce diariamente a fin de que la compañía obtenga la 
máxima ganancia total diaria. Sugerencia: la ganancia 
total es igual al ingreso tota] menos el costo total. 


Una compañía, que construye y vende escritorios, opera 
en condiciones de competencia perfecta y puede vender 
todos los escritorios que produce a un precio de $400 por 
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19. 


20. 


21. 


22. 


23. 


25. 


escritorio. Si se producen x escritorios y se venden cada 
semana, y C(x) dólares es el costo total de la produc- 
ción semanal, entonces C(x) = 2x? + 80x + 6000. 
Determine cuántos escritorios deben producirse semanal- 
mente para que el fabricante obtenga la máxima ganancia 
total semanal. ¿Cuál es la máxima ganancia total sema- 
nal? Considere la sugerencia del ejercicio 17. 


El término en condiciones de monopolio, significa que 
existe un único productor de cierto artículo, para el cual el 
precio y, en consecuencia, la demanda pueden ser con- 
trolados regulando la cantidad de artículos producidos. Su- 
ponga que en condiciones de monopolio, x unidades de 
un artículo son demandadas diariamente cuando el precio 
por unidad es de p dólares y x = 140 - p. Si el número 
de dólares del costo total por producir x unidades está 
dado por C(x) = x? + 20x + 300, determine la máxi- 
ma ganancia total diaria. 


Determine la distancia mínima desde el punto P(2, 0) a un 
punto de la curva y? —- x? = 1, y encuentre el punto de 
la curva más cercano a P. 


Obtenga la distancia mínima desde el origen a la rec- 
ta 3x + y = 6, y encuentre el punto P de la recta más 
cercano al origen. Después demuestre que el origen está en 
la recta perpendicular a la recta dada que pasa por P. 


Determine la distancia mínima desde el punto A(2, y a 
un punto de la parábola y = x? y encuentre el punto B de 
la parábola más cercano a A. Después demuestre que A 
está en la recta normal de la parábola en B. 


Una ventana tipo Norman consiste de un rectángulo coro- 
nado por un semicírculo, Si el perímetro de una ventana 
Norman es de 32 pie, determine cuánto debe medir el ra- 
dio del semicírculo y la altura del rectángulo de modo que 
la ventana admita la mayor cantidad de luz. 


Resuelva el ejercicio 23 considerando ahora que en la ven- 
tana el semicírculo transmite sólo la mitad de luz que el 
rectángulo por pie cuadrado de área. 


Una viga de acero de 27 pie de longitud se transporta por 
un pasillo de 8 pie de ancho hasta un corredor perpen- 
dicular al pasillo. ¿Cual debe ser el ancho del corredor 
para que la viga pueda doblar la esquina? No considere la 
anchura horizontal de la viga. 


26. 


27. 


28. 


29. 


Si dos pasillos perpendiculares entre sí miden 10 pie 
y 15 pie, respectivamente, ¿cuál es la longitud de la viga 
de acero más larga que pueda transportarse horizontalmen- 
te de modo que pueda doblar la esquina? No considere la 
anchura horizontal de la viga. 


Un embudo de volumen específico tiene la forma de un 
cono circular recto. Determine la razón de la altura al radio 
de la base de modo que se emplee la mínima cantidad de 
material en su construcción. 

Un cono circular recto se inscribe en una esfera de radio 
dado. Calcule la razón de la altura al radio de la base del 
cono de volumen máximo que pueda inscribirse en la esfera. 


Un cono circular recto se circunscribe a una esfera de 
radio dado. Obtenga la razón de la altura al radio de la base 
del cono de volumen mínimo que pueda circunscribirse a 
la esfera. 
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30. Demuestre por el método de esta sección que la distancia formado por estos lados que proporcione al bebedero su 
mínima desde el punto P,(x,, y,) a la recta | que tiene la máxima capacidad. 
ecuación Ax + By + C = 0es 


|Ax, + By + cl 
JA? + B? 


Sugerencia: si s es el número de unidades desde P, a un 
8 1 
punto P(x, y) de 1, entonces s será un mínimo absoluto 
cuando s? sea un mínimo absoluto. 


31. La sección transversal de un bebedero tiene la forma de 
un triángulo isósceles invertido. Si las longitudes de los 
lados iguales son 15 pulg, determine el tamaño del ángulo 


A OS SENS PES NEEDS TINTE NAPA 
3.10 APROXIMACIONES MEDIANTE EL METODO DE NEWTON, 
DE LA RECTA TANGENTE Y DE DIFERENCIALES 


Antes del advenimiento de las calculadoras y de las computadoras, las raíces 
de una ecuación de la forma f(x) = 0 o, equivalentemente, los ceros de la 
función f, fueron aproximados por medio de técnicas numéricas que implican 
la derivada. Aunque tales aproximaciones son ahora fácilmente realizadas 
por la graficadora mediante los procedimientos solve O zoom-in, se dedicará 
esta sección a la discusión de tres técnicas numéricas. La primera de estas 
técnicas, conocida como el método de Newton e ideada por Sir Isaac Newton 
en el siglo XVI, es característico en los procesos numéricos empleados por 
las calculadoras. 
Se inicia el estudio del método de Newton considerando una interpre- 
y = fx) tación geométrica de los conceptos involucrados. Refiérase a la figura 1, la 
cual muestra la gráfica de la ecuación y = f(x). El número r es una intercep- 
ción x de la gráfica. Para obtener una aproximación de r, primero se elige un 
número xy, elección que debe ser razonablemente cercana a r. Después se 
considera la recta tangente a la gráfica de f en el punto (xy, f(x¡)). La recta 
tangente, denotada por 7, se presenta en la figura 1, y la intercepción x de 7; 
es x7. El número x, sirve ahora como una segunda aproximación de r. Luego, 
se repite el proceso con la recta tangente 7, en el punto (x», f(x2)). La inter- 
cepción x de T, es x3. Este proceso se continúa hasta obtener el grado de 
aproximación requerido. En esta gráfica, parece que los números Xx], Xz, X3, 
etcétera, están cada vez más cercanos al número r. Esta situación ocurre 
para muchas funciones. 

A fin de obtener las aproximaciones sucesivas x2, X3, ... de la primera 
aproximación x, se utilizan las ecuaciones de las rectas tangentes. La recta 
tangente T; en el punto (x;, f(x/)) tiene una pendiente de f'(x¡). Por lo que una 
ecuación de 7; es 


FIGURA 1 


y - JA) = PAPA - x1) 


La intercepción x de 7, es x,, y se determina x, considerando x = x» y 
y = Oen la ecuación anterior. Así, 


O — f(x1) 


ñ 


FOADOs - x1) z 


Fa) 


TEN sifoapyx+o 


Xx=x 
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Con este valor de x,, una ecuación de T, es 
y — f() = PUJA — x2) 
Después se considera en esta ecuación x = x3 y y = 0, de donde se obtiene 


0 — fla) = fu) Or — x2) 


si fo) +0 


Si se continúa de esta manera se obtiene la fórmula general para la aproxi- 
mación x,,,¡ en términos de la aproximación anterior x,,: 


Xx o. 
Xa+1 = *n EN sif(x,p) + 0 (1) 
fx) =0 á 
(2 fa) T, Por supuesto, la fórmula (1) se puede adaptar fácilmente para utilizarse en una 


T 
e computadora o en una calculadora programable. 
en 40d) A partir de la fórmula (1) se puede obtener la (n + 1)-ésima aproxi- 


p mación a partir de la n-ésima aproximación, considerando f(x,) % 0. 


Ñ Xa : ae Cuando f(x, ) = 0, la recta tangente es horizontal, y en tal caso, a menos que 
la recta tangente sea el eje x mismo, no se tendrá intercepción x. La figura 2 

FIGURA 2 muestra este hecho cuando f(x) = 0. De modo que el método de Newton 

no es aplicable si f'(x,) = 0 para alguna x,. También debe tener en mente 

7, que el valor de x,,,¡ obtenido a partir de (1) no necesariamente es una mejor 


aproximación de r que x,. Si, por ejemplo, x¡ no está razonablemente cerca 
de r, entonces | $ (x1) | puede ser pequeño de modo que la recta tangente T| 
es aproximadamente horizontal. Entonces x,, la intercepción x de T¡, puede 
x estar más alejada de r que x,. Vea la figura 3 en la que esta situación ocurre. 
En el ejemplo ilustrativo siguiente se muestra cómo el método de Newton 
se aplica a una ecuación para la cual se conoce la respuesta. 


¡SUS 


FIGURA 3 


l> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Utilice el método de Newton 


para obtener la raíz positiva de la ecuación x? = 9 comenzando con una pri- 
mera aproximación de 4. Se escribe la ecuación como 1? — 9 = 0 y se 
consideran 


fo=XY*-9 y f0=2 


De (1) se obtiene 


Xn+1 = An — a 
rn 
2 
-9 
Xn+1 = Xp — == Q) 
n 


Ahora se aplica (2) con valores de n y valores correspondientes de x,, para 


obtener x,, , ¡ en una calculadora. Se inicia con x, = 4. 
E. vb ta E 
2 = X da 43 = 2x 
= 2 
O PE = 3.125 - (3.125) 9 


8 2(3.125) 
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= 3.125 = 3.0025 
8) ES x3* -9 a Ss Xas -9 

Xy = X3 Ta Xs = Xq ETT 
e _ (3.0025)? - 9 = 3.0000 (3.0000)? — 9 
ió 2(3.0025) e 2(3.0000) 
= 3.0000 = 3.0000 


Ciertamente, todas las aproximaciones sucesivas serán 3.0000. De modo que 
la raíz positiva de la ecuación x? — 9 = 0 es 3.0000 con cuatro cifras 
decimales. 4 


Observe que cuando x, es una solución de f(x) = 0,f(x,) = 0. Así, de (1), 


Ez EE Fn) 
Xn+l = Xp FG 

= Xx -0 

== Xn 


En consecuencia, todas las aproximaciones sucesivas serán iguales a x,. Note 
que esta situación se presenta en el ejemplo ilustrativo 1, donde todas las 
aproximaciones despues de xy, incluyéndola, tienen el mismo valor conside- 
rando cuatro cifras decimales. 
También observe en (1) que x,,¡ = Xp implica que f(x,) = 0. Por 
tanto, se puede concluir que cuando dos aproximaciones sucesivas son igua- 
les, se tiene una aproximación para un cero de f. 
> ox Sin embargo, es posible que para ciertas funciones, si la elección inicial 
de x, no está cerca del cero deseado, se pueden obtener aproximaciones para 
un cero diferente. Vea la figura 4, que muestra la gráfica de una función para la 
cual esta situación puede ocurrir. Observe que la elección de x, indicada pró- 
FIGURA 4 xima al cero deseado r proporciona aproximaciones sucesivas Xo, X3, 
X4, - - - próximas a otro cero s. De este modo, cuando se aplica el método de 
Newton debe hacer un bosquejo de la gráfica de la función a fin de obtener la 
aproximación inicial. Consulte la gráfica conforme proceda para asegurarse 
de que se está aproximando al cero deseado. 
En resumen, cuando utilice el método de Newton para resolver una 
ecuación de la forma f(x) = 0, efectúe lo siguiente: 


1. Haga una buena suposición para la primera aproximación x;. 
Una gráfica de f le ayudará a obtener una elección razonable. 

2. Obtenga una segunda aproximación x, con el valor de x, en la 
fórmula (1). Después utilice x, en (1) para conseguir una terce- 
ra aproximación xy, y así sucesivamente, hasta que Xy+¡ = Xp para 
el grado requerido de aproximación. 


» EJEMPLO 1 Utilice el método de Newton para determinar la 
raíz real de la ecuación 


3-2r-2=0 


con cuatro cifras decimales. 
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0=xY-2x-2 


FIGURA 5 


y =senx y y= lx 


FIGURA 6 


[3 


3senx, 4 


n Xx Xx 
” 3 cos x, - 1 m! 
| 
1 2.0000 0.3237 2.3237 
2 2.3237 0.0441 2,2796 
3 2.2796 0.0007 2.2789 
4 2.2789 0.0000 2,2789 


Solución Sea f(x) = 4 — 2x — 2; de modo que f(x) = 3x2 — 2. En- 
tonces de (1) se tiene 

Xn41 = Xp (3) 
La gráfica de f se muestra en.la figura 5. Como la gráfica de f intersecta al 
eje x en un único punto, existe una raíz real de la ecuación dada. Debido a 
que (1) = 3 y fQ) = 2, esta raíz se encuentra entre 1 y 2. Una elección 
adecuada para la primera aproximación es xy = 1.5. La tabla 1 presenta los 
resultados obtenidos en una calculadora para las aproximaciones sucesivas 
calculadas a partir de (3) con esta x,. Se desea la raíz con una aproximación 
de cuatro cifras decimales; por lo que se emplean cinco cifras decimales en 
los cálculos. Como xs y xg son iguales (con cinco cifras decimales), se re- 
dondea el número a cuatro cifras decimales para obtener 1.7693 como la raíz 
requerida. 


Tabla 1 
3 
X= 2x, -2 
n Xa E 5 z z Xn+1 
r 
1. | 1.50000 -0,34211 1.84211 
2 | 1.84211 0.06928 1.77283 
3 | 177283 0.00353 1.76930 
4 | 176930 0.00001 1.76929 
5 | 1.76929 0.00000 1.76929 > 
» EJEMPLO 2 Utilice el método de Newton para determinar 


con tres cifras decimales la coordenada x del punto de intersección en el pri- 
mer cuadrante de la recta y = 3x y la curva y = sen x, 


Solución La figura 6 muestra la recta y la curva se desea determinar el 
valor positivo de x para el cual 


il] 


| 
Cu 


sen x 
3Isenx—x = 


Xx 


Sean 
FO) = 3 senx- x y fG)=3cosx-— 1 


De la fórmula (1), 


Xp) 
Xa+1 = Xp — La 
n 
3 sen =x 
Ya A (4) 


3 cos xy — 1 


De la figura 6, parece que una elección razonable de x, es 2. Se utiliza una 
calculadora para obtener las aproximaciones sucesivas a partir de la fórmula 
(4); estas se muestran en la tabla 2. Los resultados se expresan con cuatro 
cifras decimales. Observe que, con cuatro cifras decimales, x, y xs son iguales 
a 2.2789. Por lo que para tres cifras decimales el valor positivo de x, para el 
cual senx = ¿3x, es 2.279. 4 
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Los teoremas que establecen las condiciones para las cuales es aplicable 
el método de Newton, así como los teoremas relacionados a su aproximación, 
pueden encontrarse en textos de análisis numérico. 

Una de las maneras simples en que los valores de función pueden apro- 
ximarse se denomina aproximación lineal, la cual utiliza la recta tangente a la 
gráfica de una función diferenciable. Se inicia la discusión sobre aproxima- 
ción lineal con un ejemplo ilustrativo que muestra la idea básica. 


[0, 9.4] por [0, 6.2] 


cra > EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 La figura 7 muestra la grá- 
fica de 
FIGURA 7 


FO) =x2-5x+8 


y la recta tangente en el punto (3, 2) trazadas en el rectángulo de inspección 
de [0, 9.4] por [O, 6.2]. Si se aplica el procedimiento zoom in de la graficadora 
en el punto (3, 2) y se traza la recta tangente, se obtiene la figura 8 la cual 
presenta el rectángulo de inspección de [1.825, 4.175] por [1.225, 2.775]. 
Si se aplica otra vez zoom in y se traza la recta tangente, se Obtiene la figura 9 
la cual muestra el rectángulo de inspección de [2.706, 3.294] por 
[1.806, 2.194]. Observe cómo la recta tangente se aproxima a la gráfica de la 
[1.825, 4.175] por [1.225, 2.775] función cerca del punto de tangencia. De este modo, si x está en un pequeño 
intervalo abierto que contenga a 3, la coordenada y correspondiente de la 
fa) =-5x+8 gráfica de la función puede ser aproximada por la coordenada y de la recta 
FIGURA 8 tangente. 
Se utiliza el concepto del ejemplo ilustrativo anterior para una función 
general f diferenciable en un número xp. Una ecuación de la recta tangente a 
Y la gráfica de fen el punto (xp, f(Xp)) es 


y — fo) 
y 


SOMA — xp) 
F0) + PONE — xp) 


Refiérase a la figura 10 donde P es el punto (xo, f(xp)), Q es el punto (x, f(x) 
$ y Res el punto (x, f(xp) + FG) — xp)). Observe que para un número x 
suficientemente cercano a xq, el punto Q de la gráfica de festá cerca del punto 
R de la recta tangente. En consecuencia, si x está cerca de xp, f(x) puede ser 
fo=xX-5+8 aproximado por fíxg) + f'(xpMx — xp); esto es, 


[2.706, 3.294] por [1.806, 2.194] 


FIGURA 9 
FO = FE) + SNA - xo) 


A y = 10 Esta aproximación se denomina aproximación mediante la recta tangente, 
o concisamente aproximación lineal, de f(x) en xy. 


DP — EJEMPLO 3 sea 


FO) = cotx—x+ 1 (5) 


FO) 


17 
: de (a) Obtenga la aproximación lineal de f(x) en O. (b) Apoye la res-puesta del 


> ox inciso (a) gráficamente. (c) Compare el valor de f(x) calculado mediante la 
aproximación lineal del inciso (a) con el valor de la función obtenido a partir 
FIGURA 10 de (5) cuando x es igual a - 0,2, — 0,1, 0.01, 0, 0.01, 0.1 y 0.2, 
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[=3, 3] por [0, 4] 


fO) = costx-x+ 1 


FIGURA 11 


Solución 
(a) Se calcula f(x): 


FG) =-2senxcosx — 1 
La aproximación lineal de f(x) en O es 
FO) = F(0) + FO): — 0) 
Comof(0) = 2 y f'(0) = —1, se tiene 
ff =2-x (6) 


(b) La figura 11 muestra la gráfica de f y la recta tangente en (0, 2) trazadas 
en el rectángulo de inspección de [-3, 3] por [0, 4], la cual apoya la res- 
puesta del inciso (a). 

(c) La tabla 3 compara los valores de f(x) calculados con (6) y aquellos 
calculados con (5). Observe que cuanto más cerca se encuentra x de 
cero, la aproximación resulta más exacta. 


Tabla 3 

x -0.2 -0.1 —0.01 0 0.01 0.1 0.2 
0=2-x | 22 2.1 2.01 2 199 19 18 
10) = cofx—-x+ 1 2.16 209 2.0099 2 19899 189 176 


de! 


Ahora se tratará el concepto de diferencial, el cual también permite 
aproximar cambios en valores de función de puntos cercanos a puntos donde 
la función es diferenciable. Verá que una aproximación mediante diferen- 
ciales está relacionada a una aproximación lineal. Aunque la aplicación de 
diferenciales a la aproximación de valores de función no es muy importante 
en está época de adelantos tecnologicos, éstas son importantes como un arti- 
ficio notacional conveniente para el cálculo de antiderivadas, como verá en 
el capítulo siguiente. 

Suponga que la función festá definida por la ecuación 


y =f() 


En puntos donde f es diferenciable 


1) = Jim 2 (7) 


donde 
Ay = f(x + Ax) — fu) 


De (7) se deduce que para cualquier € > O existe una Ó > 0 tal que 


si0< | Ax| < 6 entonces 2-10 < € 
x 


| Ay — f'(x) Ax] 


< € 
| ar | 


e si0<|Ax]< $ entonces 
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Esto significa que | Ay - FU) Ax| es pequeño comparado con |Ax]. Es 
decir, para | Ax| suficientemente pequeño, f(x) Ax es una buena aproxima- 
ción del valor de Ay, y se escribe 


Ay = f(x) Ax (8) 


A > »=f0) si |Ax| es suficientemente pequeño. 
f0+ Ax) Para una interpretación gráfica del enunciado (8), refiérase a la figura 12. 
En esta figura, una ecuación de la curva es y = f(x). La recta PT es tangente 
a la curva en P(x, f(x), Q es el punto (x + Ax, f(x + Ax)) y la distancia di- 
rigida MO es Ay = f(x + Ax) — f(x). En la figura, Ax y Ay son positivos; 
sin embargo, ellos pueden ser negativos. Para un valor pequeño de Ax, la 
pendiente de la recta secante PQ y la pendiente de la recta tangente en P 
son aproximadamente iguales; esto es 


Ay 


fa) 


o 


Ay _ a 
=P) 


FIGURA 12 


Ay = FODAx 
lo cual es el enunciado (8). 


El miembro derecho del enunciado (8) se define como la diferen- 
cial de y. 


3.10.1 Definición de diferencial de la variable de- 


pendiente 


Sila función f está definida por la ecuación y = f(x), entonces la 
diferencial de y, denotada por dy, está dada por 


dy = f(x) Ax (9) 


donde x está en el dominio de f' y Ax es un incremento arbitrario de x. 
y 


4 y = fx) 

Ahora consulte la figura 13, la cual es la misma que la figura 12 excepto * 
que se muestra el segmento de recta vertical MR, donde la distancia dirigida 
MR es igual a dy. Observe que dy representa la variación de y a lo largo de la 
recta tangente a la gráfica de la ecuación y = f(x) en el punto P(x, f(x)), cuan- 
do x varía en Ax. 

Este concepto de diferencial incluye un tipo especial de funciones de 
dos variables y en el capítulo 12 se presenta un estudio detallado de tales 
funciones. El símbolo df puede emplearse para representar esta función. La 
variable x puede ser cualquier número del dominio de f”, y Ax puede ser cual- 
quier número. Afirmar que df es una función de las dos variables indepen- 
FIGURA 13 dientes x y Ax, significa que a cada par ordenado (x, Ax) del dominio de df 

le corresponde uno y sólo un número del contradominio de df, y este número 
puede representarse por df(x, Ax) de modo que 


f+ AD] 


dfí(x, Ax) = f(x) Ax 
Al comparar esta ecuación con (9) se aprecia que cuando y = f(x), dy y 
dfí(x, Ax) son dos notaciones diferentes para f'(x) Ax. El símbolo dy se uti- 
lizará en las discusiones posteriores. 
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'> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 — si, = 3x? - x, entonces 
fo) = 3x? — x, de modo que f(x) = 6x — 1. De la definición 3.10,1, se 
tiene 


dy = (6x - 1) Ax 
En particular, six = 2, entonces dy = 11 Ax. 4 
Cuando y = f(x), la definición 3.10.1 proporciona dy, la diferencial de 
la variable dependiente. Ahora se desea definir la diferencial de la variable 
independiente, o dx. Para llegar a una definición adecuada y consistente con 


la definición de dy, se considera la función identidad definida por f(x) = x. 
Para esta función, f'(x) = 1 y y = x; así, de (9), dy = 1 - Ax; es decir, 


si y=x entonces dy = Ax (10) 
Pará la función identidad se desea que dx sea igual a dy; es decir, debido al 


enunciado (10) se quiere que dx sea igual a Ax. Este razonamiento conduce a 
la siguiente definición. 


3.10.2 Definición de diferencial de la variable inde- 


pendiente 


Si la función f está definida por la ecuación y = f(x), entonces 
- la diferencial de x, denotada por dx, está dada por 


dx = Ax 


donde x es un número del dominio de f' y Ax es un incremento arbi- 
trario de x. 


De las definiciones 3.10.1 y 3.10.2, 


dy = fx) dx (1) 
Al dividir ambos miembros de esta ecuación entre dx, se obtiene 
2 =f(0)  sidxzx0 


Esta ecuación expresa la derivada como un cociente de dos diferenciales. Re- 


cuerde que cuando se introdujo la notación E en la sección 2.1, se remarcó 


que dy y dx no se les había dado un significado independiente en ese 
momento. 


D EJEMPLO 4 Dada y = 4x2? — 3x + 1, encuentre Ay, dy y 
Ay — dy para (a) cualesquiera x y Ax; (b) x = 2, Ax = 0.1; (c) x = 2, 
Ax = 0.01; (d) x = 2, Ax = 0.001. 

Solución - 


(a) Como y = 4x? — 3x + l,sea 
f0) = 4? - 3x +1 
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Entonces 
Ay =f(1 + Ax) — fa) 
Mx + Ax? - Mx + Am + 1- (42 - 3x + 1) 
dx? + 8xAx + MAX? — 3x - 3Ax + 1 - 4x2 + 3x- 1 
= (8x - 3)Ax + 4A0? 


De (11), 
dy = fi) dx 
= (8x — 3) dx 
= (8x — 3) Ax 
Así, 


Ay — dy = 4(Ax? 


Los resultados para los incisos (b), (c) y (d) se dan en la tabla 4. 


Tabla 4 
x Ax Ay dy Ay — dy 
(b) 2 01 1.34 213 0.04 
(0) 2 0.01 0.1304 0.13 0.0004 
(d) 2 0.001 0.013004 0.013 0.000004 4 


Observe de la tabla 4 que cuanto más cerca se encuentre Ax de cero, la 
diferencia entre Ay y dy será menor. Además, note que para cada valor de Ax, 
el valor correspondiente de Ay — dy es menor que el de Ax. De modo más 
general, dy es una aproximación de Ay cuando Ax es pequeño, y la aproxi- 
mación es más exacta que el valor de Ax. 

Para un valor fijo de x, por decir xy, 


dy = fp) de 
esto es, dy es una función lineal de dx, en consecuencia, dy es usualmente 
más fácil de calcular que Ay, como se vio en el ejemplo 4. Puesto que 


fp + Ax) — fp) = Ay 
entonces 

FG + Ax) = fp) + Ay 
Así 

fp + Ax) = flag) + dy 


En la figura 14 se ilustra este resultado, donde la ecuación de la curva es 
y = f(x). La recta PT es tangente a la curva en el punto P(xp, (xp); Ax y dx 
son iguales y están representados por la distancia dirigida PM, donde M es 


y 
A y =f0) 


fixp + Ax)] (9 + Ax, f(xg + Ax)Q 


Ay - dy 
O . 


> ox 
Xo Ax=dx xy+Ax 


FIGURA 14 
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" FIGURA 15 


FIGURA 16 


—x pulg Eon 


el punto (xy + Ax, f(xp)). Sean O el punto (xy + Ax, flxp + Ax)) y Ay 
la distancia dirigida MO. La pendiente de PT es f(x) = dy/dx. También, la 
pendiente de PT es MR/PM, y como PM = dx, se tiene que dy = MR y 
RO = Ay — dy. Observe que cuanto más pequeño es el valor de dx (es 
decir, cuanto más cerca esté el punto O del punto P), menor será el valor de 
y — dy (es decir, menor será la longitud del segmento de recta RQ). 

Una ecuación de la recta PT es 


y = FU) + FAA — xp) 


y la ordenada de R es f(xpg) + dy. Observe que cuando fíxg + Ax) se apro- 
xima mediante fíxg) + dy, se está aproximando la ordenada del punto Q de 
la curva mediante la ordenada del punto R de la recta tangente. De modo 
que, utlizar diferenciales para estimar valores de función es esencialmente el 
mismo proceso que la aproximación lineal; sólo la notación es diferente. 


» EJEMPLO 5 Utilice diferenciales para aproximar el volumen 
de un cascarón esférico cuyo radio interno mide 4 pulg y cuyo espesor es de 


1 
E pulg. 


Solución Se considera el volumen de un cascarón esférico como un 
incremento del volumen de una esfera. Consulte la figura 15. Sean r pulgadas 
el radio de la esfera, V pulgadas cúbicas el volumen de la esfera y AV pul- 
gadas cúbicas el volumen del cascarón esférico. Entonces 


V=inr y dV=4ardr 
Si se sustituye r por 4 y dr por E en la última ecuación, se tiene 


dv 


Ar(4Y 
e 
= ÁKn 


Por tanto, AV = 47. 


Conclusión: El volumen aproximado del cascarón esférico es de 
47 pulg? 


» EJEMPLO 6 Un contenedor cerrado de forma cúbica y cuyo 
volumen es de 1000 pulg?, se construye utilizando seis cuadrados iguales de 
material que cuesta 20 centavos por pulgada cuadrada. Aproximadamente, 
¿cuánto debe medir el lado de cada cuadrado-de modo que el costo total del 
material tenga una variación dentro de un margen de $3.00? 


Solución La figura 16 muestra el cubo donde x pulgadas es la longitud 
de los lados de los cuadrados y, en consecuencia, la longitud de las aristas del 
cubo. Sean C dólares el costo total del material. Como el área total de los seis 
cuadrados es 6x? pulgadas cuadradas, y el costo del material es de $0.20 por 
pulgada cuadrada, entonces 


C = 0.20(61?) 
C = 1.2x?2 (12) 


1 


Para que el volumen de un cubo sea de 1000 pulg?, x = 1000, debe tenerse 
que x = 10. Cuando x = 10, se obtiene de (12), C = 120, Así, el costo del 
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material será exactamente $120 si las longitudes de los lados de los cuadra- 
dos miden 10 pulg. Como el costo del material es correcto cuando esté den- 
tro de un margen de $3.00, se desea determinar | ax] tal que | ac | < 3, Se 
utilizará la diferencial dC para aproximar AC. De (12), se tiene 


dC = 2.4xdx 

AC = 2.4x Ax 
Con x = 10, 

|AC| = 24|Ax| 


Como se desea que | AC| < 3, se determinará cuándo 24 [Ax | < 3 


Conclusión: Las medidas de los lados de los cuadrados deben estar den- 
tro de un margen de 0.125 pulg a fin de que el costo total del material esté 
dentro de un margen de $3.00. d 


En la sección 2.4 se demostraron los teoremas para calcular derivadas 
de funciones algebraicas. Ahora se enunciarán estos teoremas con la nota- 
ción de Liebniz, y junto con la derivada se presentará la fórmula para la 
diferencial. En estas fórmulas, u y v son funciones de x, y se sobreentiende 


que las fórmulas se cumplen considerando que 4N y e existen. Cuando 
aparezca c, considérela como constante. 
0 Y dic) =0 
dx 
n 
n mn = mn dx") = xn" dx 
m ae = q HI" d(cu) = cdu 
y 40D o, IV" du + v) = du + de 
vV m0? ES UY 4 E y d(uv) = udv + vdu 
at) v du —:Y dy di di 
Vies: dy dx ' (2) _ vdu-=u dv 
=P VI LA PR A 
de dx y? a v y? 
n 
vi LO - mur! du VII dí") = nu”! du 


La operación de diferenciación se extiende de modo que incluya los 
procesos para calcular la diferencial así como la derivada. Si y = f(x), dy 
puede obtenerse al aplicar las fórmulas I'-VIF' o calculando f'() y multipli- 
cándola por dx. 
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EJERCICIOS 3.10 


En los ejercicios 1 a 4, utilice el método de Newton para deter- 
minar la raíz real de la ecuación con cuatro cifras decimales. 
Ll 1-4?%-2=0 2. 6 +9+1=0 
Dx 1+41=0 4d +x-1=0 
En los ejercicios 5 a 10, emplee el método de Newton para 
calcular, con aproximación de milésimos, el valor aproximado 
de la raíz indicada. 

5. x?-— 4x - 8 = 0;la raíz positiva 

6. x?- 2x + 7 = 0; la raíz negativa 

7. x%-— 10x + 5 = 0; la menor raíz positiva 
8. 10-101 + 5= O; la mayor raíz positiva 

9. 2x% - 2x3 + x2 4 3x — 4 = 0; la raíz negativa 
10. x%+ 1x7 - 3x2 - x - 4 =0; la raíz positiva 

En los ejercicios 11 a 14, use el método de Newton para obte- 
ner el valor del radical con cinco cifras decimales 

11. /3 resolviendo la ecuación x? - 3 = 0 

12. /10 resolviendo la ecuación x? - 10 = 0 

13. Y6 resolviendo la ecuación x? — 6 = 0 

14. 3/7 resolviendo la ecuación x? — 7 = 0 
* En los ejercicios 15 a 18, aplique el método de Newton para 
determinar con cuatro cifras decimales la coordenada x del 
punto de intersección del primer cuadrante de las gráficas de 
las dos ecuaciones. 


158. y = xy = cosx 16. y = 


1 

2 
18. y = xy = cosx 
En los ejercicios 19 a 24, haga lo siguiente para la función f: 
(a) obtenga la aproximación lineal de f(x) en x = 1; (b) apoye 
la respuesta del inciso (a) gráficamente; (c) compare los va- 
lores de f(x) calculados a partir de la aproximación lineal en el 
inciso (a) con los valores de función obtenidos a partir de las 
ecuaciones dadas cuando x es igual a 0.9, 0.99, 1, 1.01 y 1.1. 


19. f(x) = x? 20. f() =x? 


17. y = 2,y=senx 


21. (a) = 24% 


23. f(x) = cosx 


2. fa = 2 
Ñ x 
24. fix) = senx 


En los ejercicios 25 a 28, (a) determine dy y Ay para los va- 
lores de x y Ax. (b) Dibuje la gráfica y los segmentos de recta 
indicados cuyas longitudes son dy y Ay. 


28. y=x%4x=2yAx=0.,5 

26. y = x= 2yAx =0,5 

27. y= Mxix=8yAix= 1 

28. y = Vxix = 4yAx= 1 

En los ejercicios 29 a 34, calcule (a) Ay; (b) dy; (c) Ay — dy. 
29. y = 1x2 - 3x3x = 2;Ax = 0.03 

30. y = 1x2 - 3x3x = -1;Ax = 0.02 


3. y = Li = -2¡Ax = -0.1 


32. 


33, 
34, 


y= Lx = 3¡Ax = -0.2 

x 
y zx + lix= l¡Ax =-0,5 
yd + lix=-1¡Ax = 0.1 


En los ejercicios 35 a 42, calcule dy. 


35, 


37. 


39, 


45. 


47 


48. 


49. 


50 


ya -2+ 1? y. 


x2 +2 
y= 2421 +3 38. y = v4- x? 
ya 2 +c0osx 
2 - sen x 
y = x? sen Los x COS de 
Xx x 
y = tan? x sec? x 42. y = cot2x esc 2x 
La medida de la arista de un cubo mide 15 cm con un error 


posible de 0.01 cm. Emplee diferenciales para determinar 
el error aproximado al calcular a partir de esta medida: 
(a) el volumen; (b) el área de una de las caras. 


Una caja metálica en forma de cubo tiene un volumen 
interior de 1000 cmó, Las seis caras serán de metal de 5 cm 
de espesor. Si el costo del metal que se empleará es de 
$0.20 por centímetro cúbico, utilice diferenciales para de- 
terminar el costo aproximado del metal utilizado en la 
construcción de la caja. 


Un tanque cilíndrico abierto tendrá un revestimiento de 
2 cm de espesor. Si el radio interior es de 6 m y la altura 
es de 10 m, obtenga mediante diferenciales la cantidad 
aproximada de material de revestimiento que se empleará. 


. El tallo de un hongo es de forma cilíndrica, y un tallo de 


2 cm de altura y r centímetros de radio tiene un volumen 
de V centímetros cúbicos, donde V = 27rr?. Use dife- 
renciales para calcular el incremento aproximado del volu- 
men del tallo cuando el radio aumenta de 0.4 cm a 0.5 cm. 


Una quemadura de forma circular en la piel de una perso- 
na es tal que si r centímetros es la longitud del radio y A 
centímetros cuadrados es el área de la quemadura, en- 
tonces A = rr?. Utilice diferenciales para determinar la 
disminución aproximada del área de la quemadura cuando 
el radio disminuye de 1 cm a 0.8 cm. 


Cierta bacteria de forma esférica es tal que si r micras es 
la longitud del radio y V micras cúbicas es su volumen, 
entonces Y = ¿nr. Emplee diferenciales para determi- 
nar el intremento aproximado del volumen de la bacteria 


cuando el radio aumenta de 2.2 um a 2.3 um. 


Un tumor en el cuerpo de una persona tiene forma esférica 
de modo que si r centímetros es la medida del radio y V 
centímetros cúbicos es el volumen del tumor, entonces 
V = Far. Utilice diferenciales para determinar el in- 
cremento aproximado del volumen del tumor cuando el 


radio aumenta de 1.5 cma 1.6 cm. 


“Si £ segundos es el tiempo para una oscilación completa 


de un péndulo simple de / pies de longitud, entonces 
41?! = gt?, donde g = 32.2. Un reloj que tiene un 


péndulo de | pie se adelanta 5 minutos cada día, -Determi- 
ne la cantidad aproximada que debe alargarse el péndulo 
para corregir la inexactitud. 


51. La medida de la resistencia eléctrica de un alambre es 
proporcional a la medida de su longitud e inversamen- 
te proporcional al cuadrado de la medida de su diámetro. 
Suponga que la resistencia de un alambre de longitud dada 
se calcula a partir de la medición del diámetro con un error 
posible del 2%, Determine el error porcentual posible del 
valor calculado de la resistencia. 


52. Un contratista acuerda pintar los dos lados de 1000 se- 
ñales circulares, cada una de 3 m de radio. Al recibir las 
señales, se descubrió que éstas son 1 cm más grandes. Use 
diferenciales para determinar el incremento porcentual 
aproximado de pintura que se necesitará. 


53, Si el error posible en la medición del volumen de un gas 
es de 0.1 pie? y el error permitido en la presión es de 
0.001€ Ib/pie?, determine el tamaño del recipiente más 
pequeño para el cual se cumple la ley de Boyle (ejercicio 
23 de la sección 2.10). 


54. Para la ley adiabática de la expansión del aire (ejercicio 24 
de la sección 2.10), demuestre que 
dP dv 


ar 


55. Demuestre que si la ley de Boyle se cumple, entonces 


56. Un rollo de cinta flexible de £ pies de longitud, fijada en 
la parte superior de una tabla inclinada que forma un ángu- 
lo O con la horizontal, se deja rodar por la tabla. 
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Vea la figura adjunta. Si T segundos es el tiempo para que 
la cinta se desenrolle completamente, entonces 


3L 
Tz [22 
32 esc O 


Demuestre que 


dT de 


TT" "Tnmno 


57. Las ecuaciones de la forma tan x + ax = 0 surgen en 
problemas de conducción de calor. Las raíces positivas de 
la ecuación en orden creciente son Q,, 0%, Q%, .... Si 
a = 1, determine (Y, y Q%, con cuatro cifras decimales. 


58. Siga las instrucciones del ejercicio 57 considerando 
a=-—2, 


En los ejercicios 59 y 60, obtenga una aproximación para RE 
con cinco cifras decimales utilizando el método de Newton 


para resolver la ecuación. 
59. tanx=0 60. cosx+ 1=0 


61. Explique cómo se utiliza el concepto de diferencial para 
aproximar valores de función. 


»- SUGERENCIAS PARA LA REVISIÓN DEL CAPÍTULO 3 


1. Explique la diferencia entre extremo relativo y extremo 
absoluto de una función. 


2. Invente un ejemplo de una función f que tenga un extremo 
relativo en el punto P(c, f(c)) y para la cual se cumplen las 
condiciones siguientes: 

(a) La recta tangente a la gráfica de fen P es horizontal; 
(b) Larecta tangente a la gráfica de fen P es vertical; 
(c) La gráfica de f no tiene recta tangente en P. 


3. Enuncie el' teorema del valor extremo. 


4. Describa cómo determinaría los extremos absolutos de 
una función que satisface las condiciones del teorema del 
valor extremo. 


5. Invente un ejemplo de una función que satisfaga las condi- 
ciones del teorema del valor extremo y que tenga la pro- 
piedad indicada: 

(a) la función no tiene números críticos; 
(b) sólo un extremo absoluto ocurre en un número crítico; 


(c) los dos extremos absolutos ocurren en números críticos; 
(d) la función tiene exactamente dos números críticos pero 
ningún extremo absoluto ocurre en los números críticos. 


6. Invente un ejemplo de una función que satisfaga las con- 
diciones del teorema del valor extremo y para la cual el 
valor mínimo absoluto ocurra en un número crítico c don- 
de f'(c) no exista y 
(a) la gráfica de f no tenga recta: tangente en el punto 

(c,f(c)), 
(b) la gráfica de f tenga una recta tangente vertical en el 
punto (c, f(c)). 


7. ¿Qué directrices deben seguirse cuando se definen las va- 
riables empleadas para obtener una función como modelo 
matemático de un problema verbal? 


8. ¿Por qué den establecerse el dominio de la función que 
utiliza como ::odelo matemático para resolver un proble- 
ma verbal? 
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10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


19, 


20. 


21. 


22, 


23, 


A fin de aplicar el teorema del valor extremo para resolver 
un problema verbal que implica un extremo absoluto, ¿qué 
condiciones debe satisfacer la función que se utiliza como 
modelo matemático? 


Bosqueje el procedimiento que utilizaría para resolver 
un problema verbal que implica un extremo absoluto en un 
intervalo cerrado. 


Enuncie y proporcione la interpretación geométrica del 
teorema de Rolle. 


Enuncie y proporcione la interpretación geométrica del 
teorema del valor medio, 


Explique por qué el teorema de Rolle es un caso especial 
del teorema del valor medio. 


Tanto en el teorema de Rolle como en el teorema del valor 
medio se requiere que la función f sea continua en el in- 
tervalo cerrado [a, b], pero diferenciable sólo en el inter- 
valo abierto (a, b). Explique por qué los teoremas son 
válidos cuando f'(a), f'(b) o ambos no existen. 


¿Por qué es más importante la existencia del número c, 
garantizado por la conclusión del teorema del valor medio, 
que el valor real del número c? En su respuesta enuncie 
situaciones en las que sólo la existencia de c importa y no 
su valor. 


Invente un ejemplo de una función que satisfaga las hipó- 
tesis del teorema del valor medio pero para la cual no se 
pueda determinar el valor exacto del número c garantizado 
por la conclusión. 


Defina: la función fes creciente en un intervalo. ¿Cómo 
se determinaría analíticamente que f es creciente en el 
intervalo cerrado [a, 5]? 


Defina: la función fes decreciente en un intervalo. ¿Cómo 
se determinaría analíticamente que f es decreciente en el 
intervalo cerrado [a, b)? 


Enuncie el criterio de la primera derivada para extremos 
relativos. 


¿Cómo determinaría analíticamente los extremos relativos 
de una función? 


Invente un ejemplo de una función diferenciable que ten- 
ga exactamente dos extremos relativos. Dibuje la gráfica 
de la función. 


Invente un ejemplo de- una función diferenciable y 
no Hineal queno:tenga extremos relativos. Dibuje la gráfica 
de la función. 


Invente un ejemplo de una función continua que sea dife- 
renciable en todo punto excepto en el origen, que tenga un 
valor mínimo relativo en el»origen, y cuya gráfica no tenga 
recta tangente en el origen. Dibuje la gráfica de la función. 


Invente un ejemplo de una función continua que sea dife- 
renciable en todo punto excepto en el origen, que tenga un 
valor mínimo relativo en el origen, y cuya gráfica tenga 
una recta tangente en el origen. Dibuje la gráfica de la 
función. 


25, 


26. 


27. 


28 


29, 


30. 


31. 


q. 


33. 


35. 


36. 


3 


38. 
39. 


Invente un ejemplo de una función continua f que sea 
diferenciable en todo punto excepto en el origen, y tal que 
f'no tenga un extremo relativo en el origen. Dibuje la grá- 
fica de la función. 

Defina: la gráfica de la función f es cóncava hacia arriba 
en el punto (c, f(c)). ¿Cómo determinaría analíticamente 
que la gráfica de una función es cóncava hacia arriba en un 
punto particular? 

Defina: la gráfica de la función f es cóncava hacia abajo 
en el punto (c, f(c)). ¿Cómo determinaría analíticamente 
que la gráfica de una función es cóncava hacia abajo en un 
punto particular? 

Defina: el punto (c, f(c)) es un punto de inflexión de la grá- 
fica de la función f. ¿Cómo determinaría analíticamente 
los puntos de inflexión de la gráfica de una función? 
Dibuje la gráfica de una función f para la cual la gráfica 
tenga un punto de inflexión en (c, f(c)) donde f'"((c) = 0, 
FO) = 1,0 > Osix<c,yfU(xo <Osix > c. 
Dibuje la gráfica de una función f para la cual la gráfica 
tenga un punto de inflexión en (c, f(c)) donde f'(c) = 0, 
F(0) =0, Fx) < 0Osix<c,yf'(G0) > Osix > c. 
Dibuje la gráfica de una función f para la cual la gráfica 
tenga un punto de inflexión en (c, f(c)) donde f'(c) no 
exista, f(x) > Osix < c,yf'"(o) < Osix > c. 
Enuncie el criterio de la segunda derivada para extremos 
relativos. : 

¿Cuándo es más fácil aplicar el criterio de la segunda 
derivada? ¿Cuándo es más fácil aplicar el criterio de la 
primera derivada? ¿Pueden aplicarse siempre estos crite- 
rios? Explique su respuesta. 


. Invente un ejemplo y dibuje la gráfica de una función f 


para la cual (0), F'(0) y f"(0) son iguales a O, donde 
(a) ftiene un valor mínimo relativo en 0; 

(b) f tiene un valor máximo relativo en O; 

(c) f no tiene extremo relativo en O. 


Defina precisamente, utilizando la notación €-N, cada 
uno de los siguientes límites: (a) lim f(x) = £; 
Xx +o0 
(b) lím f(x = £. Enuncie en palabras lo que cada una 
x>-0 

de estas definiciones significa sin emplear la notación 
E-N ni las palabras límite, se aproxima a, infinito, crece 
sin límite o decrece sin límite. 


¿Cómo se evalúa el límite de una función racional cuando 
x crece o decrece sin límite? 


invente un ejemplo de una función f que ilustre cada uno 


de los siguientes límites: (a) lím fo) = 1; 
x>3+0 
(b) lím fo =5S;(c) lím fx = -2; 
x>-00 1>7+0o 
(d) lím fo = 0;(e) lím f() = +00; 
1-0 x>+00 


(F) lím fx) = -oo; 

x—>+00 
«Defina: asíntota horizontal de la gráfica de una función. 
¿Cómo pueden determinarse las asíntotas horizontales de 
la gráfica de una función? 
Invente un ejemplo de una función cuya gráfica tenga la 
recta x = 3 como una asíntota vertical y la recta 
y = —4 como una asíntota horizontal. 


41. Sila rectax = ces una asíntota vertical de la gráfica de la 
derivada de la función f, ¿cuáles son las posibilidades del 
comportamiento de la gráfica de f en el punto (c, fíc))? 
¿Qué información adicional, obtenida a partir de la gráfica 
de la derivada de f, garantizará un comportamiento espe- 
cífico de la gráfica de f en (c, f(c))? 


42. Si la gráfica de la derivada de una función f revela que f 
tiene un extremo relativo en c, ¿cuáles son las posibilidades 
del comportamiento de la gráfica de f en el punto (c, f(c))? 
¿Qué información adicional, obtenida a partir de la gráfica 
de la derivada de f, garantizará un comportamiento espe- 
cífico de la gráfica de fen (c, f(c))? 


43. ¿Qué es una asíntota oblicua de la gráfica de una función? 


44. ¿Cuándo la gráfica de una función racional tiene una 
asíntota oblicua y cómo se determina la ecuación de 
la asíntota? 


45. Elabore un resumen de los pasos que deben seguirse para 
dibujar la gráfica de la función f definida por la ecuación 
y = fa). 

46. Enuncie un teorema diferente del teorema del extremo ab- 
soluto que garantice que un extremo relativo de una función 
en un intervalo es un extremo absoluto de la función en el 
intervalo. Cuando resuelve un problema que involucra ex- 
tremos absolutos, ¿en qué condiciones emplearía el teore- 
ma enunciado en lugar del teorema del extremo absoluto? 
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47. (a) Invente un ejemplo de una función para la cual pueda 
aplicarse el teorema enunciado en el ejercicio anterior para 
determinar un extremo absoluto, de modo que no pueda 
aplicársele el teorema del valor extremo. (b) Invente un 
ejemplo de una función para la cual se puede aplicar el 
teorema del ejercicio anterior o el teorema del valor extre- 
mo para determinar un extremo absoluto en un intervalo, 


48. ¿Cómo se aplicaría el método de Newton para determinar 
los ceros de una función? En su respuesta enuncie la fór- 
mula para determinar x,,, a partir de x,,. 


49, ¿Cómo se estiman los valores de función mediante la 
aproximación lineal? ¿Qué condición (o condiciones) debe 
satisfacer la función f en el número xy para estimar f(x) 
mediante aproximación lineal? 


50. Si y = f(x), defina las diferenciales dy y dx. 


51. ¿Cómo están relacionados la diferencial dx y el incre- 
mento Ax? ¿Cómo están relacionados la diferencial dy y 
el incremento A y? 


52. ¿Por qué la derivada de una función puede expresarse 
como el cociente de dos diferenciales? 


53. ¿Para qué función son iguales las diferenciales de las va- 
riables independiente y dependiente? Muestre esta igual- 
dad geométricamente en una figura que contenga la gráfica 
de la función. 


»- EJERCICIOS DE REPASO PARA EL CAPÍTULO 3 : 


En los ejercicios 1 a 10, (a) dibuje la gráfica de la función en el 
intervalo indicado. (b) Encuentre los extremos absolutos de la 
función en el intervalo, si existe alguno, y determine los valores 
de x para los cuales ocurren los extremos absolutos. 


L fa) = VS + x;[5,+00) 
2 0) = 14-12 5(2,2) 
3. f(x) = |9 - x?[: [2,4] 
4. fa) = 19 - 2|:[-1,5] 


5. f0)= 5:10,4 
8 


6. fQ) = 3-7 4,3] 


7. fo) = 2 sen 3x; [-47, 41] 
8. f(x) = 4cos? 2x; [0, 37] 


21+3 si 2<x<l 
9. fa) = ; 2,2 
eds OA lara o 
9-x si 32% x<3 
10 = ¡23,5 
qe ep Pr 


En los ejercicios 11 a 14, (i) estime en la graficadora los extre- 
mos absolutos de la función en el intervalo indicado. (ii) Con- 
firme las respuestas analíticamente. 


11. (a) ft) = x4 - 12x? + 36; [-2, 3] 
(b) fa) = x9 - 121? + 36; [-4,2] 


12. (a) f() = x5 - 91? + 5;[-1,2] 

(b) f(x) = x5 - 93? + 5;[-2,1] 
13. fo) = senx + cos x; [—1, 1] 
14. f(x) = 2cosx + x; [-1,3] 
En los ejercicios 15 y 16, verifique que las tres condiciones de 
la hipótesis del teorema de Rolle son satisfechas por la función 
en el intervalo indicado. Después encuentre un valor adecua- 
do para c que satisfaga la conclusión del teorema de Rolle. 
Apoye gráficamente la elección de c trazando en el mismo 
rectángulo de inspección las gráficas de f y de la recta tangen- 
te horizontal en (c, f(c)). 
15. f(0) = 1? - x? — 4x + 4;[-2, 1] 
16. f(x) = 2 sen 3x; (0, 41] 
En los ejercicios 17 a 20, verifique que la hipótesis del teo- 
rema del valor medio es satisfecha por la función en el intervalo 
indicado [a, b]. Después encuentre un valor adecuado para e 
que satisfaga la conclusión del teorema del valor medio. Apoye 
la elección de c trazando en el mismo rectángulo de inspec- 
ción la gráfica de f enel intervalo cerrado [a, b], la recta tan- 
gente en (c, f(c)), y la recta secante que pasa por los puntos 
(a, f(a)) y (b, F(b)) y mostrando que las rectas tangente y se- 
cante son paralelas. 


17. fu) = V3- x;1-6,-1] 
18. f(0) = e,[-2,2] - 

19. f(x) = 4cosx [47 ¿m1 
20. f(x) = 3sen Lx; [0,7] 
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21. (a) Si fes una función polinomial y fía), f(b), f'(a) y 
F'"(b) son cero, utilice el teorema de Rolle para demos- 
trar que existen al menos dos números en el intervalo 
abierto (a, b) que son raíces de la ecuación f'(x) = O, 


(b) Demuestre que la función definida por 
fo = (0 -4y 


satisface el inciso (a) si el intervalo (a, b) es (2, 2). 


22. Sifes la función definida por f(x) = |2x - 4| - 6, en- 
tonces f(-1) = 0 y f(5) = 0. Sin embargo, f'(x) nunca es 
cero. Muestre por qué el teorema de Rolle no se aplica. 


Para las funciones de los ejercicios 23 y 24, no existe ningún 
número c en el intervalo abierto (a, b) que satisfaga la con- 
clusión del teorema del valor medio. En cada ejercicio, deter- 
mine qué condición de la hipótesis del teorema del valor 
medio no se cumple. Dibuje la gráfica de f y la recta que pasa 
por los puntos (a, f(a)) y (b, F(b)). 


six<l.¿20b=3 
sileox 


4 - y? 
23. f(x) = 

6 - 3x 
24. f(x) = La - Y a =-6,b = 3 
En los ejercicios 25 a 32, (a) trace la gráfica; determine a par- 
tir de la gráfica (b) los extremos relativos de f. (c) los valores 
de x en los que ocurren los extremos relativos, (d) los intervalos 
en los que f es creciente, y (e) los intervalos en los que f es de- 
creciente. Confirme analíticamente la información obteni- 
da gráficamente. 
25. fa) =x +31? -4 
26. f(0)=x+2x24+x-5 
27. fo =G0-3B 41 
28. fía) = (+ DP -3 
29. f0)=x-tanxxe( 112) 
30. f(x) = sen2x — cos 2x,x E ¿7 ¿3 
31 f0) = (A+ DB 3) 


3. fa) = 1 V25 - x? 


En los ejercicios 33 a 36, haga lo siguiente: (a) determine los 
extremos relativos de f; (b) obtenga los valores de x en los que 
ocurren los extremos relativos; (c) los intervalos en los que f es 
creciente, (d) los intervalos en los que fes decreciente; (e) halle 
los puntos de inflexión de la gráfica de f: (f) determine en dón- 
de la gráfica de f es cóncava hacia arriba; (g) determine en 
dónde la gráfica de f es cóncava hacia abajo. Dibuje la gráfi- 
ca de la función a partir de las respuestas de los incisos (a)—(g). 


33. f0) = (x - 4Y (x + 2Y 
4. f00 = (U1- 1-3) 


3 a 

35. fx) = (1-x) six s1 
G-pysild<x 
3. : 

36. f(1) = x 3x six<2 
6-x? si2<x 


En los ejercicios 37 a 44, estime en la graficadora los puntos 
de inflexión de la gráfica de la función dada y en dónde la 


gráfica es cóncava hacia arriba y en dónde lo es hacia abajo. 
Confirme las estimaciones analíticamente. 


37. La función del ejercicio 25 
38. La función del ejercicio 26 
39. La función del ejercicio 27 
40. La función del ejercicio 28 
41. La función del ejercicio 29 
42. La función del ejercicio 30 
43. La función del ejercicio 31 
44. La función del ejercicio 32 


En los ejercicios 45 y 46, dibuje una porción de la gráfica de 
una función f que pase por el punto donde x = c y que satisfa- 
ga las condiciones dadas. Suponga que f es continua en algún 
intervalo abierto que contiene a c. 


45. (a) f(x) > Osix < c; f(x) < Osix > c; 
FU) <Osix< cf) < Osix > c; 
(bd) FG) < Osix < cif) > Osix > c; 
FU) <Osix< cf) < Osix > c; 
(o) FA) > Osix< cif) < Osix > c; 
FU) <Osix< cif) > Osix > c; 
(d) fc) = 0,0) = 0; f(x) < 0; six < c; 
FO) <Osix > cif) > Osix < c; 
FO <0Osix>c 


46. (a) fc) = 2:f'(c) = 0, F(0) < Osix < c; 

FO) >0six>c 

(b) f'(c) no existe; f(x) > Osix < c;f"() > 0 
six > c; 

(0) FA) <0Osix< cf > Osix > c; 
FU) > Osix < cif) < Osix > c; 

(d) lim FG) = 1; lím f(x) = +00; f(x) > 0 
> x>3c+ 
six < cf) <0six>c 


En los ejercicios 47 y 48, dibuje una porción de la gráfica de 
una función f que pase por los puntos (a, fía)), (b, F(b)), (c, fc) 
y (d, f(d)) y que satisfaga las condiciones dadas. También dibu- 
je un segmento de la recta tangente en cada uno de estos pun- 
tos, en caso de que exista la recta tangente. Suponga que 
a<b<c<d y que f es continua en algún intervalo abierto 
que contiene a a y d. 


47. (a) fía) = 0,f'(b) = 1; f'(c) no existe; 
fid) = 0,0) < Osix< b; 
FO) >0sib<x<c;f'(x) <0six>c 
(b) Fa) > 0,f'(a) = 0;f'(b) = 1,f"(b) = 0; 
Fc) = 0; F'(d) no existe; f(x) < 0 
six < asf") > Osia < x < b; 
FO <0sib<x<d;f'(x) > 0Osix > d 


48. (a) fa) = 0;£(b) = 1, F'(b) = 0; fc) = 0; 
fc) = 0,f(d) = -1,F'(d) = 0, FG) < 0 
six < bif'x) > 0sib<x< cc; 

FO) <Osic<x< df (x) > Osix > d 
(b) fía) no existe; f(b) = 0;f'(c) = 2; 

FC) =0,f(d) = 0, f(x) < Osix < a; 

FU > Osia<x<c;f(x) < 0Osix>c 
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En los ejercicios 49 a 52, la figura adjunta muestra la gráfica 
de la derivada de una función f cuyo dominio es el conjunto de 
todos los números reales y la cual es continua en todo número. 
A partir de la gráfica determine la siguiente información e 
incorpórela en una tabla semejante a las tablas de la sección 
3.6: (i) los intervalos en los que f es creciente, (ii) los intervalos 
en los que f es decreciente; (iii) los extremos relativos de f: (iv) 
donde la gráfica de fes cóncava hacia arriba; (v) donde la grá- 
fica de f es cóncava hacia abajo; (vi) los puntos de inflexión de 
la gráfica de f. Dibuje la gráfica de una función f que tenga las 
propiedades de la tabla si los únicos ceros de f son los indicados. 


49. Los ceros de fson — 4 y 0. 


y 


50. Los ceros de fson 3 y 5. 


51. Los ceros de fson 0 y 3. 


y 


52. El cero de fes —1. 


En los ejercicios 53 a 56, en la figura adjunta se muestra la 
gráfica de la función f y segmentos de tangentes horizontales y 
de inflexión. Determine la siguiente información a partir de la 
figura e incorpórela en una tabla similar a las tablas de la sec- 
ción 3.6: (i) los intervalos en los que f es creciente, (ii) los 
intervalos en los que f es decreciente; (iii) los extremos rela- 
tivos de f; (iv) donde la gráfica de fes cóncava hacia arriba; (v) 
donde la gráfica de f es cóncava hacia abajo; (vi) los puntos 
de inflexión de la gráfica de f. A partir de la tabla, dibuje 
gráficas posibles de f' y f". 


53, 


54, 


4 (2,4 
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55, 


56. 


6,4) 


En los ejercicios 57 a 60, determine el límite y apoye la respues- 
ta gráficamente. 


3x2 +2x-5 


57. lim 
2+4 


3 2 
60. tm (22) 


7x3 + 3x2 + Sx 


En los ejercicios 61 y 62, realice lo siguiente: (a) trace la grá- 
fica de la función f y haga un proposición acerca del com- 
portamiento aparente de f(x) conforme x crece sin límite. 
(b) Confirme analíticamente la respuesta del inciso 
(a) calculando lím FO). 

r>+0 


61. f0= Vx+1- dx 
82. fo = A+ dx +4 


En los ejercicios 63 a 66, determine las asíntotas de la gráfica 
de la función. Apoye los resultados trazando la gráfica y las 
asíntotas en el mismo rectángulo de inspección. 


5 2 
63. fm) = > a 64. fa) = 2 
e 2+9 
65. fa) = == 66. f(x) = 


x-3 x 
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En los ejercicios 67 a 70, (a) trace la gráfica de f, 
NDER(£60, x) y NDER2(£G0, x) en rectángulos de inspec- 
ción separados y estime lo siguiente: (i) los intervalos en los 
que f es creciente y en los que es decreciente; (ii) los extre- 
mos relativos de f; (iii) donde la gráfica es cóncava hacia arri- 
ba y donde lo es hacia abajo; (iv) los puntos de inflexión de la 
gráfica de f. (b) Confirme las estimaciones del inciso (a) ana- 
líticamente e incorpore la información en una tabla semejante 
a la tabla 4 de la sección 3.8. A partir de la información de esta 
tabla dibuje la gráfica de f y compárela con la, gráfica de f 
trazada en el inciso (a). 


67. f0) = 214 + 5x? - 211? - 45x + 27 

68. fa) = 31% + 8x? + 3x1? —- 2x 

69. ft) = 6 Vx -x 7. f0) = 28 + 

71. Determine el valor máximo absoluto alcanzado por la 


función f si f(x) = A sen kx + B cos kx, donde A, B y k 
son constantes positivas. 


72. Si f(x) = ax? + bx?, determine a y b de modo que la 
gráfica de f tenga un punto de inflexión en el punto 
(2, 16). Apoye la respuesta gráficamente. 


73. Sif(0) = ad + bx? + cx, determine a, b y c de modo 
que la gráfica de ftenga un punto de inflexión en el punto 
(1, —1) y que la pendiente de la tangente de inflexión en 
ese punto sea—3. Apoye la respuesta gráficamente. 


x+1 
+1 
puntos de inflexión que son colineales. Apoye las respues- 
tas trazando la gráfica de f y la recta que contiene a los 
puntos de inflexión. 


75. Si fo) = x |x | , trace la gráfica de f y demuestre analíti- 
camente que el origen es un punto de inflexión. 


74. SifG0) = demuestre que la gráfica de f tiene 


76. Seaf(x) = x”, donde n es un número entero positivo. 
(a) Demuestre que la gráfica de f tiene un punto de in- 
flexión en el origen si y sólo si n es impar y n > 1. 
(b) Demuestre que si n es par, f tiene un valor mínimo 
relativo en O. 


En los ejercicios 77 y 78, confirme analíticamente la estima- 
ción obtenida en la graficadora en el inciso (d) del ejercicio 
indicado de los ejercicios de repaso del capítulo 1. 


77. (a) Ejercicio 103; (b) Ejercicio 105 
78. (a) Ejercicio 104; (b) Ejercicio 106 


79. ¿Cuántos artículos debe producir cada semana el fabrican- 
te del ejercicio 57 de los ejercicios de repaso del capítulo 2, 
para maximizar las utilidades? 


80, Determine las dimensiones de una caja abierta, que tenga 
base cuadrada y un volumen de k pulgadas cúbicas, que 
pueda construirse con la mínima cantidad de material. 


81. Dos ciudades A y B obtendrán su abastecimiento de agua 
de la misma estación de bombeo, la cual se ubicará en la 
orilla de un río retto a 15 km de la ciudad A y a 10 km de 
la ciudad B. Los puntos del río más cercanos a A y B están 
separados 20 km, y A y B se encuentran en el mismo lado 
del río. 


82. 


83. 


85. 


87. 


(a) Utilice la graficadora para estimar dónde debe ubi- 
carse la estación de bombeo de modo que se emplee 
la menor cantidad de tubería. 

(b) Confirme la estimación del inciso (a) analíticamente. 


an A es AÑ á 


Un fabricante ofrece entregar a un comerciante 300 sillas 
a $360 cada una, y reducir el precio por silla en $1 del pe- 
dido total por cada silla adicional que exceda a 300. 
Determine la cantidad total de dólares implicados en la 
transacción más grande posible entre el fabricante y el 
comercianrte. Apoye la respuesta gráficamente. 


En condiciones de monopolio (vea el ejercicio 19 de la 
sección 3.9) la demanda diaria de cierto artículo es de x 
unidades cuando el precio por unidad es p dólares y 
x? + p = 320. Si 20x dólares es el costo total por pro- 
ducir x unidades, determine la máxima utilidad total diaria. 
Apoye la respuesta gráficamente. 


Para construir un envase cerrado en forma de cilindro circu- 
lar recto que tenga un volumen de 27 pulg?, la tapa y la 
base se cortarán de trozos cuadrados de hojalata. 

(a) Utilice la graficadora para estimar el radio del envase 
si se emplea la cantidad mínima de hojalata en su 
construcción. Incluya la hojalata que se desecha al 
Obtener la tapa y la base. 

(b) Confirme la estimación del inciso (a) analíticamente y 
después determine la altura que debe tener el envase. 


Si la demanda de un artículo particular es de 100x uni- 
dades cuando el precio por unidad es de p dólares, enton- 
ces x? + p? = 36, Determine la utilidad total máxima. 


En un pueblo, cuya población es de 11 000 habitantes, la 
tasa de crecimiento de una epidemia es conjuntamente 
proporcional al número de personas infectadas y al núme- 
ro de persona no infectadas. Determine el número de per- 
sonas infectadas cuando la epidemia está creciendo a una 
tasa máxima. 


Debido a varias restricciones, el tamaño de una comunidad 
particular está limitado a 3 000 habitantes, y la tasa de cre- 
cimiento de la población es conjuntamente proporcional a 
su tamaño y a la diferencia entre 3 000 y su tamaño. De- 
termine la cantidad de personas para la cual la tasa de 
crecimiento de la población es un máximo. 


Determine la distancia más corta desde el punto P(O, 4) a 
un punto de la curva x? — y? = 16, y encuentre el punto 
de la curva que está más cerca a P. 


89. 


91. 


92. 


93. 
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Una compañía que opera en condiciones de competencia 
perfecta (vea las instrucciones de los ejercicios 17 y 18 de 
la sección 3,9) construye y vende radios portátiles, La 
compañía puede vender todos los radios que produce a un 
precio de $75 cada uno. Si se construyen x radios cada día 
y C(x) dólares es el costo diario de producción, enton- 
ces C(x) = x? +25x + 100. ¿Cuántos radios deben pro- 
ducirse cada día para que la compañía obtenga la máxima 
ganancia diaria total? 


Dos partículas inician su movimiento al mismo tiempo. 
Una de ellas se desplaza a lo largo de una recta horizontal 
y su ecuación de movimiento es x = f? — 2t, donde x 
centímetros es la distancia dirigida de la partícula desde 
el origen a los t segundos. La otra se mueve a lo largo de 
una recta vertical que intersecta a la recta horizontal en 
el origen, y su ecuación de movimiento es y = 1? — 2, 
donde y centímetros es la distancia dirigida de la partícula 
desde el origen a los t segundos. Determine cuándo 
la distancia dirigida entre las dos partículas es mínima, y 
sus velocidades en ese instante. 


Una escalera descansa sobre una cerca de 2 m de altura y 
se apoya contra una pared a 8 m detrás de la cerca. Deter- 
mine la longitud de la escalera más corta que pueda em- 
plearse y que cumpla estas condiciones. 


Resuelva el ejercicio 91 considerando ahora que la cerca 
mide h m de altura y que la pared está a w m detrás de la 
cerca. 

Determine el volumen del cilindro circular recto más gran- 


de que pueda inscribirse en un cono circular recto que 
tiene un radio de 4 pulg y una altura de 8 pulg. 
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94. Una tienda de campaña tiene la forma de un cono. Deter- 
mine la razón del radio a la altura de una tienda de campa- 
ñía de volumen dado que requiera el mínimo de material 
para su construcción. 


95. Determine las dimensiones del cono circular recto de volu- 
men mínimo que pueda circunscribirse a un cilindro de r 
centímetros de radio y A centímetros de altura. 


96. Uno de los ángulos agudos de un triángulo mide La rad, 
y el lado opuesto a este ángulo tiene una longitud de 
10 pulg. Demuestre que de todos los triángulos que satis- 
facen estas condiciones, aquel que tiene el área máxima 
es isósceles. Sugerencia: exprese la medida del área del 
triángulo en términos de funciones trigonométricas de uno 
de los otros ángulos agudos. 


97. En un almacén, los artículos que pesan 1000 lb se trans- 
portan al nivel del piso asegurando una cuerda gruesa bajo 
una plataforma móvil baja y jalándola con un vehículo 
motorizado. Si la cuerda se dirige en un ángulo de O radia- 
nes con respecto al plano del piso, entonces la intensidad 
de la fuerza de F lb a lo largo de la cuerda está dada por 


1000k 
k sen 0 + cos O 


donde k es el coeficiente constante de fricción y 
0O<k<1Si0<0=< 3% demuestre que F es mí- 
nima cuando tan O = k. 


98. (a) Demuestre que de todos los rectángulos que tienen un 
área de 81 pulg?, el cuadrado cuyo lado mide 9 pulg 
tiene el perímetro mínimo. Apoye la respuesta grá- 
ficamente. 

(b) Demuestre que de todos los rectángulos que tienen 
un perímetro de 36 pulg, el cuadrado cuyo lado mide 
9 pulg tiene el área máxima. Apoye la respuesta grá- 
ficamente. 


99. Un trozo de alambre de 20 cm de longitud se corta en dos 
partes, y cada parte se dobla en forma de cuadrado. ¿Cómo 
debe cortarse el alambre de modo que el área total de los 
dos cuadrados sea la mínima posible? 


100. Un trozo de alambre de 80 cm de longitud se dobla en 
forma de rectángulo. Determine las dimensiones del rec- 
tángulo de mayor área posible. 


101. Para cierto artículo, donde x unidades se demandan :«se- 


manalmente cuando el precio de cada unidad es p dólares, 
"10 px = 109 - 2- 106% + 18: 10%? - 6x7 


El número de dólares del costo promedio por producir 
cada unidad está dado por 


AS 103,1 
E A 10*x 


y x > 100. Determine el número de unidades que deben 
producirse cada semana y el precio de cada unidad para 
que la utilidad semanal sea maximizada. 


102. Utilice el método de Newton para determinar con tres 


cifras decimales la raíz positiva de.la ecuación 
dit 324 21-5=0 


103. Emplee el método de Newton para determinar con tres 
“cifras decimales la raíz negativa de la ecuación 


3x9 - 4x3 + 3612 +2x-8=0 
104. Calcule-con cuatro cifras decimales, mediante el método 


de Newton, la coordenada x del punto de intersección de 
la curva y = sen x y la recta y = 2x — 3. 


105. Obtenga con cuatro cifras decimales, aplicando el método 
de Newtori, el valor de x en el intervalo (37, im para 
el cual tanx = x, 


En los ejercicios 106 y 107, para la función f dada, haga lo si- 
guiente: (a) determine la aproximación lineal de f(x) en 
x = 8; (b) Apoye la respuesta del inciso (a) gráficamente; 
(c) compare los valores de f(x) calculados a partir de la apro- 
ximación lineal con los valores de función obtenidos a partir de 
la ecuación dada cuando x es igual a 7.9, 7.99, 8, 8.01 y 8.1. 
106. fa) = Vx 107. f(x) = sen ¿mx 
108. Si y = 24 — 3, (a) calcule dy y Ay para x= 2 y 
Ax = 0.5. (bh) Dibuje la gráfica e indique los segmen- 
tos de recta cuyas Fongitudes son dy y Ay. 


109. Si y = 80x - 16x?, determine la diferencia Ay — dy 
sila)x = 2yAx = 0.1;(b)x = 4y Ax = -0.2. 


110, Six? + y? — 3xy? + 1 = 0, determine dy en el punto 
(1, D) sidx = 0.1. 


111. Utilice diferenciales para aproximar el volumen del ma- 
terial necesario para elaborar una pelota de caucho si el 
radio del núcleo hueco debe ser de 2 pulg y el espesor 
del caucho es de 3 pulg. 


112. Sit segundos es el tiempo para una oscilación completa 
de un péndulo de x pies de longitud, entonces 
412x = gt?, donde g = 32.2. Utilice diferenciales para 
estimar el efecto sobre el tiempo si se comete un error 
de 0.01 al medir la longitud del péndulo. 


113. La medida del radio de un cono circular recto es 2 de su 
altura, Utilice diferenciales para estimar aproximada- 
mente cuánto debe medir la altura si el error del volumen 
calculado no debe exceder el 3%. 


114. 


115. 


116. 


17. 


Suponga que f y g son dos funciones que satisfacen las 
hipótesis del teorema del valor medio en [a, b]. Además, 
suponga que f(x) = g'(x) para toda x en el intervalo 
abierto (a, b). Demuestre que 


FO) — 8) = fía) — gla) 
para toda x de [a, b]. Sugerencia: sea hx) = f(0) — glo) 


«y aplique el teorema 3.3.3 a la función h. 


Sean f y g dos funciones diferenciables en cada número 
del intervalo cerrado [a, b]. Suponga además que 
fla) = ga) y F(b) = g(b). Demuestre que existe un nú- 
mero c en el intervalo abierto (a, b) tal que f(c) = gc). 
Sugerencia: sea h(x) = f(x) — g(x) y aplique el teore- 
ma de Rolle a la función h. 


Si fes una función polinomial, utilice el teorema de Rolle 
para demostrar que entre cualesquiera dos raíces conse- 
cutivas de la ecuación f'(x) = 0, existe, a lo sumo, una 
raíz de la ecuación f(x) = 0. 


Dibuje la gráfica de una función en el intervalo / en cada 
uno de los casos siguientes: (a) / es el intervalo abierto 
(0, 2) y fes continua en /. En 1, ftiene un valor máximo 
relativo pero f(1) no existe. (b) / es el intervalo cerra- 


118. 


119. 


120. 


D1. 
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do [O, 2]. La función ftiene un valor mínimo relativo en 1, 
pero el valor mínimo absoluto de f ocurre en O. (c) / es 
el intervalo abierto (O, 2), y f' tiene un valor mínimo re- 
lativo en 1. 


Si f(x) = (4? + a?y”, donde p es un número racional y 
p + 0, demuestre que la gráfica de ftiene dos puntos de 
inflexión si p < 2, y no tiene puntos de inflexión si 
p2 +. 

(a) Sif0) = 3|x| + 4]x — 1], demuestre que ftiene 
un valor mínimo absoluto de 3. 

(b) Si (1) = 4|x| + 3lx - 1|, demuestre que g tie- 
ne un valor mínimo absoluto de 3. 

(0) Sia > 0,5 > 0 y h(x) = alx] + b]x - 1|, de- 
muestre que h tiene un valor mínimo absoluto que es 
el menor de los números a y b. 


Sif(o = lx]1 . Ix - 112, donde a y b son números 
racionales positivos, demuestre que f tiene un valor 
máximo relativo de a“bb/(a + bya*? 


Si p y q son números racionales tales que p + q = 1, 
demuestre que la recta y = x + (ap + bg) €es una asín- 
tota oblicua de la gráfica de f(x) = (x + aJ'(x + DY. 


asta este momento se ha estudiado la rama 

del Cálculo llamada Cálculo Diferencial, en 

la que se estudia la derivada. En este capítu- 

lo se iniciará el estudio de la otra rama del Cálculo deno- 

minada Cálculo Integral la cual trata acerca de la integral 

definida. En la sección 4.7 aprenderá que estas dos 

ramas del Cálculo están relacionadas mediante los teore- 

mas fundamentales del Cálculo, descubrimiento culminan- 

te en el siglo xvi realizado por Newton y Leibniz, quienes 
trabajaron en forma independiente. 

Un procedimiento de cálculo necesario para aplicar 
los teoremas fundamentales es la antiderivación o antidife- 
renciación la cual se estudia en las secciones 4.1 y 4,2, y 
posteriormente se utiliza en la sección 4.3 para resolver 
ecuaciones diferenciales separables, aplicadas al movi- 
miento rectilíneo, 

De igual forma en que la derivada está relacionada 
geométricamente a la recta tangente de una gráfica, la 
integral definida tiene una interpretación geométrica como 
el área de una región plana, misma que se define en la 
sección 4.4 como un nuevo tipo de límite. Más adelante, 
en la sección 4.5 se presenta la integral definida en térmi- 
nos de este límite. Las propiedades de la integral definida 
se presentan en las secciones 4.5 y 4.6, las cuales se 
utilizan en la sección 4.7 para demostrar los teoremas 

fundamentales del Cálculo. 

La integral definida se aplica en la sección 4.8 a fin 
de calcular el área de una región plana, y en las 
dos secciones finales se aplica para determinar el 

volumen de varios tipos de sólidos. En la sección 

4.9 se utilizan los métodos de rebanado, de dis- 
cos y de arandelas, y en la sección 4.10 se em- 
plea el método de capas cilíndricas. 
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4.1 ANTIDERIVACIÓN 


En cierta forma ya se ha familiarizado con las operaciones inversas. La 
adición y la sustracción son operaciones inversas, así como la multiplica- 
ción y la división, además de la potenciación y la extracción de raíces. En esta 
sección se estudiará la operación inversa de la diferenciación denominada 
antiderivación o antidiferenciación, la cual implica el cálculo de una an- 
tiderivada. 


4,1.1 Definición de antiderivada 


Una función F se denomina antiderivada de la función fen un inter- 
valo /' si F(x) = f(x) para todo valor de x en 7. 


l> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 siFes la función defini- 
da por 


Fl) = 4 +12+5 
entonces F(x) = 12x? + 2x. De modo que si fes la función definida por 
FO) = 12x? + 2x 


entonces f es la derivada de F, y F es la antiderivada de f. Si G es la función 
definida por 


G(0) = 4x3 + x2 - 17 


entonces G también es una antiderivada de f porque G'(x) = 12x? + 2x. En 
realidad, cualquier función determinada por 


d+ 124 € 


donde C es una constante, es una antiderivada de f. : d 


D EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Si C es una constante ar- 


bitraria, entonces cualquier función definida por 
senx+ C 


tiene la función cos x como derivada. Por tanto, cualquier función de este ti- 
po es una antiderivada de cos x. d 


Para generalizar la discusión de los ejemplos ilustrativos anteriores, con- 
sidere la función F como una antiderivada de la función f en un intervalo /, 
de modo que 

FO) = fx) 


Entonces si G es una función definida por 


GO) = FG) + C 
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donde C es una constante arbitraria, 


GC =F( 
= fx) 


y Ges también una antiderivada de f en el intervalo 1. 

Ahora se procederá a demostrar que si F es cualquier antiderivada par- 
ticular de f en el intervalo /, entonces cada antiderivada de fen / está dada por 
Fo) + C, donde C es una constante arbitraria. Primero, se necesita un teore- 
ma preliminar cuya demostración se basa en el teorema 3.3.3, el cual afirma 
que si la derivada de una función en un intervalo es 0, entonces la función 
es constante en el intervalo. Recuerde, en la sección 3.3 se demostró este teo- 
rema para ilustrar el poder del teorema del valor medio. 


4.1.2 Teorema 


SI y g son dos funciones definidas en el intervalo 1 tales que 
10) = 80) puntodazens. PO: 
16) = 8) + K paratodaxenT A 


- de 


Demostración — Sea h la función definida en 7 mediante 
AGO = f0) — 200) 

de modo que para toda x en /, 
HO) = £00) — 20) 

Pero, por hipótesis, f(x) = gx) para toda x en /. Por tanto, 
ho) =0 para toda x en / 


Al aplicar el teorema 3.3.3 a la función h, se infiere que existe una constante K 
tal que 


ho) =K paratodaxen] 
Si se sustituye h(x) por f(x) — g(x) se obtiene 
FO = 80 + K para toda xen ] 


lo que demuestra el teorema. " 


El teorema siguienté se deduce inmediatamente del teorema anterior. 


4.1.3 Teorema 


Si Fes una antiderivada particular 
ica ole 0 


Fl) + € 


Vibra sa tc a E pl 
y 1 pueden obtenerse apartir de (1) asignando valores particulares £.C. -] 


Demostración Sea G cualquier antiderivada de fen /. Entonces 
G'() = f69 para toda xen] (2) 
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* Como F es una antiderivada particular de f en 1, 
FO =/0 para toda x en / 163) 
De (2) y G) 
GO = Fx) para toda x en ] 
Por tanto, por el teorema 4.1.2, existe una constante K tal que 
GO) = F(a) + K para toda x en 1 


Como G representa cualquier antiderivada de f en 1, toda antiderivada de f 
puede obtenerse a partir de F(x) + C, donde C es una constante arbitraria. Por 
tanto, se ha demostrado el teorema. 0 


La antiderivación o antidiferenciación es el proceso mediante el cual 
se determina el conjunto de todas las antiderivadas de una función dada. El 
símbolo j denota la operación de antiderivación, y se escribe 


100 dx = Fo) + C (4) 
donde 

FG) = fa) 
y 

Aro) = fx) dx (5) 


La expresión F(x) + C en (4) recibe el nombre de antiderivada general de f. 

Leibniz introdujo la convención de escribir la diferencial de una función 
antes del símbolo de antiderivación. La ventaja de utilizar la diferencial en 
esta forma será evidente en la sección 4.2 cuando se calculen antiderivadas 
mediante un cambio de variable. De (4) y (5), se puede escribir 


fac, = FO +C> 


Esta ecuación establece que cuando se antideriva la diferencial de una fun- 
ción, se obtiene esa función más una constante arbitraria. De este modo, puede 
considerarse que el símbolo para antiderivación representa la operación in- 
versa a la operación denotada por d para calcular una diferencial. 

Si-(F(x) + C] es el conjunto de todas las funciones cuyas diferencia- 
les son f(x) dx, también es el conjunto de todas las funciones cuya derivada es 

f(x). Por tanto, la antiderivación se considera como la operación para deter- 
"minar el conjunto de todas las funciones que tienen una derivada dada. 

Como la antiderivación es la operación inversa de la derivación, los 
teoremas de antiderivación se obtienen de los teoremas de diferenciación. 
Así, los teoremas siguientes pueden demostrarse a partir de los teoremas co- 
rrespondientes de diferenciación. 


3 4.1.4 Teorema 


fi=s=< 
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4.1.5 Teorema 


J af) dx = a [ross E 
donde a es una constante. 
El teorema 4.1.5 establece que la antiderivada general del producto de 


una constante .por una función es la constante por la antiderivada general 
de la función. 


4.1.6 Teorema 
Si f y g están definidas en el mismo intervalo, entonces 


Jue + g(0] dx = froras + fscoas 


El teorema 4.1.6 afirma que la antiderivada general de la suma de dos 
funciones es igual a la suma de las antiderivadas generales de las funciones, 
considerando que ambas funciones están definidas en el mismo intervalo. Al 
extender el teorema 4.1.6 para un número finito de funciones y combinándolo 
con el teorema 4.1.5, se obtiene el teorema siguiente. 


4.1.7 Teorema 
Si fi, f2, - . + f, están definidas en el mismo intervalo, entonces 


ficus» Cf +. + Cf 0] dx 
=C fra + 0 ros + e. + Cn froas 


donde cy, C2, +. ; € SON constantes. 


4.1.8 Teorema 
Si nes un número racional, entonces 


qa > ! 
mdx == FORA 


+1 
Demostración 
p (23) _ (a+ Dax? 
An +1 n+1 
= x” A 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 Del teorema 4.1.8 para valo- 


res particulares de n se tiene: 


3 4 
[rar 5 +0 Peas a 6 


| zas = [as | 1: as 
x 


] 
—., 
Pa] 

= 

15] 
a 
+ 
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2+1 1/3+1 
x _ Xx 
MS En 
-] 4/3 
— ar + C = E +C 
-1 4 
3 
a = 10M 40 4 
Xx 


El ejemplo ilustrativo siguiente muestra cómo se utilizan los teoremas 
4.1.4 a 4.1.8 para obtener la antiderivada de una función. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 


J (B3x + $) dx = J 3xdx + js dx (por el teorema 4.1.6) 
= 3 J xdx +5 j dx (por el teorema 4.1.5) 
Y? 
=3 5 + Ci) + 5S(x + C>,) (por los teoremas 
4.1.8 y 4.1.4) 


= ix? + 5x + (3C; + 5C,) 


Como 3C, + 5C, es una constante arbitraria, puede denotarse por C; de 
modo que el resultado puede escribirse como 


31? +5x+C 
La respuesta puede verificarse al calcular la derivada: 


Dix? + 5x C)=3x +5 4 


Y EJEMPLO 1 Evalúe 
55 - 8x7 + 9x2? - 2x + 7)dx 
Solución 


5 - 817 + 9x2 - 2x + 7)dx 


5 ataca ax o | ar 2 $ xax 9 | as 


EAN xó x 2? 
A e 3 A 
=x5-21%4+3x33-x2+7+C d 


PD EJEMPLO 2 Calcule 


[Gb + Dax 
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[-10, 10] por [O, 15] 


FO = 


43 


NDER(31% E ¿e 
AE 


FIGURA 1 


50 +7 


Solución 


fuí 


az 
x 


[eo + xDdx 


ES fon 4 2) dx 


E 
ES l 
2 2 
= 21 + 2112 + C 4 


DP EJEMPLO 3 Determine 


50 +7 
Ea 


Solución 
SO47, 2 1 
J 1473 as | Gare | zas 
JE dt + 1 ras 


5/3 -1/3 
5) 4 (E l ) +C 
3 73 


= 5353) + 3) + C 


E LL E 4 
2/3 


Como se hizo en el ejemplo ilustrativo 4, la antiderivación puede verifi- 
carse al calcular la derivada de la respuesta. Para apoyar gráficamente una 
antiderivada se asigna un valor específico a la constante arbitraria C y des- 
pués se traza la derivada numérica de la antiderivada. Posteriormente, en el 
mismo rectángulo de inspección, se traza la gráfica de la función original. La 
respuesta es apoyada si las dos gráficas resultan idénticas. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 5 En el ejemplo 3, sean 


= 3513 21 
y FO = 3t 13 
Observe que F es la antiderivada de f para C = 0. Las gráficas de f y 
NDER(F(0), £) están trazadas en el rectángulo de inspección de [-10, 10] por 
[0, 15] en la figura 1. El hecho de que las gráficas sean idénticas apoya la 
respuesta del ejemplo 3. 


Los teoremas para la antiderivada general de las runciones seno y co- 
seno se deducen inmediatamente de los teoremas correspondientes de di- 
ferenciación. 
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4.1.9 Teorema 


funzas = -cosx + C 


Demostración 


— (sen x) 
sen x 


D, (cos x) 


tr 


4.1.10 Teorema 


fsoszás =' senx +6 E 


Demostración 


D,(sen x) = cos x 


Los teoremas siguientes son consecuencias de los teoremas de diferen- 
ciación para las funciones tangente, cotangente, secante y cosecante. Otra vez, 
las demostraciones son inmediatas al calcular la derivada del miembro de- 
recho de cada ecuación. 


4.1.11 Teorema 


| uras =ux+C 


4.1.12 Teorema 


f utzas = —cotx + e 


4.1.13 Teorema 


fresuzas = sex +C 


4.1.14 Teorema 


J eescaras =-ó0x+ O z j Sé 


PD EJEMPLO 4 Evalúe 


fo secxtanx — 5 csc? x) dx 
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Solución Al aplicar los teoremas 4.1.13 y 4.1.12, se obtiene 
j Q secxtanx — 5csctx) dx = 3 j secxtanxdx — 5 j esc? x dx 


= 3secx -— SMecotx) + € 
= 3secx + 5cotx + € 4 


Las funciones trigonométricas se emplean con frecuencia cuando se 
calculan antiderivadas que involucran funciones trigonométricas. Las ocho 
identidades fundamentales siguientes son de crucial importancia: 


senxtscx = 1 cos xSecx = 1 tanxcotx = 1 
tanx = E cotx = do 

COS x sen x 
sen?x + cos?x = 1 tan?x + 1 =sectx  co2x«+ 1 =csctx 


PD — EJEMPLO 5 Calcule 


frena 
—— 2 dl 
sen x 


Solución 


sen x 


2 
2] l cota 3 [EE da 
sen x sen x 


2 $ esoxoorxds - 3 j sen x dx 


pe 2 
fuen 3 sen X dx 


2(—ecsc x) — Acosx) + C (de los teoremas 4.1.14 y 4.1.19) 
2 cscx + 3cosx + C 4 


DP EJEMPLO 6 Determine 
J (tan? x + cot?x + 4)dx 


Solución 


j (tan?dx + cot?x + 4) dx 


= fic - 1) + (esc?x — 1) + 4] dx 


j sectxdx + j csctxdx + 2 j dx 


= tanx — cotx + 2x + C (de los teoremas 4.1.11 y 4.1.12) «€ 


En el capítulo 3 se indicó cómo obtener propiedades de la gráfica de una 
función a partir de la gráfica de su derivada. De manera semejante, a partir de 


FIGURA 2 
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la gráfica de una función f, se pueden obtener propiedades de la gráfica de 
una antiderivada de f como se muestra en el ejemplo siguiente. 


» EJEMPLO 7 A partir de la gráfica de la función f mostrada en 
la figura 2, dibuje una gráfica posible de F, una antiderivada de f, si F es 
continua en cualquier número, F(0) = 4 y F(3) = 1. 


Solución Puesto que F es una antiderivada de f, fes la derivada de F. 
De la figura 2 se observa que f(3) = O, de modo que F'(3) = 0. Como 
f(x) < 0 cuando x < 3, entonces Fx) < O cuando x < 3. De forma se- 
mejante, F'(x) > O cuando x > 3. Otro hecho que se observa en la figura 2 
es que f(0) = —2, esto es, F(0) = -2. Esta información se incorpora en la 
tabla 1 y a partir de las conclusiones de la tabla se dibuja una gráfica posible 
de F, la cual se muestra en la figura 3. 


Tabla 1 
FO) FO) Conclusión 


- F es decreciente 
4 -2 La pendiente de la recta tangente es -2 
= F es decreciente 


1 0 F tiene un valor mínimo relativo 
3 + Fes creciente y 


En aplicaciones de antiderivación, frecuentemente se necesita determi- 
nar una antiderivada particular que satisfaga ciertas condiciones denomina- 
das condiciones iniciales o de frontera, dependiendo de si ocurren en uno 
o en más de un punto. Por ejemplo, si una ecuación que contiene dy/dx 
está dada, así como la condición de que y = y, cuando x = x;, entonces, 
después de que se determina el conjunto de todas las antiderivadas, si se 
sustituyen x y y por x; y y, respectivamente, se determina un valor particular 
de la constante arbitraria C. Con este valor de C, se obtiene una antideriva- 
da particular. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 6 Suponga que se desea obte- 


ner una antiderivada particular que satisfaga la ecuación 


y la condición inicial de que y = 6 cuando x = 2. A partir de la ecuación 
dada, se tiene 


dy = 2xdx 
fo = f 2xdx 
y=3+C (6) 


En (6) se sustituye 2 por x y 6 por y y se obtiene 


6=4+C 
C=2 
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Cuando este valor de C se sustituye en (6), se obtiene - 
y=r +2 


lo cual proporciona la antiderivada particular deseada. d 


» EJEMPLO 8 En cualquier punto (x, y) de una curva particular 
la recta tangente tiene una pendiente igual a 4x — 5. Si la curva contiene al 
punto (3, 7), obtenga su ecuación. 


Solución Como la pendiente de la recta tangente a una curva en cual- 
quier punto (x, y) es el valor de la derivada en ese punto, se tiene 


dy 
dx 
dy = (4x - 5) dx 


fo - | ax sax 


2 
y= a E) - 51 +c 


4x-5 


y =2x?-5x+C (7) 


La ecuación (7) representa una familia de curvas. Como se desea determinar 
la curva particular de esta familia que contiene el punto (3, 7), se sustituye 3 
por x y 7 por y en (7) y se obtiene 


7 = 29) - 53) + C 
C=4 


Al reemplazar C por 4 en (7) se obtiene la ecuación requerida, la cuáar us 
y = 212 -5x+4 d 


En la sección 2.6 se introdujeron las funciones costo marginal e ingreso 
marginal, empleadas en economía. Ellas son las primeras derivadas C' y R' 
de la función de costo total C y de la función de ingreso total R, respectiva- 
mente. Por lo que C y R pueden obtenerse de C* y R' mediante antiderivación. 
Cuando se determina la función C a partir de C”, la constante arbitraria puede 
determinarse si se conocen el costo general (es decir, el costo cuando no se 
produce ninguna unidad) o el costo de producción de un número específico 
de unidades de la mercancía. Como por lo general la función de ingreso 
total es cero cuando el número de unidades producidas es cero, puede utili- 
zarse este hecho para determinar la constante arbitraria cuando se obtiene la 
función R a partir de R”. 


» EJEMPLO 9 La función de costo marginal C' está determi- 
nada por una compañía como 


C() = 4718 + 1 


donde C(x) dólares es el costo total de producción de x unidades cuando se 
producen no más de 25 unidades. Si el costo de producción de 4 unidades es 
de $50, determine (a) la función de costo total y (b) el costo de producción de 
10 unidades. 
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Solución 


(a) Como Ca) = 4x71R + 1, entonces 


Co) fuen + 1) dx 


1/2 
4-2 +x+k 


2 


8x2 + + k 


Debido a que el costo de producción de 4 unidades es $50, entonces 
C(4) = 50. Así, 


S0 = 841 +4 +k 
k= 30 
Por tanto, 
Ct) = 8x1 + x + 30 (8) 


El dominio de C es [0, 25]; recuerde que aunque x representa el número 
de unidades de cierta mercancía, se supone que x es un número real para 
tener los requerimientos de continuidad para las funciones C y C”. 

(b) El costo de producción de 10 unidades es C(10) dólares, y de (8) se tiene 


l 


811012 + 10 + 30 
= 65.30 


C(10) 


Conclusión: — El costo de producción de 10 unidades es de $65.30. «4 


EJERCICIOS 4.1 


En los ejercicios 1 a 30, realice la antiderivación. En los ejer- 3 3 
cicios 1 a 8 y 25 a 28, verifique el resultado calculando la de- 14, | Q+3x? - 8x%)dx 15 | /x(r+ Dax 
rivada de la respuesta. En los ejercicios 9 a 12 y 29 y 30 apoye 


la respuesta gráficamente. En los demás ejercicios, verifique 16, j ( sf r ) dx 17. 16 ADE a 5) E 
o justifique su respuesta. ? Ñ 


1 1 2 +4x-4 
18. -— ++ 19. AA 
1 fartas 2 20 ax y dx fe e i LJáx j Áx X 
x 


4 Zo 
LA y a. ES + LJas 
fa 5 | Sul du e | 10 Y? ax vy yx 
t 


Vaz, 
2. j A lay 23. j (B sent — 2c051) de 
1 
1 feas ho 9 as 
Ñ Wy 24. | (5cosx arenas 
10. | Guó — 24%) du 11. j Oy - Dd 
J ) id 25. j E e 2. j e 
cos” x sen”? x 
4 2 
12. f> (5 — x%) dx 27. j (4 esc xcotx + 2 sec? x) ds 


13. j (8x% + 4x7 — 6x? — 4x + 5)dx 28. j (3 csc?1 — 5 sec 1 tan £) dt 
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». [amto- toas o RÁ 


3 tan O — 4 cos? Q 
su j TT os O cd 2? 


En los ejercicios 31 a 36, la gráfica de una función f se mues- 
tra en la figura adjunta. Una antiderivada de f es F, la cual 
es continua en todo número y tiene los valores dados. Dibuje 


una gráfica posible de F. 
3. (a) F(0) = 
y 
4 (b) 
33. (a) F(0) = 0; 
Xx 
y 
A 
2+ 
(a) Lol 
(b) F-2) = 0y F(O) = 1 A 
(a) 
(b) F(0) = 
y 
X 
+ uE o A] 
ci 
(b) 
(b) 
32. (a) F(0) = 
34, (a) F(0) = 
y 
y 
A 


(a) (a) 


(b) F(0) = 0 


(b) 


35, FCI) = 0,F(0) = 2,F(1) = 3yFQ) =0 


36. F(-4) = 0,F(ED) = 4,F(0) = 2y F(l) = 1 


37. 


38. 


39. 


40. 


41. 


42. 


43. 


45 


47. 
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El punto (3, 2) está en una curva, y en cualquier punto (x, y) 
de la curva la recta tangente tiene una pendiente igual a 
2x - 3. Determine una ecuación de la curva. 


La pendiente de la recta tangente en cualquier punto (x, y) 
de una curva es 3/x. Si el punto (9, 4) está en la curva, 
obtenga una ecuación de la misma. 


Los puntos (-1, 3) y (0, 2) están en una curva, y en cual- 
2 
quier punto (x, y) de la curva SS = 2 - 4x. Deter- 


mine una ecuación de la curva. Sugerencia: considere 
ly sE y obtenga una ecuación que contenga a y”, 
dx? dx” Yg y» 
x y una constante arbitraria C,. A partir de esta ecuación 
determine otra ecuación que involucre a y, x, C¡ y C>. 


Calcule C, y C, a partir de las condiciones. 
Una ecuación de la recta tangente a una curva en el punto 
(1, 3) es y = x + 2. Si en cualquier punto (x, y) de la 


d? sd 
curva, o = 6x, Obtenga una ecuación de la curva. 


Considere la sugerencia para el ejercicio 39. 
2 
En cualquier punto (x, y) de una curva, el =1-x y 


una ecuación de la recta tangente a la curva en el punto 
(1, l) es y = 2 — x. Determine una ecuación de la curva. 
Considere la sugerencia para el ejercicio 39. 
3 

En cualquier punto (x, y) de una curva 3 = 2 y 
(1, 3) es un punto de inflexión en el que la pendiente de 
la recta de inflexión es -2. Obtenga una ecuación de la 
curva. 


Una función de costo marginal está definida por 
Cl) = 3x1? + 8x +4 


y el costo general es de $6. Determine la función de costo 
total correspondiente. 


. Una compañía ha determinado que la función de costo 


marginal para la producción de cierta mercancía está dada 
por C(a) = 125 + 10x + 3a?, donde C(x) dólares es 
el costo total de producción de x unidades de mercancía. 
Si los gastos generales son de $250, ¿cuál es el costo de 
producción de 15 unidades? 


La función de costo marginal está definida por 
C'(x) = 6x, donde C(x) es el número de cientos de dóla- 
res del costo total de producción de x unidades de cierta 
mercancía. Si el costo de 200 unidades es de $2 000, de- 
termine (a) la función de costo total y (b) el costo general. 


+ La función de ingreso marginal para cierta mercancía es 


Ra) = 12 - 3x. Si x unidades son demandadas cuando 
el precio por unidad es de p dólares, obtenga (a) la fun- 
ción de ingreso total y (b) una ecuación que contenga a p 
y x (la ecuación de demanda). 


Para un artículo particular, la función de ingreso marginal 
está dada por R(x) = 15 — 4x. Si x unidades son de- 
mandadas cuando el precio por unidad es de p dólares, 
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determine (a) la función de ingreso total y (b) una ecuación 
que contenga a p y x (la ecuación de demanda). 


48. La eficiencia de un trabajador está expresada como 
un porcentaje. Por ejemplo, si la eficiencia de un obrero 
en un momento particular está dada como 70%, entonces el 
trabajador se desempeña a un 70% de su potencial máxi- 
mo. Suponga que E% es la eficiencia de un trabajador a las 
t horas después de iniciar su trabajo, y que la tasa a la que 
E cambia es (35 — 81)% por hora. Si la eficiencia del 
trabajador es de 81% después de trabajar 3 horas, determine 
su eficiencia después de haber trabajado (a) 4 h y (b) 8 h. 


49. El volumen de agua de un tanque es V centímetros cúbi- 
cos cuando la profundidad del agua es de Á metros. Si 
la tasa de variación de Y con respecto a h es 7 (4H? + 
12h + 9), determine el volumen de agua en el tanque 
cuando la profundidad es de 3 m. 


50, Un coleccionista de arte compró por $1 000 un cuadro 
de un artista cuya obra aumenta de valor con frecuen- 


cia respecto al tiempo y de acuerdo a la fórmula 
dv 
dt 
previsto de un cuadro £ años después de su compra. Si esta 
fórmula fuese válida para los siguientes 6 años, ¿cuál 
sería el valor previsto del cuadro 4 años después? 


51. Seaf(o) = Ixl y F definida por 


= 58% + 101 + 50, donde V dólares es el valor 


Ft) = x six<o0 


x si0<x 


Demuestre que fes una antiderivada de fen (oo, +00), 


52, 


53. 


54, 


Sea 


0 six<o0 
o ES 
Demuestre que U no tiene antiderivadas en (- 00, +00). 
Sugerencia: suponga que U tiene una antiderivada F en 
(oo, +00), y obtenga una contradicción al demostrar que 
del teorema del valor medio se deduce que existe un 
número k tal que F(x) =x + ksix>0, y FG) = k 
six < 0. 


Seafí(x) = 1 para toda x en Cl, 1), y sea 


500 = (7 si-I<x<0 
l si 0<x<l 

Entonces f(x) = O para toda x en —1,1) y g(x) = 0 
siempre que g' exista en (-1,1). Sin embargo, 
FO) + ex) + K para x en —l, 1). Explique por qué el 
teorema 4.1.2 no se aplica. 


Sea 
] -l six<o0 
fO=+ 0 six=0 
1 si0<x 


y FO) = |x |. Demuestre que F(x) = f(x) six * 0. ¿Es 
F una antiderivada de f en (- 00, +00)? Explique su 
respuesta, 


4.2 ALGUNAS TÉCNICAS DE ANTIDERIVACIÓN 


Muchas antiderivadas no pueden determinarse aplicando únicamente los teo- 
remas de la sección 4.1. Por tanto, se deben aprender otras técnicas de 
antiderivación. En esta sección, se estudiarán técnicas que requieren la re- 
gla de la cadena para antiderivación y aquellas que implican un cambio 


de variable. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 


A fin de diferenciar 0 + 


x2)10 se aplica la regla de la cadena para la diferenciación y se obtiene 


DA ga + 13919 = (1 +19 Qx) 


Ahora suponga que se quiere antiderivar (1 + x2) (2x); esto es, se desea 


calcular 


: j d+ 12PQxd0 


1) 
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Con objeto de tener un procedimiento que pueda emplearse en tal situa- 
ción, considere 


20) = 1 + x? y 800) dx = 2xdx (2) 
Entonces (1) puede escribirse como 
1 leg (0 dx] (3 


Del teorema 4.1.8, se tiene 
fo du = ju +cC (4) 


Observe que (3) es de la misma forma que el miembro izquierdo de (4). 
De modo que 


J iscortero dx] = ¿leo + C 
y con g(x) y g'(x) dx dados en (2) se tiene 


fa + xDI2xdx) = La + DM“ C 4 


La justificación del procedimiento utilizado para obtener el resultado 
del ejemplo ilustrativo 1 es proporcionada por el teorema siguiente, el cual 
és análogo a la regla de la cadena para diferenciación y se denomina regla de 
la cadena para antiderivación. 


Demostración — Por hipótesis, 
FE) = FE) (5) 
Por la regla de la cadena para diferenciación, 
DF] = FL 00] 
Si se sustituye de (5) en esta ecuación se obtiene 
DAFO = Fe 00] 
de la cual se deduce que 


[raro dx] = FE) + C 


que es lo que se deseaba demostrar. e 
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Como un caso particular del teorema 4.2.1, del teorema 4.1.8 se tiene la 
generalización de la fórmula de la potencia para antiderivadas, la cual se 
establece a continuación. 


4.2.2 Teorema 


Si g es una función diferenciable y n es un número racional, entonces 


Cot! 


+C n*-1 
ES 


j tgco1"ig'o dy = EME 


EJEMPLO 1 Evalúe 


[as 


Solución A fin de aplicar el teorema 4.2.2, primero se escribe 


[us +4 dx = J Gx + 4) dx 
y observe que si 
20) =3x+4 entonces  g(x)dx= 3dx (6) 


Por tanto, se necesita un factor 3 junto a dx para obtener gx) dx. En con- 
secuencia, se escribe 


fos + 4) dx = fos + 41213 dx) 


| Gx + 9 dx) 


Así, por el teorema 4.2.2 con g(x) y g (x) dx dadas en (6), se tiene 


3/12 
¿fas + 9 (3 dx) = LESA +0 
3 3 5 
= Lx + 4 + C e] 


DP EJEMPLO 2 — Calcule 
ES + 213) dx 
y verifique la respuesta mediante diferenciación. 
Solución Observe que si 
200) = 5 + 2x7 entonces  g(x)dx = 6x2 dx 0) 


Como 


Es + 21% dx = j (5 + 2x8? dx) 


[-4.,7, 4.7] por [-3.1, 3.1] 
2 


FO) = xcosx 


NDER( ¿sen x?, x) 


FIGURA 1 
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se necesita un factor 6 junto a x?dx para obtener 2 (4) dx. Por tanto, se escribe 
Il xU5 + 2x3) dx = j (5 + 2x3)9(6x? dx) 


Si se aplica el teorema 4.2.2 con g(x) y g'(x) dx dadas en (7), se tiene 


1.6+28y 
6 9 


39 
406 + 2 + C 


¿J (S + 2x3)8612 dx) = +C 


Al verificar mediante diferenciación se obtiene 


D.[2(5 + 2x3] 


495 + 2x3)(6x?) 
xUS + 2x3) | 


2 
34 


tl 


Si en la fórmula del teorema 4.2.1, f es la función coseno, entonces FF es 
la función seno y se tiene 


f cosacorsoo dx] = sen(g()) + C (8) 


Esta fórmula se aplica en el ejemplo siguiente. 


» EJEMPLO 3 Obtenga 


| xosntas 


y apoye la respuesta gráficamente. 
Solución Si 
g0) =x2 entonces  gí(x)dx= 2xdx (9) 


Como 
j xcosx2dx = ! (cos x2)Xx dx) 


se necesita un factor 2 junto a x dx para obtener gx) dx. De modo que se 
escribe : 


! xcos x? dx = 3] (cos x2) (2x dx) 
Al aplicar (8) con g(x) y 8(x) dx dadas en (9), se obtiene 
z (cos x2) (2x dx) = ¿sen 2+C 


Para apoyar la respuesta“se traza la gráfica de la función definida por 
x cos x? y la gráfica de NDER(¿ sen x?, x) en el mismo rectángulo de ins- 
pección de [-4.7, 4.7] por [-3.1, 3.1], como se muestra en la figura 1, la cual 
indica que las dos gráficas son idénticas. 
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Los detalles de las soluciones de los ejemplos anteriores pueden acortarse 
si no se establecen específicamente g(x) y g'(x) dx. De esta manera, la solución 
del ejemplo 1 toma la siguiente forma: 


j FA dx 3 j Gx + 492 dx) 


3/2 
= 1.60% ,c 
2 


u 


= 1Bx+ 498 +C 


La solución del ejemplo 2 puede escribirse como 


[as + 2x3 dx z/ (5 + 2x5%6x? dx) 


1.6+20) 
6 > 
= 3y9 
= 1(5 + 21% + C 


y la solución del ejemplo 3 puede acortarse como sigue: 


j xcos x? dx 


DP — EJEMPLO 4 Evalúe 


41? 
j a e 


Solución Comoa(1 - 8x3) = -24x? dr, se escribe 


2 
> dx = e] (1 - 8x3) 4? dx) 


./ (cos x2K2x dx) 


= 1 sen 1? + C 


(1 - 8x9) 

= a(-2,) J (1 - 8x3) 4-24x? dx) 
1. (11-813) 
6 3 


= tit 4 
— 1811 - 8x3 y +e 


En ocasiones es posible calcular una antiderivada después de un cambio 
de variable adecuado, como se muestra en el ejemplo siguiente. 


+ C 


PD EJEMPLO 5  Caicule 
f. VL+ x dx 
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Solución Sean 


Entonces se tiene 


(2 - 2u + 1Dul2 du 


E VEA dx = fo - DA du 


+*C 


mi 


3 
2 


= 41409 - 414 92 + 214 +04 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Un método alternativo para 


la solución del ejemplo 5 consiste en considerar 


l+x y? l+x 
y? -1 dx = 2vdv 


y 
Xx 


HOM 


no 


Entonces el cálculo toma la forma siguiente: 


E vVl+ x dx -J0 - 1?- y» (2vdy) 


2 | 1649 a | uta 2 | ao 


A: 2,3 
= 7 - ¿94 2940 


Il 


= (149 - 14D 4 214040 
Al verificar mediante diferenciación se tiene 


E E A 
= (1+ 09-211 +38 + (1 + gi? 
d+ RA + 92-20 +3+11 
(++ 2x+12-2-2x +1] 
12 vVT+x 4 


5 


I¡ 


DP EJEMPLO 6 — Evalúe 


sen /x 
d 
"E x 


Solución Sean z 


316 CAPÍTULO 4 INTEGRAL DEFINIDA E INTEGRACIÓN 


Por tanto, 


sen /x dx 
Xx 


NE 


il 
159) 
— 
é 
a 
=> 
al 
a 
xx 


1 


2 | senda 


L2cosu + C 
2 cos Jx + C 4 


ñ 


DP EJEMPLO 7 Calcule 
j senx yl -— cos x dx 


Solución Sean 


u= 1l-cosx du = senxdx 


Así, 
j senx yl — cos x dx = | ul? du 
= 29N + C 
= 0 - cos 3% + C A] 


» EJEMPLO 8 Evalúe f tan x sec? x dx mediante dos métodos: 
(a) sea u = tan x; (b) sea v = sec x. (e) Explique la diferencia aparente de 
las respuestas de los incisos (a) y (b). 


Solución 
(a) Siu = tan x, entonces du = sec? x dx. De modo que 


Jnxeás = j u du 


= =+C 
2 
= Jtan?x + C 


(b) Siv = secx, entonces dv = sec x tan x dx. Por lo que 


j tan x sec? x dx = J sec x(sec x tan x dx) 
Pra 


2 
v - 
—+C 

2 


2 


(c) Como sec* x 
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= 1 + tan? x, las funciones definidas por + tan? x y 3 sec? x 


difieren por una constante; de modo que cada una es una antiderivada 
de tan x sec? x. Además se puede escribir 


1 2 
¿Sec xXx 


+C= Htanx + 1) + C 
_ ii 2 t 
= ¿lanóx+ 37 3+C 
= ¿tax+K dondeK= 5 +C e 


» EJEMPLO 9 Una herida está sanando de manera que £ días a 
partir del lunes el área de la herida ha disminuido a una tasa de -3( + 2y2 
centímetros cuadrados por día. Si el martes el área de la herida fue de 2 cm?, 
(a) ¿cuál era el área de la herida el lunes? y (b) ¿cuál será el área prevista de 
la herida el viernes si continúa sanando a esa misma tasa? 


Solución Sea A centímetros cuadrados el área de la herida i días a partir 
del lunes. Entonces 


dA 


CA 2 
dí 3(1 + 2) 

A= JE + 2y?dt 

Debido a que d(t + 2) = dt, se obtiene 
-1 
A=-3- a + C 
A= 2 40€ (10) 
+2 


Como el martes el área de la herida fue de 2 cm?, se tiene que A = 2 cuan- 
do = 1. Al sustituir estos valores en (10) se obtiene 


se tiene 


2=1+C€C 
C=1 
Por tanto, de (10) 
A= 2 
t+2 


+ 1 (1) 


(a) Para el lunes, + = O. Sea Ag el valor de A cuando t = 0.De (11), 


Ap = 


Na lu 


Conclusión: 


+1 


El lunes, el área de la herida es de 2.5 cm?. 


(b) Para el viernes, £ = 4, Sea Ay el valor de A cuando + = 4. De (11), 


iu anio 


Conclusión: 
1.5 cm?. 


+ 1 


Para el viernes, el área prevista de la herida será de 


4 


318 CAPÍTULO 4 INTEGRAL DEFINIDA E INTEGRACIÓN 


EJERCICIOS 4.2 


En los ejercicios 1 a 44, efectúe la antiderivación. Verifique 


2 2 4 
el resultado, mediante diferenciación o apoye gráficamente la 36. f> + Dy4- 21% - 1% de 


respuesta. > 
37. f a 
1. rs 2. Pura 3-y?P : 
E 1/3 + 2) 
38. | V3+s(s + Dds 39. j EAN 
3 | xx? -9 dx 4. fos + Dédx j 3/,2 


he 


di Fl E y Da 
ps A l+ - t 
Pro - 19 dy 6. fa Yd— x2 dx t ? 


41 f E d 42 j *_ 4 
.. e 8 6 . ——— ax 
(22 + 4902 yl - 21? 


3 
y s 
A ——_—_—— dy 8. j —==— ds 
J (-= 29% 4353? +1 
43. | sen sentcos dx 


9. fo - 4x + 4% dx 10, f* 3x5 — 5 dx 
si j SR 13 f boa 44. | sesxianxcosscc dx 
. Xx +2 dx . É 
SÍ ER 


45. La función de costo marginal para un artículo particular 
13. 2r dr 14. Ye - 9? dx está dada por Cc = ASx + gue Si el costo gene- 
(l = y me ral es de $10, determine la función de costo total, 
> » . E 46. Para cierta mercancía la función de: costo marginal está 
15. f 43 2x 1? dx 16. f (+ 35 dy dada por C(x) = 3 /2x + 4. Si el costo general es de 
cero, determine la función de cosoto total. 


17. j cos 48 d0 18. | sen l xdx 47. Si x unidades son demandadas cuando el precio por uni- 
E dad es de p dólares, obtenga una ecuación que contenga a 
Pp y x (la ecuación de demanda) de una mercancía para la 
19. j 6x? sen x? dx 20. j 3 1 cos 41? dt cual la función de ingreso marginal está dada por 
Ría) = 4 + 10(x + 5)? 
21. j sec? 5x dx 22. j esc? 20 d8 . y . : 
48. La función de ingreso marginal para un artículo particular 


está definida por R(x) = abí(x + by? - c. Determine 
23. j y esc 3y?cot 3y? dy 24. f r?sec? dr (a) la función de ingreso total; y (b) una ecuación que 
contenga a p y x (la ecuación de demanda) donde x uni- 
dades son demandadas cuando el precio por unidad es p 


25. | cosx(2 + senxPdx 26. o dólares. 
(1 + cos x) 5 
49.' Si q coulombs es la carga eléctrica recibida por un con- 
77. f An A ES de 28. S : A a densador de corriente coda de ¿ amperes a los t se- 
SS ; gundos, entonces i = A. Sii=5sen 60 yq=0 
29. f 2senx YT + cos x dx cuando f = ¿% determine la mayor carga positiva del 
condensador. 
; ! 50. Realice el ejercicio 49 considerando ahora que í = 
0, f sen2s 12 — cos 2x dx 4cos 1201 y q = Ocuandot = 0. 
51. El costo de cierta pieza de maquinaria es de $700, y su 
31. f cos? 1 sen tdt : 32. f senó Ocos 0 d0 valor disminuye con el tiempo de acuerdo con la fórmula - 
my = —500(1 + 197, donde V dólares es su valor 7 años 


después de su compra. ¿Cuál será su valor 3 años después 


2 
33. f sao 2x+cot2x)? dx 34.- j mo dt 
t 
de su compra? 


2 
35. _ HA de 52. El volumen de agua de un tanque es Y metros cúbicos 
Vx? + 31? + 1 cuando la profundidad del agua es de h metros. Si la tasa 


NANA A O ón 


54, 
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de variación de V con respecto a h está dada por 56. Calcule $ x(2? + 2) dx mediante dos métodos: (a) de- 


dv 
dh 
tanque cuando su profundidad es de 3 m. 


= (2h + 3), calcule el volumen del agua del 


. Para los primeros 10 días de diciembre una célula vegetal 


creció de forma que f días después del 1 de diciembre 
el volumen de la célula estuvo creciendo a una tasa de 
(12 — 17? micras cúbicas por día. Si el 3 de diciembre el 

volumen de la célula fue de 3 jum?, ¿cuál fue el volumen 
el 8 de diciembre? 


El volumen de un globo crece de acuerdo a la fórmula 
dy 
dt 
el volumen del globo a los + segundos. Si V = 33 cuando 
t = 3, determine (a) una fórmula de V en términos de +; 
(b) el volumen del globo a los 8 s. 


= -At+1l + 31 donde V centímetros cúbicos es 


. Evalúe S Qx + 1) dx mediante dos métodos: (a) de- 


sarrolle (2x + 1)3 utilizando el teorema del binomio; 
(b) considere u = 2x + 1. (c) Explique la diferencia apa- 
rente de las respuestas obtenidas en los incisos (a) y (b). 


s7. 


59, 


sarrolle (x? + 2)? y multiplique el resultado por x; 
(b) considere 4 = x? + 2, (e) Explique la diferencia apa- 
rente de las respuestas obtenidas en los incisos (a) y (b). 


Evalúe j DIE dx mediante dos métodos: (a) de- 
Xx 


sarrolle (J/x -— 1)? y multiplique el resultado por x7!?; 
(b) considere u = /x — 1. (c) Explique la diferencia 
aparente de las respuestas obtenidas en los incisos (a) y (b). 


Calcule f /x — 1 x? dx mediante dos métodos: (a) consi- 
dere u = x — 1;(b) considere v = /x—1. 


Evalúe j 2 sen.x cos x dx mediante tres métodos: (a) con- 
sidere u = sen x; (b) considere v = cos x; (c) utilice la 
identidad 2 sen x cos x = sen 2x. (d) Explique la dife- 
rencia aparente de las respuestas obtenidas en los incisos 
(a), (b) y (c). 


. Calcule f esc? x cot x dx mediante dos métodos: (a) con- 


sidere u = cot x; (b) considere v = csc x. (c) Explique la 
diferencia aparente de las respuestas obtenidas en los in- 
cisos (a) y (b). 


A 
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Una ecuación que contiene una función y sus derivadas, o sólo sus derivadas, se 
denomina ecuación diferencial. Las ecuaciones diferenciales se aplican en 
muchos campos diversos. En esta sección se aplicarán dichas ecuaciones al 
movimiento rectilíneo en física. Posteriormente se aplicarán al crecimiento 
y decrecimiento, (o decaimiento) exponencial y al crecimiento logístico en 
química, biología, psicología, sociología, administración y economía. 

En la sección 4.1 se presentaron ecuaciones diferenciales simples; 
por ejemplo, en el ejemplo ilustrativo 6 de esa sección se tuvo la ecuación 


diferencial 

dy _ 

ro 2x (1) 
Algunas otras ecuaciones diferenciales simples son 

dy _ 21? 

dx 3y i a) 

dy _ 

o 4x +3 (3) 


El orden de una ecuación diferencial es el orden de la derivada de ma- 
yor orden que aparece en la ecuación. Las ecuaciones (1) y (2) son de primer 
orden y (3) es de segundo orden. 

Una función f definida por y = f(x) es una solución de una ecuación 
diferencial si y y sus derivadas satisfacen la ecuación. Una de las ecuacio- 
nes diferenciales más fáciles de resolver es la ecuación de primer grado de 
la forma i z j 


e 
Le = fx) 
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para la cual (1) es un ejemplo particular. Al escribir esta ecuación con dife- 
renciales se tiene 


dy = f(x) dx : (4) 
Otro tipo de ecuaciones diferenciales de primer orden es aquél de la forma 


gy - 0) 


da hy) 


La ecuación (2) es un ejemplo particular de una ecuación de este tipo. Si esta 
ecuación se escribe con diferenciales, se obtiene 


hy dy = g(x) dx (5) 


Tanto en (4) como en (5), el miembro izquierdo contiene únicamente a la va- 
riable y, mientras que en el derecho tiene sólo a la variable x. Así, las variables 
están separadas, por lo que se dice que estas ecuaciones son ecuaciones di- 
ferenciales separables. 

Considere la ecuación (4), la cual es 


dy = f0) dx 


Para resolver esta ecuación se deben encontrar todas las funciones G para las 
cuales y = G(x) tales que satisfacen la ecuación. De este modo, si F 
es una antiderivada de f, todas las funciones G están definidas por 
G(x) = F(x) + C, donde C es una constante arbitraria. Esto es, si 


AG) = d(F(x) + C) 
= f() dx 


entonces la solución completa (o solución general) de (4) está dada por 
y = Fx) +C 


Esta última ecuación representa una familia de funciones que dependen 
de una constante arbitraria C, por lo que se denomina familia de funcio- 
nes de un parámetro. Las gráficas de estas funciones forman una familia 
de curvas de un parámetro en un plano, y sólo una curva de esta familia pasa 
por cualquier punto particular (x;, yy). 


D EJEMPLO ILUWSTRATIVO 1 Suponga que se desea en- 


contrar la solución completa de la ecuación diferencial 


dy a 
. 2x (6) 


Al separar las variables y escribir la ecuación con diferenciales se obtiene 
dy = 2xdx 


Si se antiderivan los dos miembros de la ecuación se tiene 


[a Pozas Ñ 


y+Ci=x324+C) 


y=r?+ca 


FIGURA 1 


lO. nn 


anana 
Ma 
pe 


4 
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Como C, — C; es una constante arbitraria si C, y C| son arbitrarias, 
entonces se puede reemplazar C7 — C;j por C, obteniéndose 


y=12+C . (7) 


la cual es la solución completa de la ecuación diferencial (6). 

La ecuación (7) representa una familia de funciones de un parámetro. 
La figura 1 muestra las gráficas de las funciones que corresponden a 
C=-4C=-1,C=0,C=lyC=2, 4 


Ahora considere la ecuación (5), la cual es 
RO) dy = g(%) dx 


Si se antiderivan los dos miembros de esta ecuación, se tiene 


ll RO) dy = | 8(%) dx 


Si H es una antiderivada de h, y G es una antiderivada de g, la solución com- 
pleta de (5) está dada por 


Hy = Gx) + C 


» EJEMPLO 1 Obtenga la solución completa de la ecuación 


diferencial 
y _20 
da 3y 


Solución Sila ecuación dada se escribe con diferenciales, se tiene 
3y%dy = 2x2 dx 


quedando las variables separadas. Al antiderivar los dos miembros de la 
ecuación se obtiene 


[aa Panas 


DD _ 2. € 


4 3 12 
9% = 81 +C 


la cual es la solución completa. 

Para obtener este resultado, primero se escribió la constante arbitraria 
como C/12, de modo que al multiplicar ambos miembros de la ecuación por 
12 la constante arbitraria quede como C. 


En el ejemplo ilustrativo siguiente se muestra cómo obtener una solu- 
ción particular de una ecuación diferencial de primer orden cuando se da una 
condición inicial. 


D EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 A fin de encontrar una so- 


lución particular de la ecuación diferencial (6) para la cual y = 6 cuando 
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x = 2, se sustituyen estos valores en (7) y se resuelve para C, obtenién- 
dose6 = 4 + C,oC = 2. Al sustituir este valor de C en (7) se tiene 


y=x12+2 


la cual es la solución particular deseada. 4 


La ecuación (3) es un ejemplo de un tipo de ecuación diferencial de 
segundo orden 


Para resolver esta ecuación se necesitan dos antiderivaciones sucesivas, y la 
solución completa tendrá dos constantes arbitrarias. Por tanto, la solución 
completa representa una familia de funciones de dos parámetros, y las 
gráficas de estas funciones forman una familia de curvas de dos parámetros 
en un plano. El ejemplo siguiente muestra el método para obtener la solución 
completa de una ecuación diferencial de este tipo. 


» EJEMPLO 2 Determine la solución completa de la ecuación 


diferencial 
2 
LY - 4x + 3 
dx? 
Solución Como 
dy de (2) 
dx2 — dxldx 
y considerando y” = 2 se puede expresar la ecuación dada como 
dy _ 
AS 4x + 3 


De este modo se tiene, con diferenciales, 
dy' = (4x + 3)dx 


Al antiderivar, se obtiene 


Je 


y = 2x2 + 3x + C; 


fas + dx 


Debido a que y' = S y al sustituir en la ecuación anterior se tiene 


d 
e = 21? + 31 +C; 
dy = (2x2 + 3x + Ci) dx 


fo - | ax + 3x + Cp) dx 


y = 213 + 3x2 4 Cix + C, 


la cual es la solución completa. 4 
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» EJEMPLO 3 Obtenga la solución particular de la ecuación di- 
ferencial del ejemplo 2 para la cual y = 2 y y'= -3 cuando x = 1. 


Solución Como y =2x? + 3x + C), se sustituye —3 por y' y 1 porx, 
obteniéndose -3 = 2 +.3 +-C1,0C¡ = -8. Al sustituir este valor de C; 
en la solución completa se tiene 


y = 2x3 + ¿12- 8x + Ca 


Puesto que y = 2 cuando x = 1, y al sustituir estos valores en la ecuación 
anterior se tiene 2 = 3 + 5 - 8 + C,, de donde se obtiene (2 = Y. 
Entonces la solución particular deseada es 
y= 04 ¿084 2 e] 
En la sección 2.5 se dijo que cuando una partícula se mueve a lo largo de 
una recta de acuerdo a una ecuación de movimiento, s = f(£), la velocidad 
instantánea y la aceleración pueden determinarse de las ecuaciones 


ds dy 

v= == y a=z—= 
dt dt 

Por tanto, si se tiene y o a como función de £, así como algunas condiciones de 

frontera, se puede determinar la ecuación de movimiento resolviendo la ecua- 

ción diferencial. El procedimiento se ilustra en los dos ejemplos siguientes. 


» EJEMPLO 4 Una partícula se mueve a lo largo de una recta de 
acuerdo a la ecuación 


v= l0cos 271 


donde v centímetros por segundo es la velocidad a los £ segundos. Si el sentido 
positivo es hacia la derecha del origen y la partícula está a 5 cm a la derecha 
del origen al inicio del movimiento, determine su posición cuando t es igual a 
(a) 0.3, (b) 1.4, (e) 2.9 y (d) 3.6. Simule el movimiento en la graficadora y 
apoye las respuestas. 


Solución Seca s centímetros la distancia dirigida de la partícula a partir 
del origen a los t segundos. Como v = ds[dt, 


ds 
dt 
ds = l0cos 271 dt 


fa = 10 cos 2 7t dt - 


so 10. cos 271(2 1 dt) 
211 


= l0cos 271 


s=- 3 sen 271 +C 
T 


Puesto que s = 5 cuando £ = 0, 
5 = 3 seno + C 
T 


C=5 
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[0, 7] por [-1, 2] 


xd) = 3 sen2at + 5 y /0=1 


FIGURA 2 


Por tanto, la ecuación de movimiento es 


s=- 3 sen271t + 5 
Ud S 
(a) Cuando! = 0.3, (b) Cuando t = 1.4, 
5 5 
s= =sen0.6x + 5 s= =sen2.8r7 + 5 
TC TC 
= 6.51 = 5.94 
(c) Cuando t = 2.9, (d) Cuando 1 = 3.6, 
s= 3 sens. +5 s= 3 sen727 + 5 
TC TC 


4.06 4.06 


R 
a 


Ahora se simulará el movimiento en la graficadora sobre la recta 
y = 1. Con la graficadora en modo paramétrico, sean 


(dt = - sen27t +5 y y(f5= 1 


Considere los siguientes parámetros para el rectángulo de inspección: 
tmín = 0, máx = 4, tstep = 0.01, Xmín = 0, Xmáx = 7 %sc1 = 1 Ymín = =l, 
Ymáx = 2, y Yser = 1. Se presiona la tecla y después la tecla flecha a 
la izquierda, manteniéndose oprimida hasta que el cursor esté en £ = 0. La 
figura 2 muestra la pantalla de la graficadora con la información siguiente: 
t=0,x = 5, y y = 1. Presione la tecla flecha a la derecha y manténgala 
oprimida. Observe el cursor, el cual representa la partícula que se mueve a lo 
largo de la recta y = 1. En la parte inferior de la pantalla de la graficadora se 
observa lo siguiente: cuando : = 0.3, x = 6.51; cuando + = 1.4, x = 5.94; 
cuando t = 2.9, x = 4.06; cuando £ = 3.6, x = 4.06. Estos valores apoyan 
las respuestas. 


Conclusión: —Alos 0,3 s la partícula está a 6.51 cm del origen; a los 1.4 s 
la partícula está a 5.94 cm del origen; a los 2.9 s la partícula está a 4.06 cm 
del origen; y a los 3.6 s la partícula está otra vez a 4.06 cm del origen. d 


Si un objeto se mueve libremente sobre una recta vertical y es atraído 
hacia la Tierra por la fuerza de gravedad, la aceleración debida a la gravedad 
varía con la distancia del objeto desde el centro de la Tierra. Sin embargo, 
para pequeñas variaciones de distancia la aceleración debida a la gravedad 
es casi constante. Si el objeto está cerca del nivel del mar, un valor aproxima- 
do de la aceleración debida a la gravedad es 32 pie/s? o 9.8 m/s?. 


> EJEMPLO 5 Se lanza una piedra verticalmente hacia arriba 
desde el suelo con una velocidad inicial de 128 pie/s. Considere que la única 
fuerza que actúa sobre la piedra es la aceleración debida a la gravedad. Deter- 
mine (a) qué tan alto llegará la piedra, y (b) qué tiempo le tomará a la piedra 
llegar hasta el suelo. (c) Simule el movimiento en la graficadora y apoye las 
respuestas de los incisos (a) y (b). (d) Detemine la rapidez de la piedra al 
llegar al suelo. 


Solución Ei movimiento de la piedra se efectúa sobre una recta vertical. 
La figura 3 muestra el comportamiento del movimiento, donde las flechas 
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indican la dirección del movimiento de la piedra sobre una recta vertical y el 
sentido positivo se considera hacia arriba. 

Sean 1 segundos el tiempo que transcurre desde que la piedra fue lanzada, 
s pies la distancia de la piedra desde el suelo a los £ segundos, y pies por se- 
gundo la velocidad de la piedra.a los t segundos y | v| la rapidez de la piedra 
a los £ segundos. 

Cuando la piedra llega al suelo, s = 0. Sean £ y v los valores particulares 
de t y v cuando $ = O y £ 200. La piedra estará en su punto más alto cuando 
la velocidad sea cero. Sea $ el valor particular de s cuando v = 0. La tabla 1 
presenta las condiciones de frontera. 

La aceleración debida a la gravedad es en el sentido hacia abajo y tiene 
un valor constante aproximado de -32 pie/s?. Como la aceleración está dada 


por - , Se tiene 


dv 
4 23 
dt 2 
dv = -32dt 
| dv = -32 | dt 
v =-3214+C; 


Como y = 128 cuanto £ = 0, se sustituyen estos valores en la ecuación an- 
terior y se obtiene C¡ = 128. Por tanto, 


v =-321t + 128 (8) 


ds 


Debi =“ 
ebido a que y de 


ds 
dt 
ds 


fas 


Ss 


-32t + 128 


(321 + 128) dt 


fe: + 128) dt 


-1612 + 1281 + C), 


Como s = 0 cuando £ = 0, entonces Ca = O, y al sustituir O por Cz en la 
ecuación anterior se obtiene 


s = -16 + 128t (9) 


(a) Para averiguar qué tan alto llegará la piedra, se necesita determinar s. 
Primero se determina el valor de £ para el cual y = 0. De (8), 1 = 4 
cuando v = 0. En (9) se sustituye 4 por £ y 3 por s, obteniéndose 


-16(16) + 128(4) 
= 256 


s 


Conclusión: La piedra llegará a 256 pie. 


(b) Para saber qué tiempo le: tomará a la piedra llegar al suelo se necesita 
determinar 7. Si se sustituye £ por £ y O por s en (9), se obtiene 


= -16K(F - 8) 
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(c) 


Y=0 


[0, 4] por [—100, 300] 


de donde? = O y f = 8. Sin embargo, el valor O ocurre cuando la piedra 
es lanzada. : 


Conclusión: —Le tomará $ s a la piedra llegar al suelo. 


Coii objeto de simular el movimiento de la piedra en la graficadora 
se considera que la piedra se mueve a lo largo de la recta vertical x = 2. 
Con la graficadora en modo paramétrico, sean 


xd) =2 y y) = -1612 + 1281 


Considere los siguientes parámetros para el rectángulo de inspección: 
mín = 0, fmáx = 8, (step = 0.1, Xmín = 0, Xmáx = % X= 1, 
Ymín = -100, Ymáx = 300, y yse = O. Se presiona la tecla [TRACE]: 
y después la tecla flecha a la izquierda, manteniéndose oprimida hasta 
que el cursor estéení = 0. La figura 4 muestra la pantalla de la graficado- 
ra como debe aparecer hasta este momento. Presione la tecla flecha a la 
derecha y observe que la piedra, representada por el cursor, se mueve 
hacia arriba y hacia abajo a lo largo de la recta x = 2. Note que el máxi- 
mo valor que alcanza y es 256, el cual ocurre cuando 1 = 4, lo que apoya 


iz a a 2 
DR A la respuesta del inciso (a). También observe que la piedra regresa al 
FIGURA 4 suelo (cuando y = 0) a los 8 s, lo que apoya la respuesta del inciso (b). 
(d) Para obtener y se utiliza (8) y se sustituye 8 por t y Y por v, obteniéndose 
y = 32(8) + 128 , 
= -128 


Por tanto, |v| = 128 
4 


Conclusión: — La piedra llega al suelo con una rapidez de 128 pie/s. 


EJERCICIOS 4.3 : 


En los ejercicios 1 a 14, determine la solución completa de la 


O AN = 4) == = 
ecuación diferencial. 15, dee A 6 ndo 8 
d d 
L q =4x-5 2 7 = 6-3 16 a+ Dar dy = 21 cuando x= -3 
dy 382 E ds - 
e dx PA de 5ys v 2- sos3x., = lg cuando x= lg 
, dx sen 2 y 3 2 
5 Y - 31y 6 dy y HERA d : 
dx dx JY - y 18. E = cos His =3 cuando 1 = qa 
7 da _ 3wNl+u2 8 dy _ 12433 24 Ñ du 
dv “dx 2 —= 2. == — =- 
dv u dx y 19. ve 41 + 3% l y e 2 cuando 
9 Do s0tx 10, 2 coran y=-] 
dx tan? y dv sen 3u 
d?y 2 dy dy 2 23... 21, dy_ = 
o AE +1 RL. —= v2x-3 iS o x=1 
13. ds = sen3f + cos 31 En los ejercicios 21 a 32, una partícula se mueve a lo largo de 
d? una recta; a los t segundos, s pies es la distancia dirigida de la 
du 2 partícula desde el origen, v pies por segundo es la velocidad de 
E re tan v.sec Y la partícula y a pies por segundo por segundo es la acelera- 


ción de la partícula. Sugerencia para los ejercicios 29 a 32: 


En los ejercicios 15 a 20, obtenga la solución particular de 
la ecuación diferencial determinada por las condiciones 
iniciales. 
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21. v= Y21 +4; 5 = 0 cuando £ = 0, Exprese s en tér- 
minos de £. 

22 v=4-t;s = 0 cuando £ = 2. Exprese s en términos 
de £. 

23. a=5- 21; v=2ys = Ocuando ! = 0. Exprese v y s 
en términos de ?. : 

24. a= 17, v=0ys = 0 cuando £ = 0. Exprese y y s en 
términos de 1. 

28. a=1?+2f,5= 1 cuando 1 = 0 y s = —3 cuando 
t = 2. Exprese v y s en términos de f. 

2%. a=34-ivy= 1 ys= 1 cuando 1 = 1. Exprese v 
y s en términos de ?. 

27. a = -44/2 cos(2t — 27) Y = l cuando! = 0, 
Exprese y y sen términos de £. 

28. a = 18sen3r,v = -6ys = 4 cuando 1 = 0. Exprese v 
y s en términos de f. 

29, = 800; v = 20 cuando s = 1. Obtenga una ecua- 
ción que contenga a y y s. 

30. = 500; v = 10 cuando s = 5. Determine una ecua- 
ción que contenga a v y s. 

31. = 55 + 2; v = 4 cuando s = 2. Obtenga una ecua- 
ción que contenga a v y s. 

BM. a = 2s + l;v = 2 cuando s = 1. Determine una ecua- 


ción que contenga a v y s. 


En los ejercicios 33 a 52, no olvide definir las variables como 
números y asegúrese de escribir una conclusión. En los ejerci- 
cios 35 a 43, tenga en cuenta que la única fuerza que actúa es 
atribuida a la aceleración debida a la gravedad, considera- 
da como 32 piels? o 9.8 m/s? hacia abajo. 


33. 


37. 


Una partícula se mueve a lo largo de una recta de modo 
que si y centímetros por segundo es la velocidad de la 
partícula a los ! segundos, entonces v = 9 sen 37.t, donde 
el sentido positivo es hacia la derecha del origen. Si la 
partícula se encuentra en el origen al iniciar el movimien- 
to, determine su posición cuando ! es igual a (a) 0.6, 
(b) 2.5, (c) 4.8, y (d) 7.2. Simule el movimiento en la 
graficadora y apoye las respuestas. 


Realice el ejercicio 33 considerando ahora que 
= 2cos ¿Ti 


Se lanza una pelota verticalmente hacia arriba desde el 
suelo con una velocidad inicial de 20 piefs. (a) ¿Cuánto 
tiempo ascenderá la pelota? (b) ¿Qué tan alto llegará la 
pelota? y (c) ¿Cuánto tardará la pelota en llegar al suelo? 
(d) Simule el movimiento en la graficadora y apoye las 
respuestas de los incisos (a)-(c). (e) ¿Con qué rapidez 
golpeará la pelota el suelo? 


Realice el ejercicio 35 considerando ahora que la velo- 
cidad inicial es de 5 m/s. 


Se deja caer una piedra desde lo alto del monumento a 
Washington, de 555 pie de altura. (a) ¿Cuánto tiempo le 
tomará a la piedra alcanzar el suelo? (b) ¿Con qué rapidez 
golpeará la piedra el suelo? 


38. 


39. 


41. 


Se lanza una pelota hacia abajo desde una ventana situada 
a 80 pie sobre el suelo con una velocidad inicial de 
-64 pie/s. (a) ¿Cuánto tardará la pelota en llegar al suelo? 
y (b) ¿Con qué rapidez golperá la pelota el suelo? 


Una mujer que se encuentra en un globo dejó caer sus bi- 
noculares cuando el globo se encontraba a 150 pie sobre el 
suelo y se elevaba a una tasa de 10 pie/s. (a) ¿Cuánto tiem- 
po tardarán los binoculares en llegar al suelo? y (b) ¿con 
qué rapidez se impactarán los binoculares el suelo? 


Se lanza una piedra verticalmente hacia arriba desde la 
azotea de un edificio de 60 pie de altura con una velocidad 
inicial de 40 pie/s. (a) ¿Cuánto tiempo tardará la piedra en 
alcanzar su máxima altura? (b) ¿Cuál es su máxima altura? 
(c) ¿Cuánto tiempo tardará la piedra en pasar por la azotea 
del edificio en su regreso? (d) ¿Cuál es la velocidad en ese 
instante? (e) ¿Cuánto tardará la piedra en llegar al sue- 
lo? (£) ¿Con qué rapidez golpeará la piedra el suelo? 


Suponga que camina en el bosque y ve hacia arriba cómo 
una roca se desprende de un lado de un risco. Si su cabeza 
está a 200 pie debajo de la base de la roca en ese instante, 
(a) ¿cuánto tiempo tiene para alejarse de la trayectoria de 
la roca? (b) Si no se aleja de la trayectoria a tiempo, ¿con 
qué rapidez le golpeará la roca? 


ego 
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42. 


43. 


45. 


47. 


Se lanza una pelota verticalmente hacia arriba con una 
velocidad inicial de 40 pies desde un punto a 20 pie del 
suelo. (a) Si v pies por segundo es la velocidad de la pelo- 
ta cuando está a s pies desde su punto de lanzamiento, 
exprese v en términos de s. (b) ¿Cuál es la velocidad de la 
pelota cuando está a 36 pie del suelo y se eleva? E 


Se dispara un proyectil verticalmente hacia arriba con 
una velocidad inicial de 150 m/s desde 'un punto 2 m 
arriba del suelo. (a) Si s metros es la altura del proyectil 
desde el suelo a los + segundos, después de ser disparado, 
exprese s en términos de t, bajo la suposición de que la 
única fuerza que actúa sobre el proyectil es la atribuida a 
la aceleración debida a la gravedad. (b) ¿Qué tan alto, 
desde el suelo, estará el proyectil 4 s después de ser dis- 
parado? (c) ¿Cuánto tiempo tardará el proyectil en alcan- 
zar una altura de 500 m desde el suelo? 

Si un cohete se eleva desde el suelo con una aceleración 
constante de 22 m/s?, determine (a) la velocidad del cohete 
30 s después de que se lanzó y (b) ¿qué altura, desde el 
suelo, alcanzará el cohete en ese tiempo? 


Un transbordador espacial se eleva verticalmente con una 
aceleración constante de 10 yd/s?. Si un radar a 1200 yd 
de la plataforma de lanzamiento lo sigue, ¿qué tan rápido 
gira el radar 8 s después del lanzamiento? 


Si una pelota se rueda a nivel del suelo con una velocidad 
inicial de 20 piefs, y si la rapidez de la pelota disminuye a 
la tasa de 6 pie/: s? debido a la fricción, ¿qué distancia 
recorrerá la pelota? 

Si el conductor de un automóvil desea aumentar la rapidez 
de 40 a 100 km/h mientras recorre una distancia de 
200 m, ¿qué aceleración constante debe mantener? 


48. 


49. 


50. 


51. 


52. 


53. 


54. 


55. 


¿Qué aceleración negativa y constante debe aplicar un 
conductor para disminuir la rapidez de 120 a 60 km/h 
cuando se recorre una distancia de 100 m? 

Si se aplican los frenos de un automóvil que viaja a 
100 km/h y los frenos pueden darle al automóvil una 
aceleración negativa y constante de 8 m/s?, (a) ¿cuánto 
tardará el automóvil en detenerse y (b) ¿qué distancia 
recorrerá el automóvil antes de detenerse? 

Una pelota empezó a subir desde la base de un plano 
inclinado con una velocidad inicial de 6 piefs. Si hubo 
una aceleración contraria al ascenso de 4 piefs?, ¿qué 
distancia recorrió la pelota en el plano antes de comenzar 
a rodar hacia abajo? 

Si los frenos de un automóvil pueden darle una acelera- 
ción negativa y constante de 8 m/s?, ¿cuál es la máxima 
rapidez a la que puede viajar si es necesario detener el 
automóvil en un intervalo de 25 m después de que se 
apliquen los frenos? 

Un bloque de hielo se desliza por un conducto con una 
aceleración constante de 3 m/s?, El conducto mide 36 m 
de longitud y se requieren 4 s para que el bloque llegue 
hasta la parte más baja. (a) ¿Cuál es la velocidad inicial 
del bloque de hielo? (b) ¿Cuál es la rapidez del bloque de 
hielo cuando ha recorrido 12 m? (e) ¿Cuánto tiempo tar- 
dará el bloque de hielo en recorrer 12 m? 

La ecuación x? = 4ay representa una familia de parábo- 
las de un parámetro. Determine otra familia de curvas de 
un parámetro tal que en cualquier punto (x, y) exista una 
curva de cada familia que pase por él y las rectas tan- 
gentes a las dos curvas en ese punto sean perpendiculares. 
Sugerencia: primero muestre que la pendiente de la recta 
tangente en cualquier punto (x, y), que no esté en el eje y, 
de la parábola de la familia dada que pasa por ese punto 
es 2y[x. 

Resuelva el ejercicio 53 si la familia de curvas de un 
parámetro tiene la ecuación x? + y? = a?, 

Si una partícula se mueve sobre una recta y se sabe que 
la aceleración es una función del tiempo, ¿qué condi- 
ciones iniciales deben conocerse también para obtener 
una ecuación que exprese la distancia de la partícula des- 
de el origen como una función del tiempo? Explique 
cómo determinaría esta ecuación. 


[1 
4.4 ARFA 


FIGURA 1 


Probablemente tiene una idea intuitiva de que el área de una figura geo- 
métrica es la medida que, en alguna forma, proporciona el tamaño de la 
región encerrada por la figura. Por ejemplo, se sabe que el área de un rectángulo 
es el producto de su largo y su ancho, y el área de un triángulo es la mitad del 
producto de las longitudes de su base y de su altura. El área de un polígono 
puede definirse como la suma de las áreas de los triángulos en que puede ser 
descompuesto, y puede demostrarse que el área así obtenida es independien- 
te de cómo se descompuso el polígono en triángulos. Observe la figura 1. 

En esta sección, se define el área de una región en un plano si la región 
está limitada por una curva. Si desea saber por qué se tratarán tales áreas, la 
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respuesta es que se establecerán los fundamentos necesarios para motivar 
geométricamente la definición de integral definida en la sección siguiente. 
Recuerde, se motivó geométricamente la definición de la derivada de una fun- 
ción como la pendiente de la recta tangente a la gráfica de la función. Justo 
como con la derivada, después de haber establecido la integral definida verá 
que puede aplicarse la definición en una gran variedad de campos 

En el estudio del área se tratarán sumas de muchos términos,” de modo 
que se introduce una notación, llamada notación sigma, para facilitar la 
escritura de estas sumas. Esta notación requiere el uso del símbolo 2, la letra 
sigma mayúscula del alfabeto griego. En el ejemplo ilustrativo siguiente se 


dan algunos ejemplos de la notación sigma. 


'> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 


S 
e o e a a 


e. 
Ú 
- 


2 . 
Y (Gi + 2) = 362) + 2] + (341) + 2] + [3-0 + 2] + [3 


i=2 


ES AEDSE ZE 


=1B424+438%34+...+1B 


Ms 
a. 
195] 
! 


-14+2] + [3-2 + 2] 


4.4.1 Definición de la notación sigma 


n 
y F() = Fm) + F(m + 1) + F(n + 2) + 


i=m 


donde m y n son números enteros, y m < n. 


+ F(n=-1) + Fin) 


El miembro derecho de la ecuación de la definición consiste dela suma 
de (n — m + 1) términos, el primero de los cuales se obtiene al sustituir ¿ 
por m en F(i), el segundo se obtiene al reemplazar i por m + 1 en F(i), y 
así sucesivamente, hasta que el último término se obtiene sustituyendo ¿ por 


nen F(). 


El número m se denomina límite inferior de la suma, y n se denomina 
límite superior de la suma. El símbolo i recibe el nombre de índice de la 
suma. Éste es un símbolo “ficticio” porque cualquier otra letra puede em- 


plearse para este propósito. Por ejemplo, 
5 
Y 1? = 394445 
k=3 
es equivalente a 


Ped Ss 


Mu 


E 


* N, del T. En estadística y otras disciplinas a estas sumas suele llamárseles sumatorias. 
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> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 — Deladefinición 4.4.1, 


p 32 42 52 62 


6 
El ME 


A 


En ocasiones los términos de una suma contienen subíndices, como se 
muestra en el ejemplo ilustrativo siguiente. 


1> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 


n 
2 A =A¡+A2+...+A, 
9 
Y kb, = 4b4 + Sbs + 6bg + Tby + 8bg + 9bg 
k=4 
4 
Y f(x) Ax = f(x) Ax + f(09) Ax + f(1) Ax + fx4) Ax 4 
i=1 


Los teoremas siguientes tratan sobre el uso de la notación sigma, son 
útiles para ciertos cálculos y se demuestran fácilmente. 


4.4.2 Teorema 


Y: = en, donde ces cualquier constant. 


Demostración 


Ye 


i=1 


€ (n términos) 


l 
ao 
+ 
a 
+ 
+ 


l 
o 
= 

u 


4.4.3 Teorema 


no 07 
c» F(i) = c Y F(i), donde c es una constante, 


Demostración 


c: F() =c-:F(l) + c:FQ) + c:F(3) +... +<c: F(n) 


¡Ms 
Al 


c[F(1) + FQ) + F(3) +... + F(n)] 
c Y F(i) 
¡=l 


E 40) Gm = 2 50) + Lo E E. 


NS o 0 
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La demostración del teorema 4.4.4 se deja como ejercicio (refiérase al 
ejercicio 43). El teorema 4.4.4 puede extenderse a la suma de cualquier nú- 
mero de funciones. 


4.4.5 Teorema 


A A TO a E 
TL Y, Eli) => Dd, Eli =:c) 160) 
i=a i=a+c 
y r a le 
PAT OA 
b b-c 
Y F() = y F(i +<) (2) 


La demostración del teorema 4.4.5 se deja como ejercicio (vea el ejerci- 
cio 44). El ejemplo ilustrativo siguiente muesira la aplicación de este teorema. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 De la ecuación (1) del teo- 


rema 4.4.5, 


11 


10 12 12 
Y Fi) = Y) FG-2 y Y? = Y) G-1? 
i=3 i=5 i=6 i=7 


De la ecuación (2) del teorema 4.4.5 


10 8 141 
Y FG) = Y F6+2 y 2 
i=3 i=1 i=6 


4.4.6 Teorema 


n 
20 - Fi - 1) = Fin) — FCO) 


6 
Y (i + 5) de 
i=1 


Demostración 
Y [F() - FG - D]= Y F(5) - Y FG -D 
i=l i=] i=1 


En el miembro derecho de esta ecuación se escribe la primera suma en 
otra forma, y se aplica la ecuación (2) del teorema 4.4.5, conc = 1, a la se- 
gunda suma. Entonces 


n-1 
FEO + Fm) = 


i=1 i 


2, 


1- 


n-1 


Y [F(0) - FG - D] FG +1) 1] 
i=1 1 


n-1 n-1 
F(i) + F(m) - Y F() 
i=] ¿=0 
n-1 5 n—1 
F(i) + Fím) — (ro + Y E) 
i=1 


t=] 


= Fin) — F(0) " 
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D- EJEMPLO 1 Evalúe 
$ (4 _ gi-l) 
il: 


Solución Del teorema 4.4.6, donde F(i) = 4', se deduce que 


n 


> (4 _ gi=1) 


i=1 


gn — 40 


= 4-1 4 


El teorema siguiente proporciona cuatro fórmulas para el cálculo con la 
notación sigma. Estas fórmulas pueden demostrarse mediante inducción 
matemática. También pueden demostrarse sin inducción matemática; vea los 
ejercicios 45-48. 


4.4.7 Teorema 


Si n es un número entero positivo, entonces ceN 


52 _an+ 102 +1) . 
A: o Roo (Fórmula 2) » 


2 2 z e 
pp. HA 2, (Pórinia 3) 4 


no nía + 1Qn + Dd + 1 : ras l 


4 


n 
i=1 
Me 


DP EJEMPLO 2 — Calcule 


Y ii ¿0 


i=1 


Solución 


n 
20 - 2) 


$ e 21) 
i=1 


n n 
= Y 3%)+ Y (21) (por el teorema 4.4.4) 
i=1 ¡=1 
n n 
SE (por el teorema 4.4.3) 
i=1 i=1 
=3- a+ 2: aa (por las fórmulas 
6 2 1y2) 
- 23 + 3n? + n- 2u? - 2n 
2 
_-25+n-n 4 


2 


FIGURA 2 
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Ántes de estudiar el área de una región plana, se indicará por qué se uti- 
liza la terminología “medida del área”. La palabra medida se refiere a un 
número (no se incluyen las unidades). Por ejemplo, si el área de un triángulo 
es 20 cm?, se dice que la medida del área del triángulo, en. centímetros cua- 
drados, es 20. Cuando la palabra medición se aplica, se incluyen las unidades. 
De este modo, la medición del área del triángulo es 20 cm?. 

Ahora considere una región R del plano como muestra la figura 2. La 
región R está limitada por el eje.x, las rectas x = a y x = b, y la curva cuya 
ecuación es y = f(x), donde f es una función continua en el intervalo cerrado 
[a, b]. Por simplicidad, se toma f(x) => O para toda x en [a, b]. Se desea asig- 
nar un número Á a la medida del área de R, y utilizar un proceso de límite 
semejante al empleado en la definición del área de un círculo: El área de un 
círculo está definida como el límite de las áreas de los polígonos regulares 
inscritos cuando el número de lados aumenta sin límite. Intuitivamente, se ve 
que cualquiera que haya sido el número elegido para representar A, ese nú- 
mero debe ser por lo menos tan grande como el área de cualquier región 
poligonal contenida en R, y no debe ser mayor que la medida del área de 
cualquier región poligonal que contenga a R. 

Primero se define una región poligonal contenida en R. Se divide el in- 
tervalo cerrado [a, b] en n subintervalos. Para simplificar se consideran estos 
subintervalos de igual longitud, por ejemplo, Ax. Por tanto, Ax = (b — a)/n. 


Los extremos de estos subintervalos se denotan por xp, X1, X2, - > Xp-1» 
Xp» donde xq = 4, X= + Ax ...,Xx=Ga + dAx ..., 
Xp-1 = 4 + (n - 1) Ax, x, = b. El ¿-ésimo subintervalo se denotará por 


[x;-1» Xx]. Como f es continua en el intervalo cerrado [a, b], es continua en 
cada subintervalo. Por el teorema del valor extremo, existe un número en cada 
subintervalo para el cual f tiene un valor mínimo absoluto. En el ¿-ési- 
mo subintervalo sea c; este número, de modo que f(c;) es el valor mínimo 
absoluto de f en el subintervalo [x;..;, x;]. Considere los n rectángulos (o 
elementos de área), cada uno de ancho Ax unidades y altura de f(c;) uni- 
dades (refiérase a la figura 3). Sea S, unidades cuadradas la suma de las áreas 
de estos n rectángulos; entonces 


S, = Fic) Ax + fico) Ax + ...+ fl Ax +... + fcp) Ax 


o, con ta notación sigma, 


S, = 2, fícj) Ax (3) 


El miembro derecho de (3) proporciona la suma de las medidas de las 
áreas de los n rectángulos inscritos. De este modo, independientemente de 
cómo se defina A, debe ser tal que 


A2S, 


En la figura 3 la región sombreada tiene un área de S,, unidades cuadradas. 
A continuación se incrementará n. Específicamente, multiplique n por 2; en- 
tonces el número de rectángulos es el doble, y el ancho de cada rectángulo 
se redujo a la mitad. Esto se ilustra en la figura 4, la cual muestra el doble de 
los rectángulos de la figura 3, Al comparar las dos figuras, se observa que 
la región sombreada de la figura 4 parece que se aproxima más a la región R 
que la región de la figura 3. Así, la suma de las áreas de los rectángulos de la 
figura 4 está más próxima al número que se desea para representar la medida 
del área de la región R. 
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Conforme n se incrementa, los valores de S, determinados a partir de la 
ecuación (3) aumentan, y los valores sucesivos de S, difieren uno del otro en 
cantidades arbitrariamente pequeñas. Esto se demuestra en Cálculo avanza- 
do mediante un teorema que establece que si fes continua en [a, b], en- 
tonces conforme n crece sin límite, el valor de S,, dado por (3) se aproxima 
al límite. Este límite es el que se toma como definición dé la medida del área 
de la región R. 


4.4.8 Definición del área de una región plana 


Suponga que la fúnción fes continua en el intervalo terrado fa, b), con 
F(%) = 0 para toda x en [a, b], y que R es la región limitada por la curva 
y = f(x), el eje x y las rectas x = 4 y x = b: Divida el intervalo [a, b] 
en n subintervalos, cada uno de longitud Ax = (b — aj/n, y denote el 
¡-ésimo subintervalo por Lx1, x;]. Entonces si f(c;) es el valor de fun- 
ción mínimo absoluto en el ¡-£simo subintervalo, la medida y área 
de la región R está dada por 


> Ercras | a 


Esta ecuación significa que para cualquier € > O existe un número 
N+»> 0 tal que si n es un número entero positivo y 


si n > N -entonces 


$ f(ci) Ax - A 
i=1 


En la discusión anterior pudieron haberse considerado rectángulos cir- 
cunscritos en lugar de rectángulos inscritos. En este caso, se toman como me- 
didas de las alturas de los rectángulos los valores máximos absolutos de fen 
cada subintervalo. La existencia de un valor máximo absoluto de f en cada 
subintervalo está garantizada por el teorema del valor extremo. Las sumas 
correspondientes de las medidas de las áreas de los rectángulos circunscritos 
son por lo menos tan grandes como la medida del área de la región R, y pue- 
de demostrarse que el límite de estas sumas conforme n crece -sin límite es 
exactamente el mismo que el límite de la suma de las áreas de los rectángulos 
inscritos. Esto también se demuestra en Cálculo avanzado. De esta manera, se 
puede definir la medida del área de la región R por 


A= lím SY f(d;) Ax E (5) 
i=l 


donde f(d;) es el valor máximo absoluto de f en [x;_.,, x;]. 

La medida de la altura del rectángulo del ¿-esimop subintervalo en rea- 
lidad puede tomarse como el valor de la función de cualquier número del 
subintervalo, y el límite de la suma de las medidas de las áreas de los rectán- 
gulos será el mismo sin importar que números se hayan elegido. En la sección 
4.5 se extenderá la definición de la medida del área de una región como el 
límite de dicha suma. 


» EJEMPLO 3 Determine el área de la región limitada por la 
curva y = x2, el eje x y la recta x = 3 considerando rectángulos inscritos. 


6,9 
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Solución La figura 5 muestra la región y el ¡-ésimo rectángulo inscrito. 
Aplique la definición 4.4.8 y divida el intervalo cerrado [0, 3] en n subinter- 
valos cada uno de longitud Ax: xy = 0, xy = Ax, x29=2Ax..., 
Xx =dAx... xq = (n- 1)Ax,x, = 3. Así, 


ar=322 y fm=x 


Como f es creciente en [0, 3], el valor mínimo absoluto de f en el subin- 
tervalo [x;..,, x;] es f(x;_1). Por tanto, de (4) 


A= lím Y f(x,1) Ax (6) 
n—+00 E 


Debido a que x,¡ ='(i — 1Ax y FG) = x?, entonces 
far) = [6 - 1) Ax]? 


Por tanto, 


Y /(x;-1)Ax = Y (i - D*(Ax)? 
¿xl ¡=1 . 


Pero Ax =.3/n; de modo que 


n 2d 
Y fG-1)6x = Y Gi - 122 
¿=1 < d=l 
rR 
= 25 (-17 
n” i=1 : . 
n n n 
= 21Y2-2Ni+Y1 
A ES i=1 í=1 


y al aplicar las fórmulas 2 y 1 y el teorema 4.4.2 se obtiene 


as EC +DOR+D_y PAD, »] 


i=l n? 6 2 
_ 27 2n3 +3n? + n- 6n? - 6n + 6n 
3 6. 
_9 2n? -3n+1 
dd AN E 
Entonces, de (6), 
A= tm/2.20%-3n +1 
AE ña>+o 2 n? 
Ese tim (2 - 24.) 
n—>+0 n 
= ¿Q-0+0) 
=9 


mclusión: El área de la región es 9 unidades cuadradas. 4 
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3,9) 


Ma 
y> 10 
FIGURA 6 


> 


Xi X; 


FIGURA 7 


» EJEMPLO 4 Calcule el área de la región del ejemplo 3 consi- 
derando rectángulos circunscritos. 


Solución La figura 6 muestra la región y el ¿-ésimo rectángulo circuns- 
crito. Con rectángulos circunscritos, la medida de la altura del ¡-ésimo rectán- 
gulo es el valor máximo absoluto de f en el subintervalo [x;..,, x;], el cual es 
F(x;). De (5) se tient 


A= lím y f(x) Ax a) 
n>+e A 


Como x; = ¡ Ax, entonces f(x) = (Ax), y así 


rn n 
Y f(x)Ax = Y 2 (Ax) 
¡=l i=1 
n 
= 27 y p 
nia 
ON y pra + 1)Qn + »] 
n 6 
- 9 27 +3n+1 
2 n? 
Por tanto, de (7), 
A= lim? (2 + 2,2) 
n> +0 n n 
A 
= % (como en el ejemplo 3) 


» EJEMPLO 5 Aplique la definición 4.4.8 para calcular el área 
de la región trapezoidal limitada por las rectas x = 1 y x = 3, el eje x y la 
recta 2x + y = 8. Verifique la respuesta mediante la fórmula de geome- 


“tría plana para el área de un trapecio. 


Solución En la figura 7 se presentan la región y el ¡-ésimo rectángulo 
inscrito. Se divide el intervalo cerrado [1, 3] en n subintervalos, cada uno 
de longitud Ax: xp = 1, xi =1+Ax,...,x=1+1A..., 
X-1=1+(m- DAx,x, = 3. 


A E 
n 
a 
on 
Al resolver la ecuación de la recta para y se obtiene y = -2x + 8. Por 
tanto, f(x) = -2x + 8, y como f es decreciente en [1, 3], el valor mínimo 


absoluto de f en el ¿-ésimo subintervalo [x;_¡, x;] es f(x;¡). Debido a que 
Xx = 1 + 1Ax y fQ0) = -2x + 8, entonces fíx¡) = -2(1 '+ ¡Ax) + 8, es 
decir, f(x) = 6 — 21 Ax. De (4), 


rn 


A, yz Sd da 


i=l A 


A 


rn 
liím_ Y, (6 - 2i Ax) Ax 
+ 2 
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n>+0 


lím Y [6 Ax - 2i(Ax)] 
i=1 


tl 
l= 
= 
+ 
13 
Ms 
RS 
[e] 
= 
LS) 
1 
1) 
AS, 
1) 
_— 
A | 


l 
I= 
E 

— 
> | 
Mas 

de 

j 
qe 

¡M> 

aca? 


A hm | -n 


12 8 nn+1 
n n? 2 


Il 
= 
3 
A: 
00 
! 
ES 
—— 


=8 
Conclusión: — El área de la región es 8 unidades cuadradas. 


La fórmula de geometría plana para determinar el área de un trapecio es 
A = 3h(b] + b)) 


donde A, b, y b, son, respectivamente, el número de unidades de la longitud 
de la altura y de las dos bases, las cuales, para el trapecio de la figura 7 son 
paralelas al eje y. De esta fórmula se tienequeA = 3 0x6 + 2);estoes,A = 8, 
lo cual es acorde con el resultado obtenido anteriormente. 


ES , 
A 
EJERCICIOS 4.4 
En los ejercicios 1 a 12, calcule la suma. 100 r y ! a 2 
s 17. 2 Ñ nl 18. Ya +2 
1 Y Gi - 2) 2. Y (Si + 4) 


i=1 i=1 a nt RS 
19. Y 4i%(i - 2) 


ll : 
3, $ (2 +1) 4. Y di + 17 i=1 
e 20. Y (3% - 3% - (gel - 37192] 


10 10 Pe 
5. Y (i -1y 6 Y? -1) Ñ 
¡=1 i=l En los ejercicios 21 a 30, emplee el método de esta sección para 
5 6 2 determinar el área de la región; utilice rectángulos inscritos o 
7. y - z n 8. y =D circunscritos, según se indique. Para cada ejercicio dibuje una 
22! ja IN figura que muestre la región y el i-ésimo rectángulo. 
9. ») oi 10. y 1 Ne 21. La región limitada por y = x?, el eje x y la recta x = 2; 
52 ol + P en y rectángulos inscritos. 
$ (perl 3 k a, La región del ejercicio 21; rectángulos circunscritos. 
un y n y DÁ, A . 
k=1 k k=2 k +3 1830 La región sobre el eje x y a la derecha de la rectax = 1 


NAO 


pa e y limitad: jex, 1 tax = 1 =4-x2 
En los ejercicios 13 a 20, evalúe la suma utilizando los teo-W A PAS IO 


MA ARES A E AN ¡¿"ectángulos inscritos. 
25 20 ¿ Y” 24. La región del ejercicio 23; rectángulos circunscritos. 

13. 2i(i —- 1) M. Y 31(? +2) 4 25. La región sobre el eje x y a la izquierda de la recta x = 1 
i=1 i=1 Aer limitada por la curva y las rectas del ejercicio 23; rectán- 


] S i ¡ los cir itos. 
15. y (ot zx 241) 16. y (qoi+! a 10) gu ircunscrito: 
Ñ iy 26. La región del ejercicio 25; rectángulos inscritos. 


x0 
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27. La región limitada por y = x?, el eje x y las rectas x = —1 
y x = 2; rectángulos inscritos. 


28. La región del ejercicio 27; rectángulos circunscritos. 


29. La región limitada por y = x? + x, el eje x y las rectas 
x= 2yx = l; rectángulos circunscritos. 


30. La región del ejercicio 29; rectángulos inscritos. 


31. Utilice el método de esta sección para calcular el área de 
un trapecio isósceles cuyas bases tienen medidas b, y b» 
y cuya altura tiene medida h. 


32, La gráfica de y = 4 — |x| y el eje x desde x = -4a 
x = 4 forman un triángulo. Emplee el método de esta 
sección para calcular el área de este triángulo. 

En los ejercicios 33 a 36, determine el área de la región to- 

mando como medida de la altura del i-ésimo rectángulo f(m,), 

donde m, es a punto medio del i-ésimo subintervalo, Suge- 

Penco m; = 20% + x;_1). 


03, La región del ejemplo 3. 


ES E “34. La región del ejercicio 22. 


87, Fo == 


a 


a 23%, La región del ejercicio 23. 
0 36. La región del ejercicio 26. 


En los ejercicios 37 a 42, se proporcionan una función f y los 
números n, a y b. Aproxime, con cuatro cifras decimales, el 
área de la región limitada por la curva y = f(x), el eje x y 
las rectas x = a y x = b, realizando lo siguiente: divida el 
intervalo fa, b] en n subintervalos, cada uno de longitud Ax 
unidades y utilice una calculadora para obtener la suma de 
las áreas de los rectángulos inscritos o circunscritos (según 
se indique) que tienen cada uno un ancho de Ax unidades. 


= l,b= 3,n = 10, inscritos. 


A 
038, 6) = Zz,a= 1, =2,m = 12, circunseritos 
Xx 


pu 


39. FO) = senx,a = ¿mb = >, n = 8, circunscritos. 
Je. f0) = cosxa =0,b = Fmn -= 6, inscritos, 
IL f0) = senx,a = ¿mb = an = 8, inscritos. 

. FO) = cosx,a =0,b = Ln = 6, circunscritos. 


2 
43. Demuestre el teorema 4.4.4, 


44. ' Demuestre el teorema 4.4.5. 


45. Demuestre la fórmula 1 del teorema 4.4.7 sin utilizar in- 
ducción matemática: Sugerencia: escriba dos ecuaciones: 
(1) iguale la suma, en notación sigma, al +2 +... + 
(n — 1) + n; (ii) iguale la suma, en notación sigma, a la 
suma de (i) en orden invertido. Después sume las ecua- 
ciones, de (i) y (ii), término a término y divida los dos 
miembros de la ecuación resultante entre 2. 


Demuestre la fórmula 2 del teorema 4.4.7 sin:utilizar in- 
ducción matemática. Sugerencia: 


$ 1é - (i-1P] = S (í - 3 +1) 
i=1 


Aplique el teorema 4.4.6 en el miembro izquierdo de esta 
ecuación; y en el miembro derecho aplique los teoremas 
4,42, 4.4.3, 4.4,4 y la fórmula 1 del teorema 4.4.7. 


47. Demuestre la fórmula 3 del teorema 4.4.7, Sugerencia: 
4 -(i- 1D? = 48 - 6? + 4i — 1, y use un método 


semejante al utilizado en el ejercicio 46. 


Demuestre la fórmula 4 del teorema 4.4.7. (Considere la 
sugerencia para los ejercicios 46 y 47). 


49. Explique la definición 4.4.8 en palabras sin emplear las 


palabras límite o se aproxima a o los símbolos No € . 


4.5 INTEGRAL DEFINIDA 


En la sección 4.4, para llegar a la definición de la medida del área de una 


región plana como 


n 
La HE 


(1) 


se dividió el intervalo cerrado [a, b] en n subintervalos, cada uno de longitud 
Ax, y se tomó c; como el punto del ¡-ésimo subintervalo para el cual f tiene 
un valor mínimo absoluto. También se restringieron los valores de función 
f(x) a valores no negativos en [a, b] y se pidió que f fuese continua en [a, b]. 
El límite en (1) es un caso especial de un “nuevo tipo” de proceso de lími- 
te que conduce a la definición de la integral definida. Ahora se discutirá este 
' “nuevo tipo” de límite. 

Sea f una función definida en el intervalo cerrado [a, b]. Divida este in- 

tervalo en n subintervalos eligiendo cualesquiera n — 1 puntos intermedios 


1 E ; 
*o | x1 | 2 X3 X xa 
w; WWW 


FO) = 10 - 1? 


FIGURA 2 
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entre a y b. Sean xp = a y xy = b, y Sean Xx¡, Xx, .. . , Xp-1 los puntos inter- 
medios de modo que 


Xp < MX <<... < Xp] < Xp 


Los puntos Xp, X], X2, . . - ) Xp-], Xy nO sOn necesariamente equidistantes. Sea 
Ax la longitud del primer subintervalo de modo que A¡x = x¡ — Xp; 
sea A>x la longitud del segundo subintervalo de modo que A2x = Xx, — X1; 
y así sucesivamente de modo que la longitud del ¿-ésimo subintervalo es 
Ajx, y 


Ajx = X= Xj1 


Al conjunto de estos subintervalos del intervalo [a, b] se le denomina par- 
tición del intervalo [a, b]. Sea A dicha partición. La figura 1 ilustra una de 
estas particiones A de [a, b]. 


FIGURA 1 


La partición A contiene n subintervalos. Uno de estos subintervalos es 
el más largo; sin embargo, puede haber más de uno. La longitud del subin- 
tervalo más largo de la partición A se llama morma de la partición y se de- 
nota por || A|].. 

Elija un punto en cada subintervalo de la partición A: sea w, el punto 
elegido en [xpg, x¡] de modo que xy < w;, < x,. Sea w, el punto elegido en 
[x¡, x2] de modo que x, < w, < x, y así sucesivamente, de modo que w; 
es el punto elegido en [x;..¡, x;] y x¡-1 < w; < x;¡. Considere 


Fw Ajx + f(w,) Azx ALIAS + f(wj) Ajx Faena + f(wn) A,x 
O bien 


n 

Y, Fw) Aj 0) 
¡=1 j 

Esta última suma recibe el nombre de suma de Riemann, en honor al ma- 
temático alemán Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866). 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1. Suponga que fíx) =10-x?, 
con 0.25 < x < 3. Se calculará la suma de Riemann para la función f en 
[0.25, 3] para la siguiente partición A: xp = 0.25, x¡ = 1, x2 = 1.5, 
Xx = 175, x4 = 2.25,x5 = 3, yw, = 0.5,w = 1.25,w = 1.75,w4 = 2, 
wW = 2.75, 

La figura 2 muestra la gráfica de fen [0.25, 3] y los cinco rectángulos, 
cuyas áreas son los términos de la suma de Riemann siguiente: 


5 
y f(w,) Ajx = fíwp)Ajx + f(w2) Ayx + fíw3) Azx + f(wa) Ayx + f(ws) Asx 


ia] 


= f(0.SX1 — 0.25) + F(125X1.5 — 1) + f(1.75)(1.75 — 1.5) + fQ)Q25 — 1.75) + [075 — 2.25) 
= (9.7540.75) + (8.4375)0.5) + (6.9375X0.25) + (60.5) + (2.4375X0.75) 


= 18.09375 
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La norma de la partición A es la longitud del subintervalo más largo; en 
consecuencia, [| A|| = 0.75. 4 


En la definición anterior de (2) como una suma de Riemann, los valores 
de función no se restringieron a valores no negativos. Por tanto, algunos de 
los f(w;) podrían ser negativos. En tal caso la interpretación geométrica de la 
suma de Riemann sería la suma de las medidas de las áreas de los rectángu- 
los que están sobre el eje x y los negativos de las medidas de las áreas de los 
rectángulos que se encuentran debajo del eje x. Esta situación se ilustra en la 
figura 3. Aquí, 


10 
Y, F0w)Ajx = Aj + A7 — Az — Ag As + Ag + 47 — Ag - Ag - Ajo 


porque f(wx), f(wa4), f(ws), f(wg), f(wo) y F(w¡0) son números negativos. 
Ahora suponga que para la función f en (2) existe un "número £ tal que 


n 
| y f(w¡) Ax — L| puede hacerse tan pequeño como se desee para todas 
i=1 


las particiones A cuyas normas sean suficientemente pequeñas, y para cual- 
quier w; en el intervalo cerrado [x;,_¡, x;], ¿ = 1,2,... , nm. En tal caso se 
dice que f es integrable en [a, b]. 


FIGURA 3 


4.5.1 Definición de función integrable en un intervalo 


cerrado 


Sea funa función cuyo dominio contiene al intervalo cerrado [a, b]. Se 
dice que f es integrable en (a, b] si existe un número L que satisfa- 
ce la condición de que, pára cualquier € > 0, existe una g > 0 tal que 
para toda partición A para la cual ||A || < 8, y para cualquier w; del 
intervalo cerrado [x;-¡, xJ,i = 1,2,..., nm, entonces 


hali=0 73] 


Y fw) 4 =L|<e 3) 
i=1 
Esta situación se representa como 
lim Y f(w)Ax=L (4) 
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Esta definición establece que, para una función f definida en el inter- 
valo cerrado [a, b], se puede aproximar los valores de las sumas de Riemamn * 
a L tanto como se desee tomando las normas || A || de todas las particiones A 
de [a, b] suficientemente pequeñas para todas las posibles elecciones de los 
números w; para los cuales x,.¡ < w; < xp i= 1,2,...,n 

Observe que el proceso de límite dado por (4) es diferente del que se 
estudió en el capítulo 1. De la definición 4.5.1, el número L en (4) existe si 
para cada € > 0 existe una 9 > 0 tal que para toda partición Á para la cual 
Lal] < 6, y para cualquier w, del intervalo cerrado [x;_¡, x;1, ¿ = 1, 
2,...,n, entonces la desigualdad (3) se cumple. 

En la definición 1.5.1 se tuvo 


lím fo) = L (5) 
si para cualquier € > 0 existe una $ > O tal que 
si 0< |x-a|< 8 entonces |f(x) - L|<e€ 


En el proceso de límite (4), para una $ > 0 particular existe un número in- 
finito de particiones A que tienen norma |[|A|| < 6. Esto es análogo al he- 
cho de que en el proceso de límite (5), para una $ > O dada existe un 
número infinito de valores de x para los cuales 0 < |x — a| < 6. Sin em- 
bargo, en el proceso de límite (4) para cada partición A existe un número in- 
finito de elecciones de w,. Es en este aspecto en el que difieren los dos 
procesos de límite. yA 

El teorema 1.5.16, demostrado en la sección suplementaria 1.5, esta- 
blece que si el número L en el proceso de límite (5) existe, entonces es único. 
De manera semejante se puede demostrar que sí existe un número L que sa- 
tisfaga la definición 4.5.1, entonces es único. Ahora puede definirse la 
integral definida. 


4.5.2 Definición de integral definida 


Si f es una función definida en el intervalo cerrado [a, b], entonces la 
integral definida de fdo «ab, denotada por |? f(x) dx, qt tado do 


f de = ral ÓN (6) 
a ias: 


Observe que la oración “la función f es integrable en el intervalo 
cerrado [a, by” equivale a la oración “la integral definida de f de a a b 
existe”, 

En la notación de la integral definida e FG) dx, f(x) es el integrando, 
a es el límite inferior, y b es el límite superior. El símbolo [ es el signo de 
integración. El signo de integración se parece a la letra mayúscula S, el cual 
es apropiado porque la integral definida es el límite de una suma. Es el mismo 
símbolo que se ha utilizado para indicar la operación antiderivación. La razón 
para emplear el mismo símbolo se debe a que un teorema (4.7.2), llamado 
segundo teorema fundamental del Cálculo, permite evaluar una integral de- 
finida mediante una antiderivada (también denominada integral indefinida). 

El teorema siguiente proporciona condiciones que garantizan el hecho 
de que una función es integrable en un intervalo cerrado dado. 
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4.5.3 Teorema 


Si una función es continua en el intervalo cerrado [a, b)], entonces es 
integrable en (a, b]. 


La demostración de este teorema está más allá del alcance de este libro 
y puede encontrarse en textos de Cálculo avanzado. La condición de que f 
es continua en [a, b], es suficiente para garantizar que fes integrable en [a, b], 
mas no es una condición necesaria para la existencia de la integral definida. 
Esto es, una función puede ser integrable en un intervalo cerrado aunque no 
sea continua en ese intervalo. Cuando estudie integrales impropias en el 
capítulo 7, encontrará algunas funciones de este tipo. En el comienzo de. esta 
sección se dijo que el límite empleado en la definición 4.4.8 para definir la 
medida del área de una región es un caso especial del límite utilizado en 
la definición 4.5.2 para definir la integral definida. En el estudio de área, 
en intervalo [a, b] se dividió en n subintervalos de igual longitud. Tal par- 
tición del intervalo [a, b] se llama partición regular. Si Ax es la lorigitud de 
cada subintervalo de una partición regular, entonces cada Ajx = Ax, y la 
norma de la partición es Ax. Al sustituir esto en (6) se obtiene 


b n 
| fo dx = Jm, DF) 45 (7) 
a 15 
Además, 
_b-a _b-a 
ads A pe 
Así, 
lím Ax =0 y límn = +00 
n>+0 A1>30 


La razón de que ¿mn = +00 es que b > a y Áx se aproxima a cero a 
Xx > 


través de valores positivos (porque Ax > 0). A partir de estos límites se 
concluye que » 


Ax >0 esequivalentea n => +00 den 


De modo que de este enunciado y de (7), se tiene 


b n 
| f0dx= lim Y Fw) Ax (8) 
a i=1 A q 


Si se compara el límite de la definición 4.4.8 con el límite del miembro 
derecho de (8), se tiene el primer caso 


lím Y fc) Ax es z (9) 
ny +0 £ 


donde f(c;) es el valor de función mínimo absoluto en [x;.¡, x;]. En el se- 
gundo caso se tiene 


lim Y f(w;)Ax S (10) 
n>+0 (1 


donde w; es cualquier número del intervalo [x;_;, x;]. 


FIGURA 4 


3,3) 
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Si la integral definida 11 $0) dx existe, es el límite de todas las sumas 
de Riemann de f en [a, b] incluyendo tas de (9) y (10). Debido a esto, se rede- 
fine el área de una región de manera más general. 


4.5.4 Definición del área de una región plana 


Sea f una función continua en [a, b] y f(x) > O para toda x en 
[a, b]. Sea R la región limitada por la curva y = f(x), el eje x y las 
rectas x.= a y x = b. Entonces la medida A del área de la región 
R está dada por 


he 
He, , E sim Ax 
b 
= / Fx) dx 


De esta definición, si fes continua en [a, b] y f(x) > O para toda x en 
[a, b], entonces la integral definida (es fG) dx puede interpretarse geométri- 
camente como la medida del área de la región R mostrada en la figura 4. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 En el ejemplo 3 de la sec- . 


ción 4.4, se mostró que el área de la región limitada por la gráfica de 
FG) = xy, el eje x y la recta x = 3 es 9 unidades cuadradas. Como fx) > 0 
para toda x en [0, 3], se concluye que 


3 
[nao 4 
0 


» EJEMPLO 1 Calcule el valor de cada una de las siguientes 
integrales definidas interpretándolas como la medida del área de una región 


plana: (a) (7 x dx, (b) E 19 — x? dx; (0) le (2 - |x))dx. 


Solución l 

(a) Con f(x) = x, la figura 5 muestra la región triangular limitada superior- 
mente por la gráfica de f, inferiormente por el eje x, y por la derecha por 
la recta x = 3, De la fórmula para el área de un triángulo, el número 
de unidades cuadradas del área es 3(313) = $. Por tanto, 


3 
[sar 3 
0 


(b) El integrando de la integral definida dada es 49 — x2 el cual se denota 
por g(x). La gráfica de g es una semicircunferencia con centro en el origen 
y radio 3. La figura 6 muestra la región limitada por arriba por esta 
semicircunferencia y por debajo por el eje x, en el intervalo [-3, 3]. El 
área de esta región es la mitad del área de la región encerrada por la 
circunferencia completa. Como el área de la región circular está dada por 
rrr?, se tiene 


3 
[ /9 — x? dx 
3 


Jay - 


mio 


TC 
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y 
2 A 
qa 
2 e 
ho) = 2 - lx] 
FIGURA 7 


(e) Con h(x) = 2 - |x|, se dibuja la gráfica de h en el intervalo [-2, 2] y 
se obtiene la figura 7. Observe que la región limitada por la gráfica de h 
y el eje x es un triángulo de base 4 y altura 2. Como el número de unida- 
des cuadradas del área de esta región triangular es 340) = 4, se tiene 


2 
| Q- Ixldx =4 4 


2 


De igual forma en que la mayoría de las graficadoras pueden aproxi- 
mar valores de derivadas numéricas, también pueden aproximar valores de 
integrales definidas. Para obtener estas aproximaciones se aplican varias 
técnicas numéricas. Aprenderá algunas de estas técnicas en la sección 7.6. Se 
representará una aproximación de la integral definida e $60) dx, obtenida en 
la graficadora, mediante la notación 


NINT(fGo, a, b) 


Debido a las diferentes técnicas utilizadas para aproximar integrales defini- 
das, los valores de NINT(f(x), a, b) pueden variar dependiendo de la grafica- 
dora y de la tolerancia especificada. Pero generalmente, las respuestas dadas 
por la mayoría de las graficadoras serán acordes al menos con cinco dígi- 
tos significativos. Se usará una tolerancia de 1075 y se expresarán las res- 
puestas con seis dígitos significativos a menos que otra cosa se indique. Se 
empleará el signo igual, “*=”, en dichos cálculos para expresar aproxima- 
damente igual con seis dígitos significativos. Consulte el manual del usuario 


sobre cómo obtener NINT(f(), a, b) en su graficadora particular. 


D> EJEMPLO !ILUSTRATIVO 3 Para obtener una aproxima- 


ción de la integral definida del ejemplo ilustrativo 2, se calcula en la gra- 
ficadora 


NINT(x?, 0, 3) = 9.00000 


lo cual es acorde con la respuesta del ejemplo ilustrativo 2. >! 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 Enel ejemplo 1(b) se obtu- 


vo el valor exacto 271 de la integral definida (%, ./9 — x2 dx. En la grafica- 
dora se obtiene 


NINT(+/9 — x2,-3, 3) = 14.1372 


Debido a que ¿7 = 14.1372, esta respuesta es acorde con la respuesta del 
ejemplo 1(b). d 


» EJEMPLO 2 Obtenga una aproximación de 17 sen x dx 


calculando NINT(sen x, 0, 27). Interprete la respuesta en términos de área. 


Solución Enla graficadora, NINT(sen x, 0, 277) = 0. Así 


27 : 
| senxdx =0 
0 
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La gráfica de la función seno de 0 a 27 se muestra en la figura 8. Sean 
A¡ unidades cuadradas y Az unidades cuadradas las áreas de las regiones li- 
mitadas por la curva senoidal y el eje x en los intervalos [0, 7] y [x, 2711, 
respectivamente. Entonces, como A; y Az son iguales, se tiene 


277 
li senxdx = Aj — Az 
0 
=0 


y = senx 
FIGURA 8 5] 


En la definición 4.5.2, como se ha dado el intervalo [a, b], se supone que 
a < b. Para determinar la integral definida de una función f de a a b, cuando 
a > b,ocuando a = b, se tienen las definiciones siguientes. 


4.5.5 Definición de !? f(x) dx si a > b 


Si a > by |; f(x) dx existe, entonces 


b a 
| fx) dx =- / fo) dx 
a b 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 5 Del ejemplo ilustrativo 2, 


3 
[2 dx = 9. Por tanto, 


0 3 
[ x? dx -/ x? dx 
3 0 


= -9 4 


4.5.6 Definición de |; f(x) dx 


Si f(a) existe, entonces 


[ fo dx =0 


l> EJEMPLO ILUSTRATIVO 6 


1 
[ ax =o ] 
1 
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El proceso para calcular el valor exacto de una integral definida a partir 
de la definición determinando el límite de una suma, como se hizo en la sec- 
ción 4.4 para obtener áreas de regiones planas, es demasiado tedioso y casi 
imposible. Sin embargo, los dos teoremas fundamentales del Cálculo, presen- 
tados en la sección 4.7, proporcionan un método más conveniente para este 
cálculo. Para demostrar estos dos teoremas importantes se necesitan algunas 
propiedades de la integral definida, las cuales se estudian en el resto de esta 
sección y en la sección 4.6. 

Primero se presentarán los dos teoremas siguientes acerca de las sumas 
de Riemann. 


4.5.7 Teorema 


Si A és una partición del intervalo cerrado [a, 5), entófices 


lím 2 Ajyx=b-a 
lláli»o E 


Demostración 


A A A 
i=1 
=0 


En consecuencia, para cualquier € > 0, cualquier elección de Ó > O ga- 
rantiza que 


besa <€ 


i=l 


si [A <S entonces 


Así, por la definición 4.5.1, 


Saab a 


i=1 


nao 


4.5.8 Teorema ! 
Si festá definida en el intervalo cerrado [a, bJ, y si 
p F(w)A¡x 


nales 


existe, donde A es cualquier paición de a,b], entonces ses cual 
quier na 


¡) Ajr = k Ax 
Dar km, ¿EN 1) 


k y=k Haliao ¡3 


La demostración de este teorema se deja como ejercicio (vea el ejer- 
cicio 54). 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 7 — Reñérase a la figura 9. Si 
FIGURA 9 k > 0, la integral definida de k dx proporciona la medida del área del rec- 
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tángulo cuyas dimensiones son k unidades y (b — a) unidades. Este hecho 
es una interpretación geométrica del teorema siguiente cuando k > O y 
b>a. 4 


4. 5.9 Teorema 


—Sikes cualquier constante, entonces. 
Db 3 ' A 
/ CE MAS . 
a Amara 
Demostración De la definición 4.5.2, si b > a, entonces 


b 
[ras lím Y 100) 6 


llali=o ¿ 


Sif() = k para todo x en [a, b], de la ecuación anterior se tiene 


b 
kdx lím kAjx 
f llali>0 ¿ Y 


Il 


=1 
n 


+ =k lím Y Ax (por el teorema 4.5.8) 
llall>o ¿27 
= k(b - a) (por el teorema 4.5.7) 


El teorema también es válido si a > b, Se le pedirá que demuestre esto en 
el ejercicio 55. . 


DP — EJEMPLO 3 Evalúe 


5 
[ 4dx 
3 


Solución Al aplicar el teorema 4.5.9, se tiene 


5 
[ 4 dx = 415 - (3) 


6 4(8) 
= 32 de! 


4.5.10 Teorema 


Si la función f es integrable en el intervalo cerrado [a, b], y si k es cual- 
quier constante, entonces 


Il 


b fb 
/ KO) dx = al ff) dx 


n 
Demostración Como f es integrable en [a, b],  lím y Fw) Ajx 
existe; de modo que por el teorema 4.5.8, llalizo 


Y How) Ae =k E Y 100) 85 


no 21 
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Por tanto, 


b b 
| KfGO dx = a f) dx " 


4.5.11 Teorema 


e [a; b], entonces f + g es inte- 
en [ by Y 


f [f() + 260] dx = f Soraz [so Ad ca 


La demostración de este teorema se presenta en el suplemento de esta 
PS > "7 2 sección. Observe la semejanza del teorema 4.5.11 y el teorema de límites 4 
(1.5.5), el límite de la suma de dos funciones. La demostración de los teo- 

remas son similares. 

El signo más en el enunciado del teorema 4.5.11 puede reemplazarse por 
un signo menos aplicando el teorema 4.5.10conk = — 

El teorema 4.5.11 puede extenderse a n funciones. Esto es, si las funcio- 
nes fi, f», .. - , f, son integrables en [a, b], entonces (f£, + f +... +f£,) 
es integrable en [a, b] y 


bo : 
j LAICO + £00 +... + f(0)] de 
a 


=$ Fi) dx. 2 fi dr it. E fkx) de 


» EJEMPLO 4 Utilice los resultados del ejemplo ilustrativo 2, 
ejemplo 1(a), y propiedades de la integral definida para calcular el valor exac- 
to de 


3 
[ (4x2? — 2x + 5)dx 
0 
Solución Enel ejemplo ilustrativo 2 y en el ejemplo 1(a) se mostró que 


3 3 
[ taz => y [sas 
0 0 


De las propiedades de la integral definida, se tiene 


3 3 3 
[ | 2x dx +/ 5 dx 
0 0 0 
3 3 3 
a ra2| sax +s | dx 
0 y 0 0 


49) — 23) + 53 - 0 
= 42 | 


NO 


3 
[ (4x2 - 2x + 5) dx 
0 


l 


FIGURA 10 
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D EJEMPLO ILUSTRATIVO 8 En la figura 10 se presenta 


una interpretación geométrica del teorema 4.5.12, el cual se presenta a 
continuación, donde f(x) > 0. Para toda x en [a, b], la medida del área de 
la región limitada por la curva y = f(x) y el eje x de a a b, es igual a la suma 
de las medidas de las áreas de las regiones de aa c y de cab.: 


4.5.12 Teorema 


Si la función f es integrable e en e intervalos cerrados [a, b], [a, c] y 
[c, b], entonces 


b e b 
/ FW) dx = [ FO) dx + / FG) dx 


donde a < c < b. 


Para la demostración de este teorema, refiérase al suplemento de esta 
sección. En la hipótesis del teorema a < c < b. Sin embargo, la conclusión 
del teorema es verdadera para cualquier orden de los números a, b y c. Este 
hecho se establece en el teorema siguiente, en cuya demostración se utiliza 
el teorema 4.5.12, 


4.5.13 Teorema 


Si f es integrable en un intervalo cerrado que contiene los tres peros 
a, b y c, entonces 


b e b 
/ $00 dx | f(x) dx + FO) dx (00 )) 


sin importar el orden de a, b y c. 


Demostración Sia, b y c son diferentes, entonces existen seis órdenes - 
posibles de estos tres números: a<b<c,a<c<bb<a<c, 
b<c<a c<a<byc<b< a. El segundo orden, a < c < b, 
corresponde al teorema 4.5.12. Se aplica este teorema a fin de demostrar que 
la ecuación (11) se cumple para los otros órdenes. 

Suponga que a < b < c;eñtonces por el teorema 4.5.12 


b e c ¿ 
| FO dx + ll f) dx >| FO) dx (12) 
a b a 


De la definición 4.5.5, 


Cc b 
/ FO) dx = Sl FO) dx 
b c 


Al sustituir de esta ecuación en (12) se obtiene 


b b c k 
| FW) dx e FU) dx >| FA) dx 
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De donde 


b e b 
| FO) dx -] FO) dx + FO) dx, 


lo cual es el resultado deseado. 

Las demostraciones para los otros cuatro casos son semejantes' y se 
dejan como ejercicios. Refiérase a los ejercicios 43 a 46. 

Otra posibilidad consiste en que dos números sean iguales; por ejem- 
plo, a = c < b. Entonces 


A FO) dx -| FO) dx 


0 (por la definición 4.5.6) 


También, como a = c, 


b b 
| $0) dx >| 0) dx 


Por tanto, 


Cc b b 
/ FO) dx | fodx=0 + fo) dx 


el cual es el resultado deseado. a 


EJERCICIOS 4.5 


En los ejercicios 1 a 6, calcule la suma de Riemann para la 
función en el intervalo utilizando la partición A y los valo- 
res dados de w; Dibuje la gráfica de la función en el intervalo 
dado y muestre los rectángulos cuyas medidas de áreas sean 
los términos en la suma de Riemann. Consulte el ejemplo ilus- 

trativo 1 y la figura 2. 
Lfo=x%0<x<34:x =0,x, = 0.5, x, = 1.25, 
= 3 w = 0.25, w, = 


xy = 2.25, xy l, w = 1,5, 
w = 25 

2 fo =x% 0<x<3 A: xy =0, x, = 0.75, 
X= 1.25,x3 = 2, xy = 2.75, x5 = 3, w, = 0.5, 


w, = 1,w = 1.75, w, = 2.25, ws = 2.75 

3 fa = ix l<sx< 3 Arxp=l x= 
x2 = 2.25, x3 = 2.67, x4 = 3; w, = 1.25, mw, = 2, 
w = 2.5, w, = 2.75 

4. f() = 1/4 +2) -l<x<3,A: xy =-l, x, = -0.25, 
x=0,x3= 0.5, xy = 1.25; xy = 2, xp = 2.25, 
Xx = 2.75, xg = 3 w, = -0.75, w, = 0, w, = 0.25, 
w = 1,w = 15, w = 2,w = 2.5,w = 3 


5. fix) = sen x0<x<Hx3 A: x=0, x, = La, 
x= x= x= ¿Mx =8%0w= 2 
W= 37,W3= ¿EW = TW = ¿2 

6 f0) = 3cos JUTS x S TLA:xq > Mx] = -3%, 
== lax= mx =%w=-2x, 
w, =-3%, w=0, w = 3%, ws = ¿n 


En los ejercicios 7 a 10, aproxime el valor de la integral definida 
en dos formas: (a) utilice una calculadora para obtener con 
cuatro cifras decimales las sumas de Riemann correspon- 
dientes a una partición regular de n subintervalos y w; como 
el extremo izquierdo o derecho (según se indique) de cada 
subintervalo; (b) emplee NINT en la graficadora. Compare 
los resultados. 


5 
7. / e dx;n = 9, w; es el extremo derecho 
2 


4 
8. j aL dx,n = 10, w, es el extremo izquierdo 
zx 


a/a 
9, f secxdx,n = 8, w;es el extremo izquierdo 
113 


a[3 
10. / cscxdx,n = 6, w,es el extremo derecho 
A/6 


En los ejercicios 11 a 28, (a) determine el valor exacto de la 
integral definida interpretándola como la medida del área de 
una región plana. (b) Apoye la respuesta del inciso (a) utilizan- 
do NINT en la graficadora. 


3 3 
11. j (x- Ddx 12. f (x + 2) dx 
1 2 


2 4 
13. / Ja - 2 dx 14. f 416 - x2 dx 
0 -4 


4 4 
15. f xdx 16. / (3 - DÓdx 
-2 0 


2 
f Qx + 5) dx 
-1 


4 2 3 
19. f ¡x] dx 20. f [1 - x| dx 
2 -3 


7 
f (|x - 2] - 3) dx 
-1 


2 
17, f (S - 2x)dx - 18. 
-1 . 


5 
21. / (lx + 3]- 5)dx 22 
0 


8 0 
23, Fo- lx-2|)dx 2. f (3 +|x + 4|)dx 
0 e] 


2 5 
25, / V/2x — x? dx 26. f 45 + 4x-x2 dx 
0 -1 


E Saf2 
27. f cos xdx 28. f senxdx 
a all 


En los ejercicios 29 y 30, aplique el teorema 4.5.9 para de- 
terminar el valor exacto de la integral definida. 


4 -10 
(b) f 7dx (c) f dx 
3 5 


-1 2 3 
30. w [ 6dx (b) f 3 dx (0 / dx 
5, -2 3 


5 
29. of 4 dx 
2 


En los ejercicios 31 a 42, (a) aproxime el valor de la integral 
definida mediante NINT en la graficadora. (b) Confirme la 
respuesta del inciso (a) calculando el valor exacto de la integral 
definida. Utilice los siguientes resultados: 
ñ 
/ senxdx = 2 
0 


2 2 
[taa f sar=3 
-1 1 
ed Tr 
/ cosxdx = 0 [ sen?x dx = qn 
o o 


2 2 
31. f Qx? - 4x + 5)dx 32. f (8 - x% dx 
pa -1 


1 
2 2 
33. f Q-5x+ E) dx 34, f (3x? — 4x - 1)dx 
-1 -1 
-1 2 
35, / Qx + 1)?dx 36. f (512 + Lx- 1) dx 
2 a 3 2 
2 -] 
37. f (x - DQx + 3) dx 38, / 3x(x — 4) dx 
-l 2 


Tr 
39. / (Qsenx + 3cosx + 1) dx 
0 
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Tr Tr 
40. / 3 cos? x dx 41. / (cosx + 4) dx 
o o 


0 
42. j (senx — 2Y dx 
r 

En los ejercicios 43 a 48, use el teorema 4.5.12 para demos- 
trar que el teorema 4.5.13 es válido para los distintos órdenes 
de a, b y c. 

4. b<a<c Moc<a<b 
4. b<c<a 46. c<b<a 


V.a=b<c 48. a<c=b 


A 2 
49. Exprese como una integral definida: lím Y ge. 
nR>+0 i=1 n 


Sugerencia: considere la función f para la cual f(x) = x?. 


rn 
50. Exprese como una integral definida: lim y l +. 
n>+o ¿A +1 


Sugerencia: considere la función f para la cual 


fx) = - en [1, 2]. 

n 

51. Exprese como una integral definida: a 2 En 
Sugerencia: considere la función f para la cual 


fo = L en [1, 2]. 
Xx 


52. Demuestre que si fes continua en [-1, 2], entonces . 


2 0 1 a 
f FO dx ./ Fo dx +/ Fodx + | fodx=0 
A 2 0 1 


53. Demuestre que si fes continua en [—3, 4], entonces 


A 3 4 3 
/ Fo0)dx +f fOdx +f FfOddx .f foddx =0 
3 4 -3 -1 


54. Demuestre el teorema 4.5.8. 
55. Demuestre el teorema 4.5.9 sia > b. 


56. Suponga que fes integrable en el intervalo cerrado [-r, r], 
demuestre que: . 
(a) si f es una función par, entonces Fl, FO) dx = 


20 400) dx; 
(b) si fes una función impar, entonces MA F0) dx =0. 


57. Suponga que la función fes continua en el intervalo cerrado 
[a, b]. ¿En qué condiciones el valor de la integral definida 
de f en [a, b], es igual al área de una región plana que in- 
cluya la gráfica de f en [a, b] como un límite? Explique 
cuándo el valor de la integral definida no es igual a la me- 
dida del área de dicha región plana. 
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4.6 TEOREMA DEL VALOR MEDIO PARA INTEGRALES 


FIGURA 1 


En esta sección se continúa el estudio de propiedades de la integral definida. El 
teorema clave de la sección es el teorema del valor medio para integrales, 
el cual juega un papel importante en la demostración del primer teorema 
fundamental del Cálculo en la siguiente sección. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Ena figura 1, 6) > 200) > 
O para toda x en [a, b]. La integral definida f FG) dx proporciona la medida 
del área de la región limitada por la gráfica de f, el eje x y las rectas x = a 
y x = b, mientras que ñ £(x) dx da la medida del área de la región limitada 
por la gráfica de g y las mismas rectas. En la figura se observa que la primera 
área es mayor que la segunda. Este hecho ofrece una interpretación geomé- 
trica del teorema siguiente cuando f(x) y g(x) son no negativas en [a, b]. 4 


4.6.1 Teorema 


Si las funciones f y g son integrables en el intervalo cerrado (a, b], 
y sifí(x) => g(x) para toda x en [a, b], entonces 


b "b 
FO) dx > | 200 dx 


a 


Demostración Como f y g son integrables en [a, b], entonces, por el 
teorema 4.5.11, con el signo menos en lugar del signo más, 


b b b 
FA dx - | 800) dx = | [f00 — 260] dx 
a a a 


Sea h la función definida por 


E) 


Entonces h(x) > O para toda x en [a, b] ya que f(x) > g(x) para toda x en [a, b]. 
Se desea demostrar que /? h(x) dx > 0. Como 


b 
| roas- lim Y h(w) Ag 


llall=o ¿1 
suponga que 
n 
(a hAw)A¡x=L<0 (1 
Entonces, por la definición 4.5.1, para € = —L, existe una 0 > O tal que 
ñ 
[Al] < 8 entonces | Y h(w;) Ajx — L| <-=L (2) 
¿=1 
Pero como 
, - 
Y h(w;) Ajx- L< Y Aj =L 
i=1 
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de (2) se tiene 


rn 
si Al] < 8 entonces y Hw)Ajx- L<-L 
¡=1 


R 
“e si llAl] < 3 entonces y hkw)JAjyx <0 


Pero este enunciado es imposible, porque cada A(w;) es no negativo y cada 
A¡x > 0; de modo que se tiene una contradicción a la suposición (1). Por 
tanto (1) es falsa, y 


n 


lim h(w)Aj¡x > 0 
1 


llali=o ¿2 
b 
[ AGO dx 


Como hk(x) = f(x) — gGr),'se tiene 


WV 
o 


b 
j LF) — g)] dx > 0 
b b 
| fa) dx -| g£00) dx > 0 
b b 
[ FO) dx =| 8(x) dx n 


'> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 — En la figura 2, f(x) > 0 
para toda x en [a, b], y m y M son, respectivamente, los valores mínimo ab- 
soluto y máximo absoluto de f en [a, b]. La integral Ja FG) dx proporcio- 
na la medida del área de la región limitada por la curva y = f(x), el eje x y 
las rectas x = a y x = b, Esta área es mayor que la del rectángulo cuyas 
dimensiones son m y b — a, y es menor que el área del rectángulo cuyas di- 
mensiones son M y b — a. De esta manera, se tiene una interpretación geomé- 
trica del siguiente teorema si f(x) => 0 para toda x en [a, b]. 


4.6.2 Teorema 


Suponga que la función f es continua en el intervalo cerrado [a, b]. 
Si m y M son, respectivamente, los valores de función mínimo absolu- 
to y máximo absoluto de Fen [a, b] de modo que 


m<foOsM para todaa <x < b 
entonces 


b 
mo) = | f(0) dx < Mb - a) 
a 


Demostración Como fes continua en [a, b], el teorema del valor extre- 
mo garantiza la existencia de m y M. 
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Por el teorema 4.5.9, 


b 
| mdx = míb - a) (€) 


b 
j Mdx = M(b - a) (4) 
a 
Debido a que f es continua en [a, b], del teorema 4.5.3 se deduce que Fes in- 


tegrable en [a, b]. Entonces, como f(x) > m para toda x en [a, b], se tiene, 
por el teorema 4.6.1, 


b b 
| FO) dx >| mdx 
a a 
de donde, al sustituir de (3), se obtiene 
b 
| FG) dx > m(b — a) (5) 
a 


De manera semejante, como M => f(x) para toda x en [a, b], del teorema 
4.6.1 se deduce que 


b b 
! Mdx =| SO) dx 
a a 
de donde, al sustituir de (4), se tiene 
b 
Mb - az | FO) dx 
a 
Si se combina esta desigualdad con (5) se obtiene 


b 
m(b — a) s| f0) dx < M(b — a) n 


» EJEMPLO 1 Aplique el teorema 4.6.2 para determinar un 
intervalo cerrado que contenga el valor de f, (x3 - 6x2 + 9x + 1) dx. 
Utilice los resultados del ejemplo 1 de la sección 3.4. 


Solución Sea 
fO0=x-62+9x+ 1 


Entonces del ejemplo 1 de la sección 3.4, ftiene un valor mínimo relativo de 
lenx = 3 y un valor máximo relativo de 5enx = 1. Al calcular los valores 
de la función en los extremos del intervalo (0.5, 4], se obtiene f(0.5) = 4.125 
y f(4) = 5. Por tanto, el valor mínimo absoluto de fen [0.5, 4] es 1, y el valor 
máximo absoluto es 5. Conm = ly M = 5enel teorema 4.6.2, se tiene 
4 
1(4 — 0.5) < l (13 —- 612 + 9x + 1) dx < 54 — 0.5) 
0,5 
E - 
3,5 | (3 — 62 + 9x + l)dx < 17,5 
0.5 


FIGURA 3 
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En consecuencia, el intervalo cerrado [3.5, 17,5] contiene el valor de la in- 
tegral definida. 4 


En el ejemplo ilustrativo 4 de la sección 4.7, se mostró que el valor 


exacto de la integral definida del ejemplo anterior es £? = 10.61. 


» EJEMPLO 2 Aplique el teorema 4.6.2 para determinar un 
intervalo cerrado que contenga el valor de (e 4 V/sen x dx. Apoye la respuesta 


utilizando NINT en la graficadora. 
Solución Si FG) = Vsen x, entonces 


COS X 


fo = 2/sen x 


Para x en [47, 32), f(x) = O cuando x = ¿x. Como f(x) > 0 cuan- 
do lx<x< hm yf() < 0 cuando 31 <x< ¿1, se concluye que f 
tiene un valor mínimo relativo en ¿1 y f(3x) = 1. Además, 
Kim = 12 1/12 = 0841, y (3) = 0.841. Así, en [lm, 37] el valor 
mínimo absoluto de fes 0.841 y el valor máximo absoluto es 1. De esta ma- 
nera, con m = 0.841 y M = l en el teorema 4.6.2 


311/4 Ñ 
0.841 [31 - 1] < senx dx < [3x2 - 31] 

214 

314 

0,4207 < ysen x dx < 0.57 
reja 
3714 
1.32 < vV/sen x dx 1.57 
xj4 


Por tanto, el valor de la integral definida está en el intervalo cerrado 
[1.32, 1.57]. 
En la graficadora se tiene 


NINT(/sen x, 15/4, 370/4) = 1.48861 
lo cual apoya la respuesta. Ñ d 


Ahora está preparado para estudiar el teorema del valor medio para 
integrales. Se inicia con un ejemplo ilustrativo que ofrece una interpretación 
geométrica del teorema. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 — Considere f(x) > 0 para 
todos los valores de x en [a, b]. Entonces de FG) dx proporciona el área de 
la región limitada por la curva cuya ecuación es y = f(x), el eje x y las rectas 
x= ayx= b. Consulte la figura 3. El teorema del valor medio para inte- 
grales afirma que existe un número c en [a, b] tal que el área del rectángulo 
AEFB de altura f(c) unidades y ancho (b — a) unidades es igual al área de la 
región ADCB. 4 
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4.6.3 Teorema del valor medio para integrales 


Si la función f es continua en el intervalo cerrado [a, b], entonces existe 
un número c en (a, b] tal-que 


b 
| f(x) dx = fícXb - a) 


Demostración Como f es continua en [a, b], por el teorema del valor 
extremo, f tiene un valor máximo relativo y un valor mínimo relativo en [a, b). 
Sea m el valor mínimo relativo que ocurre enx = Xy. Así, 


FAm) =m aSxmSsb (6) 
Sea M el valor máximo relativo que ocurre en x = xy. Entonces 

fan) =M asxy<sb (7) 
Por tanto, 

m < f(x) < M- para todo x en [a, b] 


Por el teorema 4.6.2 
b 
mí(b — a) <| FO) dx < M(b — a) 
a 


Al dividir entre b — a y observando que b - a es positivo, puesto que 
b > a, se obtiene 


b 
[sa 
m< “———— <M 


b=a a” 


Pero de (6) y (7), m = f(x%m) y M = f(xu); por lo que se tiene 


De esta última desigualdad y del teorema del valor intermedio existe un 
número c en un intervalo cerrado que contiene a x,, y xp tal que 


b 
FO) dx 
10 == 
b 
e | ma =106-0 as<sc<b n 


El valor de c en el teorema del valor medio para integrales no es nece- 
sariamente único. El teorema no proporciona un método para obtener c, pero 
afirma que un valor de c existe, y este hécho se utiliza para demostrar otros 
teoremas. En algunos casos particulares se puede determinar el valor de c ga- 
rantizado por el teorema, como se muestra en el ejemplo siguiente. 
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» EJEMPLO 3 Si f(x) = x?, determine el valor de c con aproxi- 


mación de centésimos tal que 
3 
j FO) dx = (03 - D 
1 


Aproxime el valor de la integral definida empleando NINT en la graficadora. 
Solución Se calcula 

NINT(x?, 1, 3) = 8.667 
Por tanto, se desea obtener c tal que 


f(CX2) = 8.667 


esto es, 
e? = 4,333 
c = +2.08 


Se rechaza —2.08 porque no está en el intervalo [ 1, 3], y se tiene 
El 
/ FO) dx = fQ.0813 - 1) 4 
1 


El valor f(c) dado por el teorema del valor medio para integrales se 
denomina valor promedio (o valor medio) de f en el intervalo [a, b]. Es una 
generalización de la media aritmética de un conjunto finito de números. Es 
decir, si (f(x1), f(x2), ..., F(rr)) es un conjunto de n números, entonces la 
media aritmética de estos números está dada por 


Y fx) 
21 
n 


Para generalizar esta definición, considere una partición regular del interva- 
lo cerrado [a, b], el cual se divide en n subintervalos de longitúd igual a 
Ax = (b — a)[n. Sea w; cualquier número del ¡-ésimo subintervalo. Conside- 
re la suma: 


Y 10) (8) 
i=1 


n 


Este cociente corresponde a la media aritmética de n números. Como 
Ax = (b — a)[n se tiene 


b-a 
Ax 


(9) 


n= 


Si se sustituye de (9) en (8) se obtiene 


Y fo) Y f0w)Ax : 
d=1 


b-a ba 


358 CAPÍTULO 4 INTEGRAL DEFINIDA E INTEGRACIÓN: 
Al tomar el límite cuando n —> +00 (o Ax —> 0) se tiene, si el límite existe, 
n 


b 
f(w;) Ax , FO) dx 
i=1 po a 


n>+0 ba ba Ñ 


Este resultado conduce a la siguiente definición. 


4.6.4 Definición del valor promedio de una función 


Si la función f es integrable en el intervalo cerrado [a, b], entonces el 
valor promedio de fen [a, b] es : 


b 
| Fx) dx 
b-a 


» EJEMPLO 4 si f(x) = x?, determine el valor promedio de f 


en el intervalo [1, 3] e interprete geométricamente el resultado. 


Solución Enel ejemplo 3, se obtuvo NINT(x?, 1, 3) = 8.667. Utilizan- 
do este número como el valor de la integral definida, se tiene 


3 
J x?2 dx = 8.667 
1 


y 
? De modo que si V.P. es el valor promedio de fen [1, 3], entonces 
ib D 
_ 8.667 
v.P. = 3-1 
l = 4.33 
En el ejemplo 3, se obtuvo para esta función 
3 T 208,433) 
e 


lá f(2.08) = 4.33 


Por tanto, el valor promedio de f ocurre en x = 2.08. La figura 4 muestra la 
gráfica de f en [1, 3] y el segmento de recta desde el punto E(2.08, 0) en el 
eje x, hasta el punto F(2.08, 4.33) de la gráfica de f. El área del rectángulo 
AGHB, que tiene altura 4.33 y ancho 2, es igual al área de la región ACDB. 
En consecuencia, el área de la región sombreada CGF es igual al área de la 


la GEB región sombreada FDH. 4 
y e 
0 A 
(2.08, 0) 
0 Una aplicación del valor promedio de una función se presenta en física 


e ingeniería en relación al concepto de centro de masa, discutido en el 
FIGURA 4 capítulo 6. 
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EJERCICIOS 4.6 


En los ejercicios 1 a 4, aplique el teorema 4.6.1 para deter- 
minar cuál de los símbolos > o < se debe insertar en el es- 
pacio en blanco para tener una desigualdad correcta. Apoye 
su respuesta utilizando NINT en la graficadora. 


3 3 

L f Qx? — 4) dx f (? — 6) dx 
-1 -1 
5 5 

y Y6 — x dx Pza 
4 4 
Sr/4 Saja 

3. j sen? x dx / cos? x dx 
Jaja 3nj4 


aja ajá 
4. j cos xdx f sen x dx 
0 0 


En los ejercicios 5 a 20, aplique el teorema 4.6.2 para deter- 
minar un intervalo cerrado que contenga el valor de la integral 
definida. Apoye la respuesta empleando NINT en la grafi- 


cadora. 
0.5 ñ 

5, j dx 6. f x dx 
0 -0.5 
1 1 

7. f VZ + xdx j (x + DW dx 
= -2 
[3 2a/3 

9, f senx dx 10. j cos x dx 
aj6 -af3 
3 2 

11. j [x — 2] dx 12. f Ax? +5 de 
L5 1 


Ls 1,5 
13. j (412) dx 14, j (x - 3495) dx 
—0.5 0 


2 2.5 
15, j xV5-x? dx 16. j x/3=x dx 
1 1.5 


1 1 
17. X— dx 18. 143 dy 
y + 2 0 3 
2 
19. / (4 cos? x — 9cos x) dx 
al3 
T/6 
20. f sen? x dx 
1/6 


En los ejercicios 21 a 32, calcule con aproximación de centé- 
simos el valor de c que satisfaga el teorema del valor medio 
para integrales. Para el valor de la integral definida, utilice 


NINT en la graficadora. 
4 
22. f 1? dx 
2 


2 
21. / x2 dx 
0 


2 
23, j x> dx 24. 
1 


5 
/ (7 — 1) dx 
0 


a 
a a + 4x + 5)dx 2%. | (2 + x- 6)dx 
0 


1 
27. f (A + 1)dx 28. f ua 
2 
3 
» j 7— dx w. | — de 
2 4-3 a x+5 
aj4 Sa/6 
31. tan xdx 32. f cotx dx 
al6 21113 


En los ejercicios 33 a 40, aplique el teorema del valor medio 
para integrales para probar la desigualdad. 


2 3 
| S—dx<! su | —— dx 
0 +4 314 +6 


x/6 
35. f cos10dx < E 
3 

-A/6 


, 1 
31.05) llas<l 
2 A+1 3 


<l 


r 
36. J sen Vx dx< zx 
0 


lA 
N 


2 
39. 0 sf sen A Tx dx 
0 


1/2 
40. 0< f cosaxdx < 1 
-112 


41. Dado que B xdx = 12, calcule el valor promedio de la 
función identidad en el intervalo [-1, 2]. También deter- 
mine el valor de x en el que se obtiene el valor promedio. 
Describa la interpretación geométrica de los resultados. 


42. Obtenga el valor promedio de la función f definida por 
$00) = x? en el intervalo [-1, 2] dado que E x2 dx = 3. 
También determine el valor de x en el cual ocurre el valor 


promedio. Describa la interpretación geométrica de los 
resultados. 


43. Dado que sen E x dx = 2, calcule el valor promedio de 
la función seno en el intervalo [0, 1]. También determine el 
menor valor de x en el que se obtiene el valor promedio. 


Describa la interpretación geométrica de los resultados. 
44. Obtenga el yalor promedio de la función f definida por 

f(x) = sec? x en el intervalo [0, rd dado que 

[2 sec? x dx = 1.”También determine el valor de x en el 


que ocurre el valor promedio. Describa la interpretación - 
geométrica de los resultados. 
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45. 


47. 


48. 


49. 


50. 


51. 


Suponga que se deja caer una pelota y después de t se- 
gundos su velocidad es v pies por segundo. Sin considerar 
la resistencia del aire, exprese v en términos de t£ como 
v = f(t), y calcule el valor promedio de f en [0, 2]. Suge- 
rencia: calcule el valor de la integral definida interpre- 
tándolo como el valor del área de una región limitada por 
un triángulo, 


. Determine el valor promedio de la función f definida por 


fl) = 449 — x? en el intervalo [0, 7]. Dibuje una fi- 
gura. Sugerencia: calcule el valor de la integral definida 
interpretándolo como el valor del área de una región li- 
mitada por un cuarto de circunferencia y los ejes coor- 
denados. 


Determine el valor promedio de la función f definida por 


fa = y16 - x? enel intervalo [-4, 4]. Dibuje una fi- 
gura. Sugerencia: calcule el valor de la integral definida 
interpretándolo como el valor del área de una región limi- 
tada por una semicircunferencia. : 


Suponga que f es integrable en [-4, 7]. Si el valor pro- 
medio de f en el intervalo [-4, 7] es 4.25, calcule 
7, fo ax. 

Demuestre que la xdx> E x? dx y que la xdx< 
j : x? dx, No evalúe las integrales definidas. 


Si fes continua en [a, b], demuestre que 


b 
j FW) dx 


Sugerencia: — fo < fa) < |f00|. 


b 
s/ |Lf00| dx 


Si fes continua en [a, b] y MS) dx = 0, demuestre que 
existe al menos un número c en fa, b] tal que f(c) = 0. 


52 


53, 


+. El teorema siguiente es una generalización del teorema del 
valor medio para integrales: Si f y g son dos funciones 
continuas en el intervalo cerrado [a, b] y si g(x) > O para 
toda x del intervalo abierto (a, b), entonces existe un nú- 
mero c en [a, b] tal que 


b b e 
ll FOOL) dx = 10 | 200) dx 


Demuestre este teorema mediante un método semejante al 
empleado en la demostración del teorema 4.6.3: obtenga 
la desigualdad m < f(x) < M y después concluya que 
mg) < fOJeGo < Mg(x); aplique el teorema 4.6.1 y 
proceda como en la demostración del teorema 4.6.3. 

Demuestre que cuando g(x) = 1, el teorema del ejerci- 


cio 52 se convierte en el teorema del valor medio para 
integrales. 


En los ejercicios 54 a 58, utilice el teorema del ejercicio 52 


pa 


54, 


55 


57. 


58. 


ra comprobar la desigualdad. 
4 4 
/ < 1 xdx 
0 0 
li dr p 1 
uv? +4 —1 
US T 
| xsenxdx < | xdx 
0 0 


Y y. 
j sen? mx cos mxdx < j cos Tx dx 
-1/2 -1/2 


1 1 
| E25z ams | sax 
o x*+1 o 


xdx 
+2 


dx 
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Ahora que posee los elementos necesarios, en esta sección se establecerán y 
demostrarán los dos teoremas fundamentales del Cálculo, los cuales son la 
conexión entre el Cálculo Diferencial y el Cálculo Integral. 

Históricamente, los conceptos básicos de la integral definida fueron utili- 
zados por los antiguos griegos, principalmente Arquímedes (287-212 a.C.), 
hace más de 2 000 años. Eso ocurrió muchos años antes de que fuese descu- 
bierto el Cálculo Diferencial en el siglo XVII cuando Newton y Leibniz, casi 
al mismo tiempo pero trabajando en forma independiente, mostraron cómo 
determinar el área de una región limitada por una curva o un conjunto de cur- 
vas aplicando la antiderivación para evaluar una integral definida. Este 
procedimiento condujo a los destacados teoremas fundamentales del Cálculo. 
Se inicia el estudio de estos teoremas considerando integrales definidas que 
tienen una variable como límite superior. 

Sea f una función continua en el iñtervalo cerrado [a, b]. Entonces el 
valor de la integral definida Ja FGD dx depende sólo de f y de los números a y b, 
y no del símbolo x, utilizado aquí como la variable independiente. Se pudo 
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haber empleado cualquier otro símbolo en lugar de x; por ejemplo, del resul- 
tado del ejemplo ilustrativo 2 de la sección 4.5 


3 3 3 
[razo [ao [na=o 
0 0 0 


Ahora considere que el símbolo x representa un número del intervalo 
cerrado [a, b]. Entonces, como f es continua en [a, b], es continua en [a, x]. 
En consecuencia, por el teorema 4.5.3, Js F(0 dí existe. Además, esta in- 
tegral definida es un número único cuyo valor depende de x. Por tanto, 
E F(0) dt define una función F que tiene como dominio al intervalo [a, b] y 
cuyo valor de función en cualquier número x de [a, b] está dado por 


Fo) = ll $0 dt 0d) 


Como observación acerca de la notación, si los límites de una integral 
definida son variables, entonces se utilizan símbolos diferentes para dichos 


límites y la variable independiente del integrando. En consecuencia, en (1), 
como x es el límite superior, se emplea la letra £ como la variable indepen- 
FIGURA 1 diente del integrando. 

Si, en (1), f(£) => 0 para todos los valores de £ en [a, b], entonces el valor 
de función F(x) puede interpretarse geométricamente como la medida del 
área de la región R limitada por la curva cuya ecuación es y = f(£) el eje t y 
las rectas £ = a y t = x. Consulte la figura 1. Observe que F(a) = le FO dt, 
lo cual, por la definición 4.5.6, es igual a 0. En el ejemplo ilustrativo siguien- 
te se muestra como avance la importancia del primer teorema fundamental 
del Cálculo al aplicar esta interpretación geométrica en un caso particular. 


l> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 sea 


x 
t 
F(x) - | ? dt 
0 
y=0P a , : a 

La figura 2 muestra la región cuyos límites son: por arriba, la gráfica de 
FIGURA 2 y = £; por abajo, el eje £; y por los lados, el eje y y la recta £ = x. Como la 

medida del área de esta región es F(x), puede determinarse F(x) calculando 
y el área como el límite de una suma de Riemann. 
4 l=x Se toma una partición regular del intervalo [0, x] y se elige w; como el 

extremo derecho del ¿-ésimo subintervalo. Por tanto, se están empleando 

rectángulos circunscritos como se muestra en la figura 3. 

n 
Fo = l ¡ 
(= lim 2 F(w;) At 
Comof() = 1? y w = At, 
! did 2 
— = oí : ; 
a E) = lím 2, [12 (A1)?] As 
y=P 


n 
= lim Y 2 (40? 
FIGURA 3 no 2] 
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. 


Ahora se sustituye At por x[n: 


; n 3 
E » y 2|x 
FO), mn z (2) 


n>+00 y 11 
O = ¿n(n + DQn +1) 
n>+= y 6 


=x? lím 
n>+0 6n3 
2 + 
=xx3 8 n 
Os E 
ota 
3 


Como F(x) = aa, Fo) = x?, esto es, 


x 
. e | P dt = y? 
» , X 0 
Se ha mostrado entonces que, en este caso particular, cuando f() = 1? y 
a=0 


dede Ñ 
Pr [ FO dt = f0) 


la cual es la ecuación crucial del enunciado del primer teorema fundamental 
del Cálculo. 4 


Ahora se establecerá y demostrará el primer teorema fundamental del 
Cálculo, que proporciona la derivada de una función considerada como una 
integral definida que tiene un límite superior variable. 


4.7.1 Primer teorema fundamental del Cálculo 


Sea f una función continua en el intervalo cerrado (a, b] y sea x cual- 
quier número de (a, b]. Si Fes la función definida por 


Fx) = [ fOdr 
z a ] 
FG) = 40) (o) 
x , : 
. Z f SO de = 50) (3) 


(Si x = a, la derivada en (2) puede ser una derivada por la derecha, y 
si x = b, puede ser una derivada por la izquierda.) 
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"Demostración Considere dos números x, y xy + Axen [a, b]. Entonces 


a 


FG) = | ON No se requiere e 
> Uso del Subruc x 
, basta trab com A. 


x +Ax 


F(x, + Ax) -| FO dt 


a 
de modo que 


x + Ax 


F(x1 + Ax) — Fa) -| Fw) di =| FO di (4) 


a 


Por el teorema 4.5.13, y A keor 4.55, divectoamaete_ 


Xx; x¡+Ax Xx + Ax ano. a 
| FO di + / FO dt = ¡ FO di 


1 


entonces 


Xx + Ax Xx x + Ax 
/ FO dt -| FO dt -| FO dt 
a a XxX 


1 
Al sustituir de esta ecuación en (4) se tiene 


x¡ + Ax 


F(x + Ax) — Fx) Si) FO dt (5) 


Xx; 


Por el teorema del valor medio para integrales, existe algún número c 
en el intervalo cerrado limitado por x; y x, + Ax tal que 


x + Ax 
| FO dt = f(c) Ax 


1 


De esta ecuación y (5) se obtiene 
Fx + Ax) — F(xi) = fic) Ax 


F(x, + Ax) — F(xi) 


e = f(c) 


Al tomar el límite cuando Áx se aproxima a 0 se tiene 


lím F(xj + Ax) =S F(xp 


Ax>0 Ax - hen 0 Ho) (6) 


El miembro izquierdo de (6) es F(x,). Para determinar im, F(c), recuerde 
> 
que c está en el intervalo cerrado limitado por x, y x; + Ax, y como 


lim x= x lim (x, + Ax) = x 
AX=>0 1 1 Y ES l ) l 


se deduce del teorema de estricción (1.10.1) que úm c = x¡. Así, se tiene 
> 
lím f(c) = lím f(c). Debido a que fes continua en xj, lim f(c) = f(x1); 
Ax>0 cx - cx 


por lo que mo, Fc) = f(x1), y de (6) se obtiene 
Fay = fa) (mM 
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[=6, 6] por [-1, 7] 
fo) =P 


FIGURA 4 


|-6, 6] por 1, 7] 
NDER (NINT(?, 0, x), x) 


FIGURA 5 


Si la función f no está definida para valores de x menores que a pero 
es continua por la derecha en a, entonces en el argumento anterior, six; = a 
en (6), Ax debe aproximarse a O por la derecha. Por tanto, el miembro iz- 
quierdo de (7) será F" , (x¡). De manera semejante, si f no está definida para 
valores de x mayores que b pero es continua por la izquierda en b, entonces si 
x¡ = ben (6), Ax debe aproximarse a O por la izquierda. En consecuencia, 
se tiene F'_ (x,) en el miembro izquierdo de (7). 

Como xy es cualquier número de [a, b], la ecuación (7) establece lo que 
se deseaba. ¡ n 


Recuerde que el primer teorema fundamental del Cálculo afirma que 
la integral definida E F(0) dt con límite superior x es una antiderivada de 
f'si fes continua. Este hecho se muestra gráficamente en el ejemplo ilustra- 
tivo siguiente para la función del ejemplo ilustrativo 1. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 La figura 4 muestra la gráfica 
de f del ejemplo ilustrativo 1, definida por f(x) = x2, trazada en el rectán- 
gulo de inspección de [-6, 6] por [-1, 7]. La figura 5 presenta la gráfica de 
NDER(NINT(2?, 0, x), x) trazada en el mismo rectángulo de inspección. 
Estas gráficas parecen idénticas, lo cual apoya el hecho de que 1 P dies 
una antiderivada de f. 


> EJEMPLO 1 Calcule las derivadas siguientes: 
3 O! ado 
(a) f PESETAS Té (b) ¿/ cos £ dt 


dx 
Solución 
(a) De (3) con f(t) = PC q+ se tiene 
e El 
dx), 4+1 +1 


(b) Con u = x? en la regla de la cadena se obtiene 


e u 
ze cos t dt = LA Cos t di - du 
dx 5 du 3 dx 


De (3) con f(t) = cos t y como se = 2x, se tiene 


e 
| cos t dit = cos u(2x) 
3 


= 2x cos 1? 4 


Ahora se aplicará el primer teorema fundamental del Cálculo para de- 
mostrar el segundo teorema fundamental del Cálculo. 


4.7.2 Segundo teorema fundamental del Cálculo 


Sea f una función continua en el intervalo cerrado [a, b] y sea g una 
función tal que F 
80 =f0)  . ee. (8) 
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para toda x en [a, b]. Entonces 
b sy 
[ FO di = g(b) - gla) 
a 


(Six = a, la derivada en (8) puede ser una derivada por la derecha, y 
six = b, la derivada en (3) puede ser una derivada por la izquierda.) 


Demostración Si fes continua en todos los números de [a, b], se sabe, 
por el primer teorema fundamental del Cálculo, que la integral definida 
Ja F(0) dt, con límite superior variable x, define una función F cuya deri- 
vada en [a, b] es f. Como por hipótesis gx) = f(x), se deduce, por el teore- 
ma 4.1.2, que 


Ea) -| f0di + k 


donde k es alguna constante. Al considerar x = b y x = a, sucesivamente, 
en esta ecuación se obtiene 


b 
2(b) -| fodt+k (9) 
y 
a A 
g(a) -| fOdt+k (10) 
De (9) y (10), 


b a 
g(b) — g(a) -| FO dt -| FO di 
a a 


Pero por la definición 4.5.6, ELO) dt = 0; por lo que 
b 
g(b) — gía) -| FO dt 
a 


que es lo que se deseaba demostrar. 

Si f no está definida para valores de x mayores que b pero es continua por 
la izquierda en b, entonces la derivada en (8) es una derivada por la izquierda, y 
se tiene g'(b) = F'_(b), de donde se deduce (9). En forma similar, si f no 
está definida para valores de x menores que a pero es continua por la derecha 
en a, entonces la derivada en (8) es una derivada por la derecha, y se tiene 
g',(a) = F',(a), de donde se concluye (10). ] 


Ahora se puede obtener el valor exacto de una integral definida apli- 
cando el segundo teorema fundamental del Cálculo. En el cálculo se denota 


b 
[g(b) — g(a)] por e0)] 


a 
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> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 Evalúe 


2 
j x% dx 
1 


Como una antiderivada de x% es x5/5, por el segundo teorema fundamental 
del Cálculo se tiene 


2 2 
5 
/ x% dx = 2] 
1 5) 


4 


Debido a la relación entre integrales definidas y derivadas, se utiliza el 
símbolo integral f en la notación | f(x) dx para una antiderivada. Haga caso 
omiso de la terminología de antiderivadas y de antiderivación y comience a 
llamar a | f(x) dx integral indefinida. El proceso de evaluación de una in- 
tegral indefinida o una integral definida se denomina integración. 

La diferencia entre una integral indefinida y una integral definida debe 
enfatizarse. La integral indefinida | f(x) dx representa a todas las funciones 
cuya derivada es f(x). Sin embargo, la integral definida 16 FO) dx es un 
número cuyo valor depende de la función f y de los números a y b, y está de- 
finido como el límite de una suma de Riemann. La definición de la integral 
definida no hace referencia a la diferenciación. 

La integral indefinida implica una constante arbitraria; por ejemplo 


A 
J x*dx = 5 +C 
Esta constante arbitraria C recibe el nombre de constante de integración. En 
la aplicación del segundo teorema fundamental para evaluar una integral de- 
finida, no fue necesario incluir la constante arbitraria C en la expresión para 
g(x) porque el teorema permite elegir cualquier antiderivada, incluyendo 
aquella en la que € = 0, 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 Dela propiedad aditiva de 


las integrales definidas, establecida en el teorema 4.5.11 y el segundo teore- 
ma fundamental, se tiene 


dá j 
/ (1? - 6 + 9x + D)dx 
1/2 


4 4 4 4 
-/ va o| | sax] dx 
12 1/2 1/2 12 


4 

4 3 2 
9 E a] 
4 1/2 


= (64 - 128 +72 +4 -(L-l1+2+1) 
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En el ejemplo 1 de la sección 4.6, se mostró que el valor de esta integral 
definida está en el intervalo [3.5, 17.5], lo que está de acuerdo con el resul- 
tado obtenido en el ejemplo ya que P = 10.61, 


Los ejemplos siguientes muestran la aplicación del segundo teorema 
fundamental. Por supuesto, las respuestas pueden apoyarse empleando NINT 
en la graficadora. 


DP — EJEMPLO 2 Evalúe 


1 
[ («43 + 4x103) dx 
=1 


Solución 
1 1 
[ (4 + 4188) dx = 108 + 4> 2 
-1 
| RN ES 
= 43-43) 
ao 4 


D- EJEMPLO 3 Evalúe 


2 
[ 21? Vx? + 1dx 
0 


Solución 


4 


2 
[ 2x2? Vx? + 1dx 
0 


o) 2 
a 4x3 + 1(G1?dx) 
3 0 


2 
EZ cl 
o ; 


3 E A 
= 18 + 19 - 30 + 19% 

= 107-1) 

= 104 4 


9 


DP EJEMPLO 4 Evalúe 


3 
[ xl +xdx 
0 
Solución Para evaluar la integral indefinid- fx /1+xdx se 
considera 


u= VJl+x d=zl+x x=8u-1 dx = 2u du 


369 CAPÍTULO 4 INTEGRAL DEFINIDA E INTEGRACIÓN 


Al sustituir se tiene 


f> vV1 + x dx fu - DuQu du) 


2 j (ué — yu?) du 


uy - 210 +C 
(1 + 932-2149 + C 


in win 


Por tanto, la integral definida es 


3 3 
[ xT+xdx= 2(1+ 02-214 yn] 
0 0 


= 2_ 32 sN 3 
= 2(42 - 2498 - 219% + 2191 


5 
O A: 
5 3 5 +3 
= 1s 
= U 4 


Otro método para evaluar la integral definida del ejemplo 4 consiste en 
considerar la fórmula que se deduce del segundo teorema fundamental y de la 
regla de la cadena para la antiderivación (4.2.1). De estos teoremas, si F es 
una antiderivada de f, 


b 


b 
| Fe0dg'() dx Ft) 
a 


a 


b 
> fl FKebdg 0) dx = F(g(b)) — Fig(a)) 
a 


Así 
b g(b) 
| Fede (dx = Ft] 
a g(a) 
b g(b) 
e J Fe dx = fu) du (1) 
a gía) 


Con el objeto de aplicar (11), cambie las variables de la integral dada conside- 
rando u = g(x). Entonces du = g'(x) dx. Después, cambie los límites a y b, 
relativos a x, por los límites relativos a u, los cuales son g(a) y g(b). 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 5 — Para evaluar la integral del 
ejemplo 4, sea u = /1+x,x = u2-— 1 y dí = 2u du. Además, cuando 
x =0,u = 1, y cuando x = 3, 4 = 2, De modo que, de (11) se tiene 


3 2 
Borra 2 | (u* — uy?) du 
0 1 


2 


4.7 TEOREMAS FUNDAMENTALES DEL CÁLCULO 369 


PD EJEMPLO 5 Evalúe 


m2 
[ sen3 x cos x dx 
0 
Solución Sean 


u = senx y du = cos xdx 


Cuando x = 0,u = 0; cuando x = ¿Tu = 1. Por tanto, 


al2 | 
[ sen? x cos x dx - | 1? du 
0 0 


PD EJEMPLO 6 Evalúe 


4 
[ lx + 2| dx 
3 


Solución 


lx +2] = =x-2 six<-—2 
x+2 si-2S<x 


Del teorema 4.5.13, 


4 2 4 
| l+21ax= | E 
3 3 2 


2 e 2 a 
- Ea] [Ear] 
2 -3 2 2 
= 12 +4 - Es + 6] + [(8 + 8) -Q-4) + 


+ 18 


1 
2 
o 37 
des 


» EJEMPLO 7 En un circuito eléctrico, E volts es la fuerza 


electromotriz a los 1 segundos y 
E = 2sen ¿m1 
Determine la fuerza electromotriz promedio de 0sa4s. 
Solución —Secalcula el valor promedio de E en [0, 4]. Si V.P. es este valor 


promedio, de la definición 4.6.4 se tiene 


l 2 sen adi 


V.P.= —= 
A 3 


4 
PS) 2 BA 
==. — = Zad 
42 ES 22 ,) 
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Conclusión: 


0.358 


os 2 
3 


3 
4x 
Ea (- cos 2 
4n 
3 
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4 
me | 
(0 


TT + COS o) 


La fuerza electromotriz promedio de 0 s a 4 s es 0.358 volts. 


5 


EJERCICIOS 4.7 


+ 


En los ejercicios 1 a 34, evalúé la integral definida. En los 
ejercicios 1 a 6 y 29 a 34, apoye la respuesjo empleando NINT 25. 
en la graficadora. 


pa 
ce 


eS 


a 


Ad 


11. 


13. 


15. 


22, 


f (xr? - 4x + l)dx 
S E 


f (2? - 210 dx 
2+1 

j y dx 
1 

z 
dl 

/ TS 


10 
j y5x - 1 dx 
1 


0 
f 3w 44 - w dw 
2 


1/2 
j sen 2x dx 
0 
2 e 
j 240 + 1dt 
L 


y? +2y 
3439 +4 


5 
[ara 
4 


4 » 
f |x - 2| dx 
24 


E > 
y3 + Ixl dx 
ml 


> 2 


E 


10. 


12. 


14. 


16. 


19. 


21. 


23. 


4 
j (0-1 + Ddx 26. 
0 E 


3 s 
j (Bx? + 5x — l)dx 27. 
-1 , 


5 
j 0? - 4y) dy 
3 


4 
j /x(2 + x)dx 
1 


5 
j 2 + 1d 
0 


1. 
| 
A ANO dy 
/ (y + 2) 
Tr 
j cos ¿xdx 
0- 


3 
Xx 
——_ 5 dx 
/ (xr - 1? 


: ] 
-130. j Jx fl + x/x dx 
0 


31, 
32, 


33, 


E) 


3 
[eme 
0 : y 


fe 


2 


f 


(+ DdJYx+3 dx 


als 


x+1 


1 
/ sen Tx COS Tx dx 
0 


TES 
28. j Y 2 dx 
1 3r 


Sugerencia: divida el numerador entre el denominador. 


J7(5- 2 + 55)a 


rl6 
/ (sen2x + cos 3x) dx 
0 


x/4 
ll: 3 esc? 2x dx 


1/2 
sec? 


7 metan Fat dt 


En los ejercicios 35 a 44, obtenga la derivada. 
y En los ej rcicios a ga la derivada 


xXx 
ca Y4 +1 di 
0 


35. 


37. 


Va, 


41. 


3 
q sen t dí 
dx), 


A 
dx 


Xx 


ld 


E 


x3 
Ne +1dt 


36. 


38. 


4. 


3 
£f Vi+ ió de 
dx), 


Ea 
d l 
— - di 
2 1444 


A e 
2 cos(1? + lDdt 
dx J_, 


y? 
£f CHE 
dad de 1 


- 4.7 TEORE 


senx 


RE d 1 
43, - pa 4. HS 
3, 2 EN 4 a), TA di 


En los ejercicios 45 a 48, calcule el valor promedio de la fun- 
ción f en el intervalo [a, b]. En los ejercicios 45 y 46, determi- 
ne el valor de x en el que el valor promedio ocurre y describa 
la interpretación geométrica de los resultados. 


45. f0) = [0, 3] 

46. f(x) = 8x - x?;[a, b] = [0, 4] 

47. f() = 3x fx? - 16;1a,b] = 14,5] 
48. fa) = x? /x - 3; [a,b] = [7,12] 
49, 


9 - x?; [a,b] = 


Para el circuito eléctrico del ejemplo 7, determine la raíz 
cuadrada del valor promedio de E? de + =0 a,t = 4. 
Sugerencia: utilice la identidad sen? x = 30 — cos 2x). 


Si fa) = sec” » determine el valor. promedio de f en el 
intervalo la UA Ln. 


50. 


51. Se deja caer una pelota, y después de + segundos su velo- 
cidad es y pies: por segundo. Sin considerar la. resistencia 
del aire, anmuesas que la velocidad promédio durante los 
primeros 1 ¿T segundos es un: tercio de la velocidad pro- 


medio durante los siguientes > ¿T segundos. 


Se lanza una piedra hacia o con una velocidad inicial 
de y, pies por segundo. No considere la resistencia del 
aire, (a) Demuestre que si y pies por segundo es la velo- 
cidad de la piedra después de, que cae s pies, entonces 

=" ¡Vp? + 2gs. (b) Determine la velocidad promedio 
durante los primeros 100 pie de caída si la velocidad ini- 
cial es de 60 piefs. (Fome g = 32 pie/s? y el sentido po- 
sitivo hacia abajo.) 


52, 


+ - 
Si una inversión produce interés a una tasa de 100-(1)% 
compuesto continuamente durante un periodo de 7 años, 


entonces la tasa de interés promedio 100R(T)% durante 


T años está definida por 


T 
l 
R(T) = zf r(t) dt 
T 0 
Demuestre que 
Wry = 11) — RUT) 
RUT) = T 


Nota: El interés compuesto continuamente será definido 
precisamente en la sección 5.6. 


Sea 


IT = 


k 


L£) 


o FOR E he 
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donde fes continua en [0, k] y f(x). + f(k — x) + Osixestá 
en [0, A]. (a) Demuestre que / = 3h. Sugerencia: cambie 
la variable en (12) considerando u = k,- x y muestre que « 


k 


f(Kk - u) 


IS Dira 


(13) 


Cambie: la variable en (13) a x y muestre qu 2/ = k, 
(b) Utilice el resultado del inciso (a) para demostrar que 


15 
0 
Sea 


x 1 Yx j 
Fa) = dt + dt 
bs f +1? J + P 


donde x + 0. Demuestre que F es constante en los inter- 
valos (-00, 0) y (0, +00). Sugerencia: muestre que 
F(x) = 0 para toda x + 0. 


sen x 1 
ZA li = 
sen Xx + COS x 4 


55, 


Encuentre una función f tal que para cualquier número 
real x 


Ddr= L£5X% -7 
fr l+ 1? 


Sugerencia: tome la derivada en los miembros de la 
ecuación. 


O 


Si m y n son números enteros positivos, demuestre que 


1 r: 
/ xU1 - x"dx= j m1 - 0 dx 
0 : 0 


Esta integral surge en aplicaciones de Probabilidad, 
Análisis combinatorio y Teoría cinética de la materia. 

58. Sea f una función cuya derivada f' es continua en [a, b]. 
Calcule el valor promedio de la pendiente de la recta tan- 


. gente de la gráfica de f en [a, b], y dé una interpreta- 
ción geométrica del resultado. 


L6 x ; 
Determine | lo. | Qt — ás Jas 
4 5 


60. (a) Sea f(x) = x sen x. Trace las gráficas de f y 
NDER(NINT(£(0), 0, 1), x) en el mismo rectángulo de 
inspección y muestre que las gráficas son las mismas. 
(b) Repita el inciso (a) considerando: ahora 
f0) = 14 + x?. (0) ¿Qué teorema o teoremas apoyan 
los incisos (a) y (b)? Explique su*respuesta. 


Explique por qué cada función continua debe tener una 


antiderivada. ¿Qué garantiza este. hecho? 


se 
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4.8 AREA DE UNA REGIÓN PLANA 


y =xvx0+ 5 
FIGURA 1 


En la sección 4.4 se definió el área de una región plana como el límite de 
una suma de Riemann, y en la sección 4.5 se dijo que dicho límite es una 
integral. Ahora que ha aprendido algunas técnicas para calcular integrales 
definidas, se considerarán más problemas que implican áreas de regio- 
nes planas. 

En los ejemplos que se presentan a continuación, se empieza expre- 
sando el área requerida como el límite de una suma de Riemann, a fin de 
reafirmar el procedimiento utilizado en la expresión de dichas sumas para 
aplicaciones posteriores en las secciones 4.9 y 4,10 y el capítulo 6. 


» EJEMPLO 1 Calcule el área de la región del primer cuadrante 
limitada por la curva 


y = xx? +5 


el eje x y la rectax = 2, 


Solución La figura 1 muestra la región junto con uno de los elementos 
rectangulares de área. 

Considere una partición del intervalo (0, 2]. El ancho del ¿-ésimo rec- 
tángulo es A¡x unidades, y la altura es w;./w,? + 5 unidades, donde w; es 
cualquier número del ¿-ésimo subintervalo. Por tanto, el área del elemento 
rectangular es w;,[w;? + 5 Ajx. La suma de las medidas de las áreas de 
los n rectángulos como éste es 


y Www? +5Ajx 
¡=1 


la cual es una suma de Riemann. El límite de esta suma cuando ||A|| se 
aproxima a 0 proporciona la medida del área deseada. El límite de la suma 
Riemanmn es una integral definida que se evalúa mediante el segundo teore- 
ma fundamental del Cálculo. Sean A unidades cuadradas el área de la región, 
entonces 


n 
m aja y w¡ aw? + 5Ajx 
All>30 


A 


¿=1 


2 
[ x4x2? +5 dx 
0 


2 
= | Yx?.+ 5 (Qxdx) 
0 
2 
= 34249] 


= 216932 qe (532 
= (27 - 545) 
5.27 z 


R 


Conclusión: El área de la región es 3 (27 — 5/5) unidades cuadradas, o 
aproximadamente 5.27 unidades cuadradas. 4 


Mus 
(w, wW)) 


fo=x-2-5:+6 


FIGURA 3 
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Hasta este momento se ha considerado el área de una región para la 
cual los valores de función en (a, b] son no negativos. Suponga ahora que 
FG) < 0 para toda x en [a, b]. Entonces cada f(w;) es un número negativo; 
por lo que se define el número de unidades cuadradas del área de la región 
limitada por y = f(x), el eje x y las rectasx = a y x = b,como 


¿dim Y FO Ajx 


lo cual es igual a 


b 
/ FO) dx 


» EJEMPLO 2  Caicule el área de la región limitada por la curva 
y = x2 - 4x 
el eje x y las rectasx = l y x= 3. 


Solución Enla figura 2 se presenta la región y un elemento rectangular 
de área. 

Se toma una partición del intervalo [1, 3]; el ancho del ¡-ésimo rectán- 
gulo es A¡x. Como x? — 4x < 0 en [1,3], la altura del ¿-ésimo rectángulo 
es —(w? — 4w¡) = 4w; — w;¿?. En consecuencia, la suma de las medidas 
de las áreas de los n rectángulos está dada por 


y (4w; += w2) Ajx 

i=l 

La medida del área deseada es proporcionada por el límite de esta suma 
cuando || A || se aproxima a 0; de modo que si A unidades cuadradas es el 
área de la región, entonces 


A= lí 4w, - w) A; 

pa, A w; — W¡5) Aj¡x 
3 

= [ (4x — x2) dx 
1 

O A A 

= 2x 3X l 

2 
3 

Conclusión; El área de la región es % unidades cuadradas. 4 


Dd EJEMPLO 3 Determine el área de la región limitada por la curva 
y=x1-2-51+6 
el eje x y las rectasx =-1yx=2  _ 


Solución La región se muestra en la figura 3. Sea 
fo=x-22-51+6 
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Como f(x) > O cuando x está en el intervalo cerrado [-1, 1] y f(m) < 0 
cuando x está en el intervalo cerrado [1, 2], se separa la región en dos partes. 
Sea A; el número de unidades cuadradas del área de la región cuando x está 
en [-1, 1], y sea A) el número de unidades cuadradas del área de la región 
cuando x está en [1, 2]. Entonces 


Aj = lim » f(w;) A¡x 


llall=o ¿3 


1 
= [ $) dx 


1 


1 
- | (3 - 2x2 - 5x + 6)dx 
-1 


lim Y fm] 87% 


Az 
lla l]>0 


i=1 


2 
[<a -202-50+ 0 á 
1 


Si A unidades cuadradas es el área de la región completa, entonces 


A=A¡ +4 


1 2 
al (43 - 2x2 -5x + 07ax | (3 - 2x2 - 5x + 6)dx 
-1 1 


- [(4 - $ -10 +12) - G-¿-¿+6) 


e Conclusión: El área de la región es Z unidades cuadradas. e! 
Ahora considere dos funciones f y g continuas en el intervalo cerrado 
[a, b] tales que f(x) > g(x) para toda x en [a, b]. Se desea calcular el área de 
26) la región limitada por las dos curvas y = f(x) y y = g(x) y las dos rectas 
HTA X= ayx= b. Esta situación se ilustra en la figura 4. 
py % Tome una partición del intervalo [a, b], de modo que el i-ésimo rec- 
(w, g(w)) * y . e e 
tángulo tenga un ancho de A,x. En cada subintervalo elija un número w,. 
FIGURA 4 Considere el rectángulo que tiene altura [f(w;) — g(w;)] unidades y ancho 
Aj¡x unidades. En la figura 4 se muestra este rectángulo. Se tienen n rec- 
tángulos como éste, uno asociado con cada subintervalo. La suma de las 
medidas de las áreas de estos n rectángulos está determinada por la suma 
de Riemann siguiente: 


Y [£(w;) — 80v,)] Ajx 
i=1 


Esta suma de Riemann es una aproximación a lo que intuitivamente se 
piensa como el número que representa la “medida del área” de la región. 


y=8%) 


yI=f) 


0, g(w)) 


fo =-x* + 4x 


80) = x? 


FIGURA 5 
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Entre más pequeño sea el valor de Pal] , mejor será esta aproximación. 
Si A unidades cuadradas es el área de la región, se define 


A = e 2 L£(0 — g(w)] Ajx Su 


Como f y g son continuas en [a, b], también lo es f — g; por tanto, el 
límite en (1) existe y es igual a la integral definida 


b 
/ [f() — 800] dx 


» EJEMPLO 4 Calcule el área de la región limitada por las 
curvas y =x2 y y=-x?2 + 4x. 


Solución Para determinar los puntos de intersección de las dos curvas 
se resuelven las ecuaciones simultáneamente y se obtienen los puntos (0, 0) 
y (Q, 4). La figura 5 muestra la región. 

Sean j 


foO=-x2+4x y e) = 1? 

Observe que en el intervalo [0, 2] la curva y = f(x) está por arriba de 
la curva y = g(x). Se dibuja un elemento rectangular vertical de área, cuya 
altura es de [f(w;) — g(w;)] unidades y cuyo ancho es de A,x unidades. 
La medida del área de este rectángulo está dada por [f(w;) — g(w;)] Ajx. La 
suma de las medidas de las áreas de n rectángulos como éste está determi- 
nada por la suma de Riemann 


Y 1£(w;) — g(w)] Ajx 
i=1 

Si A unidades cuadradas es el área de la región, entonces 
A= lím 9 [f(w)- g0v)] Ajx 


llalloo E 


y el límite de la suma de Riemann es una integral definida. En consecuencia 


2 
A al Lf0O — 2601 dx 
0 


2 
= [ [2 + 4x) — x?] dx 
0 


2 
/ (Lx? + 4x) dx i 
0 


2 
Za 2 
zx +21], 


=-+8-0 E 
8 


3 


Conclusión: El área de la región es ¿ unidades cuadradas. 4 
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» EJEMPLO 5 Calcule el área de la región limitada por la pa- 
y rábola y? = 2x — 2 ylarectay = x - 5. 


Solución Las dos curvas se intersectan en los puntos (3,-2) y (9, 4). 
y=f/(x) La región se muestra en la figura 6. 
La ecuación y? = 2x — 2 es equivalente a las dos ecuaciones 


E y= yY2x-2 y y= -4lx-2 


de modo que la primera ecuación proporciona la parte superior de la pa- 
rábola mientras que la segunda ecuación da la parte inferior. Si 


fi) = VIXTZ y fl) = -V2x-2 


y =fx) 


(3, -2) 


fm = Y2x -2 
fe la ecuación de la parte superior de la parábola es y = f¡(x), y la ecuación 
de la parte inferior es y = f(x). Si se considera que g(x) = x — 5, enton- 
ces la ecuación de la recta es y = g(x). 
FIGURA 6 En la figura 7 se aprecian dos elementos rectangulares verticales de 
área. Cada rectángulo tiene su base superior sobre la curva y = f¡(x). Como 
la base inferior del primer rectángulo está sobre la curva y = fr(x), su al- 
tura es [f,(w;) — f,(w;)] unidades. Debido a que la base inferior del segun- 
do rectángulo está sobre la curva y = g(x) , su altura es [f (w;) — g(w;)] 
unidades. Si se desea resolver este problema utilizando elementos rectan- 
y=110 gulares verticales de área, se debe dividir la región en dos regiones separa- 

das, por ejemplo, R¡ y Ra, donde R| es la región limitada por las curvas | 
ME) y = f100, y = fax) y la recta x = 3, y R, es la región limitada por las cur- 
vas y = fi(x) y y = g(x) y la recta x = 3 (consulte la figura 8). 

Si Ay unidades cuadradas es el área de la región R,, entonces 


80) =x-5 


(9, 4) y=80) 
CS 
(w,f04) 


O) 
(, fw)) 2 Aj = ¡Ta m9 LA0w;) - f(w)] Ajx s 
f10) si 2x - 2 3 
fáx) = -/2x - 2 = [ [f100 - 2601 dx 
8(1) =x-5 5 
FIGURA 7 -| [V2x - 2 + Y2x - 2] dx 
1 


3 
= | y2x - 2 dx 
1 


3 
= 2(2x - 232 
¿(0 - 292] 


16 


3 


Si A, unidades cuadradas es el área de la región R,, 


o 210) - g(w)] Ajx 


. 9 

IPR 4202 = J [f100 — 260] dx 

FA) =-V/3x -2 3 S 
80) =x- 5 


9 
- | [Y2x — 2 - (x - 5) dx 
FIGURA 8 3 


1= 40) 
x=0(y) 


> (Aw), w;) 


(3,2) 


90 = 307+2) 
MN = y +5 


FIGURA 9 
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1 2291312 _ 1,2 E 
= L(2x - 2) Lx + Sx], 


64 8i. 8 9 
= EF-3+4]-E-3+15] 
- 38 

3 


Entonces A¡ + 4 = % + 4. 


Conclusión: El área de la región completa es de 18 unidades cuadradas. 4 


» EJEMPLO 6 Calcule el área de la región del ejemplo $ conside- 
rando elementos rectangulares horizontales de área. 


Solución La figura 9 muestra la región con un elemento rectangular 
horizontal de área. 

Si las ecuaciones de la parábola y de la recta se resuelven para x se 
obtiene 


x= Ly? + 2) x=y+5 


Si se considera (y) = (y? + 2) y A(y) = y + 5, la ecuación de 
la parábola puede escribirse como x = g(y) y la ecuación de la recta 
como x = A(y). Tenga en cuenta el intervalo cerrado [-2, 4] sobre el eje y, 
y tome una partición de este intervalo. El ¡-ésimo subintervalo tendrá una 
longitud de A;y. En el ¡-ésimo subintervalo [ y;..,, y;] se elige un número w,. 
Entonces la longitud del ¡-ésimo elemento rectangular es de [A(w;) -— H(w;)] 
unidades y su ancho es de A;¡y unidades. La medida del área de la región 
puede aproximarse mediante la suma de Riemann 


» [A(w¡) - $(0w)] Ajy 
Si A unidades cuadradas es el área de la región, entonces 


A= Ae La Y Lt) - $ (wp] Ajy 


Como A y e son continuas en [-2, 4], también lo es 4 — e, y el límite de 
la suma de Riemann es una integral definida: 


4 
A -/ 10) - ¿ON dy 
2 


4 
! [Y + 5) - 10? + 2) dy 
2 


4 
= / Ey? + 2y + 8) dy 
2 2 


4 
SS 3-3 +1 + 8y], 

rf $4 8 
= HCL +16+32)- (G+4- 16) 
= 18 


Esta respuesta es acorde con la solución del ejemplo 3. 4 
» 
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Al comparar las soluciones de los ejemplos 5 y 6 se observa que en el 
primer caso se tienen dos integrales definidas para evaluar, mientras que en 
el segundo caso se tiene sólo una. En general, si es posible, los elementos de 
área deben construirse de modo que se obtenga sólo una integral definida. 
El ejemplo siguiente presenta una situación donde son necesarias dos in- 
tegrales definidas. 


» EJEMPLO 7 Calcule el área de la región limitada por las dos 
curvas y = x3 — 6x2 + 8x y y = 12 - 4x. 


Solución Los puntos de intersección de las dos curvas son (0, 0), 
(3, -3) y (, 0). En la figura 10 se muestra la región. 
Sean 


foO=x-6x12+8x y 80) = x?- 4x 


En el intervalo [0, 3] la curva y = f(x) está por arriba de la curva y = g(%), 

y en el intervalo [3, 4] la curva y = g(x) se encuentra por arriba de la curva 
= f(x). Así, la región debe dividirse en dos regiones separadas R, y R, 

donde R; es la región acotada por las dos curvas en el intervalo [0, 3], y 

O =x-6% + 8x R) es la región limitada por las dos curvas en el intervalo [3, 4]. Si A; es el 
20 =x-4x área de R, y A €s el área de R,, entonces 


Pr, 208) 


FIGURA 10 A = $ [£0vp) — g0w)] Ajx 


no En 


4 = ¿li , Zoom) - Fw] Ajx 


así 


3 , 
Aj + A>,,= [ [(+3 — 6x2 + 8x) — (1? - 4x)] dx 
0 


4 Sh 
+ [ [(+? — 4x) — (13 — 61? + 8x)] dx 
a ; y 


4 Ñ GEN 


3 
[ (3 - 7x2 + 120) dx +] a? + 7x2 - 121) dx 
o. 3 i 


3 4 
= [14-73 2 14423 el 
= [7 X 3 + 6x2], +| ¿AGA 6x2), 


Conclusión: El área requerida es 2 unidades cuadradas. 4 


En los ejemplo 4 a 7, se calcularon las coordenadas de los puntos de 
intersección al resolver simultáneamente las ecuaciones de las curvas. En 
el ejemplo siguiente no pueden determinarse los puntos de intersección 
fácilmente. 


> 


» EJEMPLO 8 Calcule el área de la región acotada por las grá-- 


ficas de y = x? y y = senx. 
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Solución Refiérase a la figura 11, la cual muestra las dos gráficas tra- 
zadas en el rectángulo de inspección de [-3, 3] por [-2, 2] y que se intersec- 
tan en el origen y en otro punto del primer cuadrante. Se denota con [a, b] 
el intervalo en el que se calculará el área, además se sabe que a = 0. No se 
puede determinar b algebraicamente, sin embargo, puede obtenerse un valor 
aproximado de b empleando los procesos de intersección (intersect) o ras- 
treo (trace) y aumento (zoom in) de la graficadora. Con cuatro dígitos sig- 
nificativos se obtiene b = 0.8767. Si f(x) = sen x, g(x) = x2 y A unidades 
cuadradas es el área requerida de la región en el intervalo [0, 0.8767], 
entonces 


A 


lim Y [£(w;) — 8(w5)] Ajx 


1 
llali>o E 
0.8767 
[ (sen x — x2) dx 
0 


Esta integral se calcula mediante NINT en la graficadora obteniéndose 


1 


[-3, 3] por [-2, 2] con cuatro dígitos significativos 
EEN A = 0.1357 
gx) = 1? 


; Conclusión: Con cuatro dígitos significativos, el área es 0.1357 unidades 
FIGURA 11 cuadradas. 4 


EJERCICIOS 4.8 


En los ejercicios 1 a 38, calcule el área de la región acotada 17. x?- y +1=0;x- y + 1 =0. Considere los ele- 
por las curvas. En cada ejercicio haga lo siguiente: (a) dibu- mentos de área perpendiculares al eje x. 
" je una figura que muestre la región y un elemento rectangular 18 
- de área; (b) exprese el área de la región como una suma de 
Riemann; (c) calcule el límite del inciso (b) mediante el se- 
Ñ gundo teorema fundamental del Cálculo. 


. La misma región que en el ejercicio 17. Considere los 
elementos de área paralelos al eje x. 


19. x? = 2y%x =0;y =-2 


A 
L y =4-x%ejex s 20. y? = 4x3x = 03x = -2 
Z Da E 
12 y=x?2-2x+ 3yefexzx=-2x=1 MU y=2 xy 1 2 y=xy=x 
, Vo E : 
3. y = 4x- x%ejexjx =.13x = 3 23. y" =x- lx =3 
> ) dd 
¿4 y=6-x-x%ejex- MW. y = x12%x?= 18 — y 
Ss ; A) 
"5. y= x+1l;ejex;ejeyx = 8, 25. y = Vx; y e 
> 1 . , ] . x=4- y?x=4- 4y 
6 y= <= -xejexx=2x=3 4 
E A 27. y =x%4x-3dy+4= 
=y2 "Dr ej : 
Aca 12; eje x 28. xy =y?-lix=ly=1ly=4 
o ] -BMox=y?-2%x=6- y? 
] 9. y = senx; ejex;x = ¡35x= 5H 3. x = y? yx = y- y? 
10. y = cos.x; eje x; eje y; x = ¿7 3L. y= 213 - 3x? — 9x;y = x3-2x2-3x 
Ll a a od 
E DE 32. 3y =x 3 - 22 - 151, y = x%- 4x? — llx + 30 
_ O O | 
12. e EPA OO SE GAS A 33. y =x2 + 3x2 + 2x;y = 21? + 4x 
O A 34. y=|x-1| +3y=0x=-2%x=4 
14. = xx = -23x = -4 
y e ds 35. y = cosx—senxz x= 0;y=0 
15. 12 + y + 4 = 0; y = -8. Considere los elementos de 36 lr . ra | 
área perpendiculares al eje y. Y ESE YN RE SENAA  A A 
2 A A A E 
16. La misma región que en el ejercicio 15. Considere los 3 els» dd a 
elementos de área paralelos al eje y. 38. y = |lx+ 1|+|xl:y =03x =-2x=3 
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En los ejercicios 39 a 46, aproxime con cuatro dígitos signifi- 
cativos el área de la región limitada por las gráficas de las 
ecuaciones dadas realizando lo siguiente: (a) trace las gráfi- 
cas en un rectángulo de inspección conveniente y determine 
los puntos de intersección empleando los procesos de inter- 
sección (intersect) o rastreo (trace) y aumento (zoom in) de la 
graficadora; (b) exprese el área de la región como el límite de 
una suma de Riemann; (c) aproxime el límite del inciso (b) 
utilizando NINT en la graficadora. 


39. y =x4-2y=x? 
40. y =x%4 y=4-x? 
4. y=x2- ly =senx 
42. y =x?y = cosx 


43. y = x%y = 4 - x?;el eje y 
y=x%y=4 - 12 el eje x 


45. y=y=t0x-30<x< )2 


46. y =2- x%y=sec*x 

Determine mediante integración el área de la región aco- 
tada por el triángulo cuyos vértices son (5, 1), (1, 3) y 
El -2). 


Determine mediante integración el área de la región li- 
mitada por el triángulo cuyos vértices son (3, 4), (2, 0) 
y (0, D. 


En los ejercicios 49 a 57, determine el área exacta de la 
región descrita. 


49. La región acotada por la recta x = 4, y la curva 
x? - y? 4 2xy — y? = 0. Sugerencia: resuelva la ecua- 
ción cuadrática en y para y en términos de x y exprese 


y como dos funciones de x. 


50. La región limitada por las tres curvas y = x%, 


x=y yx+y=2 


51. La región acotada por las tres curvas y = 1“, 
y=8-xy4x-y+/12=0. 


52. La región limitada por el trapecio cuyos vértices son 


El, =D, Q, 2), (6, 2) y (7, —1). 


53. La región acotada por la curva y = sen x, la recta y = 1 
y el eje y, ubicada a la derecha del eje y. 


* La región limitada por las dos curvas y = sen x y 
y = cos x entre dos puntos de intersección consecutivos. 


La región acotada por la curva y = tan? x, el eje x y la 
rectax = ¿E 


56. La región limitada por la parábola x? = 4py y dentro del 
triángulo formado por el eje x y las rectas 


y = x + 8p y y = —x + 8p, donde p > 0. 


s7. 


58. 


59, 


61. 


62. 


63. 


La región acotada por las dos parábolas y? = 4px 
yx? = 4py. 


Determine la tasa de variación de la.medida del área del 
3 


ejercicio 56 con respecto a p cuando p = HE 
Calcule la tasa de variación de la medida del área del 
ejercicio 57 con respecto a p cuando p = 3. 


Determine m de modo que la región por arriba de la recta 
y = mx y debajo de la parábola y = 2x — x? tenga un 
área de 36 unidades cuadradas. 


Determine m de modo que la región por arriba de la curva 
y = mx? (m > 0), a la derecha del eje y, y debajo de la 
recta y = m tenga un área de K unidades cuadradas, donde 
K>0. 


Si A unidades cuadradas es el área de la región limitada 
por la parábola y? = 4x y la recta y = mx (m > 0), 
determine la tasa de variación de Á con respecto a m. 


Para acelerar la evaporación de un líquido, se coloca un 
disco circular de radio r unidades en el líquido y después 
se gira lentamente, como se ilustra en la figura adjunta. La 
distancia del centro del disco a la superficie del líquido es 
h unidades. Los ejes coordenados se colocan de modo que 
el origen esté en el centro del disco, el eje y es paralelo a la 
superficie del líquido y el sentido positivo del eje x está 
hacia abajo. (a) Demuestre que si A(h) unidades cuadra- 
das es el área de la región mojada expuesta, entonces 


A(h) = ar? - ah? - 2/ dr? - x2 dx 
h 


y determine el dominio de A. (b) Demuestre que para ma- 
ximizar el área de la región mojada expuesta, h debe ser 
igual a r[y1 + 1? . Sugerencia: para calcular Ah) apli- 
que el primer teorema fundamental del Cálculo. 


y 
Superficie del líquido 


Cuando se calcula el área de una región plana por medio 
de integración, ¿en qué circunstancias es más conveniente 
utilizar (a) elementos rectangulares verticales de área y 
(b) elementos rectangulares horizontales de área? 
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AAA E A RES ESA 
4.9 VOLUMENES DE SÓLIDOS MEDIANTE LOS METODOS DE 


FIGURA 2 


FIGURA 3 


A(u) E p Al 


; 


REBANADO, DE DISCOS Y DE ARANDELAS 


La definición del área de una región plana condujo a la definición de la inte- 
gral definida. En este proceso se empleó la fórmula de la geometría plana 
para el área de un rectángulo. Ahora se utilizará un proceso semejante con 
el propósito de obtener volúmenes de algunos tipos particulares de sólidos. 
Uno de estos sólidos es el cilindro recto. 

Se dice que un sólido es un cilindro recto si está limitado por dos regio- 
nes planas congruentes R; y R) que pertenecen a dos planos paralelos, y por 
una superficie lateral generada por un segmento rectilíneo, que tiene sus 
extremos en las fronteras o límites de R¡ y R), el cual se desplaza siempre 
en forma perpendicular a los planos de R; y R>. La figura 1 muestra un cilin- 
dro recto. La altura del cilindro es la distancia perpendicular entre los pla- 
nos de R; y Ra, y la base del cilindro es R; o R). Si la base del cilindro recto 
es una región limitada por un rectángulo, se tiene un paralelepípedo 
rectangular, el cual se muestra en la figura 2, y si la base es una región aco- 
tada por una circunferencia, se tiene un cilindro circular recto, como se 
ilustra en la figura 3. 

Si el área de la base de un cilindro recto es A unidades cuadradas y su 
altura es h unidades y si V unidades cúbicas es su volumen, entonces 


V = Ah 


Se utilizará esta fórmula a fin de obtener un método que proporcione la 
medida del volumen de un sólido para el cual el área de cualquier sección 
plana (región plana formada por la intersección de un plano y el sólido) 
perpendicular a un eje es una función de la distancia perpendicular de la 
sección plana desde un punto fijo del eje. La figura 4 muestra uno de estos 
sólidos S que está entre los planos perpendiculares al eje x en a y b. Sea 
A (x) unidades cuadradas el área de la sección plana de 5 perpendicular al 
eje x en x. Se requiere que Á sea continua en (a, b]. 

Sea Á una partición del intervalo cerrado (a, b] dada por 


a=x<x<x<...<x=b 


Entonces existen n subintervalos de la forma [x;_¡, x;], donde i = 1, 
2, ... ,n, donde la longitud del ¿-ésimo subintervalo Ajx = x; — X;.]. 
Elija cualquier número w;, con x;¡ < w; < x¡, en cada subintervalo, y 
construya los cilindros rectos de alturas A¿x unidades y áreas de seccio- 
nes planas de A(w;) unidades cuadradas. La figura 5 muestra el ¿-ésimo ci- 
lindro recto, el cual recibe el nombre de elemento de volumen. Si AV 
unidades cúbicas es el volumen del ¿-ésimo elemento, entonces 


A¡V = A(w)Ajx 


La suma de las medidas de los n elementos es 
Y AV = Y A(w;) Ajx (1 
f=1 i=1 


la cual es una suma de Riemann. Esta suma es una aproximación de lo que 
intuitivamente pensamos como el número de unidades cúbicas del volumen 
del sólido. Cuanto más pequeña se tome la norma I A [ de la partición, tanto 
más será mayor el valor de n, de modo que dicha aproximación estará más 
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FIGURA 6 


cerca del número Y que deseamos asignar a la medida del volumen. Por 
tanto, se define Y como el límite de la suma de Riemann en (1) cuando 
ali se aproxima a cero. Este límite existe porque Á es continua en 
[a, b]. Entonces se tiene la siguiente definición. p 


4.9.1 Definición del volumen de un sólido 


Sea $ un sólido tal que S está entre dos planos perpendiculares al eje 
x en a y b. Si la medida del área de la sección plana $, perpendicular 
al eje x en x, está dada por A(x), donde A es continua en [a, b], enton- 
ces la medida del volumen de $ está dado por 


il 


lím A(w¡) Ajx 
llali=o pr a 


b 
= / AGO) dx 


El término rebanado se utiliza cuando se aplica esta definición para 
calcular el volumen de un sólido. El proceso es semejante al rebanado de 
una hogaza de pan en muchas porciones muy delgadas de modo que todas 
las porciones juntas constituye la hogaza completa. En el ejemplo ilustra- 
tivo siguiente se muestra que la definición 4.9.1 es consistente con la fór- 
mula de la geometría sólida para el volumen de un cilindro circular recto. 


v 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 La figura 6 presenta un cilin- 
dro circular recto, que tiene una altura de h unidades y un radio de la base de 
r unidades, con los ejes coordenados dispuestos de modo que el origen está 
en el centro de una base y su altura se mide a lo largo del lado positivo del 
eje x. Una sección plana a una distancia de x unidades del origen tiene un área 
de A(x) unidades cuadradas, donde 


AGO) = rr? 


Un elemento de volumen, mostrado en la figura 6, es un cilindro recto 
con un área de la base de A(w;) unidades cuadradas y espesor de Ajx 
unidades. De este modo, si Y unidades cúbicas es el volumen del cilindro 
circular recto, entonces 


Vv 


ñn 
lim Al(w;¡) Ayx 
lla llo 2 q 


h 
= [ AD) dx 
0 


h 
[ rr? dx 
0 

sl 
xr2+| 

o 


= ar?h d 


En la definición 4.9.1 se puede sustituir x por y. En tal caso, $ es un só- 
lido que está entre planos perpendiculares al eje y en c y d, y la medida del 
área de la sección plana de S perpendicular al eje y en y está dada por A(y), 
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donde A es continua en [c, 4]. Entonces la medida del volumen de $ está 


dada por 
y 
V= lím A(w,) A.y 
no 2 A 
d 
- AQ) dy 
e 


DP EJEMPLO 1 Utilice el método de rebanado para calcular el 
volumen de una pirámide cuya altura es de h unidades y cuya base es un cua- 
drado de lado de s unidades. 


Solución La figura 7 muestra la pirámide y los ejes coordenados dis- 
puestos de modo que el centro de la base está en el origen y la altura se mide 
FIGURA 7 a lo largo del lado positivo del eje y. La sección plana de la pirámide per- 
pendicular al eje y en (0, y) es un cuadrado. Si la longitud del lado de este 
cuadrado mide z unidades, entonces por triángulos semejantes (consulte la 
figura 8) 


Por tanto, si A(y) unidades cuadradas es el área de la sección plana, entonces 


2 
A(y) = A - y? 


s La figura 9 muestra un elemento de volumen el cual es un cilindro recto de 
área A(w;) unidades cuadradas y de un espesor de Ay unidades. De manera 
FIGURA 8 que si V unidades cúbicas es el volumen de la pirámide, entonces 


lím A(w;:) A; 
Mo 2 407 4 


h 
[ AGO) dy 


0 


v 


1 


= 152, 4, 


FIGURA 9 


Ahora se mostrará cómo aplicar la definición 4.9.1 a fin de calcular el 
volumen de un sólido de revolución, el cual es un sólido que se obtiene al 
girar una región de un plano alrededor de una recta del plano, llamada eje 
de revolución, el cual puede intersectar o no la región. Por ejemplo, si la 
región limitada por una semicircunferencia y su diámetro se gira alrededor 
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FIGURA 10 


FIGURA 11 


Xi + 


FIGURA 12 


del diámetro, se genera una esfera (refiérase a la figura 10). Si la región limi- 
tada por un triángulo rectángulo se gira alrededor de uno de sus catetos, se 
obtiene un cono circular recto (consulte la figura 11). ] 

Considere primero el caso en que el eje de revolución es un límite de 
la región que se girará. Sea f la función continua en el intervalo cerrado 
[a, b], y suponga que f(x) => 0 para toda x en [a, b]. Sea R la región limi- 
tada por la curva y = f(x), el eje x y las rectas x = ayx.= b. La figura 12 
muestra la región R y el ¿-ésimo rectángulo. Cuando el ¿-ésimo rectángulo 
se gira alrededor del eje x se obtiene un elemento de volumen el cual es un 
disco cuya base es un círculo de radio f(w,) unidades y cuya altura mide 
A¡x unidades, como se muestra en la figura 13. Si A¿V unidades cúbicas es 
el volumen de este disco, entonces 


A¡V = aLfwp)P Ajx 


Como existen n rectángulos, se obtienen n discos de esta manera, y la suma 
de las medidas de los volúmenes de estos n discos es 


A 


Y AV = Y xaLf0)P Ajx 
i=1 


i=l 


Esta es una suma de Riemann de la forma (1) donde A(w;) = xT[ UCA 
Por tanto, si V unidades cúbicas es el volumen del sólido de revolución, 
se deduce de la definición 4.9.1 que V es el límite de esta suma de Riemann 
cuando || A || se aproxima a cero. Este límite existe porque f? es continua 
en [a, b], ya que se supuso que f es continua en ese intervalo. Entonces se 
tiene el siguiente teorema. 


4.9.2 Teorema 


Sea f una función continua en el intervalo cerrado [a, b], y suponga 
que f(x) > 0 para toda x en [a, b]. Si S es el sólido de revolución ob- 
tenido al girar alrededor del eje x la región limitada por la curva 
y = f(x), el eje x y las rectas x = a y x = b, y si V unidades cúbi- 
cas es el volumen de $, entonces 


Vv 


Ñ 


lim mlfor Pax 


llall=0 3 


0 


b ! 
T | [FP dx 


D EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Caicule el volumen del sólido 


de revolución generado cuando la región acotada por la curva y = x?, el eje x 
y las rectas x = l y x = 2 se gira alrededor del eje x. Refiérase a la figura 
14, la cual muestra la región y un elemento rectangular de área. La figura 15 
presenta el sólido de revolución y un elemento de volumen. La medida del 
volumen del disco está dado por 


A¡V = m(w;2)? Ajx 


rw; Ajx 


4.9 VOLÚMENES DE SÓLIDOS MEDIANTE LOS MÉTODOS DE REBANDO, DE DISCOS Y ... 385 


FIGURA 14 


FIGURA 15 


x= g(y) 
¿(y = 420 - 4y +1 


FIGURA 16 


Entonces 
y 
V= lim ww Ajx 

lhaliao ¿7 

2 
= .| x%*dx 

1 
E 1 ,5y2 
= T(gx al; 

- 34 
= ZN 


Conclusión: El volumen del sólido de revolución es rr unidades cúbicas. 


A fin de apoyar la evaluación analítica de la integral definida se calcula 
en la graficadora 


NINT(7x*, 1,2) = 19.47787445 


el cual es el mismo valor, con diez dígitos significativos, que el valor exacto 
de la respuesta anterior. 4 


Cuando el eje de revolución y una frontera de la región girada son el 
eje y o cualquier recta paralela al eje x o al eje y, se aplica un teorema se- 
mejante al teorema 4.9.2. 


» EJEMPLO 2 Calcule el volumen del sólido de revolución ge- 
nerado al girar alrededor de la recta x = 1 la región limitada por la curva 


(x — 1? = 20 - 4y 
y las rectas x = 1,y = 1, y = 3 y ala derecha dex = 1. 


Solución La figura 16 muestra la región y un elemento rectangular 
de área. El sólido de revolución y un elemento de volumen se presentan en 
la figura 17. 

Al resolver la ecuación de la curva para x se obtiene 


x= /20-4y+1 


. Sea g(y) = /20-— 4y +1. Se toma una partición del intervalo [1, 3] 


del eje y. Si A¡V unidades cúbicas es el volumen del ¿-ésimo disco, entonces 
A/V = rlg(w) — 19 Aj 


(20 — dw; + 1)- 1 Ajy 


7e(20 — 4w) Ajy 


1 


Si Y unidades cúbicas es el volumen del sólido de revolución, entonces 


V = lím (20 — 4w,) A; 
pá, 2 Di 


3 
dl (20 - 4y) dy 
1 


= r[20y - 2y2); zz 
= f[(60 — 18) - (20 — 2)] 
= 247 O 


i 


MR 
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y =f0) 


Fw) 


FIGURA 20 


Conclusión: El volumen del sólido de revolución es 247 unidades 
cúbicas. | 


Ahora suponga que el eje de revolución no es una frentera de la región 
que se girará. Sean f y g dos funciones continuas en [a, b] tales que 
FO) => gx) > 0 para toda x en [a, b]. Sea R la región limitada por las cur- 
vas y = f(A) y y = £(x) y las rectas x = a y x = b. La región R y el 
¡-ésimo rectángulo se muestran en la figura 18, y el sólido de revolución 
se presenta en la figura 19. Cuando el ¡-ésimo rectángulo se gira alrededor 
del eje x, se obtiene un anillo circular como el de la figura 20. La diferen- 
cia de las áreas de las dos regiones circulares es (A[f(w;)? — r[g(w,)12) 
unidades cuadradas y el espesor es de A¿x unidades. Si A¿V unidades cúbi- 
cas es el volumen de la arandela, entonces 


AV = AUfwp)P - [g(312) Ajx 


La suma de las medidas de los volúmenes de las arandelas generadas al 
girar los elementos rectangulares de área alrededor del eje x es 


n 


Y AY = Y af? — Leo?) Aja 
i=1 ¿=1 


Ésta es una suma de Riemann de la forma (1), donde (A w¡) = Af)? - 
alg(wy1? De la definición 4.9.1, el número de unidades cúbicas del volu- 
men del sólido de revolución es el límite de esta suma de Riemann cuando 
[A [] se aproxima a cero. El límite existe puesto que f? — g? es continua en 
[a, b] ya que f y g son continuas en ese intervalo. En consecuencia, se tiene 
el teorema siguiente. 


4.9.3 Teorema 


Sean f y g dos funciones continuas en el intervalo cerrado [a, b] tales 
que f(x) > g(x) > 0 para toda x en [a, b]. Si V unidades cúbicas 
es el volumen del sólido de:revolución generado al girar alrededor 
del eje x la región limitada por las curvas y = f(x) y y = 2(%) y las 
rectas x = ayx = b, entonces 


Vv 


y TLf0)P — [e(w,)P) Ajx 


¿=1 


ILa alo 


n [ (OP - [8008) dx 


Como antes, cuando el eje de revolución es el eje y o cualquier recta 
paralela al eje x o al eje y, se aplica un teorema semejante al anterior. 


» EJEMPLO 3 Calcule el volumen del sólido generado al girar 
alrededor del eje x la región acotada por la parábola y = 1? + 1 
y la recta y = x + 3. 


Solución Los puntos de intersección de las dos curvas son (1, 2) y 
(2, 5). La figura 21 muestra la región y un elemento rectangular de área. 
El sólido de revolución y un elemento de volumen se presentan en la 
figura 22. 

SifQ) = x +3 y 2(x) = x?2 + 1, entonces la medida del volumen de 
la arandela circular es 


AV = ALf)P - [g(p1)) Ajx 


4.9 VOLÚMENES DE SÓLIDOS MEDIANTE LOS MÉTODOS DE REBANDO; DE DISCOS Y ... 387 


y=g0) 4/0) Si V unidades cúbicas es el volumen del sólido, entonces 


n 


V= lm Y mf)? - [80?) Ajx 


all=o ¿a 


2 
dl (£C60P — [e(01?) de 


1 


2 
= .| [Gx + 3 — (2 + 192] dx 
-1 


2 
= dl (ext — 12 + 6x + 8) dx 
-1 


Pe A A! 2 2 
O =u| zx 31 +3x + 8x],, 
= ab-2-+12+16) - (1 +1+3- 8) 
— 1li7 
= A 
Conclusión: El volumen del sólido de revolución es “a unidades 
FIGURA 21 cúbicas. d 


» EJEMPLO 4 Calcule el volumen del sólido generado al girar 
alrededor de la recta x = -4 la región limitada por las dos parábolas 
x=y-yYyx=y?- 3. 
Solución Las curvas se intersectan en los puntos (-2, —1) y Ci, 3). La 
región y un elemento rectangular de área se muestran en la figura 23. La fi- 
gura 24 presenta el sólido de revolución así como un elemento de volumen, 
el cual es una arandela. 

Sean F(y) = y —- y? y G(y) = y? — 3. El número de unidades cú- 
bicas del volumen de la arandela circular es 


A¡V = 1í[4 + F(wp)P - [4 + G(w¡)12) Ajy 


Por tanto, 


” 


V=  lím y [4 + Fw)? - [4 + G(w)1?) Ay 
lla llo ¿2 


37 
= dl [(4 + y - y?? — (4 + y? - 3] dy 
-1 


3/2 

Ml dl (2y? - 9y2 + 8y + 15) dy 
-l 

3/2 

= 1|-Ly* -3y9 + 4y? + sy] 


Conclusión: El volumen del sólido de revolución es Sa unidades 


(2,1) cúbicas. d 


e - 
Los ejemplos anteriores sé han presentado a propósito, de modo que 
el cálculo pueda efectuarse fácilmente a mano. En el ejemplo siguiente, 
FIGURA 23 que no corresponde a este caso, se necesitará la graficadora. 


GN=y -3 y FO) =y-y 
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FIGURA 24 


[2 6, 6] por |-4, 4] 


FG) = sen qx +4 


e) = 4-0 


FIGURA 25 


AR 


(w, f(w)) 


a 
XA 


FIGURA 26 


» EJEMPLO 5 Calcule con cuatro dígitos significativos el vo- 
lumen del sólido de revolución generado al girar alrededor del eje x la región 
acotada por las gráficas de 


f) =senvx2 +4 y 2800 =4-.0? 


Solución Se trazan las gráficas de las dos ecuaciones en el rectángulo 
de inspección de [—6, 6] por [-4, 4], como se muestra en la figura 25. Debi- 
do a la simetría con respecto al eje y, se obtendrá un medio del volumen 
requerido al girar alrededor del eje x la región limitada por las curvas en el 
primer cuadrante. Se necesita tomar una partición del intervalo [O, b], donde 
b es la coordenada x del punto de intersección de las dos curvas en el primer 
cuadrante. Se obtiene b empleando el proceso de intersección (intersect) o 
rastreo (trace) y aumento (zoom in) de la graficadora, resultando, con cua- 
tro dígitos significativos, b = 1.905. 

Cada elemento de volumen es una arandela. Si V unidades cúbicas es 
el volumen requerido, entonces 


ñ 


P= dim Y rlgpP - (0) Aja 
llalizo És 


1.905 
= A [ r(le001? - [002 dx 
0 
1.905 
= .| [(4 — x29 — sen? Vx? + 4 ]dx 
0 


A] evaluar la integral definida mediante NINT en la graficadora se obtiene 


ANINT(4 - 12? - sen? /x? + 4),0, 1.905) = 50.129 


Entonces 
Y _ 
7 = 50.129 
V = 100.26 


Conclusión: El volumen del sólido de revolución, con cuatro dígitos 
significativos, es 100.3 unidades cúbicas. 4 


Como se ha visto, la obtención de volúmenes mediante los métodos 
de discos y de arandelas son casos especiales del cálculo de volúmenes del 
método de rebanado. A continuación se dará otro ejemplo de determinación 
de un volumen por medio del método de rebanado. 


> EJEMPLO 6 Se corta una cuña de un cilindro circular recto, 
cuyo radio es r centímetros, mediante dos planos, uno perpendicular al eje del 
cilindro y el otro intersecta al primero a lo largo de un diámetro de la sección 
plana circular formando un ángulo de 609, Calcule el volumen de la cuña. 


Solución La cuña se muestra en la figura 26. El plano xy se considera 
como el plano perpendicular al eje del cilindro y el origen está en el punto 
de perpendicularidad. Entonces, una ecuación de la sección plana circular 
es x2 + y? = r?, Toda sección plana de la cuña, perpendicular al eje x, es 
un triángulo rectángulo. Un elemento de volumen es un cilindro recto que 
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tiene una altura de Aj¡x centímetros, y el área de su base está dada por 
El fur centímetros cuadrados, donde f(x) se obtiene al resolver la 
ecuación de la circunferencia para y y considerando y = f(x). Por tanto, se 


E mea y “ 2 ee 
tiene fa) = yr? — x?. Así, si V centímetros cúbicos es el volumen de la 
cuña, entonces 


V= pio 2 3 43(17 — w?) Ajx 
> 


il 


r 
= a] (1? — 2) dx 


= 3 


Conclusión: El volumen de la cuña es a 43r3 cm3. 


EJERCICIOS 4.9 


En los ejercicios 1 y 2, deduzca la fórmula para el volumen 
del sólido mediante el método de rebanado. 


1. Una esfera de radio r unidades. 


2. Un cono circular recto de altura Á unidades y radio de la 
base de a unidades. 


3. Determine el volumen del sólido de revolución generado 
cuando la región limitada por la curva y = x3, el eje x y 
las rectas x = l yx = 2, se gira alrededor del eje x. 


4. Calcule el volumen del sólido de revolución generado 
cuando la región acotada por la curva y = x? + l, el eje 
x y las rectasx = 2 yx = 3, se gira alrededor del eje x. 


En los ejercicios 5 a 12, calcule el volumen del sólido de 
revolución generado cuando la región de la figura se gira 


alrededor de la recta indicada. Una ecuación de la curva de 


la figura es y? = x2. y 


5. OAC alrededor del eje x. Ao 
6. OAC alrededor de la recta AC. 
7. OAC alrededor de la recta BC. , 
8. OAC alrededor del eje y. 
9. OBC alrededor del eje y. 
10. OBC alrededor de la recta BC. 
11. OBC alrededor de la recta AC. 
12. OBC alrededor del eje x. 


C(4, 8) 


(0) 


En los ejercicios 13 a 16, calcule el volumen del sólido de re- 
volución generado al girar alrededor de la recta indicada la 
región acotada por la curva y = Yx, el eje x y la recta x = 4. 


13. Larectax = 4. 1H. El eje x. 


15. El eje y. 16. Larecta y = 2. 


17. Obtenga la fórmula del volumen de una esfera al girar 
alrededor del eje x la región limitada por la circunferen- 
ciax? + y? = r?yelejex. 


18. Deduzca la fórmula para el volumen de un cono circular 
recto de altura de h unidades y cuyo radio de la base mide 
a unidades al girar la región limitada por un triángulo 
rectángulo alrededor de uno de sus catetos. 


19. Obtenga la fórmula para el volumen de un cono circular 


. 


recto truncado que se obtiene al girar el segmento recti- 
líneo que va de (0, b) a (k, a) alrededor del eje x. 


20. Calcule mediante el método de rebanado el volumen de 
un tetraedro que tiene tres caras mutuamente perpen- 
diculares y tres aristas mutuamente perpendiculares cuyas 
longitudes son de 3, 4 y 7 pulg, respectivamente. 


21. La región acotada por la curva y = sec x, el eje x, el eje y 
y la recta x = ) 7, se gira alrededor del eje x. Calcule el 
volumen del sólido generado. 


22. Calcule el volumen del sólido de revolución generado 
cuando la región limitada por la curva y = csc x, el eje x y 
las rectas x = ¿7 yx = uz, se gira alrededor del eje x. 


23. Obtenga el volumen del sólido de revolución generado si 
la región acotada por un arco de la curva senoidal se gira 
alrededor del eje x. Sugerencia: emplee la identidad 
sen? x = 30 - cos 2x). 

24. La región limitada por el eje y y las curvas y = sen x y 
y = cos x para 0 <x < lr, se gira alrededor del 
eje x. Calcule el volumen del sólido generado. Sugeren- 
cia: utilice la identidad cos?x — sen?x = cos 2x. 

25. Determine el volumen del sólido generado si la región 
del ejercicio 23 se gira alrededor de la recta y = 1. 


26. Obtenga el volumen del sólido generado si la región 
del ejercicio 24 se gira alrededor de la recta y = 1. 


27. La región acotada por la curva y = cot x, la recta 
x= lx yel eje x se gira alrededor del eje x. Calcule 
el volumen del sólido generado: 

28. La región limitada por la curva y = tan x, la rec- 
tax = l7 y el eje x se gira alrededor del eje x. Deter- 
mine el volumen del sólido generado. 
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29. 


31. 


32. 


33. 


35. 


5 


37. 


38. 


39, 


40. 


Obtenga el volumen del sólido generado al girar alrededor 
de la recta x = —-4 la región limitada por esa misma recta 
y la parábola x = 4 + 6y — 2y?, : 


Calcule el volumen del sólido generado al girar alrededor 
del eje x la región acotada por la parábola y? = 4x y 
la recta y = x. 


Obtenga el volumen del sólido generado al girar la región 
del ejercicio 30 alrededor de la recta x = 4, 


Determine el volumen del sólido generado al girar alre- 
dedor del eje y la región acotada por la recta que pasa por 
los puntos (1,3) y (,7) y las rectas y = 3, y = 7 y 
x=0, 


Calcule el volumen del sólido generado al girar alrededor 
de la recta y = —3 la región limitada por las dos parábolas 
y=xX*yy= l+x-.x*2. 


Obtenga el volumen del sólido generado al girar alrededor 
del eje x la región acotada por el lazo (o bucle) de la 
curva cuya ecuación es 2y? = x(x? — 4). 


Determine el volumen del sólido generado cuando la re- 
gión limitada por el bucle (o lazo) de la curva que tiene 
la ecuación x?y? = (e - 91 - 12), se gira alrededor 
del eje x. 


Un tanque petrolero tiene la forma de una esfera con un 
diámetro de 60 pie. ¿Cuánto petróleo contiene el tanque si 
la profundidad del petróleo es de 25 pie? 


La región acotada por la curva y = csc x y las rectas 
y=2x= ¿y x= ¿A se gira alrededor del eje x. 
Calcule el volumen del sólido generado. 


La región del primer cuadrante limitada por la curva 
y = sec x, el eje y y la recta y = 2, se gira alrededor del 
eje x. Determine el volumen del sólido generado. 


Al girar alrededor del eje x la región limitada por 
la curva y = y2x + 4, el eje x, el eje y y la rectax = c 
(c > 0), se generó un sólido de revolución. ¿Para qué 
valor de'c el volumen del sólido será de 127 unidades 
cúbicas? 


La región del primer cuadrante acotada por los ejes 
coordenados, la recta y = 1 y la curva y = cot x, se 
gira alrededor del eje x. Obtenga el volumen del sólido 
generado. 


En los ejercicios 41 a 50, utilice la graficadora para calcular 
el volumen del sólido generado al girar la región dada alrede- 
dor del eje indicado. Exprese la respuesta con cuatro dígitos 
significativos. 


41. 


42. 


43. 


La región limitada por la gráfica de y = Yx? +4, el 
eje x, el eje y y la rectax = 2, alrededor del eje x. 

La región acotada por la gráfica de y = Hx* — 5, el 
eje x y las rectas x = 2 yx = 3, alrededor del eje x 

La región limitada por la gráfica de y = YA +4, el 
eje y y la recta y = 3, alrededor del eje y. 


La región acotada por la gráfica de y = Axt 5, el 
eje x, el eje y y la recta y = 4, alrededor del eje y. 


45. 


s0. 


51. 


52. 


53, 


54. 


55, 


56. 


La región limitada por la gráfica de y = sen x?, el eje y y 


la recta y = 1,six E [O0, o) 7/2], alrededor del Sá 
La región acotada por la gráfica de y = tan x?, el eje y 


y la recta y = l,six E [0, Jr / 2], alrededor de la recta 
y=1l 

La región del ejercicio 45 alrededor de la recta y = 2, 

La región del ejercicio 46 alrededor de la recta y = —1. 


La región acotada por las gráficas de y = sen x + 2, 
y = tan x, y el eje y, alrededor del eje x. 


La región limitada por las gráficas de y = 1? - 1 
y y = cos(x? + 2), alrededor del eje x. 


La base de un sólido es la región acotada por una elipse 
que tiene la ecuación 3x? + y? = 6. Calcule el volu- 
men del sólido si todas las secciones planas perpen- 
diculares al eje x son cuadrados. 


La base de un sólido es la región limitada por la hipérbola 
251? — 4y? = 100 y la recta x = 4, Calcule el volumen 
del sólido si todas las secciones planas perpendiculares al 
eje x son cuadrados. 


La base de un sólido es la región acotada por una circunfe- 
rencia que tiene un radio de 7 cm. Calcule el volumen del 
sólido si todas las secciones planas perpendiculares a un 
diámetro fijo de la base son triángulos éguiláteros. 


La base de un sólido es la región del ejercicio 52. Calcule 
el volumen del sólido si todas las secciones planas perpen- 
diculares al eje x son triángulos equiláteros. 


La base de un sólido es la región del ejercicio '53. Calcule 
el volumen del sólido si todas las secciones planas perpen- 
diculares a un diámetro fijo de la base son triángulos isós- 
celes cuya altura es igual a la distancia de la sección plana 
al centro de la circunferencia. El lado que está sobre la 
base del sólido no es uno de los lados iguales del triángulo. 


La base de un sólido es la región limitada por una cir- 
cunferencia con un radio de r unidades, y todas las seccio- 
nes planas perpendiculares a un diámetro fijo de la base 
son triángulos rectángulos isósceles que tienen la hipote- 
nusa en el plano de la base. Calcule el volumen del sólido. 


s7. 


58. 


59. 


60. 


61, 
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Resuelva el ejercicio 56 si los triángulos rectángulos isós- 
celes tienen un cateto en el plano de la base. 


plano que pasa por un diámetro de la base del cilindro 
y que forma un ángulo de 45” con el plano de la base, 


La base de un sólido es la región limitada por una cir- Calcule el volumen de la cuña, 


cunferencia con un radio de 4 pulg, y cada sección plana ' 
perpendicular a un diámetro fijo de la base es un triángulo Pros 
isósceles que tiene una altura de 10 pulg y cuya base es > 
una cuerda de la circunferéncia. 


La base de un sólido es la región acotada por la curva 
x = 2./y y las rectas x:+ y = 0 y y = 9. Calcule el 
volumen del sólido si todas las secciones planas perpen- 
diculares al eje y son cuadrados que tiene una diagonal 
con un extremo en la recta x + y = 0 y el otro extremo 
en la curvax = 2/y. 


Dos cilindros circulares rectos, cada uno de radio de r 
unidades, tienen ejes que son perpendiculares. Calcule el 


1 Ñ p dos cili 
Noltinen 9e leporsión Combo de Jos dos cilindoas 62. De un sólido que tiene forma de cono circular recto cuyo 


radio de la base es de 5 pie y cuya altura mide 20 pie, se 
corta una cuña mediante dos semiplanos que pasan por el 
| eje del cono. El ángulo formado por los dos semiplanos 
mide 30*. Calcule el volumen de la cuña. 
. y 


Al girar la parábola y? = 4px alrededor del eje x se 
obtiene un paraboloide de revolución. Calcule. el volu- 
men del sólido limitado por un paraboloide de revolución 
y un plano perpendicular a su eje si el plano está a 10 cm 
del vértice, y si la sección plana de intersección es un 
círculo que tiene un radio de 6 cm. 


Dos cilindros Intersección de los cilindros 


Explique la relación entre cálculo de volúmenes mediante 
el método de rebanado y cálculo de volúmenes por medio 
de los métodos de discos y de arandelas. 


De un sólido que tiene forma de cilindro circular recto 
de r centímetros de radio, se corta una cuña mediante un 


AAA A A EEE MENA 
4.10 VOLUMENES DE SOLIDOS MEDIANTE EL METODO DE 


CAPAS CILINDRICAS 


En la sección anterior se determinó el volumen de un sólido de revolución 
tomando los elementos rectangulares de área perpendiculares al eje de revo- 
lución, y los elementos de volumen obtenidos fueron discos o arandelas. Para 
algunos sólidos de revolución este método puede no ser factible. Por ejem- 
plo, suponga que se desea calcular el volumen exacto del sólido de revolu- 
ción obtenido al girar alrededor del eje y la región limitada por la gráfica 
de y = 3x — x?, el eje y y la recta y = 2. Esta región se muestra en la fi- 
gura 1. Si un elemento de área es perpendicular al eje y como se presenta 
en la figura, el elemento de volumen es un disco, y determinar el volumen 
del sólido de revolución implica una integral de la forma le A(y) dy. Pero 
para obtener una fórmula de A(y) se necesita resolver la ecuación cúbica 
y = 3x — x?, para x en términos de y, lo cual es una tarea muy laboriosa. De 
modo que ahora se estudiará un procedimiento alternativo para calcular el 
volumen de un sólido de revolución, el cual es más fácil de aplicar en éste 
y algunos otros casos. 


El método implica considerar los elementos rectangulares de área 
paralelos al eje dé revolución. Después, cuando un elemento de área se 
gira alrededor del eje de revolución se obtiene una capa cilíndrica. Una 
capa cilíndrica es un sólido contenido entre dos cilindros que tienen el 


FIGURA 1 
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FIGURA 2 
y 
A x=b 
x=q4a 
(0) a b 
FIGURA 3 


mismo centro y el mismo eje. En la figura 2 se muestra una capa cilíndrica 
de éstas. 

Si la'capa cilíndrica tiene un radio interior de r¡ unidades, un radio 
exterior de r, unidades y una altura de h unidades, entonces su volumen V 
unidades cúbicas está dado por 


V= rra? h ari?h a) 


Sea R la región limitada por la curva y = f(x), el eje x y las rectas 
x=ayx= b, donde fes continua en [a, b] y f(x) > O para toda x en 
fa, b]; además, suponga que a > O. La región R se muestra en la figura 3. 
Si R se gira alrededor del eje y, se genera un sólido de revolución 5. Dicho 
sólido se muestra en la figura 4. Para calcular el volumen de 5 cuando se 
toman los elementos rectangulares de área paralelos al eje y, se procede en 
la siguiente manera. 

Sea A una partición del intervalo cerrado [a, b] dada por 


a=x<xX<M<...< Xp < Xp =b 


Sea m; el punto medio del ¡-ésimo subintervalo [x;- ¡, x¡]J. Entonces se 
tiene que m; = 301 + xj). Considere el rectángulo cuya altura es f(mj) 
unidades y cuyo ancho es de A;¡x unidades. Si este rectángulo se gira alre- 
dedor del eje y, se obtiene una capa cilíndrica. La figura 4 muestra la capa 
cilíndrica generada por el elemento rectangular de área. 

Si A¡V proporciona la medida del volumen de esta capa cilíndrica, en- 
tonces se tiene de la fórmula (1), donde r; = x;_¡, 12 = Xx¡y kh = f(m,), 
de modo que 


A¡V Tx 2f(m;) 5 Tx¡-12f(m;) 
AV = mx? — x,12 fm) 
AY = Tx; — xD + xi) fm) 


Como x; — x;¡_¡ = A¿x, y puesto que x; + xj ¡ = 2m;, entonces al sus- 
tituir en la ecuación anterior se tiene 


AV = 21 m;¡f(m;) Aj¡x 


Si los n elementos rectangulares de área se giran alrededor del eje 
y, se obtienen n capas cilíndricas. La suma de las medidas de sus volú- 
menes es 


n n 

Y AY = 21m,f(m;) Ajx 

i=l i=1 
la cual es una suma de Riemann. El límite de esta suma de Riemann cuan- 
do 1 A Il se aproxima a cero existe porque f es continua en [a, b], de modo 
que también lo es la función cuyos valores son 2 17x f(x). El límite es la in- 
tegral definida IN 270x f(x) dx, y proporciona el volumen del sólido de re- 
volución. Este resultado se resume en el teorema siguiente. 


4.10.1 Teorema 


Sea f una función continua en ek intervalo cerrado fa, b], donde 
a = 0. Suponga que f(x) > 0 para toda x en [a, b]. Si R es la región 
limitada por la curva y = f(x), el eje x y las rectas x =:a y x= b, 
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si S es el sólido de revolución que se obtiene al girar R alrededor del 
eje y, y si V unidades cúbicas es el volumen de S, entonces 


lim Y 2m,f(mp. Ax 


fa [>0 izk 


V 


J 


b 
22] -xf(x) dx 


E 3 VÁ 


Aunque la validez de este teorema puede resultar obvia debido a las 
explicaciones anteriores, la demostración requiere probar que se obtie- 
ne el mismo volumen mediante el método de discos del teorema 4.9.2. En 
el número de febrero de 1984 de la revista American Mathematical Monthly 
(Vol. 91, No. 2), Charles A. Cable de Allegheny College proporciona una 
demostración utilizando integración por partes, tema de la sección 7.1. 

La fórmula de la medida del volumen de una capa cilíndrica es fácil 
de recordar observando que 27xm;, f(m;) y Ax son, respectivamente, las 
medidas de la circunferencia que tiene como radio el promedio de los ra- 
dios interno y externo (o radio medio) de la capa, la altura de la capa, y el 
espesor de la capa. De este modo, el volumen de la capa es 


2.x(radio medio)(alturaX(espesor) 


» EJEMPLO 1 La región limitada por la curva y = x?, el eje x 
y la recta x = 2 se gira alrededor del eje y. Calcule el volumen del sólido 
generado. Considere los elementos de área paralelos al eje de revolución. 


Solución La figura 5 muestra la región y un elemento rectangular de 
área. La figura 6 muestra el sólido de revolución y la capa cilíndrica obte- 
+ x  nidaal girar el elemento rectangular de área alrededor del eje y. 
El elemento de volumen es una capa cilíndrica cuyo volumen es 


A¡Vv = 21m;(m) Ajx 
21m? Ajx 


FIGURA 5 


De este modo, 


U 
lím 20m? Ajx 


y = 
llalloo ¿3 
2 
= 27 | x dx 
0 
= 25) x4)| 
= 87 
Conclusión: El volumen del sólido de revolución es de 87 unidades 
cúbicas. ] A] 
FIGURA 6 En el siguiente ejemplo se calcula el volumen del sólido de revolución 


discutido al principio de esta sección. 
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a 


FIGURA 7 


3 


FIGURA 9 


» EJEMPLO 2 Determine el volumen del sólido de revolución 
generado al girar alrededor del eje y la región limitada por la gráfica de 
y = 3x — 17, el eje y y la recta y = 2. 


Solución Sea f(x) = 3x — x?. La figura 7 muestra la región y un ele- 
mento rectangular de área paralelo al eje y. El sólido de revolución y una 
capa cilíndrica, elemento de volumen, se presentan en la figura 8. El radio 
medio de la capa cilíndrica es m, unidades, la altura es [2 — f(m;)] unidades 
y el espesor es A;¿x unidades. Por tanto, si A¡V unidades cúbicas es el volu- 
men de la capa cilíndrica, entonces 


A¡V = 21m¡02 - fm] Ajx 


De modo que si V unidades cúbicas es el volumen del sólido de revolución, 
entonces 


V= lím Y 2xm[2 - f(m,)) Ajx 
lalloo £ 
1 
= 2m | xl2 - f0)] de 
(1 
1 
= 2n | x2 - 3x + x%dx 
0 
1 
= 2n | (2x - 3x2 + 1% dx 
0 
sl 
e 29 -3+ 5] 
5 lo 
= 2n(1 -1+ 1) 
= ¿7 
Conclusión: El volumen del sólido es 3 » unidades cúbicas. 4 


» EJEMPLO 3 La región limitada por la curva y = x? y las 
rectas y = l y x = 2 se gira alrededor de la recta y = —3. Obtenga 
el volumen del sólido generado al considerar los elementos rectangulares de 
área paralelos al eje de revolución. 


Solución La región y un elemento rectangular de área se muestran en 
la figura 9. 

La ecuación de la curva es y = x?, Al resolver esta ecuación para x 
se obtiene x = +./y. Como x > 0 para la región dada, entonces x = .fy. 

El sólido de revolución y una capa cilíndrica, elemento de volumen, se 
muestran en la figura 10. El radio exterior de la capa cilíndrica es (y; + 3) 
unidades, mientras que el radio interior es (y;_¡ + 3) unidades. En conse- 
cuencia, el radio medio es (m; + 3) unidades. Como la altura y el espesor 
de la capa cilíndrica son, respectivamente, (2 — ,/m;) unidades y Ajy 
unidades, entonces 


AV = 2x(m; + 3Q - .[m,) Ajy 
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FIGURA 10 


[-6, 6] por (24, 4] 


FG) = sen 12 +4 


2) =4- 2? 


FIGURA 11 


En consecuencia, si Y unidades cúbicas es el volumen del sólido de revo- 
lución, entonces ñ 


lím ») 21 (m; + 30 = /m;) A¡y 


l¡all>o ¿2 


v 


4 cs y 
/ 21(y + 31Q - /y) dy 
A 


ñ 


4 
2. | Ey 4 2y - 3y 1 + 6) dy 
1 


4 
27|- 3 y y y? -2y32 4 6»| 


_ 6 
= GA 


Conclusión: — El volumen del sólido es $ x unidades cúbicas. d 


» EJEMPLO 4 Calcule con cuatro dígitos significativos el vo- 
lumen del sólido generado al girar la región del ejemplo 5 de la sección 4.9 
alrededor del eje y. 


Solución Enla figura 11 se repite la figura 25 de la sección 4.9, la cual 
muestra las gráficas de 


fO) =sen Vx? +4 y e) =4- 12 


trazadas en el rectángulo de inspección de [-6, 6]' por [-4, 4]. Debido a la 
simetría con respecto al eje y, se obtiene el sólido completo al girar única- 
mente la región acotada por las curvas en el primer cuadrante. Por tanto, se 
toma una partición del intervalo [0, 1.905]. Con elementos rectangulares 
de área paralelos al eje de revolución se obtienen como elementos de volu- 
men, capas cilíndricas que tiene un radio medio de m; unidades, una altura 
de [g(m;) — f(m;)] unidades y un espesor de A¡x unidades. Por tanto, 
si A¿V unidades cúbicas es el volumen del sólido de revolución, entonces 


A¡V = 21m [g(m;) - f(m;)] Ajx 


De modo que si V unidades cúbicas es el volumen del sólido de revolución, 
entonces 


V= lim $ 21m [g(m;) - f(mDMAj¡x 


lijafi>o i=1 


1.905 
= [ 21x[ g(x) — f(x)] dx 
0 


1.905 
Sl 21x[(4 — 12) —- senYx? + 4] dx 
0 
Al evaluar la integral definida con cuatro dígitos significativos en la grafi- 
cadora se obtiene 
NINTE1x(4 — x2 — senyx? + 4),0,1.905) = 17.41 


Conclusión: El volumen del sólido con cuatro dígitos significativos es 
17.41 unidades cúbicas. , 4 
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EJERCICIOS 4.10 


1-12. Resuelva los ejercicios 5 a 16 de la sección 4.9 median- 
te el método de capas cilíndricas. 


En la figura adjunta, la región limitada por el eje x, la recta 
x =»1 y la curva y = x? se denota por R;; la región acotada 
por las curvas y = x? y y? = x se representa mediante R»; y 
la región limitada por el eje y, la recta y = 1 y la curva 
y? = xse denota por R3. En los ejercicios 13 a 20, calcule el 
volumen del sólido generado cuando la región indicada se 
gira alrededor de la recta dada. 


13. R, se gira alrededor del eje y; los elementos rectangulares 
son paralelos al eje de revolución. 


M. Igual que en el ejercicio 13, pero los elementos rectangu- 
lares son perpendiculares al eje de revolución. 

15. R, se gira alrededor del eje x; los elementos rectangulares 
son paralelos al eje de revolución. 

16. Igual que en el ejercicio 15, pero los elementos rectangu- 
lares son perpendiculares al eje de revolución. 

17. R, se gira alrededor de la recta y = 2; los elementos 
rectangulares son paralelos al eje de revolución. 

18. Igual que en el ejercicio 17, pero los elementos rectangu- 
lares son perpendiculares al eje de revolución. 


19. R, se gira alrededor de la recta x = —2; los elementos 
rectangulares son paralelos al eje de revolución. 


20. Igual que en el ejercicio 19, pero los elementos rectangu- 
lares son perpendiculares al eje de revolución. 


En los ejercicios 21 a 24, la región acotada por las curvas 
x= y?-2yx=6- y? se gira alrededor del eje indica- 
do. Determine el volumen del sólido generado. 

21. El eje x. 22. El eje y. 


23. La rectax = 2. 24. La recta y = 2. 


25. Obtenga el volumen del sólido generado si la región limi- 
tada por la parábola y? = 4px(p > 0) y la recta x = p, 
se gira alrededor de la recta x = p. 


26. Determine el volumen del sólido generado si la región 
del ejercicio 25 se gira alrededor del eje y. 


27. Calcule el volumen del sólido generado al girar alrededor 
3 


del eje y la región limitada por la gráfica de y = 3x — x”, | 


el eje x y la rectax = 1. 


28. Obtenga el volumen del sólido generado al girar la región 
del ejercicio 27 alrededor de la rectax = 1. 


29. Determine el volumen del sólido generado al girar la re- 
gión del ejemplo 2 alrededor de la rectax = l. 


30. Calcule el volumen del sólido generado al girar alrededor 
del eje y la región acotada por la gráfica de y = 4x — 


¿1 el eje x, el eje y y la rectax = 2, 


31. Obtenga el volumen del sólido generado al girar la región 
del ejercicio 30 alrededor de la recta x = 2. 


32. Determine el volumen del sólido generado al girar la 
región limitada por la gráfica de y = 4x — ¿x', el eje y 
y la recta y = 6 alrededor de la rectax = 2. 

33. Calcule el volumen del sólido generado al girar la región 
del ejercicio 32 alrededor del eje y. 


34. Obtenga el volumen del sólido generado al girar alrede- 
dor del eje x la región acotada por las curvas y = x? y 
x = y?. Considere los elementos rectangulares de área 
paralelos al eje de revolución. 


35. Determine el volumen del sólido generado al girar alre- 
dedor de la recta y = 1 la región limitada por esa recta y 
la parábola x? = 4y. Considere los elementos rectan- 
gulares de área paralelos al eje de revolución. 


36. Calcule el volumen del sólido generado al girar alrededor 
del eje y la región acotada por la curva 23 + y2/3 = q2B, 

37. Obtenga el volumen del sólido generado al girar alrede- 
dor del eje y la región limitada por la curva y = sen 17, 
el eje x y las rectas = 3 Vx y x= Jr. 

38. Determine el volumen del sólido generado al girar alre- 
dedor del eje y la región del primer cuadrante acotada por 
la curva y = cos x? y los ejes coordenados. 


39. La región del primer cuadrante limitada por la curva 
x= cos y?, el eje y y el eje x, con0 < x < 1, se gira al- 
rededor del eje x. Calcule el volumen del sólido generado. 

40. Obtenga el volumen del sólido generado al girar alrede- 
dor del eje y la región limitada por la gráfica de 
y =|x-3|,ylasrectasx = 1,x = 5 y y = 0. Tome 
los elementos rectangulares paralelos el eje de revolución. 

En los ejercicios 41 a 50, utilice la graficadora para calcular 

el volumen del sólido generado al girar alrededor del eje in- 

dicado la región del ejercicio señalado de la sección 4.9. 

Emplee el método de capas cilíndricas para expresar la res- 

puesta con cuatro dígitos significativos. 

41. Laregión del ejercicio 41 alrededor del eje y. 

42. La región del ejercicio 42 alrededor del eje y. 

43. La región del ejercicio 43 alrededor del eje x. 

44. La región del ejercicio 44 alrededor del eje x. 

45. La región del ejercicio 45 alrededor del eje y. 


46. La región del ejercicio 46 alrededor de la recta x 


IE 
N au 
E 


47. La región del ejercicio 47 alrededor de la recta x 


! 
pa 


48. La región del ejercicio 48 alrededor de la recta x 


49. 
50. 
s1. 


52. 


53. 


La región del ejercicio 49 alrededor del eje y. 

La región del ejercicio 50 alrededor de la rectax = 1. 

Se perfora un agujero de 2/3 pulg de radio a través del 
centro de un sólido de forma esférica de 4 pul de radio. 
Determine el volumen del sólido extraído. 


Se perfora un agujero de 2 cm de radio a través del centro 
de un sólido en forma de esfera con un radio de 6 cm, y 
el eje del agujero es un diámetro de la esfera. Obtenga el 
volumen de la parte del sólido que quedó. 


Un sólido de revolución se genera al girar alrededor del 
eje y la región acotada por la curva y = Yx, el eje x y la 


54, 


55. 
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recta x = e (c > 0). Considere los elementos rectangu- 
lares de área paralelos al eje de revolución a fin de calcular 
el valor de e para el cual el sólido tenga un volumen de 
127 unidades cúbicas. 


Determine el volumen del sólido generado al girar alrede- 
dor del eje y la región exterior a la curva y = 1? y entre 
las rectas y = 2x — lyy= x +2 


Explique en qué circunstancias es preferible calcular 
volúmenes de sólidos de revolución mediante el método 
de capas cilíndricas al método de discos o de arandelas. 


REVISIÓN DEL CAPÍTULO 4 


» SUGERENCIAS PARA LA REVISIÓN DEL CAPÍTULO 4 


1. 
2. 


14. 


15. 


16. 


Defina una antiderivada de una función fen un intervalo 1, 


Escriba una ecuación satisfecha por dos funciones f y g 
que tengan la misma antiderivada. 


¿Cómo se sabe que una antiderivada de una función f en 
un intervalo / permite obtener todas las antiderivadas de f 
en 1? Invente un ejemplo particular. 


¿Cómo se demuestran los teoremas sobre antiderivación? 
Explique cómo se antideriva una función polinomial. In- 
vente un ejemplo para ilustrar la explicación. 

En economía, ¿qué funciones pueden obtenerse mediante 
la antiderivación de otras funciones? 


¿Qué es la regla de la cadena para antiderivación, y 
cómo está relacionada con la regla de la cadena para 
diferenciación? 


Invente un ejemplo para mostrar cómo se emplea la regla 
de la cadena para la antiderivación como 'una técnica de 
antiderivación. 


Explique cuándo un cambio de variable es una técnica 
conveniente de antiderivación. 


Invente un ejemplo para ilustrar cómo se utiliza un cam- 
bio de variable como técnica de antiderivación. 


+ ¿Qué es una ecuación diferencial separable? 


. ¿Qué se entiende por solución completa de una ecuación 


diferencial? 


. Si un objeto se mueve libremente sobre una recta vertical, 


¿cómo se obtiene una ecuación diferencial del movimien- 
to que involucre la velocidad y el tiempo? 


Si un objeto se mueve libremente sobre una recta vertical, 
¿cómo se conoce la velocidad inicial utilizada en la solu- 
ción de la ecuación diferencial de movimiento? 


Si se sabe que la velocidad de un objeto es una función 
del tiempo, ¿cómo se obtiene una ecuación diferencial del 
movimiento que relacione la distancia y el tiempo? 


Si un objeto se mueve libremente hacia arriba y después 
hacia abajo, ¿cómo se determina (a) la altura que alcan- 
zará el objeto, (b) cuánto tiempo tardará el objeto en al- 


17. 


19. 


20, 


21. 


22. 


24, 


25. 


26. 


27. 


28. 


canzar el suelo, y (e) con qué rapidez golpea el objeto 
el suelo? 


¿Cómo se utiliza la notación sigma para escribir una suma 
finita? Invente un ejemplo. 


. Dé una definición precisa, que implique únicamente 


rectángulos inscritos, del área de una región plana limi- 
tada por la gráfica de una función f, el eje x y las rectas 
x=ayx=bsi fes continua en el intervalo cerrado 
[a, b] y FG) > O para toda x en (a, b]. 


Responda la sugerencia 18 si la definición debe involu- 
crar sólo rectángulos circunscritos. 

Explique por qué parece posible que el área de la región 
plana de las sugerencias 18 y 19 pueda definirse mediante 
rectángulos inscritos o circunscritos. 


Invente un ejemplo de una función no polinomial y elija 
valores específicos para a y b que muestren cómo se 
aplica la definición de la sugerencia 18. 


Utilice el ejemplo de la sugerencia 21 para ilustrar cómo 
se aplica la definición de la sugerencia 19. 


¿Qué es una partición de un intervalo cerrado [a, b] y qué 
es la norma de la partición? Invente un ejemplo que ilus- 
tre estos conceptos. 


¿Qué es una suma de Riemann? Invente un ejemplo para 
ilustrar este concepto. 


¿Cuál es la relación entre integrales definidas y sumas de 
Riemann? Incluya un ejemplo en su respuesta. 


¿Qué es una integral definida y cómo se relaciona con el 
área de una región plana? Incluya ejemplos en su respuesta. 


Invente un ejemplo de una integral definida que satisfaga 
la siguiente condición y explique cómo determinar que el 
ejemplo satisface la condición sin evaluar la integral de- 
finida: (a) el valor es positivo; (b) el valor es negativo; 
(e) el valor es cero. 


Si a, b y c son tres Múmeros de un intervalo cerrado en el 
que la función f es integrable, establezca un teorema que 
proporcione una igualdad que contenga las integrales fi- 
nitas de f y los tres intervalos cerrados [a, b], [a, c] y 
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29. 


30. 


31. 


32. 


33. 


34. 


35, 


36. 


37. 


39. 


40. 


[b, c]. ¿Existe alguna restricción en el orden de las magni- 
tudes de a, b y c? Explique su respuesta e invente un 


- ejemplo. 


Establezca un teorema que proporcione una condición su- 
ficiente para que una función sea integrable en el intervalo 
cerrado [a, b]. ¿Es la condición también necesaria? Expli- 
que su respuesta. 


Enuncie la hipótesis de un teorema que garantice que la 
integral definida de una función fen [a, b] es mayor que o 
igual a la integral definida de una función g en el intervalo 
[a, b]. Invente un ejemplo para ilustrar su respuesta. 


Si la función fes continua en el intervalo cerrado [a, b] y si 
m y M son, respectivamente, los valores de función míni- 
mo absoluto y máximo absoluto en [a, b], ¿qué desigual- 
dad continua es satisfecha por la integral definida de f en 
[a, b1? Dé un ejemplo que ilustre su respuesta. 


Establezca el teorema del valor medio para integrales. 
Invente un ejemplo para ilustrar este teorema. 


Describa la interpretación geométrica del teorema del va- 
lor medio para integrales. Utilice un ejemplo particular en 
la descripción. 


Si la función f es integrable en el intervalo cerrado [a, b], 
¿qué es el valor promedio de fen [a, b]? Invente un ejem- 
plo para mostrar cómo se calcula el valor promedio de 
una función en un intervalo cerrado. 


Enuncie el primer teorema fundamental del Cálculo. In- 
vente un ejemplo que ilustre su aplicación. 


Establezca el segundo teorema fundamental del Cálculo. 
Invente un ejemplo para mostrar su aplicación. 


¿Por qué son importantes los dos teoremas fundamenta- 
les del Cálculo? 


Si la función f es diferenciable en cada número del inter- 
valo cerrado fa, b], ¿puede concluirse que existe la integral 
definida de f en [a, b]? Explique su respuesta. Invente un 
ejemplo para ilustrar su respuesta. 


Si la integral definida de una función f en el intervalo ce- 
rrado (a, b] existe, ¿puede concluirse que f es diferencia- 
ble en el intervalo la, b]? explique su respuesta. Invente 
un ejemplo que ilustre su respuesta. 


Explique la diferencia entre una integral definida y una 
integral indefinida. 


41. 


42. 


43. 


45. 


47. 


49. 


¿Cómo calcularía mediante integración el área de una re- 
gión plana acotada por la gráfica de y = f(x), el eje x y 
las rectas x = a y x = b, donde f es continua en [a, b], 
en cada uno de los casos siguientes: (1) f(x) > O para toda 
x en [a,b]; (ii) f(x) < 0 para toda x en [a, bl; 
(iii) £G) > 0 para toda x en [a, c] y f(x) < O para toda x 
en [c, b]? 


Suponga que las gráficas de y = f(x) y y = g(x) se in- 
tersectan en los puntos donde x = a y x = b, y que f y 
g son continuas en [a, b], ¿cómo calcularía mediante 
integración el área de una región plana acotada por estas 
dos gráficas en cada uno de los siguientes casos: 
(1) f00) > e£(x) para toda x en [a, b]; (ii) 200) > f(x) para 
toda x en [a, b]; (iii) f(x) > g(x) para toda x en [a, c] y 
2(x) > f(x) para toda x en [c, b]? 


¿En qué circunstancias no es posible calcular un valor 
exacto del área de la región plana limitada por las gráficas 
de dos funciones continuas f y g? Explique cómo utilizaría 
la graficadora para obtener un valor aproximado del área 
en esas circunstancias. 


Describa cómo calcularía volúmenes de sólidos de revo- 
lución mediante el método de rebanado. Incluya un ejem- 
plo en su descripción. 


Describa cómo calcularía volúmenes de sólidos de revo- 
lución mediante el método de discos. Incluya un ejemplo 
en su descripción. 


Describa cómo calcularía volúmenes de sólidos de revo- 
lución mediante el método de arandelas. Incluya un ejem- 
plo en su descripción. 


¿Como determinaría cuál de los dos métodos, mediante 
discos o por medio de arandelas, utilizaría para calcular vo- 
lúmenes de sólidos. Incluya un ejemplo para cada situación. 


Explique en qué circunstancias es indispensable la grafi- 
cadora para calcular volúmenes de sólidos. Incluya un 
ejemplo en su explicación. 


Describa cómo calcularía el volumen de sólidos de revo- 
lución mediante el método de capas cilíndricas. Incluya 
un ejemplo en su descripción. 


Describa cómo decidiría cuál de los tres métodos, por ca- 
pas cilíndricas, arandelas o discos, emplear para calcular el 
volumen de un sólido de revolución. Incluya ejemplos en 
su descripción. 


»- EJERCICIOS DE REPASO PARA EL CAPÍTULO 4 


En los ejercicios 1 a 10, efectúe la antiderivación; esto es, eva- 
lúe la integral indefinida. 


1. 


3, 


5. 


j Qx-1+3dx 2 j 5x2 + 34% dx 
Per -1dx 4. Pa + x2) dx 


5 3 2 
== ds 6. xx? +3 dx 
as j y 


7. 


9, 


f rr 30.0 8. Jrsera 


rr 
j 5 cos" x-—3tanx dx 
cos x 


10. j sen? 26 cot 20 40 


En los ejercicios 11 a 14, determine el valor exacto de la inte 
gral definida interpretándolo como la medida del área de una 
región plana y después calcule el área mediante el método de 
la sección 4.4; utilice rectángulos inscritos o circunscritos, 
como se indica. Verifique la respuesta evaluando la integral 


mediante el segundo teorema fundamental del Cálculo. Para 
cada ejercicio dibuje una figura que muestre la región y el 
i-ésimo rectángulo. 


4 
1. f dx; rectángulos inscritos 
2 
3 
12. / dx, rectángulos inscritos 
0 
2 
13. j QA -— 1) dx, rectángulos inscritos 
1 


2 
14. f (1? + 2) dx; rectángulos inscritos 
3 


En los ejercicios 15 a 22, evalúe la integral definida mediante 
el segundo teorema fundamental del Cálculo. Apoye la res- 
puesta empleando NINT en la graficadora. 


3 5 
15, f —_2_ ax 16. f 202 dx 
2 (4-1 5 


6 A 
17. sen 20. de 13. f sen? l1cos ¿tdt 
o cos? 28 al3 2 2 
7 2 2 y 
19. —— dx 20. *= d 
f Vx +2 1 13 y ? 


af 
21. j (tan? Lx + sec? 21) dx 
0 


af 
22. f (1 — cos 6) csc? O d8 
a/6 


En los ejercicios 23 a 26, determine la solución completa de 
la ecuación diferencial. 


dy 
dx? 


23. ey? =-1IP M4 = 12x? - 30x 


2 1 - y? 
as. Y == 771 2% DY 
dx? dx yy 2x? +1 


27. La pendiente de la recta tangente en cualquier punto (x, y) 
de una curva es 10 — 4x, y el punto (1, —1) está sobre la 
curva. Determine una ecuación de la curva. 


28. La función costo marginal para cierta mercancía está dada 
por C(x) = 6x — 17. Si el costo de producción de 2 uni- 
dades es $25, obtenga la función de costo total. 


29. La función de ingreso marginal para cierto artículo está 
dada por R'(x) = in? - 10x + 12. Determine (a) la 
función de ingreso total y (b) una ecuación que relacione 
a p y x (ecuación de demanda) donde x unidades son 
demandadas cuando p dólares es el precio por unidad. 


30. Suponga que una compañía particular estima su ingreso 
bruto por ventas mediante la fórmula 


A 
di 2(t — 1) 
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donde S millones de dólares es el ingreso bruto de las ven- 
tas 1 años a partir de este momento. Si el ingreso bruto de 
las ventas del año en curso es de 8 millones de dólares, 
¿cuál debe ser el ingreso bruto de las ventas esperado 
dentro de 2 años a partir de ahora? 


31. El volumen de un globo se incrementa de acuerdo a la 


fórmula 
z = VNt+14+Ít 


donde V centímetros cúbicos es el volumen del globo a los 
t segundos. Si Y = 33 cuando £ = 3, calcule (a) una 
fórmula para V en términos de t, (b) el volumen del globo 
alos 8 s. 


32. La matrícula de cierta escuela se ha incrementado a una 
tasa de 1 000(r + ya estudiantes por año desde 1993. 
Si la matrícula en 1996 fue de 10 000 alumnos, (a) ¿cuál 
fue la matrícula en 1993? (b) ¿cuál es la matrícula espe- 
rada para el año 2001, si se supone que se incrementará a 
la misma tasa? 


33. Es julio 31 y un tumor ha estado creciendo dentro del 
Cuerpo de una persona de modo que ? días a partir del lo. de 
julio el volumen del tumor se ha incrementado a una tasa 
de ne ll + 6)/2 centímetros cúbicos por día. Si el vo- 
lumen del tumor el 4 de julio fue de 0.20 cm, ¿cuál es el 


volumen ahora? 


34. Después de un experimento, un fabricante determinó que 
si producía x unidades por día de cierto artículo, el costo 
marginal estaba dado por C(x) = 0.3x — 11, donde C(x) 
dólares es el costo total de producción de x unidades. Si 
el precio de venta del artículo está fijo en $19 por unidad 
y los costos generales son $100 por día, calcule la máxi- 
ma utilidad diaria que puede obtener. 


35. Un fabricante de juguetes infantiles tiene un nuevo jugue- 
te que quiere introducir al mercado y desea determinar el 
precio de venta para el juguete de modo que la utilidad 
total sea máxima. Del análisis del precio y demanda de un 
juguete semejante, estimó que si x juguetes son deman- 
dados cuando p dólares es el precio por juguete, entonces 
dp __P 
dx — 30000 
precio es de $10. Si C(x) dólares es el costo de produc- 


ción de x juguetes, entonces C(x) = x + 7500, Calcule 
el precio que debe cobrar el fabricante para que su uti- 
lidad sea máxima. 


, y la demanda debe ser 1800 cuando el 


En los ejercicios 36 a 38, una partícula se mueve a lo largo 
de una recta. A los t segundos, s pies es la distancia dirigida de 
la partícula desde el origen, v pies por segundo es la velocidad 
de la partícula y a pies por segundo por segundo es su ace- 
leración. 


36. a = 31 + 43v = 5 ys = Ocuando + = 0, Exprese y y s 
en términos de 1. 


37. a = 6cos 21, v = 3 ys = 4cuando 1 = 1 71. Exprese v 


y s en términos de f. 


38. a=3s + 4 v = 5 cuando s = l. Obtenga una ecua- 
ción que contenga a y y s. 
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En los ejercicios 39 a 47, defina las variables como números y 
escriba una conclusión. En los ejercicios 40 a 44 y 46, su- 
ponga que la única fuerza que actúa es la aceleración debida 
a la gravedad, considerada como 32 pie[s? o 9.8 m/s? en el 
sentido hacia abajo. 


39. Una partícula se mueve a lo largo de una recta de modo 
que si v centímetros por segundo es la velocidad de la 
partícula a los £ segundos, entonces v = 3 cos 271t, don- 
de el sentido positivo es hacia la derecha del origen, Si la 
partícula se encuentra en el origen al iniciar el movi- 
miento, determine su posición cuando t es igual a (a) 0.2; 
(b) 0.8; (c) 1.7; (d) 2.25. Simule el movimiento en la 
graficadora y apoye sus respuestas. 


40. Se lanza una piedra verticalmente hacia arriba desde el 

suelo con una velocidad inicial de 25 pie/s. 

(a) ¿Durante cuánto tiempo subirá la piedra? 

(b) ¿Qué tan alto llegará la piedra? 

(c) ¿Cuánto tardará la piedra en llegar al suelo? 

(d) Simule el movimiento en la graficadora y apoye sus 
respuestas de los incisos (a)—(c) 

(e) ¿Con qué rapidez se estrellará la piedra contra el 
suelo? 


41. Sin considerar la resistencia del aire, si se deja caer un 
objeto desde un avión que vuela horizontalmente a una 
altura de 30 000 pie sobre el océano, (a) ¿cuánto tardará 
el objeto en llegar al agua? (b) Con qué rapidez golpeará el 
objeto el agua? 


42. Suponga que se dispara una bala directamente hacia 
abajo desde el avión del ejercicio 41 con una velocidad de 
salida de 2500 pie/s. Si se desprecia la resistencia del 
aire, (a) ¿cuánto tardará la bala en llegar al océano? 
(b) ¿con qué rapidez chocará la bala contra el océano? 


43. Se lanza una pelota verticalmente hacia arriba desde la 
azotea de una casa a 64 pie del suelo, con una velocidad 
inicial de 48 pie/s. 

(a) ¿Cuánto tardará la pelota en alcanzar su máxima 
altura? 

(b) ¿Cuál es la altura máxima que alcanza? 

(c) ¿Cuánto tardará la pelota en llegar al suelo? 

(d) ¿Con qué velocidad golpeará la pelota el suelo? 


44. Suponga que la pelota del ejercicio 43 se deja caer desde 
la azotea de una casa. 
(a) ¿Cuánto tardará la pelota en llegar al suelo? 
(b) ¿Con qué velocidad golpeará la pelota el suelo? 


45. Un cohete se lanza desde el suelo con una aceleración 
constante de 25 m/s?. Determine (a) la velocidad del cohe- 
te 1 minuto después de su lanzamiento, y (b) ¿Qué tan 
alto llegará el cohete en ese instante? 


46. Se dispara un proyectil verticalmente hacia arriba con 

una velocidad inicial de 200 m/s desde un punto situado a 

2.5 m del suelo. 

(a) Si s metros es la altura del proyectil desde el suelo a 
los + segundos después de ser disparado, exprese s 
en términos de 1. 

(b) ¿Qué altura, desde el suelo, alcanzará el proyectil 
3 s después de ser disparado? 


(c) ¿Cuánto tardará el proyectil en alcanzar una altura de 
600 m desde el suelo. 


47. Un automóvil se desplaza a una velocidad constante de 
60 mi/h a lo largo de una autopista recta y no se detiene 
ante una señal de alto. Si 3 s más tarde una patrulla de ca- 
minos parte del reposo desde ta señal de alto y mantiene 
una aceleración constante de 8 pie/s?, ¿cuánto tardará la 
patrulla en alcanzar al automóvil, y a qué distancia ocu- 
rrirá esto? También determine la rapidez de la patrulla 
cuando alcance al automóvil. 


En los ejercicios 48 y 49, calcule la suma. 


100 
48. Y 2: -1) 


i=) 


41 
49. Y R=1-V31+2) 
i=l 


LU) n 2 
50. Demuestre que Y, B = 63 j , y verifique la fórmula 
¡=1 i=1 


paran = 1,2y3. 


51. Demuestre que cada una de las siguientes desigualdades 
se cumple: 


=l -1 
dx dx 
of x-3 f x 


W 


(0) Ca "dx 
a 30 y * 


52. Exprese como una integral definida y evalúe la integral: 


lím Y (8/i/n"? Sugerencia: considere la función f 


n>3+0 i=1 


para la cual f(x) = Vx. 

En los ejercicios 53 y 54, evalúe la integral definida mediante 

el segundo teorema fundamental del Cálculo. Apoye las res- 
puestas usando NINT en la graficadora. 

12 


53. cos t dt 


3 
s4, / 12 -2x+6dx 
- Af 0 


En los ejercicios 55 y 56, evalúe la integral definida mediante 
el segundo teorema fundamental del Cálculo. Apoye la res- 
puesta utilizando NINT en la graficadora. 


3 2 
ss. | |x - 2|%dx 56. f x|x-3| dx. 
- 2 


3 
En los ejercicios 57 a 60, calcule la derivada. 


4 Xx 
da 2 apra d 4 
57. £S (Br 4% dr 58. d _T 7 dt 


a (%1 
59, 2 ¿E x>0 
x Ñ 
sec Y 


0. L JE dt 


dx); 


0<x< 32 


61. Determine el valor promedio de función coseno en el in- 
tervalo cerrado [a, a + 2A]. 


62. Interprete el teorema del valor medio para integrales 
(4.6.3) en términos de un valor de promedio de la función. 


63. Sif(a) = x?Y/x- 3, calcule el valor promedio de f en 
f7, 12]. 


64. (a) Calcule el valor promedio de la función f definida 
por f(x) = 1/x? en el intervalo (1, r]. 


(b) Si A es el valor promedio determinado en el inciso 
(a), calcule lím A. 


r>+o 
65. Un cuerpo cae, desde su posición de reposo, y recorre 


una distancia de s pies antes de llegar al suelo. Si la única 
fuerza que actúa es debida a la gravedad, la cual propor- 
ciona al cuerpo una aceleración de g pies por segundo 
cuadrado hacia el suelo, demuestre que el valor promedio 
de la velocidad, expresada como una función de la dis- 
tancia, mientras recorre esta distancia es 2 /2gs pies por 
segundo, y que la velocidad promedio es dos terceras 
partes de la velocidad final. 


66. Suponga que se deja caer una pelota desde su estado en 
reposo y después de £ segundos su distancia dirigida, des- 
de el punto donde se dejó caer, es s pies y su velocidad es 
v pies por segundo. No considere la resistencia del aire. 
Cuando f = f,,58 = 5; Y Y = v;. 

(a) Exprese v como una función de £, v = f(1), y calcule 
el valor promedio de fen (0, t,]. 

(b) Exprese v como una función de s, v = A(s), y deter- 
mine el valor promedio de k en [O0, sy), 

(c) Escriba los resultados de los incisos (a) y (b) en tér- 
minos de f,, y determine qué velocidad promedio 
es mayor. 


En los ejercicios 67 a 72, calcule el área de la región limitada 
por la curva y las rectas dadas. En cada ejercicio haga lo si- 
guiente: (a) dibuje una figura que muestre la región y un ele- 
mento rectangular de área; (b) exprese la medida del área de 
la región como el límite de una suma de Riemann; (c) calcule 
el límite del inciso (b) evaluando una integral definida me- 


diante el segundo teorema fundamental del Cálculo. 
67. y = 9 - 1? ejex; eje y;x = 2 

68. y = 3cos Lxejexx = 47 x = lg 
69. y = 2/x-1l;ejexjx= 5x = 17 


70. y = =xajejexx = -2x =-l 


Ll 
2 


7. xr? +y- 3 = 0; y = -—4 
7. y = x? - Txrejexjx = 2;x = 4 


En los ejercicios 73 a 76, aproxime con cuatro cifras decima- 
les el área de la región acotada por las curvas realizando lo 
siguiente: (a) dibuje una figura que muestre la región y un 
elemento rectangular de área; (b) exprese la medida del área 
de la región como el límite de una suma de Riemann; (c) apro- 
xime el límite del inciso (b) evaluando una integral definida 
utilizando NINT en la graficadora. 

73 y=9-a1%y=.x 


74. y = 16 - x1?;y = 17; eje y 
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75. y = x?,y = cos? x 


76. y =x?y= jan 0<x< da 


2 
En los ejercicios 77 a 81, calcule el área exacta de la región 
descrita. 


77. La región limitada por las curvas x = y? y x= y”, 


78. La región acotada por las curvas y = sen 2x y y = 
sen x, desde x = O hasta x = 37 


79. La región limitada por las curvas y = cos x y y = 
sen x, desde x = 37 hasta x = 3. 


80. La región acotada por el lazo (o bucle) de la curva 
y? = 194 - 1). 


81. La región del primer cuadrante limitada por el eje y y las 
curvas y = sec? x y y = 2tan”x. 


82. Suponga que en un día particular en cierta ciudad la 
temperatura Fahrenheit es f(t) grados 1 horas después a 
partir de la media noche, donde 

FO =60- l5sen ¿8-1 0<1S2 

(a) Dibuje la gráfica de f. Determine la temperatura a las 

(b) 12 de la noche; (c) 8 a.m.; (d) 12 del día; (e) 2 p.m. y 

(f) 6 p.m. (g) Calcule la temperatura promedio entre las 

8 a.m. y las 6 p.m. d 


83. Calcule el volumen del sólido generado al girar alrededor 
del eje x la región limitada por la curva y = x1, la recta 
x= lyelejex. 

84. Determine el volumen del sólido generado si la región 
del ejercicio 83 se gira alrededor del eje y. 


85. La región acotada por la curva y = sen x, el eje x y la 
recta x = 37 se gira alrededor del eje x. Obtenga el vo- 
lumen del sólido generado. 


[cos y, la recta 


86. La región limitada por la curva x 
y = ¿my eleje y, donde Lx < y < 31, se gira alre- 
dedor del eje y. Calcule el volumen del sólido generado. 


IAH 


87. La región limitada por la curva y = csc x, el eje x 
y las rectas x = 7 yx= ¿7 se gira alrededor 
del eje x. Determine el volumen del sólido generado. 

88. Obtenga el volumen del sólido de revolución generado 
cuando la región acotada por la parábola y? = x, el eje x, 
y la rectax = 4 se gira alrededor de la rectax = 4, Consi- 
dere los elementos de área paralelos al eje de revolución. 


89. Determine el volumen del sólido generado al girar alre- 
dedor del eje y la región limitada por la parábola 
x= y? + 2ylarectax = y + 8. 

90. La región del primer cuadrante acotada por las curvas 
x=y?yx= y!se gira alrededor del eje y. Calcule el 
volumen del sólido generado. 


91. La base de un sólido es la región plana limitada por 
la parábola y? = 8x y la recta x = 8. Obtenga el volu- 
mert del sólido si cada sección plana perpendicular al eje 
de la base es un cuadrado. : 


92. Utilice integración para calcular el volumen de la porción 
de la esfera de radio r unidades cortado por un plano a 
h unidades de un polo. 
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93. 


94. 


95, 


S 


o 
E 


Determine el volumen del sólido generado al girar alre- 
dedor del eje x la región limitada por la curva 
»o= |x — 2], eleje x y las rectasx = l y x= 4 

Lá base de un sólido es la región acotada por una circun- 
ferencia que tiene un radio de r unidades, y cada sección 
plana perpendicular a un diámetro fijo de la base es un 
cuadrado para el cual una cuerda de la circunferencia es 
una diagonal. Calcule el volumen del sólido. 


Calcule el volumen del sólido generado al girar alrededor 
de la recta y = —1 la región por arriba del eje x limitada 
por la recta 2y = x + 3, y las curvas y? + x=0 y 
y? — 4x = Odesde x = —l hastax = 1. 


Una esfera de 10 cm de radio se intersecta por dos planos 
paralelos en el mismo lado del centro de la esfera. La 
distancia entre el centro de la esfera y uno de los planos es 
de l cm, y la distancia entre los dos planos es de 6 cm. 
Calcule el volumen de la porción sólida de la esfera entre 
los dos planos. 


Resuelva el ejercicio 96 considerando que los dos planos 
están en lados opuestos del centro de la esfera y las demás 
condiciones son las mismas. 


Al girar alrededor del eje y la región acotada por la curva 
y? = x, el eje x y la recta x = c, donde c > 0, se gene- 
ra un sólido. ¿Para qué valor de c el volumen del sólido 


será de 127 unidades cúbicas? 


En los ejercicios 99 a 106, utilice la graficadora para calcular 
el volumen del sólido generado al girar la región dada alre- 
dedor del eje indicado. Considere los elementos rectangula- 
res de área perpendiculares o paralelos al eje de revolución 
según se indica, y exprese la respuesta con cuatro dígitos sig- 
nificativos. 


99, 


100. 


101. 


102. 


103, 


104, 


105. 


106. 


107. 


La región limitada por la gráfica de y = /x2 - 7 
y el eje x; alrededor del eje x; elementos perpendiculares. 
La región del ejercicio 99; alrededor del eje y; elementos 
paralelos. 

La región del ejercicio 99; alrededor del eje x; elemen- 
tos paralelos, 

La región del ejercicio 99; alrededor del eje y, elementos 
perpendiculares. 

La región acotada por las gráficas de y = cos x? y 
y = x?, y el eje y; alrededor del eje y; elementos paralelos. 
La región limitada por las gráficas de y = cos /x y 
y= 22 y el eje y; alrededor del eje x; elementos per- 
pendiculares. 

La región limitada por las gráficas de 


y=-61+9-lyy=x-2x+2 


no intersectada por la recta y = 4; alrededor de la recta 
y = 4; elementos perpendiculares, 


La región del ejercicio 105; alrededor de la recta x = —1; 
elementos paralelos. 


El campanario de una iglesia mide 30 pie de altura, y 
cada sección plana horizontal es un cuadrado cuyos lados 
miden un décimo de la distancia de la sección plana des- 
de la parte superior del campanario, Calcule el volu- 
men del campanario. 


108. 


109. 


110, 


111. 


112. 


Determine mediante el método de rebanado el volumen del 
tetraedro que tiene tres caras mutuamente perpen- 
diculares y tres aristas perpendiculares entre si, cuyas 
longitudes son a, b y c unidades. É 

La región limitada por un pentágono cuyos vértices son 
(+4, 4), (2, 0), (0, 8), (2, 0) y (4, 4), se gira alrededor 
del eje x. Obtenga el volumen del sólido generado. 

La región acotada por las curvas y = tanx y y = Cot xy 
el eje x, donde O < x < ¿2 se gira alrededor del eje x. 
Obtenga el volumen del sólido generado. 

La región de x =0a x= ¿7 limitada por la curva 
y = sen x, la recta y = 1, y el eje y, se gira alrededor del 
eje x. Determine el volumen del sólido generado. Suge- 
rencia: utilice la identidad sen? x = 3a — cos 2x). 

De un cilindro circular recto con un radio de r unidades, 
se corta una cuña mediante dos planos, uno perpendicular 
al eje del cilindro y el otro intersecta al primero a lo largo 
de un diámetro de la sección plana circular, formando 
un ángulo de 307. Calcule el volumen de la cuña. 


En los ejercicios 113 y 114, aplique el segundo teorema fun- 
damental del Cálculo para evaluar la integral definida. Des- 
pués calcule el valor de c que satisfaga el teorema del valor 
medio para integrales. 


3 
13. | (2 + Ddx 
0 


115. 


116. 


117. 


118. 


119, 


120. 


4 
114. l Vx dx 
1 


Sea f una función continua en [a, b] y la FO di + 0. 
Demuestre que para cualquier número k en (0, 1) existe 
un número c en (a, b) tal que O) dt = k iO) dt. 
Sugerencia: considere la función F para la cual 
FCO = |£0 dif? f0) dt, y aplique el teorema del 
valor medio. 

2x 


! dt y x > 0. Demuestre que F' es una 


Sea F(x) = ¡| 
Xx as 
función constante mostrando que F(x) = 0. Sugeren- 


cia: utilice el primer teorema fundamental del Cálculo 
después de escribir la integral dada como la diferen- 
cia de dos integrales. 


Sift)=x + lx + 1) y 


six<i 
silsx 


FG) = e 


=x+1 
demuestre que F es una antiderivada de fen (-oo, + 00). 


Sean f y g dos funciones tales que para toda x en 
(00, +00) f(x) = g(x) y g() = —f(0). Además su- 
ponga que f(0) = O y g£(0) = 1. Demuestre que 


OP + [g09P =1 
Sugerencia: considere las funciones F y G donde 
FG) = [fGOY' y Go) = -le(o01?, y muestre que 
FI) = Gx) para toda x. 


Xx 
Esatóe | [cos x + 1| dx 
0 


Invente un ejemplo de una función discontinua para la 
cual la conclusión del teorema del valor medio para inte- 
grales (a) no se cumpla, y (b) se cumpla. 


.. Diferenciación logarítmica e . : 
¡integrales que producen. 


.naturales : 
“Otras funciones exponenciales E 


E Aplicaciónes de la función: 
exponencial natural 


inciones a 
| pri a 


inversa de:una función 
Función logarítmica natural : 


funciones. logarífmicas : 


Función exponencial: natural 


y logarítmicas 


jACIOnes: Ingonométicas 


lntacialas que: producen 
funciones go nemálicas 
inversas 

Funciones hiperbólicos 


VISIÓN PRELIMINAR 


minan trascendentes, ejemplo de las cuales son 
las seis funciones trigonométricas. Las funciones 
logarítmica natural y exponencial natural también son fun- 
ciones trascendentes y se estudiarán en este capítulo. 
Como esas dos funciones son inversas una de la otra, 
se dedicará la primera sección al estudio de las funciones 
inversas y sus propiedades. En la discusión se tratarán 
condiciones suficientes para que una función tenga una 
inversa, los teoremas de la función inversa y de la deriva- 
da de la inversa de una función. 

La función logarítmica natural Ín se define como una 
integral en la sección 5.2 y la función exponencial natural 
exp se define como inversa de la función logarítmica natu- 
ral. Con estos antecedentes se podrá definir una potencia 
irracional de un número real. 

Las funciones /n y exp se aplican en la sección 5.6. 
Las aplicaciones incluyen las leyes de crecimiento y decre- 
cimiento que surgen en una gran variedad de campos 
como biología, psicología, sociología, química, física, 
administración y economía. 

Las restantes categorías de funciones trascendentes, 
“funciones trigonométricas inversos y funciones hiperbóli- 
cas, se estudian en las tres últimas secciones de este 
capítulo. La sección 5.7 se dedica a las funciones trigo- 
nométricas inversas y sus derivadas. En la sección 
5.8 se tratan integrales que producen funciones tri- 
gonométricas inversas. Las funciones hiperbólicas, 
las cuales se definen en términos de la función 
exponencial natural, tienen propiedades seme- 
jantes a las de las funciones trigonométricas. 
Las funciones hiperbólicas se estudian junto con 
sus inversas en la sección 5.9. 


L as funciones que no son algebraicas se deno- 
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5.1. INVERSA DE UNA FUNCIÓN 


fo) =P 


FIGURA 1 


La palabra inversa se trató al principio de este libro en relación con las 
operaciones inversas del Cálculo de diferenciación y antiderivación. En un 
par de operaciones inversas esencialmente una “deshace” lo que la otra hace. 
En el ejemplo ilustrativo siguiente se utilizan pares de funciones asociadas 
con operaciones aritméticas inversas. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 
(a) Seanf(a) = x + 4 yg) = x — 4. Entonces 


FED) = FA 4) 246) = g(x + 4) 
= (x-4) +4 =(x +4)-4 
= xXx = Xx 
(b) Sean f(x) = 2x y g(a) = 5 Entonces 
reco) = (3) E) = 803 


11 

159) 
SS 
ix 
AA 

l 
— 
ES 
A 


(e) Sean f(0) = 13 y g(1) = Vx. Entonces 


FE) = Ax) 20) = ga?) 
= (Ay = Vx 
= x =x d 


Cada par de funciones f y g del ejemplo ilustrativo 1 satisface las dos 
afirmaciones siguientes: 


Fg() = x para toda x en el dominio de g 


£8(f00) = x para toda x en el dominio de f 


Observe que para las funciones f y g en estas dos ecuaciones las fun- 
ciones compuestas fíg(x)) y g(£(x)) son iguales, relación que en general no 
es cierta para funciones arbitrarias f y g. Posteriormente se verá (en el ejem- 
plo ilustrativo 5) que cada par de funciones del ejemplo 1 es un conjunto de 
funciones inversas, y que es la razón por la que se satisfacen las dos ecua- 
ciones anteriores. 

Se llegará a la definición formal de la inversa de una función despúes 
de consider algunas funciones particulares más. La figura 1 muestra la gráfi- 
ca de la función definida por 


Fo = x? 


El dominio de f es el conjunto de números reales y su contradominio es el 

intervalo [0, +00) Observe que como f(2) = 4 y f(-2) = 4, el número 4 es 

el valor de función de dos números distintos del dominio de f. Además, cada 

número diferente de O del contradominio de esta función es el valor de función 
25 


de dos números diferentes de su dominio. En particular, < es el valor de 


función de 5 y -ó. l es valor de función de 1 y —1, y 9 es el valor de fun- 
ción de 3 y -3. 
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y Una situación diferente ocurre con la función g definida por 
200) = x? 2<x=<2 


El dominio de g es el intervalo cerrado [—2, 2], y su contradominio es [-8, 8]. 
La gráfica de g se muestra en la figura 2. Para esta función, un número de su 
contradominio es el valor de función de uno y sólo un número de su dominio. 
A tales funciones se les llama uno a uno. 


5.1.1 Definición de función uno a uno* 


Se dice que una función f es uno a uno si cada número de su contra- 
dominio corresponde a exactamente un número de su dominio; es 
decir, para toda x, y x2 del dominio de f 


si x¡ * x, entonces f(xi) + f(x») 


e fx) = fr) sólocuando x= x> 


l> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 — La función definida por 
$00) = x? no satisface la definición anterior porque, por ejemplo, 3 y -3 son 
dos números diferentes de su dominio, y sin embargo, f(3) = f(-3). Por 
tanto, esta función no es uno a uno. Á 


Se sabe que una recta vertical puede intersectar la gráfica de una función 
en sólo un punto. Para una función uno a uno, también es cierto que una recta 
horizontal puede intersectar la gráfica a lo más en un punto. Observe que 
ésta es la situación para la función uno a uno definida por f(x) = x2, donde 
-2 £x < 2, cuya gráfica se muestra en la figura 2. Además, observe en la 
figura 1 que para la función definida por f(x) = x2, la cual no es uno a uno, 
cualquier recta horizontal por arriba del eje x intersecta la gráfica en dos 
puntos. Por tanto, se tiene el siguiente criterio geométrico para determinar si 
una función es uno a uno. 


— Criterio de la recta horizontal 


Una función es uno a uno si y sólo si cada recta horizontal intersecta la 
gráfica de la función a lo más en un punto. 


» EJEMPLO 1 Aplique el criterio de la recta horizontal para de- 
terminar si la función es uno a uno: 


(a) f) = 4x-3 5) (0 = (+ 1 
: (0) fm = |x] (dd fa) = 244 
x=2 
Solución 


(a) Esta función es lineal, y su gráfica es la recta de la figura 3. Como cual- 
quier recta horizontal intersecta la gráfica en exactamente un punto, la 
función es uno a uno. 

(b) La gráfica de esta función, presentada en la figura 4, muestra que cual- 

FIGURA 3 quier recta horizontal por arriba del eje x intersecta la gráfica en dos pun- 

tos. Por tanto, la función no es uno a uno. 


FO) = 4x - 3 


* N. del T. Otro nombre para una función uno a uno es inyectiva. 
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(c) La gráfica de la función valor absoluto se muestra en la figura 5. Obser- 
ve que cualquier recta horizontal por arriba del eje x intersecta la gráfica 
en dos puntos. Así, la función valor absoluto no es uno a uno. 

(d) La figura 6 presenta la gráfica de la función racional dada y su asíntota 
horizontal, la recta y = 3, trazadas en el mismo rectángulo de inspección. 
Cualquier recta horizontal, excepto la asíntota, intersecta la gráfica en 
exactamente un punto. Por tanto, la función es uno a uno. 4 


El teorema siguiente proporciona un criterio que en ocasiones puede 
aplicarse para demostrar analíticamente que una función es uno a uno. 


1 
fo = (+ Y 5.1.2 Teorema 
FIGURA 4 Si una función es monótona en un intervalo, entonces es uno a uno en 
y el intervalo. 


Demostración Suponga que la función f es creciente en el intervalo 7. Si 
x1 y x, son dos números del intervalo y x, + x,, entonces x; < x7 0x7 < X. 
Six, < x,, entonces de la definición de función creciente (3.4.1), f(x) < fx); 
de modo que f(x¡) + f(x). Six < x,, entonces f(x2) < f(x1); de modo que 
otra vez fíx¡) + f(x). Por tanto, de la definición 5.1.1, f es uno a uno en el 
intervalo. La demostración es semejante si f es decreciente en el intervalo. 


y Para aplicar el teorema 5.1.2, primero se debe determinar si la función 
fu =1xl es creciente o decreciente en un intervalo. El teorema 3.4.3 puede emplearse 


para este propósito. 
FIGURA 5 


Y » sEMPLO 2 si 


demuestre analíticamente que f es uno a uno en cada uno de los intervalos 
(oo, 1) y (1, +00). Apoye gráficamente la respuesta. 


Solución El dominio de fes el conjunto de los números reales diferen- 
tes de 1, o equivalentemente, el conjunto (oo, 1) U (1, +00). Al calcular 


[-9.4, 9.4] por [-6.2, 6.2] Lo se obtiene 


3x +4 


fa = y y=3 
222 Fw) = EE 
FIGURA 6 (-1 
et 
(x — 1 


Como f(x) < 0 para toda x * 1, se concluye por el teorema 3.4.3 que 

fes decreciente en cada uno de los intervalos (—eo, 1) y (1, +00). Por tanto, 
por el teorema 5.1.2, fes uno a uno en cada uno de estos intervalos. 

La figura 7 muestra la gráfica de f trazada en el rectángulo de inspección de 

[—9.4, 9.4] por [—6.2, 6.2], la cual no solo apoya el hecho de que f es uno a uno 

en cada uno de los intervalos, sino que también es uno a uno en su dominio 4 


[-9.4, 9.4] por [-6.2, 6.2] 


fo = pa > EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 Considere la ecuación 


x-! 


FIGURA 7 y=1Y$ -2<x<2 ad) 
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Esta ecuación define la función g, que es uno auno, discutida antes de presentar 
la definición 5.1.1, donde 


2) = 1 -2<152 d 


La función g es el conjunto de pares ordenados (x, y) que satisfacen (1). Si 
se resuelve (1) para x, se obtiene 


x= Yy -8<y<8 (2) 
la cual define una función G donde 

GyN=Yy -B=<y=<8 
La función G es el conjunto de pares ordenados (y, x) que satisfacen (2). «€ 


La función G del ejemplo ilustrativo 3 se denomina inversa de la función 
£. En la siguiente definición formal de la inversa de una función, se utiliza la 
notación f”! para denotar la inversa de f. Esta expresión se lee “f inversa”, 
y no debe confundirse con el uso de -1 como exponente. 


5.1.3 Definición de la inversa de una función 


Si fes una función uno a uno considerada como el conjunto de pares 
ordenados (x, y), entonces existe una función f”!, llamada inversa de f, 
que es el conjunto de pares ordenados (y, x) definida por 


x=f Uy siysólosi y = f(x) 


El dominio de f”! es el contradominio de f y el contradominio de f—! 
es el dominio de f. 


En la definición anterior la condición de que f debe ser uno a uno ase- 
gura que f”*(y) es única para cada valor de y. 
Se elimina y de las ecuaciones de la definición al escribir la ecuación 


PO =x 
y sustituir y por f(x), obteniéndose 


PU) =x O) 


donde x está en el dominio de f. 
Si se elimina x del mismo par de ecuaciones escribiendo la ecuación 


fa) = y 
y reemplazando x por f A y), se tiene 
FM) = y 
donde y está en el dominio de f”!. Como el símbolo empleado para la varia- 
ble independiente es arbitrario, se puede sustituir y por x para obtener 
IM) =x (4) 
donde x está en el dominio de f 7. A : 
De las ecuaciones (3) y (4) se ve que si f7! es la inversa de la función 


f, entonces la inversa de f 7! es f. Este resultado se establece formalmente en 
el teorema siguiente. 
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5.1.4 Teorema 


Si f es una función uno a uno y tiene a f7! como su inversa, entonces 
f7! es una función uno a uno y tiene a fcomo su inversa. Además, 


Ff USD) = x para toda x en el dominio de f 


FS) = x para toda x en el dominio de f”! 


Se emplea el término funciones inversas cuando se hace referencia a una 
función y su inversa. 


D EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 En el ejemplo ilustrativo 3, 
la función G definida por 


GN=Yy -8<y<8 

es la inversa de la función g definida por 
gx) = x? -2<x<2 

Por tanto, al reemplazar g7! por G se obtiene 
gu) = y -8<y<8 

o, equivalentemente, si se sustituye y por x, 
g)=Y%  B8<xS8 


Observe que el dominio de g es [-2, 2], que es el contradominio de g”!; 
así mismo, el contradominio de g es [-8, 8], el cual es el dominio de gT. 


Si una función f tiene una inversa, entonces f”!(x) puede determinarse 
mediante el método empleado en el siguiente ejemplo ilustrativo. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 5 Cada una de las funciones 


del ejemplo ilustrativo 1 es uno a uno. Por tanto, f(x) existe. Para cada 
función se calcula f7l(x) a partir de la definición de f(x) al sustituir y por f(x) 
y resolver la ecuación que resulta para x. Este procedimiento proporciona 
la ecuación x = f”L(y). Entonces se tiene la definición de f”!, de la cual se 
obtiene f(x). 


ES 


(y) foO=x+4 (b) fO) = 2x (0) fo =x 
y=x+4 y = 2x y = x? 
¿RENE 4 x= Z x= y 
FU) =y-4 FUN = 5 Fo = Y 
FU) =x-4 SU = A LP = A 


Observe que la función f”! en cada inciso es la función g del inciso 
correspondiente del ejemplo ilustrativo 1. 


» EJEMPLO 3 Determine f(x) para la función f del ejemplo 
1(a) y verifique las ecuaciones del teorema 5.1.4 para f y f7!. Trace las grá- 
ficas def y f7! en el mismo rectángulo de inspección. 


A A A A AA AA AAA _ q  —_E O oO o zz rn 
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Solución Enel ejemplo 1(a) se mostró, mediante el criterio de la recta 
horizontal, que la función definida por 


FO) = 4x - 3 
es uno a uno. Por tanto, existe f7!. Para determinarf 7!(x), se escribe la ecuación 
y = 4x- 3 


y se resuelve para x, obteniéndose 


y +3 
4 


f0) = 4-3 y fUo= E A E En consecuencia, 


FIGURA 8 Pl) <= pa e fm = 213 


E12, 12] por [-8, 8] x= 


A] verificar las ecuaciones del teorema 5.1.4 se tiene 


PU) = FU Ax — 3) FED) =$ (=> ) 
- (4-3) +3 =4(213) -3 
4 4 
=> ” = (1 + 3) -3 
y E =x 


La figura 8 muestra las gráficas de f y, f”! trazadas en el mismo rectángulo de 
inspección. 4 


Refiérase a la figura 9, la cual presenta las gráficas de f y f”! del ejemplo 
3 con el punto Q(u, v) en la gráfica de f y el punto R(v, u) sobre la gráfica de 
f7|. El segmento de recta OR de la figura es perpendicular a la recta y = x y es 
bisectado por ella. El punto Q es la reflexión del punto R con respecto a la recta 
y = x, y el punto R es la reflexión del punto Q con respecto a la recta y = x. 

Si x y y se intercambian en la ecuación y = f(x), se obtiene la ecua- 
ciónx = f(y), y la gráfica de la ecuación x = f(y) es la reflexión de la gráfi- 
ca de la ecuación y = f(x) con respecto a la recta y = x. Como la ecuación 
x = f(y) es equivalente a la ecuación y = flx), la gráfica de la ecua- 
ción y = f71(y) es la reflexión de la gráfica de la ecuación y = f(x) con res- 
pecto a la recta y = x. Por tanto, si una función tiene una inversa, las gráficas 
de las funciones son reflexiones una de la otra con respecto a la recta y = x. 


f0=4-3 y Su = a 


FIGURA 9 


D EJEMPLO ILUSTRATIVO 6 Las funciones g y g! del 


ejemplo ilustrativo 4 están definidas por 


20) = 13 2:3x<2 


elo = xXx —3<x<8 


1 Las gráficas de g y g”! se muestran en la figura 10. Observe que estas gráfi- 
ll cas son reflexiones una de la otra con respecto a la recta y = x. El 
t 


E DP EJEMPLO 4 Determine $7U(x) para la función f del ejemplo 2, y 
verifique las ecuaciones del teorema 5.1.4. Trace las gráficas de f y f”* y la 
recta y = xen el mismo rectángulo de inspección y observe que las gráficas 
FIGURA 10 de f y f”! son reflexiones una de la otra con respecto a la recta y = x. 


ga = Vr -8<x<8 
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Fo) = 


[-9.4, 9.4] por [-6.2, 6.2] 


213 y fU= 


x-1 
y<=x 


FIGURA 11 


3 


x+ 
x- 


2 


Solución La función f del ejemplo 2 está definida por 
fa) = 2x +3 
x-l 


Como f es uno a uno, según se mostró en el ejemplo 2, f tiene una inversa 
f7|. Para determinar f7!, se considera y = f(x) y se resuelve para x, obte- 
niéndose x = f71(y). Así 


- 2x+3 

=i 

xy -y=2x+3 

xy -2=y+3 

- +3 

oz 

Por tanto, 

-1 - 143 pan E E 
FoOo=135 . a- 


El dominio de f”! es el conjunto de números reales diferentes de 2. Al 
verificar las ecuaciones del teorema 5.1.4 se tiene 


FU) = pq z2) FE) = sl Es 3) 
x-1 x-2 
2 3 x+3 
E EE ce 23) +3 
TO MAHBN TAR 
Ej En 
_ Qx+3)+ 3x1) _ 2(x +3) + 3(x — 2) 
7 (2x+3)- Ax-1) (+3) (x- 2) 
SS Sx = 
5 os 
== = xXx 


Las gráficas de f y fl y la recta y = x están trazadas en el rectángulo 
de inspección de [-9.4, 9.4] por [-6.2, 6.2] de la figura 11. En esta figura se 
observa que las gráficas de las dos funciones parecen ser reflexiones una 
de la otra con respecto a la recta y = x. 4 


Se pueden trazar las gráficas de una función y su inversa en el mismo 
rectángulo de inspección en la graficadora activando el modo paramétrico. 
El siguiente ejemplo ilustrativo muestra el procedimiento para las funciones 
g y g! del ejemplo ilustrativo 6. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 7 Con la graficadora en modo 


paramétrico, se traza la gráfica de 


0 =x14 -2<x<2 
considerando 
100) =t y yO =P 


Para la gráfica de 


gx = Vx -3B8<x<8 


[-8, 8] por [-8, 8] 
e) = 1 -2<x5<2 
a) = Vr -8s158 


FIGURA 12 
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considere 


x0=848 y yn =1t 


. Como variables para el rectángulo de inspección tome: tmín = —8, tmáx = 8, 


step = 0.05, Xmín = 78, Xmáx = 8, Xsc1 = l, Ymin = 78, Ymáx = 8 y 
Ye = 1. La figura 12, la cual muestra las dos gráficas, apoya las gráficas de 
la figura 10. d 


Algunas funciones tienen una función inversa para la cual no puede 
obtenerse una ecuación que la defina explícitamente. Por ejemplo, sea 


fo=xY3+x+21- 2 (5) 
Al derivar esta función se obtiene 
FU) = 51% + 3x2 4 2 


Como f'(x) > O para toda x, f es una función creciente y por tanto tiene 
una inversa. Sin embargo, si se reemplaza f(x) por y en (5), se obtiene una 
ecuación de quinto grado en x, la cual no puede resolverse para x en tér- 
minos de y. No obstante, aunque f7!(x) no está definida explícitamente, se 
puede trazar la gráfica de la función inversa en la graficadora activada en 
modo paramétrico, como se hizo en el ejemplo ilustrativo 7. En algunas 
graficadoras pueden trazarse una función y su inversa en el mismo rectán- 
gulo de inspección activando el modo de función. Consulte DrawInv en su 
manual para trabajar con esta característica de la graficadora. 

Algunas propiedades importantes de la función inversa f”! pueden 
determinarse directamente de las propiedades de f. En los teoremas restan- 
tes de esta sección se presentan algunas de estas propiedades, y en el ejemplo 
ilustrativo 12 se reconsidera la función definida por la ecuación (5). 

La información acerca de la continuidad y diferenciabilidad de una 
función la proporcionan los teoremas de la función inversa presentados 
a continuación. Antes de establecer el teorema de la función inversa para 
funciones crecientes, se presentan dos ejemplos ilustrativos que proporcio- 
nan ejemplos de una función y su inversa que satisfacen las condiciones 
del teorema. 


D EJEMPLO ILUSTRATIVO 8 En el ejemplo 3 se tuvo la 


función f y su inversa f 7! definidas por 


f0)=4-3 y fl) = mn 


En la figura 8 se muestran las gráficas de f y f”! trazadas en el mismo rec- 
tángulo de inspección. Observe que f y f”! son continuas y crecientes. 4 


[> EJEMPLO ILUSTRATIVO 9 En el ejemplo ilustrativo 6, 


la función g y su inversa g”! están definidas por 


20) =x3,-2<x<2 y gia= Vx, -8Sx<8 


y las gráficas de g y g”! se presentan en la figura 10. Cada una de estas 
funciones es continua y creciente en su dominio. — * d 
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5.1.5 Teorema (Teorema de la función inversa) 


Suponga que la función fes continua y creciente en el intervalo cerrado 
[a, b]. Entonces E 


(1) Ftiene una inversa f—! definida en [f(a), £(b); 
(ii) f7! es creciente en [f(a), f(b)]; 
(iii) fl es continua en [f(a), f(b)]. 


La demostración de este teorema se presenta en el suplemento de esta 
sección. Á continuación se presentará el teorema de la función inversa para 
funciones decrecientes. La demostración se deja como ejercicio. Consulte el 
ejercicio suplementario 2. 


5.1.6 Teorema (Teorema de la función inversa) 


Suponga que la función fes continua y decreciente en el intervalo ce- 
rrado [a, b]. Entonces 


(i) ftiene una inversa f”* definida en [f(b), f(a)]; 
(ii) f7 es creciente en [f(b), f(a)]; 
(iii) f7! es continua en [f(b), f(a)). 


Los teoremas de la función inversa se utilizan para demostrar el si- 
guiente teorema, el cual expresa una relación entre las derivadas de una 
función y su inversa. En el enunciado del teorema se emplea la notación de 
Leibniz para la derivada, lo cual hace fácil de recordar la ecuación. 


5.1.7 Teorema 


Suponga que la función f es continua y monótona en el intervalo ce- 
rrado [a, b] y sea y = f(x). Si f'(x) existe y es diferente de cero para 
toda x en [a, b], entonces la derivada de la función inversa f”!, defini- 
da por x = f”!(y), existe y está dada por 

dx 


1 
dy y 
dx 


La demostración de este teorema también se proporciona en el su- 
plemento de esta sección. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 10 se verificará el teorema 


5.1.7 para la función definida por f(x) = Vx. Si se considera y = f(x), se 
tiene la ecuación 


Como f es uno a uno, f7! existe y está definida por f”y) = y?. Si se con- 
siderax = f “1(y), se tiene la ecuación 


x= y y20x=>=0 


Debido a que y = Vx, entonces S 
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y puesto que x = y?, se obtiene 
dx 


“2% -2 
dy 7 - 
Al sustituir y por Vx, se tiene 
dx 
LX = 2Wx 
dy + 
_ l 
= 1 
2 Vx 
=L 
dy 
dx 


d . . . . 

Cuando x = 0, An no existe; de modo que la ecuación anterior no se satisface 
X 

para este valor de x. Como el dominio de Fes el intervalo semicerrado [0O, +00), 

el teorema es válido para esta función en el intervalo abierto (0, +00), 4 


» EJEMPLO 5 Muestre que el teorema 5.1.7 se cumple para la 
función f de los ejemplos 2 y 4. 


Solución La función está definida por fíx) = Qx + 3)/(x — 1). Si se 
considera y = f(x), se tiene 


2x +3 


y = (6) 
x-1l 
dy 73 
dx (x — 1? 
En la solución del ejemplo 4 se mostró que 
_y+3 
= 53 
Al calcular > de esta ecuación se tiene 
y 
dx _ 5 
dy GQ - 2) 
Si en la ecuación anterior se sustituye el valor de y de (6) se obtiene 
dx 5 
= 2 
dy (2 +43 _ 3 
x-1 
_ S(x - 1? 
(2x + 3 — 2x + 2)? 
= -h( - 1? 
= ly - 19 
= 360 -1) 
= 1 
= $ 4 
dx 


Cuando se aplica el teorema 5.1.7 para calcular la derivada de la inversa 
de una función en un número particular, és más conveniente tener el enun- 
ciado del teorema con la notación f' y (£7!)' para las derivadas. Con esta no- 
tación se reexpresa el teorema 5.1.7 como el teorema 5.1.8. 
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[-4, 5] por [-5, 1] 


Mexsrx+2x-2 
recta tangente en (0, —2) 


FIGURA 13 


5.1.8 Teorema 


Suponga que la función f es continua y, monótona en el intervalo ce- 
rrado [a, b] que contiene el número c, y sea f) =d. Sif xo existe y 
fc), + 0, entonces DE 1d) existe y 


Aa) = 


f lo 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 11 Se mostrará que el teorema 


5.1.8 se cumple para una función particular y valores particulares de c y d. Sif 
es la función del ejemplo ilustrativo 10, entonces 


fo = We fa) 
fU) = 1? ua = 


xz=0 


La función f es continua y monótona en cualquier intervalo cerrado 
[a, b] paraelcual0 < a < b.Seac = 9, entonces d = f(9); estoes,d = 3. 
El teorema 5.1.8 afirma que 


13) = 1 
UVA = 55 
Esta ecuación es válida porque 


MOB) =2:3 y f0)= > 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 12 Considere la función f de- 


finida por la ecuación (5): 
fo=x +13 +2x-2 
La derivada de esta función es 
FO) = 51% + 3x2 + 2 (7) 


Previamente se estableció que f es creciente en vista de que f'(x) > 0, y 
por tanto tiene una inversa f7!. Pero no se tiene una ecuación que defina 
explícitamente los valores de función de f—!, Sin embargo, se puede calcular 
la derivada de f7! en un punto particular de la gráfica de f”!. Por. ejemplo, 
como (0, -2) está en la gráfica de f, el punto (—2, 0) está en la gráfica de f”?. 
Si se calcula el valor de (f71)'(22) aplicando el teorema 5.1.8 se tiene 


poe 
f'(0) 
De (1), F'(0) = 2. De modo que 


UNE) = 


DE) = 3 


Ahora se apoyará este resultado con la graficadora. La figura 13 muestra 
la gráfica de f trazada en el rectángulo de'inspección de [-4, 5] por [-S, 1]. 
También en la figura se ha trazado la recta tangente a la gráfica en el punto 
(0, -2); la pendiente de la recta tangente es 2. 


[S5, 1] por [2, 2] 


do=5+P+21-2 y «q0=t 


recta tangente en (—2, 0) 


FIGURA 14 


[-9, 9] por [-6, 6] 


fM=>+x 


FIGURA 15 


[-9.4, 9.4] por [-6.2, 6.2] 


fa = +x 
recta tangente en (1, 2) 


FIGURA 16 
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A fin de trazar la gráfica de f”!, se activa la graficadora en modo 
paramétrico y se consideran 


M0) =5+184+21-2 y MO =t ' 


Como variables para el rectángulo de inspección tome: tmín = —1,tmáx = l, 
tstep = 0.05, X mín = 5, Xmáx = 1, Xsc1 = 1, Ymín = 22, Ymáx = 2 Y Ys01 = 1. 
La figura 14 muestra esta gráfica así como la recta tangente en el punto 


(-2, 0); la pendiente de la recta tangente es 3 , e 


> EJEMPLO 6 Para la función f del ejemplo ilustrativo 12 
calcule (£71)4). 


Solución La función f y su derivada f' están definidas por 
fo=xX+x4+2x-2 y fa) = 5x% + 31? + 2 


Del teorema 5.1.8, si f(c) = 4, entonces (f71)(4) = E Para calcular 
c se resuelve la ecuación 


Il 
> 


c+ 034202 
o, equivalentemente, 
cd0d+c04+2c-6=0 


Al aproximar la raíz de esta ecuación en la graficadora mediante los pro- 
cedimientos raíz (root) o rastreo (trace) y aumento (zoom in) se obtiene 
c = 1.16124. Por tanto, 


pa ME 

f'(1.16124) 
1 

15.1374 


0.06606 d 


mia) 


! 


D EJEMPLO 7 sea 
fo=x3+x 


(a) Demuestre que f tiene una inversa f—!. (b) Determine la pendiente de 
la recta tangente a la gráfica de fen el punto (1, 2). (e) Calcule la pendiente 
de la recta tangente a la gráfica de f”7! en el punto (2, 1). Apoye las respues- 
tas de los incisos (a)-(c) realizando lo siguiente: (d) trace las gráficas de f y 
f 71 en el mismo rectángulo de inspección; (e) trace las gráficas de f y de su 
recta tangente en el punto (1, 2) en el mismo rectángulo de inspección; 
(f) trace las gráficas de fl y de su recta tangente en el punto (2, 1) en el mis- 
mo rectángulo de inspección. 


Solución La derivada de fes 
f() = 3x2? + 1 


(a) Como f(x) > O para todos los números reales, entonces f es creciente 
en su dominio. Así, fes una función uno a uno, y en consecuencia tiene 
una inversa f 71. 

(b) La pendiente de la recta tangente a la gráfica de f en el punto (1, 2) es 


fOy 
f0=4 
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[-9.4, 9.4] por [-6.2, 6.2] 


gráfica de | donde fla) = xx + x 
recta tangente en (2, 1) 


FIGURA 17 


(1) 


(d) 


(e) 


(c) La pendiente de la recta tangente a la gráfica de f—* en el punto (2, 1) 


es (£71)'Q), y por teorema 5.1.8 


— yr AE 
i 


En la figura 15 se muestran las gráficas de f y f”! trazadas en el mismo 
rectángulo de inspección. Observe que las gráficas son reflexiones una 
de la otra con respecto a la recta y = x, como se esperaba. 

La figura 16 presenta las gráficas de f y de su recta tangente en (1, 2) 
trazadas en el rectángulo de inspección de [-9.4, 9.4] por [-6.2, 6.2]. La 
pendiente de la recta tangente es 4. 

Las gráficas de f”! y de su recta tangente en (2, 1) están trazadas en el 
rectángulo de inspección de [-9.4, 9.4] por [-6.2, 6.2] y se muestran 
en la figura 17. La pendiente de la recta tangente es l , 4 


EJERCICIOS 5.1 


En los ejercicios 1 a 6, utilice el criterio de la recta horizontal 13. (a) $0) = 2 al (b) fl) = E 3 
para determinar si la función es uno a uno. Dibuje la gráfica de ] x+l 
la función a mano o trace la gráfica en la graficadora. - 
id 14. (a) fa) = 22 (b) gu) = $ 
l. (a) fQ) = 2x + 3 (db) f(x) = ¿1% - 2 x + 
(0) ga) = 4 - xv? 15. ()¿0)=x+5x>20 
=8- =3- x? y 1 l 
CS 9 16. (a) f() = Ox - IP xs ) 
3. (a) f() = Vx +3 (b) g(x) = —= (b) f() = po, <x<l 
(0) ho = |x-2| 17. Fx) = 49-x?,0<x<3 
4. (a) 0) = Vi (b) g() = 5 18. Gl) = Va -9,x 2 5 
ñ En los ejercicios 19 a 24, considere y = f(x) y x = Uy), 
(0) f0) = ] 
2x-4 y verifique que 
a za l 
5. (a) reo o 2% de 1 
(b) fo) = ¿Nx -¿T<x< 37 dy E dy 
(c) Gx) = secx,x € [0, ¿mUltx, im dx 
6. (a) f() = 1 -cosx0<x<x 19. (a) f(x) = 4x - 3 (b) f0) = Vx+1 
(b) F(x) = cot 3x0 < el 2x7 20. (a) flx) = 7 - 2x (b) f() = 8x3 
dis 1 3 
() 26) = cscx,x € (0, 511] U (zx, 37 21. (a) fa) = LES (b) fa) = El PP 
MITA 5 
En los ejercicios 7 a 18, determine si la función tiene inversa. Si 22. (a) fx) = 14 - 3x (b) f) = Vx 
la inversa existe, haga lo siguiente: (i) determínela y establezca 23. f(x) = 2x - 3 24. f(x) = 3x +4 
su dominio y contradominio; (ii) trace las gráficas de la función y ox +2 Ñ 7 2x+6 


y de su inversa en el mismo rectángulo de inspección. Si la fun- 
ción no tiene inversa, apoye gráficamente este hecho verificando 
que una recta horizontal intersecta la gráfica en más de un punto. 


En los ejercicios 25 a 40, calcule (£71)(d). 
25. (a) (1) = V3x+lid=1 


(b) f(1) = 2 - 16,x > 03d =9 
7. (a) fa) = 5x - 7 (b) 2) = 1 - A 
8. (a) f(x) =3x +6 (b) 20) = x? (Dd) fa) = VA=x3d=3 
9. (a) A) = (4 - 19 (b) h(x) = V2x=6 27. ()/0)=x +5d=3 
10. (a) FG) = 3? + 1) (by 20) = dx? (b) f(0) = 3x5 + 21%d=5 
11. (a) Ft) = Vir 1 (b) f() = (x + 2) 28. (a) fo) = 4x4 + 2o5d=6 
DM; (a) fo = lx] +x (b) g() = 3/x +1 (D) FG) = senx, -¿1< x< ¿Md= > 


29. (a) f) = 300,0 =x< lmd= | 


(b) f(x) = 2cotx,0<x< xmd=2 

30. (a) f(x) = tan2x,- La <x< lmd=1 
(b) f(x) = sec 11,0 £x<rmd=2 

31. (8) f() = josex,0<x< jmd=1 
(b) f00) = 2x2? + 8x + 7,x<-2d=1 

3. (0) f()=x?-6x+7x<33d=0 
(b) f(0 = 27 + x + 20d = 2 


2 


33. fM0=x-£-3x>0d=2 
xXx 


34. f0=-2-31<0d=-2 
xXx 


358. (0) =x*+x2-4x>=0d=1 

36. fío =x*+x2-4x< 0d = -0,5 
37. f(0)=x+ Venx,0<x< mid =3 
38. f(x) = c0sx+2,0<x< ¿mid = 2 


xXx 
39. fx) = f 41+3 dt, x > -31d = 18 
3 


2 
40. f(0) = f tdt x <0id=-6 
Xx 


En los ejercicios 41 a 46, (a) demuestre que la función f tiene 
inversa, (b) calcule f"Ux), y (c) verifique las ecuaciones del 
teorema 5.1.4 para f y f7. 


41. ff) = 4x- 3 
493. 0 =x +2 


42. f(x) = 5x +2 
4. f() = (1 + 2y 


x-3 
3x-6 


45. fo) = 2441 


2x+4 IIS 


47. Si x grados es la temperatura Celsius, entonces el número 
de grados en la temperatura Fahrenheit puede expresarse 
como una función de x. Si fes esta función, entonces f(x) 
es la temperatura Fahrenheit y f(x) = 32 + 3 Deter- 
mine la función inversa f”! que exprese el número de gra- 
dos Celsius como una función del número de grados de la 
temperatura Fahrenheit, 


48. Si f(r) dólares es el monto en f años de una inversión de 
$1 000 al 12% de interés simple, entonces 


Ft) = 1000 (1 + 0.12r) 


Determine la función inversa f”? que exprese el número 
de años que deben invertirse $1000 al 12% de interés 
simple como una función del monto de la inversión: 


49. Como se mencionó en el ejercicio 51 de la sección 1.7, de 
acuerdo con la teoría especial de la relatividad de Einstein, 
si m(v) es la medida de la masa de una partícula que se 
desplaza con una velocidad de medida v, entonces 


m(v) = 
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donde my es la medida constante de la masa de la partícula en 
reposo respecto a un sistema de referencia y c es la medida 
constante de la rapidez de la luz. Determine la función 
inversa de m que exprese la medida de la velocidad de la 
partícula como una función de la medida de su masa. 


50. Como se mencionó en el ejercicio 39 de la sección 2.8, la 
ley de Dulong establece que si P(T) atmósferas es la pre- 
sión absoluta de un vapor saturado a una temperatura de 
T grados Celsius, entonces 


e] 
P(T) = (107) 1> 80 


(a) Determine la función inversa de P que exprese el nú- 
mero de grados Celsius de la temperatura como una fun- 
ción del número de atmósferas de la presión absoluta, e 
indique el dominio de la función inversa. (b) Trace las 
gráficas de P y la función inversa obtenida en el inciso (a). 


51. Sea f(x) = x? + 3x - 1. (a) Demuestre que f tiene una 
inversa f”!. (b) Calcule la pendiente de la recta tangente a 
la gráfica de f en el punto (1, 3). (c) Obtenga la pendiente 
de la recta tangente a la gráfica de f”! en el punto (3, 1). 
Apoye las respuestas de los incisos (a)Xc) haciendo lo 
siguiente: (d) trace las gráficas de f y f”! en el mismo 
rectángulo de inspección. (e) Trace las gráficas de f y de 
su recta tangente en el punto (1, 3) en el mismo rectángu- 
le de inspección. (£) Trace las gráficas de f”! y de su recta 
tangente en el punto (3, 1) en el mismo rectángulo de 
inspección. 


52, Sea fl) = 6 - x-— x?. (a) Demuestre que f tiene una 
inversa f”!. (ds) Calcule la: pendiente de la recta-tangente a 
la gráfica de f en el punto (2, -4). (c) Obtenga la pendiente 
de la recta tangente“a la gráfica. de f7! en el punto (-4, 2). 
Apoye las respuestas de los incisos (a)-4c) haciendo lo 
siguiente: (d) trace las gráficas de f y f”! en el mismo 
rectángulo de inspección. (e) Trace las gráficas de f y de 
su recta tangente en el punto (2, -4) en el mismo rectán- 
gulo de inspección. (€) Trace: las gráficas de f”! y de su 
recta tangente en el.punto:(-4, 2) en el mismo rectángulo 
de inspección. 

En los: ejercicios 53 y 54i demuestre que la función f es su 


propia inversa. 


83. Ma) = vVI6-x?,0<x3S4 


5 Ka): = a 
53, Determine el valor de k de modo que la función uno a uno 
Ki definida per 


E: 
DN 


sea su propia inversa. 


En los ejercicios 56 y 57, demuestre que la función f es su 
propia inversa para cualquier constante k. 


56. f(x) = E 57. f) = E2 


x-k 
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58. Muestre que la función definida por 2x di 
64. Sea f(x) = 7 - Demuestre que f tiene una 
fo = x+h 1 1+t 
To ka-1 


es su propia inversa para cualesquiera valores de las 
constantes h y k. 


En los ejercicios 59 y 60, (a) muestre que la función f no es 
uno a uno, y en consecuencia no tiene inversa; (b) restrinja el 
dominio y obtenga dos funciones uno a uno f, y f, que tengan 
el mismo contradominio que f: (c) calcule f¡! y f,"| y esta- 
blezca sus dominios; (d) trace las gráficas de f, y f| en el 
mismo rectángulo de inspección; (e) trace las gráficas de f, 
y fp en el mismo rectángulo de inspección. 


59. f(03=xX2 +4 60. fa) =x?-9 
61. Sea 
x six<l 
fO= ix sil<x<9 


21Vx si9<x 
Demuestre que f tiene una función inversa y calcule 
. 
62. Sea fx) = Sí 416 - 1% dt,-2 < x < 2. Demuestre que f 
tiene una inversa f E y calcule (f 30). 


63. Sea f(x) = (68 49 + 1% dr. Demuestre que f tiene una in- 
versa fl y calcule (17))'(0). 


65. 


67. 


68. 


inversa y calcule (£7*)'(0). 
Sea 


xl 


FO = f cos? Yi de 
Tr 


3 


Demuestre que f tiene una inversa f”? y calcule (£7!)(0). 
Muestre que la fórmula del teorema 5.1.7 puede escribirse 
como 


1 
PRO) 


Utilice la fórmula del ejercicio 66 para mostrar que 


ui = 


io. LULA 

CA TON 

Suponga que la función f está definida por la ecuación 
y = f(x) y se ha determinado que f tiene una inversa f > 
Sin embargo, no puede calcularse f(x). ¿Cómo dibujaría 
a mano la gráfica de f7!? ¿Cómo trazaría en la graficadora 
la gráfica de f”! sin trazar la de f? 


5.2 FUNCIÓN LOGARITMICA NATURAL 


La definición de función logarítmica presentada en álgebra estuvo basada en 
los exponentes, después se demostraron las propiedades de los logaritmos a 
partir de las propiedades correspondientes de los exponentes. A continua- 
ción se presentará un breve repaso de algunas de estas propiedades y de cómo 
las aprendió en el curso de álgebra. 

Una propiedad de los exponentes es 


ara) = art) (1) 


Si los exponentes x y y son números enteros positivos y si a es cual- 
quier número real, entonces (1) se deduce de la definición de exponente 
entero positivo e inducción matemática. Si se considera que los exponentes 
son cualesquiera números enteros, positivos, negativos O cero, y a X 0, 
entonces se cumple (1) si se define el exponente cero y el exponente ne- 
gativo como 


n>0 


Si los exponentes son números racionales y a 2 0, entonces se cumple 
(1) cuando se define a”/” como 


arin = Va)” 
No es simple definir a* cuando x es un número irracional. Por ejem- 
eo .p Fa , 2 
plo, ¿qué significa 23? Sin embargo, en su curso de álgebra se supuso que 
dicho número existe debido a que la definición de función logarítmica pre- 


FIGURA 1 
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sentada estuvo basada en la suposición de que a” existía si a era cualquier 
número positivo y x era cualquier número real. En esa definición se esta- 
bleció que la ecuación 


alt= N 


donde a es cualquier número positivo diferente de 1 y N es cualquier número 
positivo, puede resolverse para x, y x está determinado de manera única por 


x = log, N 


A partir de esta ecuación y de las propiedades de los exponentes, se 
demostraron las siguientes propiedades de los logaritmos para cualesquiera 
números positivos M y N: 


log, 1 = 0 (2) 
log, MN = log, M + log, N (3) 
log, - = log, M -— log, N (4) 
log, M” = n log, M (5) 

log, a = 1 (6) 


En este capítulo se le capacitará con el fin de llenar el vacío dejado 
en álgebra; esto es, se definirá a* donde x es un número irracional. En esta 
sección se inicia el proceso al definir la función logarítmica empleando 
el Cálculo y después, demostrando las propiedades de los logaritmos me- 
diante esta definición. 

Recuerde la fórmula 


qatl 
x” dx = +C n*-—l 
n+1 


Esta fórmula no se cumple cuando n = —1. 


A fin de evaluar fu dx para n = —1, es decir, ll z dx, se necesita 


una función cuya derivada sea 1. El primer teorema fundamental del 
Xx 


Cálculo (4.7.1) proporciona una función; la cual es 


Pia 
0% 


donde a puede ser cualquier número real con la condición de que tenga el 
mismo signo de x. A fin de interpretar dicha función, sea R; la región li- 
mitada por la curva y = 1f+, el eje £, a la izquierda por la recta 1 = 1 y a la 
derecha por la recta £ = x, donde x > 1. Esta región R, se muestra en la fi- 
gura 1. La medida del área de la región R, es una función de x; denótela 
por Á(x) y defínala como una integral definida mediante 


AGD) -| Lar 
1 


420 CAPÍTULO 5 FUNCIONES LOGARÍTMICAS, EXPONENCIALES, TRIGONOMÉTRICAS INVERSAS ... 


FIGURA 2 


Ahora considere esta integral si 0 < x < 1. De la definición 4.5.5, 


x 1 
/ Lar = -/ Xd 
1 ; x ! 


La integral E (1/1) dt representa la medida del área de la región R» acota- 
da por la curva y = 1/1, el eje £, a la izquierda por la recta + = x y a la dere- 
cha por la recta? = 1. De modo que la integral IN (1/0) dt es el negativo de la 
medida del área de la región R, mostrada en la figura 2. 

Six = 1, la integral f (1/1) dt se transforma en IN (1/2) dt, la cual es 
igual a cero, debido a la definición 4.5.6. En este caso, las fronteras latera- 
les derecha e izquierda son la misma y la medida del área es O. 

Así, la integral / E (1/t) dt para x > 0 puede interpretarse en términos de 
la medida del área de una región. Su valor depende de x y se emplea para de- 
finir la función logarítmica natural, denotada por In. 


5.2.1 Definición de la función logarítmica natural 
La función logarítmica natural es la función definida por 


| sde x>0 
1 


El dominio de esta función es el conjunto de los números reales posi- 
tivos. Se lee In x como “el logaritmo natural de x”. 

La función logaritmo natural es diferenciable debido a que al aplicar el 
primer teorema fundamental del Cálculo se obtiene 


of 14) 


1 
x 


! 


D (In x) 


De este resultado y de la regla de la cadena se tiene el siguiente teorema. 


5.2.2 Teorema 


Si u es uná función diferenciable de x y u(x) > 0, entonces 


D,(Inu) = 2. Du 


DP EJEMPLO 1 Caleulefío si 


$60) = In(3x? — 6x + 8) 


Solución Del teorema 5.2.2, 
V 1 
X ———— (6x -6 
e 3x2? — 6 +8 € ) 


_ 6x-6 
32m 6148 4 
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Ahora se mostrará que la función logarítmica natural obedece las pro- 
piedades de los logaritmos estudiadas en álgebra. 


5.2.3 Teorema 


ini =0 


Demostración Si x = 1 enla definición 5.2.1, entonces 


l 
mi | 7 
ENE 


El miembro derecho de la ecuación anterior es cero debido a la definición 4.5.6. 
Por tanto, 


Ilni=0 n 


El teorema 5.2.3 corresponde a la propiedad de los logaritmos dada 
por (2). Los tres teoremas siguientes corresponden a las propiedades de los 
logaritmos dadas por (3), (4) y (5). La discusión de la propiedad (6) se pospo- 
ne porque hasta este momento no se tiene una base para los logaritmos na- 
turales. Antes de establecer cada uno de los tres teoremas, se dará un ejemplo 
ilustrativo del teorema correspondiente al calcular los logaritmos naturales 
de números específicos empleando NINT en la graficadora. 


L> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Dela definición 5.2.1. 


2 
In2 = J Lar NINT(1/1, 1,2) = 0.693147 
] 
3 
In 3 -| cdt NINT(1/t, 1,3) = 1.098612 
] 
6 
In 6 -| Lar NINT(1/t, 1,6) = 1.791759 
1 
A partir de estos cálculos, 
In2 + In3 = 0.693147 + 1.098612 
= 1.791759 
= In6 SS] 


5.2.4 Teorema 


Si a y b son cualesquiera dos números positivos, entonces 


In(ab) = Ina + Inb 


Demostración Considere la función f definida por 


FA) = Intax) 
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donde x > 0. Entonces 


Pix) 


1 
PE (a) 


1 


Xx 


Por tanto, las derivadas de In(ax) y ln x son iguales. De modo que por el teo- 
rema 4.1.2, existe una constante K tal que 


Infax) = inx + K para toda x > 0 (7D) 
A fin de determinar K, considere x = 1 en esta ecuación, de donde resulta 
Ina =In1 + K 
Como In 1 = 0, se obtiene K = In a. Al sustituir K por In a en (7), se tiene 
Inlax) = inx + Ina paratoda x>0 


Ahora considere x = b, entonces se obtiene 


Inlab) = Ina + Inb u 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 pel ejemplo ilustrativo 1, 


In6 — In3 = 1.791759 — 1.098612 


l 


= 0.693147 


= In2 1 d 


5.2.5 Teorema 


Si a y b son cualesquiera dos números positivos, entonces 


a — - 
In 5 = Ina - Inb 


Demostración Como a = (afb) - b, entonces 


Es ae. 
Ina = tn ($ ») 


Al aplicar el teorema 5.2.4 al miembro derecho de esta ecuación se obtiene 


Ina = In > + Inb 


a 


ln in a- Inb a 


Il 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 Dela definición 5.2.1 se tiene 


49 
In 49 -| cdt NINT(1/t, 1, 49) = 3.891820 
1 
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, 
In 7 a] Lar NINT(/t, 1,7) = 1.945910 
1 


De estos cálculos se obtiene 


21n7 


2(1.945910) 
3.891820 
In 49 d 


5.2.6 Teorema 


Si a es cualquier número positivo y r es cualquier número racional, 
entonces 


Ina” = rina 


Demostración Del teorema 5.2.2, si r es cualquier número racional y 
x > 0, entonces 


Dn x”) = - e pxrol 
= E 
x 
y 
DárlInx) = Ml 
x 
Por tanto, 


D,(In x”) = D,(r1n x) 


De esta ecuación, las derivadas de ln x” y rInx son iguales; de modo que, 
por el teorema 4.1.2, existe una constante K tal que 


Inx” = rilnx+K para toda x>0 (8) 
Para determinar XK, se sustituye | por x en (8) y se obtiene 
ln =rinl+K 


Pero In 1 = 0; en consecuencia K = 0. Al reemplazar K por 0 en (8) se 
obtiene 


Inx” = rinx para toda x>0 


de lo cual se deduce que six = a, donde a es cualquier número positivo, 
entonces 


Ina” = rina n 


Para dibujar la gráfica de la función logarítmica natural deben conside- 
rarse las propiedades de esta función. Pero antes, se trazará en la graficadora 
la gráfica de 


NINT(1/r, 1, x) 


424 CAPÍTULO 5 FUNCIONES LOGARÍTMICAS, EXPONENCIALES, TRIGONOMÉTRICAS INVERSAS ... 


Como el dominio de ln es el conjunto de los números reales positivos, se 
elige un rectángulo de inspección que contenga únicamente valores posi- 
tivos de x. La figura 3 muestra la gráfica de In trazada en el rectángulo de 
inspección de [0.0001, 10] por [-10, 10]. De esta figura, parece que la 
función logarítmica natural es continua y creciente, y también cóncava ha- 
cia abajo. Estos hechos se confirmarán analíticamente. 

Con f(x) = In x, se tiene 


[0.0001. 10] por [-10, 10] p 
NINT (1/2, 1,0) fo) - | Lar y FU) = z para x>0 
1 


FIGURA 3 


Como f es diferenciable para toda x > 0, f es continua para toda x > 0. 
Además, f'(x) > 0 para toda x > 0, y por tanto, fes una función creciente. 
La segunda derivada de 1n x es 


10) =-% 


pr) 
Debido a que f'(x) < O cuando x > 0, la gráfica de f es cóncava hacia 
abajo en cada punto. 


Ahora se determinará mediante geometría una desigualdad que implica 
a ln 2. La integral definida en la ecuación 


2 
In 2 -| La 
P t 


puede interpretarse como la medida del área de la región que se muestra en la 
figura 4. De esta figura, se observa que 1n 2 está entre las medidas de las áreas 
de los rectángulos que tienen base de longitud 1 unidad y alturas de longitud 5 
unidades y 1 unidad; esto es, 


0.5 <In2< 1 
Esta desigualdad puede obtenerse analíticamente a partir del teorema 
4.6.1 al proceder como sigue. Sean f(t) = 1/t y g(t) = z entonces 


Y l 2 FO 2 £(0 para toda t en [1, 2]. Como f y g son continuas en [1, 2], enton- 
ces son integrables en [1, 2], y por el teorema 4.6.1, 


“A ón 
/ | ¿A 


ln2 > z (9) 


FIGURA 4 


De manera semejante, si f() = 1f/t y k(t) = 1, entonces XK) > f(0) 
para toda £ en [1, 2]. Debido a que f y h son continuas en [1, 2], entonces 
son integrables en [1, 2]; y otra vez, empleando el teorema 4.6.1 se obtiene 


2 2 
Pra! La y 
1 1 ; 


1 >1n2 
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Al combinar esta desigualdad con (9) se tiene 
05 <In2=<1 (10) 


El número 0.5 es una cota (o límite) inferior de ln 2 y l es una cota 
superior de ln 2. De igual manera se puede obtener una cota inferior y 
otra superior para el logaritmo natural de cualquier número real positivo. 
Posteriormente aprenderá, aplicando series infinitas, cómo calcular el loga- 
ritmo de cualquier número real positivo con cualquier número de cifras 
decimales deseado. 

El valor de In 2 con cinco cifras decimales está dado por 


In2 = 0.69315 


Por supuesto, cualquier calculadora que incluya la tecla [in] puede 
emplearse para obtener los valores de la función logarítmica natural. Sin em- 
bargo, se puede aproximar el valor del logaritmo natural de cualquier potencia 
de 2 empleando el valor de ln 2 y aplicando el teorema 5.2.6. En particular, 


In4=1In22.  In8=In2 nl =1In2 In] = In22 
= 21n2 = 3 1n2 = —1 + 1n2 = -21n2 
= 1.3863 = 2.0795 = -0.69315 = —1.3863 


Ahora se determinará el comportamiento de la función logarítmica na- 
tural para valores grandes de x considerando el límite lím In x. 
1230 


Como la función logarítmica natural es creciente, si se considera p 
como cualquier número racional positivo, se tiene 


six > 2P entonces Inx > In 2? (1) 
Del teorema 5.2.6 se tiene 

In 2? = pln2 
Si se sustituye de esta ecuación en (11) se tiene 

six > 2% entonces Inx > pln2 


Como ln 2 => 2, de lo anterior se obtiene 


1 
2 
six > 2? entonces Inx > 2p 
Al considerar p = 2n, donde n > O, se tiene 
si x > 22% entonces Inx>mnm 
De este enunciado se sigue, si se toma N = 22, que para cualquiern > 0 
six > MN entonces Inx > n 
Por lo que se puede concluir que 
lím Inx = +00 (12) 
x)+0 


A fin de determinar el comportamiento de la función logarítmica natural 
para valores positivos de x cercanos a cero, se investigará el límite lim, In x. 
=Ii— > 
Como ln x = In (x71)!, entonces - 


Inx = —In l 
x 


426 CAPÍTULO 5 FUNCIONES LOGARÍTMICAS, EXPONENCIALES, TRIGONOMÉTRICAS INVERSAS ... 


: ] 
pendiente = 7 
pendiente = 1 


[pendiente =1 


y=Inx 


al: 2.3 4 
pendiente = 2 
pendiente = 4 
FIGURA 5 


La expresión “x —> 0*” equivale a “* L +00”; por lo que la ecuación 
Xx 


anterior se escribe como 
lím Inx=- lm Inl : (13) 


1>0+ l/x>+0wo XxX 


De (12) se tiene 


limo nh ko 
l/x>+00. Xx 


Por tanto, de este resultado y de (13) se obtiene 
lím Inx = —oo (14) 
x>0+ 


De (14), (12) y el teorema del valor intermedio (1.9.8), el contrado- 
minio de la función logarítmica natural es el conjunto de todos los números 
reales. De (14) se concluye que la gráfica de la función logarítmica natural 
es asintótica a la parte negativa del eje y a través del cuarto cuadrante. 

En resumen, la función logarítmica natural satisface las siguientes pro- 
piedades: 


(i) Su dominio es el conjunto de los números reales positivos. 
(ii) Su contradominio es el conjunto de los números reales. 
(ii) La función es creciente en su dominio. 
(iv) La función es continua en todos los números de su dominio. 
(m Su gráfica es cóncava hacia abajo en todos sus puntos. 
(vi) La gráfica de la función es asintótica a la parte negativa del eje y a 
través del cuarto cuadrante. 


A partir de estas propiedades y trazando algunos puntos con un seg- 
mento de la recta tangente en los puntos, se puede dibujar la gráfica de la 
función logarítmica natural, como se muestra en la figura 5, donde se han 

H 


considerado los puntos de abscisas £, 3» 1, 2 y 4. La pendiente de la recta 


tangente se determinó mediante la fórmula D,(1n x) = ñ ; 


Ahora se presentarán algunos ejemplos más del cálculo de derivadas de 
funciones que contienen logaritmos naturales. 


P EJEMPLO 2 — Calcule 2 si 
y = In[(4x? + 31Qx - MM 


Solución _ Al aplicar el teorema 5.2.2, se tiene 


E Ñ ; 
a a AN 


24x? - 8x +6 5) 
(4x2? + 31(2x - 1) 


» EJEMPLO 3 Determine E si 


(55) 
x+1 
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Solución Del teorema 5.2.2, 


Y _ 1. G+D-* 
dx x (x + 1? 
x+l 
+1 1 


xXx (+1? 
bo 1 
dx +1) 4 
Observe que cuando se aplica el teorema 5.2.2, u(x) debe ser positiva; 
esto es, un número del dominio de la derivada debe estar en el dominio de la 
función dada, ln u. 


D EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 En el ejemplo 1, el dominio 
de la función dada es el conjunto de los números reales, porque 3x2 — 6x + 
8 > 0 para toda x. Esto puede verse a partir del hecho de que la parábola 
cuya ecuación es y = 3x2? — 6x + 8 tiene su vértice en el punto (1, 5) y abre 
hacia arriba. En consecuencia, (6x — 0/0 x? — 6x + 8) es la derivada para 
todos los valores de x. 

En el ejemplo 2, como (4x? + 3X(2x — 1) > Osólo cuando x > ;, el 
dominio de la función dada es el intervalo (|, +00). Por tanto, se entiende 

l 


que la fracción (15) es la derivada únicamente six > ;. 


Como xf(x + 1) > O cuando x < —-1 0 x > 0, el dominio de la fun- 
ción del ejemplo 3 es (-oo, 1) U (0, +00); por lo que I/[x(x + 1)] es la 
derivada si x < -1l ox > 0. e! 


D EJEMPLO ILUSTRATIVO 5 En el ejemplo 2, si se aplica 
el teorema 5.2.4 antes de calcular la derivada, se tiene 
y = In(4x2? + 3) + In(2x — 1) (16) 


El dominio de la función definida por esta ecuación es el intervalo (3> +00), 
el cual es'el mismo que el de la función dada. De (16), 


dx" 4x2+3 2x-1 


dy 8x q 2 


y sumando las fracciones se obtiene 


dy _ 8x(2x +1) + 2(4x? +3) 
dx (4x2 + 3)(2x — 1) 


lo cual equivale al primer renglón de la solución del ejemplo 2. d 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 6 Si se aplica el teorema 5.2.5 


antes de calcular la derivada en el ejemplo 3, se tiene 
y = Inx — In(x + 1) (17) 


Debido a que In x está definida sólo cuando x > 0, y In(x + 1) está de- 
finida únicamente cuando x > —1, el dominio de la función definida por 
(17) es el intervalo (O, +00). Pero el dominio de la función dada en el ejem- 
plo 3 consiste de los dos intervalos (—oo, —1) y (0, +00). Al calcular la deri- 
vada de (17) se tiene 
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O 
dx x x>+l 

E IEA ds 
x(x +1) 


pero recuerde que aquí x debe ser mayor que cero, mientras que en la solución 
del ejemplo 3 los valores de x menores que -1 también están incluidos.  á4 


El ejemplo ilustrativo 6 muestra el cuidado que debe tenerse cuando se 
aplican los teoremas 5.2.4, 5.2.5 y 5.2.6 a funciones que implican logarit- 
mos naturales. 


» EJEMPLO 4 
f0) = InQx - 19 


Calcule f(x) si 


Solución Del teorema 5.2.6, 
f0) = 3 In(2x — 1) 


Observe que tanto In(2x — 1)? como 3 In(2x — 1) tienen el mismo do- 
minio: x > 0.5. Al aplicar el teorema 5.2.2 se tiene 


als 3 
2x-1 


6 
2x -1 4 


FO) 


EJERCICIOS 5.2 


En los ejercicios 1 a 4, demuestre las propiedades dadas de la 23. f(w) = In 3m+1 24. f0) = Inl(Sx — 342x? + 74] 
función logarítmica natural aplicando la definición 5.2.1 y 2052 
NINE la graficadora para calcular los logaritmos naturales 25. ho = E 
indicados. In x 
1. 1n68 = In4 + 1n 17 2. In 1000 = 3 In 10 Pa 
27. g(x) = In 3 241 28. fa) = ¿In x5 
3. Inl3 =In117-In9 4. In8l =21n9 ¿ds 
En los ejercicios 5 a 30, derive la función y simplifique el 29. Fo) = Yx+1-1n(1 + Vx +1) 
resultado. 
30. Gl) = xin(x+ 41 + x2)- 41 + 1? 


5. fa) = In(4 + 5x) 
7. h(x) = InV4 + Sx 


. 20) = In(l + 4x?) 
. fa) = In(8 — 2x) 


9. £0 = In(3r1 + 1) 10. Ax) = In(8 — 23) 
11. e) = IGr+ 1 12. Gl) = Invi+4x? 
13. f00) = In Ya-x? 14. g(y) = In(ln y) 

15. F(y) = In(sen 5y) 16. fa) = xInx 

17. f(x) = cosíln x) 18. e) = Incos Vx 
19. Gx) = Intsec2x + tan2x) 20. hy) = esc(ln y) 
21. f0) = InVianx 22. 1) = mi 


En los ejercicios 31 a 36, calcule 2 mediante diferenciación 
implícita. 7 


31. Inxy+x+y=2 32. Ini+xy=1 
y 


33. x= Inx + y + 1) 34. In(x + y) - Inx- y) =4 


35. x + Inx?2y + 3y? = 21? - 1 
36. xIny + ylnx = xy 


37. Dibuje la gráfica de y = In x trazando los puntos de 
abscisas 5> 111,3 y 9, y utilice ln 3 = 1.1. En cada uno 
de los cinco puntos calcule la pendiente de la recta tan- 
gente y dibuje un segmento de dicha recta. 


En los ejercicios 38 a 45, dibuje la gráfica de la ecuación. 


38. 
40. 


4. 


44. 
46. 


47 


49. 


so. 


51 


52. 


S3. 


54. 


x=iny 39. y = Incx) 

y =Inx + 1) 41 x= In|x] 

y = in E 43. y=x-Inx 
xl 

y=x+2lnx 45. y = Insenx 


Realice el ejercicio 56 de la sección 3.10 considerando el 
logaritmo natural en ambos miembros de la ecuación dada 
antes de calcular la diferencial. 


Realice el ejercicio 55 de la sección 3.10 considerando el 
logaritmo natural en ambos miembros de la ecuación de la 
ley de Boyle antes de calcular la diferencial. 


. La longitud de dos cilindros coaxiales, mostrados en la fi- 


gura adjunta, es L centímetros y los radios de los cilindros 
interior y exterior son a y b centímetros, respectivamente. 
La capacitancia entre los cilindros es C faradios donde 


donde €, es una constante eléctrica. ¿Cuál es el valor 
de lím C? 


ab” 


Obtenga una ecuación de la recta tangente a la curva 
y = In x en el punto cuya abscisa es 2, 


Determine una ecuación de la recta normal a la curva 
y = In x que es paralela a la recta x + 2y — 1 =0. 


Obtenga una ecuación de la recta normal a la gráfica 
de y = x In x que es perpendicular a la recta que tiene 
la ecuación x— y +7 =0, 


Una partícula se mueve sobre una recta de acuerdo a la 
ecuación de movimiento s = (t£ + 1)?In(* + 1), donde s 
pies es la distancia dirigida de la partícula desde el punto 
inicial a los £ segundos. Calcule la velocidad y la acelera- 
ción cuando? = 3, 


En un cable para televisión, la medida de la rapidez de 
la señal es proporcional a x2 In(1/x), donde x es la razón 
de la medida del radio del núcleo del cable a la medida del 
espesor del embobinado del cable. Determine el valor de 
In x para el cual la rapidez de la señal sea máxima. 


Un fabricante de generadores eléctricos comenzó sus 
operaciones el 1 de enero de 1986. Durante el primer año 
no hubo ventas porque la compañía se concentró en el 
desarrollo e investigación del producto. Después del pri- 
mer año las ventas se incrementaron constantemente de 
acuerdo con la ecuación y = x In x, donde x es el número 
de años durante los cuales la compañía ha estado ope- 
rando y y es el número de millones de dólares por el vo- 
lumen de ventas. (a) Dibuje la gráfica de la ecuación. 
Determine la tasa a la que las ventas se incrementaron 
(b) el 1 de enero de 1991, y (c) el 1 de enero de 1996. 


55. 


56. 


s7. 


58. 


59. 


60. 


61. 
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Cierta compañía ha determinado que cuando su gasto de , Ñ 
publicidad semanal es x dólares, entonces si $ dólares es 
su ingreso semanal total por ventas, S = 4000 In x. 
(a) Determine la tasa de variación del ingreso por ventas 
respecto al gasto de publicidad cuando se ha previsto un 
gasto de publicidad semanal de $800. (b) Si el gasto de 
publicidad semanal programado se incrementa a $950, 
¿cuál es el incremento aproximado del ingreso semanal 
total por ventas? 


(a) Trace en el mismo rectángulo de inspección las grá- 
ficas de 


fo=1-1  q=mx mo9=x-1 
xXx 


y observe que f(x) < g(1) < ho. 


(b) Confirme la observación del inciso (a) analíticamente 
estableciendo la desigualdad 


1-1 <Ix<x- 1 paratoda x > 0 y xxl 
x 


mostrando que 


x= 1t-Inx>0 y I-=Ihx-1<0 
Xx 


para toda x > 0 y x x% 1. Sugerencia: sea 
FO) =x-1-Iinx y Go) =1-iInx- de 
Xx 


y determine el signo de Fx) y G'(x) en los interva- 
los (0, 1) y (1, +00). 


Utilice el resultado del ejercicio 56 para demostrar que 


lím m4 - 1 

1>0 Xx 
Establezca el límite del ejercicio 57 aplicando la definición 
de la derivada para calcular F'(0) si F(x) = In(1 + x). 


Demuestre que 
límxInx = 0 
x0+ 
Sugerencia: primero demuestre que x > Inx six > 0, y 


utilice este resultado para probar que -2 Vx < xInx < 0 
si 0 < x < l; después utilice el teorema de estricción. 


A.P. Hunter, Jr. y A. H. Rubenstein en su artículo “Market 
Penetration by New Innovations: the Technological 
Literature” muestran que si f(t) mide el mercado compar- 
tido de una tecnología sustituta en £ unidades de tiempo, 
entonces 


O _,_0 
1= FG) 1-f() 
donde O, c, y cz son constantes. Muestre que ft), 
la tasa de sustitución, está dada por 


SOL - OP 
Of) +[11- FO] 


Explique cómo puede ser afectado el dominio de la deri- 
vada de una función que implica un logaritmo natural si 
se aplican las propiedades de los logaritmos a la función 
antes de calcular la derivada. 


In = (1 + Cal 


FO = 
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5.3 DIFERENCIACIÓN LOGARITMICA E INTEGRALES QUE 
PRODUCEN FUNCIONES LOGARITMICAS NATURALES 


y = In|x| 


FIGURA 1 


Para el estudio de los dos temas de esta sección, se necesita la fórmula de 
D,(n |x | ). A fin de deducir esta fórmula a partir del teorema 5.2.2, se susti- 


tuye Vx? por lx | y se aplica la regla de la cadena. Así, 
DIn|x|) = D,(n /x2) 


: DÁ /x?) 


xi ax 
A 
mn 1557 
=> 
IN 


De esta fórmula y de la regla de la cadena se obtiene el teorema siguiente. 


Si u es una función diferenciable de x, entonces 


Damlul) =D AA 


En el ejercicio 41 de la sección 5.2 se le pidió que dibujara la gráfica 
de y = In|x|. Esta gráfica se muestra en la figura 1. La pendiente de la 


recta tangente en cada punto (x, y) de la gráfica es z. 


D-— EJEMPLO 1 Caiculefío si 
0) = Inlx* + x3| 


Solución Del teorema 5.3.1, 


fu = 140 + 3x3) 
xo +x 
x2(4x + 3) 


x% + x3 


4x +3 
=H— d 


xXx +x 
El ejemplo siguiente ilustra cómo las propiedades de la función logarít- 
mica natural, dadas en los teoremas 5.2.4—5.2.6, pueden simplificar el trabajo 
relacionado con la diferenciación de expresiones complejas que contienen 
productos, cocientes y potencias. 


» EJEMPLO 2 Calcule ma si 


ARES: E BA 
(x + 24x + 3 
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Solución Dela ecuación dada, 


YA +1 
(x + 2)W4x + 3 
ni 13 +1| 

lx+ 21142 +3| 


Si se toma el logaritmo natural en los dos miembros de la ecuación anterior y 
se aplican las propiedades de logaritmos, se obtiene 


ly! = 


ny] = JIn[x + 1| - In]x + 2] — ZIn|x + 3] 


Al diferenciar implícitamente ambos miembros de esta ecuación con respecto 
a x y al aplicar el teorema 5.3.1 se tiene 


1 dy _ 1 1 1 


y di 3QG+D x+2  2(x+3) 


Si se multiplican los dos miembros de la ecuación anterior por y se obtiene 


dy _ Lx + 2X0 + 3) — 6(x + 1) + 3) — 300 + DG + 2) 
a 6 + DE + 2) 4 3) 


Al sustituir y por su valor dado resulta 


dy (GDA 2x2 4+10x +12 - 6x? — 24x — 18-3x? -9x-6 
dx (x + 2XMx + 3912 6(x + Díx + 2)x + 3) 
= -7x2 —- 23x — 12 4 


6x + 12% (x + 2)%(x + 392 


El proceso ilustrado en el ejemplo 2 se denomina diferenciación loga- 
rítmica, desarrollada en 1697 por el matemático suizo Johann Bernoulli 
(1667-1748). 

Del teorema 5.3.1 se obtiene el teorema siguiente para integración 
indefinida. 


5.3.2 Teorema 


j lu = n|u| + C 
u 
De los teoremas 5.3.2 y 4.1.8, para cualquier número racional n se tiene 


yn+l Cc p á 
fura > Pr fi : 8n* 
Inlu| + C7 sin =-1 


D EJEMPLO 3 Evalúe 


z L 
j z dx 
x +1 
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Solución 
x l 3x2 
de= 1 
+1 3 +1 
= lUn|x3 + 1|+C 4 


» EJEMPLO 4 Calcule el valor exacto de 


2 
2 
/ +2 dx 
x+l 
0 
y apoye la respuesta empleando NINT en la graficadora. 


Solución Como (x? + 2)/(x + 1) es una fracción impropia, se divide 
el numerador entre el denominador, obteniéndose 


2 

4itllrc1r Ñ 

x+1 x+1 
Por tanto, 


2 2 2 
[Eda=f (os. 3 Jar 
o x+l o x+1 
2 
= La? x + 30m|x +1] | 
0 


= 2-2+3In3-3In1 
= 3In3-3-0 
= 31n3 


Debido a que 3 ln 3 = 1n 33, la respuesta puede escribirse como ln 27. 
En la graficadora se obtiene 


NINT((x? + 2)f(x + 1),0,2) = 3.295836866 


lo cual es acorde con el valor de In 27. 4 


PD — EJEMPLO 5 Evalúe 


Puza 
x . 


Solución Sean 


u=inx y du = La 
Xx 
Por tanto, 
Pza = fuas 
Xx 
2 
u 
= 4 +C - 
2 + 


= nx? + C 4 
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Se pospusieron las fórmulas para las integrales indefinidas de las funcio- 
nes tangente, cotangente, secante y cosecante hasta debido a que están rela- 
cionadas con la función lagarítmica natural. 

Una fórmula para la integral indefinida de la función tangente se deduce 
como sigue: Puesto que 


funuas = sua 
cos u 


v = COSsu dv = —sen u du 


sean 


y al sustituirlas en la integral anterior se obtiene 


franua 2 
v 


= -In | v| + C 


= -In | cos u | + C 
= Inl(cos uy! | + C 


= In | sec u | +C 


De esta manera se ha demostrado el teorema siguiente. 


Juana = In | sec u | + C 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 


E 3x dx 


El teorema que proporciona la integral indefinida de la función cotan- 
gente se demuestra en forma semejante a la demostración del teorema 5.3.3. 
Consulte el ejercicio 45. 


5.3.4 Teorema 


fooruás = Inlsenu| + C 


1 
3 E 3x(3 dx) 


ln|sec3x| + € d 


A fin de obtener la fórmula de f sec u du se multiplica el numerador y el 
denominador del integrando por sec u + tan u, obteniéndose 


[sc u as 


sec u(sec u + tan u) 
sec u + tan u. 


(sec? u + sec u tan u) 


du 
secu + tan u 


e ————————— 


434 CAPÍTULO 5 FUNCIONES LOGARÍTMICAS, EXPONENCIALES, TRIGONOMÉTRICAS INVERSAS... 


Considere 
v=secu + tanu dv = (secutanu + sec? y) du 


Por tanto, se tiene 


fsecuas dy 
v 


inlv| + C 
In | sec u + tan u | + C 


tl 


Así, se ha demostrado el teorema siguiente. 


5.3.5 Teorema 


[secuá = In|secu + tanu|] + C 


En la sección 7.5 se obtendrá una fórmula para la integral indefinida de 
la función secante mediante un método que no depende del “truco” de multi- 
plicar el numerador y el denominador por sec u + tan u empleado en la de- 
mostración del teorema 5.3.5. 

Una fórmula para f csc u du puede deducirse al multiplicar el numerador 
y el denominador del integrando por csc 4 — cot u y proceder como se hizo en 
la demostración del teorema 5.3.5. Otro procedimiento consiste en considerar 


foscuas = E - 1d) du 


y utilizar el teorema 5.3.5 e identidades trigonométricas. Se lé pedirá que 
demuestre esto en el ejercicio 45. La fórmula que se obtiene está dada en el 
teorema siguiente. 


5.3.6 Teorema 


¿Jescudi = InJesc u = cotm| + C 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 


E fos 2x dx 


sen 2x 


E Y fs 2x(2 dx) 


= Mnfesc2x — cot2x| + C 4 


» EJEMPLO 6 Calcule el valor exacto de 


rió 
| (csc 4x — cot4x)dx 
1/8 


y apoye la respuesta utilizando NINT en la graficadora. 
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Solución 


r/6 
[ (csc 4x — cot4x)dx 
1/8 " 


r/6 

= Ll (csc4x — cot 414 dx) 

4 
1/8 


= 1 imJcsc 4 - cot 4x| - in|sen 4x| | 


= l(nfesc?r — cot27.| - In| sen? x|) - 


r/6 


7/8 


(n| esc tz — cot! | - In|sen! xr] 


(por el teorema 5.2.5) 


- ¿llos E) 0] 
= ¿[loz 102) 0-0] 
= 2 m3 - mé | 


En la graficadora se obtiene 


NINT(csc 4x — cot 4x, 7/8, x/6) = 0.1732867951 


lo cual es acorde con el valor de ¿In 2. 


) - 0): - 0)- t0]1),] 


4 


EJERCICIOS 5.3 


En los ejercicios la 8, utilice el teorema 5.3.1 para lx +2) 3. y= 2 +2x 
calcular 2. 1-3 Y +1 
xx 
3 2 14. y = Na 
L y =In|x + 1| 2. y =Inlx -1| Go 2/3 
3. y = In | cos 3 x| 4 y= In | sec 2x| En los ejercicios 15 a 32, evalúe la integral indefinida. 
5. y = Injtan4x + sec 4x 
y = ln] | 15, j Tax 16, j E dx 
6. y = In] cot 3x - esc 3x | 3 - 2x 2-x 
3x 30 2x —1 
Ty = In 8 y= In[2x + 1 m. | dx 1. | 
A or y sen(n | x b 513 71 a =D 


En los ejercicios 9 a 14, obtenga 2 mediante diferenciación 
logarítmica. 


9 y = 11? - DU + 1D 
10. y = (5x - 90? + 3IBx? - 5) 


lx - 1?(x + 2) 


11. y = Ga 


sen 3£ 
. —— di 
dy 20, j cos 31 — 1 d 


22. ¡ES 3d 
sen 3Jx 


». | 


21. fío 5x + csc5x) dx 


23. aa 


y In y 


24. can 2x -— sec 21) dx 
cos 2x 
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25. 


27. 


2 


31. 


21? 
dx 
j 2-4 


2 
E 3% dx 
Xx 


». J 2Mx+l y 
x[(n x)? + In x] 


$ 3 2 
fa 20452, 
13+1 


j tan (ln x) y 
XxX 1 


32. j a di 


En los ejercicios 33 a 44, determine el valor exacto de la in- 
tegral definida y apoye la respuesta empleando NINT en la 
graficadora. 


33, 


35. 


37. 


39. 


41. 


42. 


43. 


45. 


? 3 ? 1 
x 
d 4. ——— d 
f +4” f +10 
5 so, 
2 dx 36. 42-17 
4 4 - y? 1 22-1 
3 5 
U+3g, 38. | 2% a 
t+1 1-5 
1 3 
xf2 4 l 
cos 1 
LA 40. ——— Ax 
f 1 + 2sent / dx (l + Y) 


xl6 
/ (tan2x + sec2x) dx 
0 


x[6 
| (cot3x + csc3x)dx 
ap12 


4 4 
J 44. [ nx gy 

2 2 * 
(a) Demuestre el teorema 5.3.4. (b) Demuestre el teorema 
5.3.6 multiplicando el numerador y el denominador del 


integrando por esc u — cot u. (c) Demuestre el teorema 
5.3.6 considerando 


A 
x1n? x 


foscudu = | sec(u — 31) du 
y empleando el teorema 5.3.5 e identidades trigonomé- 
tricas. 


Demuestre que | esc u du = —Inl esc u + cotu|] + C 
en dos formas: (a) utilice el teorema 5.3.6; (b) multipli- 
que el numerador y el denominador del integrando por 
cscu + Cot u. 


En los ejercicios 47 a 55, proporcione el valor exacto del núme- 
ro a determinarse, y después obtenga una aproximación de 
este número con cinco cifras decimales en la calculadora. 


47. 


48. 


49. 


50. 


51. 


52. 


53. 


54. 


55. 


56. 


Sif6 = 1/x, determine el valor promedio de f en el in-- 
tervalo [1, 51. 


SifG() = (x + 2)/(x — 3), calcule el valor promedio de f 
en el intervalo [4, 6]. 


Utilice la ley de Boyle para la expansión de un gas (con- 
sulte el ejercicio 8 de la sección 2.6) para determinar la 
presión promedio con respecto al volumen cuando éste se 
incrementa de 4 pie? a 8 pie? y la presión es 2 000 Ib/pie? 
cuando el volumen es de 4 pie?. 

Calcule el área de la región acotada por la curva 
y = x/[(2x? + 4), el eje x, el eje y y la rectax = 4. 


Determine el área de la región limitada por la curva 
y = 2/(x — 3), el eje x y las rectas x = 4 yx = 5. 


Obtenga el volumen del sólido de revolución generado 
cuando la región acotada por la curva y = 1 - 3[x, el eje 
x y la recta x = 1 se gira alrededor del eje x. 


Calcule el volumen del sólido de revolución generado 
cuando la región limitada por el eje x, la curva 
y =1+2/Yx y las rectas x = 1 y x = 4 se gira al- 
rededor del eje x. 


Una línea de transmisión elétrica, que consiste de dos ca- 
bles conductores paralelos de radio a unidades, conducen 
corrientes eléctricas en sentidos opuestos. Si L es la medi- 
da del flujo de encadenamiento por unidad de longitud de 
la línea de transmisión y d unidades es la distancia entre 
los dos cables, donde d > 2a, entonces 


pol(L ja 
xd ' 


donde ¿y es la constante de permeabilidad de los alam- 
bres e / es la corriente eléctrica constante. Demuestre que 


L= AS 
A a 


Demuestreque lim nx - 0 por medio de dos métodos: 
x+o  x 


1 


(a) seax = pY utilice el resultado del ejercicio 59 de la 
Xx 

sección 5.2. (b) Primero demuestre que j qe 2 
1 


AX 
/ Lar aplicando el teorema 4.6.1. Después emplee el teo- 
1 


rema de estricción. 


Explique la diferencia entre el teorema 5.2.2 y el teorema 
5.3.1, y por qué se obtuvo el teorema 5.3.1 antes que el 
teorema 5.3.2, 
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5.4 FUNCIÓN EXPONENCIAL NATURAL 


Como la función logarítmica natural es creciente en todo su dominio, enton- 
ces por el teorema de la función inversa (3.1.5), ella tiene una inversa que 
también es una función creciente. La inversa de In se denomina función 
exponencial natural, denotada por exp, la cual se define formalmente a con- 
tinuación. 


5.4.1 Definición de la función exponencial natural 


La función exponencial natural es la inversa de la función logarítmica 
natural; por tanto, se define como 


exp() = y siysólosi x= Iny 


La notación exp(x) denota “el valor de la función exponencial natu- 
ral en x”. 

El dominio de exp es el conjunto de todos los números reales y su contra- 
dominio es el conjunto de los números reales positivos debido a que estos 
conjuntos son, respectivamente, el contradominio y el dominio de In. 

Debido a que exp y In son inversas una de la otra, se tiene del teorema 5.1.4: 


Infexp(0) =x y expUinx) = x (1) 


Ahora está preparado para definir a*, donde a es un número real positi- 
vo y x es un número irracional. Para llegar a una definición razonable, consis- 
tente con la definición de exponente racional, se considera el caso a”, donde 
a > 0 y res un número racional. Como exp y In son inversas una de la otra, 
entonces 


a” = exp[In(a”)] (2) 
Pero por el teorema 5.2.6, donde r es un número racional, 

Ina” = rina 3) 
Al sustituir de (3) en (2), se tiene 

a" = exp(r In a) 


Como el miembro derecho de esta ecuación tiene significado no sólo cuando r 
es un número racional, sino también cuando r es cualquier número real, se 
emplea dicha ecuación en la definición. 


| 5.4.2 Definición de exponente real 


Si a es cualquier número real positivo y y es cualquier número real, 
entonces 


a* = exp(x in a) 


Además, six > 0, entonces 0* 0; 


En la ecuación (3) se restringió r a los números racionales, pero ahora, 
debido a esta definición, la ecuación (3) también es válida si r es cualquier 
número real. Este hecho se establece como el teorema siguiente. 
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5.4.3 Teorema 


Si a es cualquier número real positivo y x es cualquier número real, 
entonces E 


Ina* = xIna 


Demostración — De la definición 5.4.2, 
a* = exp(x In a) 
De modo que, de la definición 5.4.1, 
Ina* = xina a 
Aunque la definición 5.4.2 nos indica lo que significa a* cuando x es un 
número irracional, la definición no proporciona un método para calcular una 
potencia irracional de un número positivo. Para obtener un procedimiento de 


cálculo, se indica el valor de la función exponencial en 1, y se le da una defini- 
ción formal. Este número es uno de los más importantes en matemáticas. 


5,4,4 Definición del número e 


El número e es el valor de la función exponencial en 1: 


e = expl 


La letra e fue elegida como el símbolo de este número por el matemático 
y físico suizo Leonhard Euler (1707-1783). Casualmente, e es la primera letra 
de la palabra “exponente” y también del apellido Euler. 

El número e es un número trascendente; es decir, es un número que no 
puede expresarse como la raíz de cualquier polinimio con coeficientes enteros. 
El número res otro ejemplo de número trascendente. La demostración de que 
e es un número trascendente fue presentada primero en 1873 por el matemático 
francés Charles Hermite (1822-1901), y su valor puede expresarse con cual- 
quier grado de exactitud. En el capítulo 8 estudiará un método para aproximar 
el número e. El valor de e con siete cifras decimales es 2.7182818. Así, 


e = 2.7182818 


La importancia del número e se hará evidente conforme usted estudie este capítulo. 


5.4.5 Teorema 


Ine = 1 


Demostración  Porla definición 5.4.4, 
e =expl 

Por tanto, 
Ine = In(exp 1) 


Como la función logarítmica natural y la función exponencial natural son in- 
versas, se deduce que el miembro derecho de esta ecuación es 1. De este modo, 


Ine = 1 ” 
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Observe que el teorema 5.4.5 corresponde a la propiedad (6) de la sección 
5.2. Por tanto, el número e es la base de los logaritmos naturales. Así, se ha 
completado la demostración de que la función In satisface las propiedades 
(2346) de los logaritmos dadas en la sección 5.2. 


5.4.6 Teorema 


Para todo valor de x, 
exp(x) = e* 


Demostración Por la definición 5.4.2, cona = e, 
e* = exp(x In e) 


Pero de acuerdo con el teorema 5.4.5, In e = 1, y al sustituir en la ecuación 
anterior se obtiene 


e* = exp(x) a 


A partir de este momento se escribirá e* en lugar de exp(x); por lo que de la 
definición 5.4,1 se tiene 


e* =y siysólosi x= Iny (4) 
Con e* en lugar de exp(x), (1) se transforma en 
Ine =x y e =x 


Si se reemplaza exp(x In a) por e* 1” 4 en la ecuación de la definición 5.4.2, 
se tiene 


ar = exa paratodo a >0 (5) 


Esta ecuación puede emplearse para calcular a*%, donde a > 0, si x es cual- 
quier número real. Para valores de potencias de e utilice la tecla de la 
calculadora. Por supuesto, muchas calculadoras proporcionan a* directamen- 
te. En el ejemplo siguiente se efectúan los cálculos en las dos formas. 


» EJEMPLO 1 Obtenga en una calculadora el valor de 2% con 


cinco dígitos significativos aplicando primero la ecuación (5). Apoye la res- 
puesta calculando el valor directamente. 


Solución Comoa* = e* M2 si a > 0, entonces 


213 e In2 


= e(1.73205)(0.693147) 
= 120057 


= 3.3220 


Al calcular directamente el valor de 213 , se obtiene 243 = 3.3220, lo cual 
apoya la respuesta anterior. 4 


Puesto que O = In 1, se tiene de la proposición (4) 


e =1 
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A continuación se establecerán algunas propiedades de la función expo- 
nencial natural como teoremas. Observe que estas propiedades son consisten- 
tes con las propiedades de los exponentes estudiados en álgebra. 


5.4.7 Teorema 


Si a y b son cualesquiera dos números reales, entonces 


el. e? == parb 


Demostración SeanA = e” y B = e?, Entonces, de la proposición (4), 
ná =a y lnB=b (6) 
Del teorema 5.2.4, 
InAB = InA + InB 
Al sustituir de (6) en esta ecuación se obtiene 
InAB =a + b 
Así, 
¿MAB — garb 


Como ell * = x, el miembro izquierdo de la ecuación anterior es igual a AB; 
de modo que 


AB = e0tb 
Si se reemplaza en esta ecuación A y B por sus valores, se obtiene 


ed ed = garb a 


5.4.8 Teorema 


Si a y b son cualesquiera dos números reales, entonces 


E A 


La demostración de este teorema es análoga a la demostración del ante- 
rior, donde el teorema 5.2.4 se sustituye por el 5.2.5. 


5.4.9 Teorema 


Si a y b son cualesquiera dos números reales, entonces 
(e2 y? = eab 
Demostración  Sien la ecuación x = el" * se considera a x como (e2y?, 
se tiene 
(e2y? == ¿Meayb 


Al aplicar el teorema 5.4.3 al exponente del miembro derecho de esta ecuación 
se obtiene 


(e2y? = gine! 
Pero In e* = a, por tanto 


(e2y? = eab 
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Debido a que la función exponencial natural es la inversa de la función 
logarítmica natural, por el teorema 5.1.7 es diferenciable. El teorema para la 
derivada de la función exponencial natural se obtiene mediante diferencia- 
ción implícita. Sea 


ee? 
Entonces, de la proposición (4), 
x=iny 
En ambos miembros de esta ecuación se deriva implícitamente con res- 


pecto a x a fin de tener 


AE. 
y dx 

dy 

dí y 


Al sustituir y por e* se obtiene 
d Xx Xx 
—(e%) =e 
qe) 


El teorema siguiente se deduce de esta ecuación y de la regla de la cadena. 


5.4.10 Teorema 


Si u es una función diferenciable de x, entonces 


De") = e"D,u 


Observe que la derivada de la función definida por f(x) = ke*, donde kes 
una constante, es ella misma. La otra única función que tiene ésta propiedad y 
que anteriormente se trató es la función constante cero; en realidad ésta es un 
caso especial de f(x) = ke* cuando k = 0. Se puede probar que la función 
más general que es su propia derivada está dada por f(x) = ke”. Refiérase al 
ejercicio 59. 


DP EJEMPLO 2 Calcule dyldx si 


y= ell? 


Solución Del teorema 5.4.10, 
dy = el 2) 
dx E 


E 2017 4 
xXx 


» EJEMPLO 3 Obtenga dy/dx si 


y = e2x+Inx 


Solución Como e?*+IMx = ¿g2xgInx y glnx = y, entonces 


y = x1e2 
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FIGURA 1 


Por tanto, 


dy 


= €X + 2x0? - 4 
dx 


La fórmula de integración indefinida dada en el teorema siguiente es una 
consecuencia del teorema 5,4,10, 


5.4.11 Teorema 


PD — EJEMPLO 4  Evalie 
ed 


7 
vyX 


dx 


Solución Sean 


u= Jx y de = L_ dx 


24x 
Por tanto, 
en dx =2 J e* du 
yx 
= 2e4 + C 
2e NX + C 4 


Puesto que de (4) e* = y si y sólo si x = In y, la gráfica de y = e* es 
idéntica a la gráfica de x = In y. Así se puede obtener la grá- 
fica de y = e*, mostrada en la figura 1, al reflejar con respecto a la recta 
y = xla figura 5 de la sección 5.2 e intercambiar los ejes x y y. 

La gráfica de y = e* puede obtenerse sin hacer referencia a la gráfica 
de la función logarítmica natural. Puesto que el contradominio de la función 
exponencial natural es el conjunto de los números reales positivos, se deduce 
que e* > 0 para todos los valores de x. Por tanto, la gráfica está completa- 


mente por arriba del eje x. Como > = e* > 0 para toda x, la función es 


2 
creciente para toda x. Debido a que el = e* > 0 para toda x, la gráfica 


cóncava hacia arriba en todos sus puntos. 
También se tiene los dos límites siguientes: 


líme*=+0o y líme*=0 

X>+00 x—>-00 

Las demostraciones de estos límites se dejan como ejercicios. Consulte 
los ejercicios 65 y 66. Para trazar algunos puntos específicos, utilice una 
calculadora a fin de determinar las potencias de e. 

Las funciones que tienen valores de la forma Ce**, donde C y k son 
constantes, ocurren con frecuencia en varios campos. Algunas de las aplica- 
ciones se presentan en los ejercicios de esta sección y otras se tratan en la 
sección 5.6. 
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El, 11] por [-1, 7] 
ÑO = A x>0 


FIGURA 2 


(1, 41] por [-1, 7] 
fu = Jan 
FIGURA 3 


Et, 8] por [-1, 5] 
pu = YA 177? 
FIGURA 4 


Como x*, donde x > 0, se ha definido para cualquier número real n, se 
puede probar ahora el teorema para la derivada de la función potencia si el 
exponente es cualquier número real. 


5.4,12 Teorema 


Sin es cualquier número real y la función festá definida por 
fx) =x” donde x > 0 
entonces 


$0) = nx"! 


Demostración Dela definición 5.4.2, 
PO) = entnx 

Así, 
Po) 


! 


er in "Dn In x) 


= grx n 
Xx 


an. 
X 


= nar! uu 


DP EJEMPLO 5 seca 


FO = 0? x>0 


(a) Demuestre analíticamente que f es una función creciente. (b) Determine 
analíticamente la concavidad de la gráfica de f. (e) Trace en rectángulos de 
inspección separados las gráficas de f, f" y f", y muestre que estas gráficas 
apoyan los resultados de los incisos (a) y (b). 


Solución 


(a) Del teorema 5.4.12, six > 0, entonces 
O 


Como f(x) > 0 para toda x > 0, fes una función creciente. 
(b) Al calcular f” aplicando otra vez el teorema 5,4,12, se tiene 


FU) = JU - pra? 


Ya que f"(x) > 0 para toda x > O, la gráfica de fes cóncava hacia arriba 
en todos sus puntos. 

(c) Las figuras 2, 3 y 4 muestran las gráficas de f, f' y f” trazadas en rectán- 
gulos de inspección convenientes. En la figura 3 se observa que f(x) > 0 
para toda x > 0, lo cual apoya el resultado del inciso (a). La figura 4 
apoya el resultado del inciso (b) porque f"(x) > 0. La figura 2 apoya los 
incisos (a) y (b). 4 
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Tabla 1 


h F() = (+ Ape 


2 

2.25 
2.6533 
2.7048 
2.7169 
2.7181 


h EM) = (+ aye 
-0,5 4 
-0.05 2.7895 
-0.01 2.7320 
-0.001 2.7196 
0.0001 2.7184 


El número e se ha definido como el valor de la función exponencial na- 
tural en l; esto es, e = exp 1. Para llegar a otra definición de e, considere la 
función logarítmica natural 


fO) =inx 


Se sabe que la derivada de f está dada por f(x) = 1fx; en consecuen- 
cia, f(1) = 1. Sin embargo, al aplicar la definición de derivada para calcular 
f'(1), se tiene 


tim L4+4D- 0) 


(1D) = 
A ) Ax>0 Ax 
lim In(1 + Ax) - In(1) 
Ax>0 Ax 
= lím Lin (1 + Ax) 
Ax>0Ax 
Por tanto, 


lim L-In(1 + Ax) =1 
Ax>0 Ax 
Si se sustituye Ax por h, se obtiene de la ecuación anterior y del teorema 5.4.3 


límin(1 + py = 1 (7) 


Ahora, como la función exponencial natural y la función logarítmica na- 
tural son funciones inversas, se tiene 


lim(l + AJUh = límexplin + Ay] (8) 
A=>0 A=0 


Debido a que la función exponencial natural es continua y límIn(1 + hy! 
> 


existe y es igual a 1, como se muestra en la ecuación (7), se puede aplicar el 
teorema 1.9,] al miembro derecho de (8) obteniéndose 


lim(1 + ah exp límind + pop] 
h>0 h>0 


= expl 
En consecuencia, 


lim(l + py =e ' . (9) 


En ocasiones, la ecuación (9) se da como la definición de e; sin embar- 
go, para emplear esta ecuación como definición es necesario demostrar que el 
límite existe. 

Considere la función F defina por 


FM) = (1 + ay (10) 


y determine en la calculadora los valores de función para algunos valores de h 
cercanos a cero. Cuando h es positivo, los valores se muestran en la tabla 1; 
y cuando h es negativo, los valores se presentan en la tabla 2, 

Las dos tablas conducen a sospechar que, probablemente, lim(1 + py 
es un número que está entre 2.7181 y 2.7184. Ae 


[0, 27] por Al, 1] 


FO =-% A) = e" sen4t, 
y GO =P 


FIGURA 5 
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En el ejercicio 55 se le pedirá que demuestre que 


: 1y 1 
limll+ -=j =e y lím|l+ -j =e 
z z 


253 +oo 130 


En ese ejercicio también se le solicitará que apoye estos límites gráficamente. 

En el ejercicio 56 se le indicará que trace la gráfica de la función definida 
por (10) y que aproxime el valor de e a partir de la gráfica. 

En la sección 2.8 se dijo que el movimiento armónico simple continúa 
indefinidamente, repitiendo un ciclo cada intervalo de longitud de un periodo. 
De este modo, en el ejemplo 7 de esa sección, un cuerpo suspendido de un re- 
sorte se mueve verticalmente hacia arriba y hacia abajo, y se tiene una osci- 
lación completa cada intervalo de 6 s. Sin embargo, en la práctica la fricción 
hace que la amplitud del movimiento disminuya hasta que el cuerpo alcance 
finalmente el estado de reposo. Éste es el caso del movimiento armónico 
amortiguado, el cual puede describirse mediante el producto de una función 
seno y una función no constante denominada factor de amortiguamiento, 
que ocasiona la disminución de la amplitud. El movimiento armónico amorti- 
guado juega un papel importante en el diseño de edificios, puentes y vehículos. 
Por ejemplo, el propósito de los amortiguadores es suavizar las oscilaciones 
ocacionadas a un automóvil cuando éste se encuentra con un obstáculo en 
el camino. 

Un factor de amortiguamiento importante es una función exponencial 
cuyos valores se aproximan a cero conforme la variable independiente crece 
sin límite. El ejemplo siguiente ilustra el efecto de este factor. 


» EJEMPLO 6 La función f definida por 


FO = eTllá sen 41 1>0 


es un modelo matemático que describe un movimiento armónico amorti- 
guado. Considere 


F() = -el% y G(p) = el 


y realice lo siguiente: (a) muestre que F() <= f(t) < G(0); (b) trace las gráfi- 
cas de las tres funciones en el rectángulo de inspección de [0, 27x] por [-1, 1]; 
(c) demuestre que lim e”'/* sen 41 = 0, 


1 +o 


Solución 
(a) Como | sen 41| < lye"A > 0 para toda f, entonces 
If] < e14+ para todo 1 
Así, 
e M< f<et%  paratodor (11) 
Esto es, F() < f(0) < G(0. 
(b) La figura 5 muestra las gráficas requeridas. Observe que la gráfica de festá 


entre las gráficas de F y G. - 
(e) Debido a que lim (-e71% = 0 y lim e”* = 0, se concluye de (11) 
1>+0 


t>+o 


y del teorema de estricción que lim (era sen 41) = 0. < 
b>+0 
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EJERCICIOS 5.4 


En los ejercicios 1 a 4, obtenga en una calculadora el valor de 
a* para los valores dados de a y x aplicando primero la ecua- 
ción (5). Apoye la respuesta calculando el valor directamente. 


1. (a) a=2,1x1= /2 (b) a= J2.x=e 
2. (a) a= /2,x= yY2 (ba=5x=x 
3. (aA)a=ex=e (bd) a= hx=x 


4 (Yya=Hxrx=e (b a=xx=x% 
En los ejercicios 5 a 20, determine >, y apoye la respuesta 


trazando las gráficas de la respuesta y de la derivada numérica 
en el mismo rectángulo de inspección. 


5. y=e* 6 y=e” Ty= ee 
8. y = ea 9 y = ¿eos x 10. y = e? sen 3x 
XA 
ll. y =esener 12 y= £ 13. y = tan el* 
x 
ed >X 
14. y=e" 15. y = EÉ-£- 
dá et+er 
4x 
4 
16. y = In£— 
SS et +41 
1. y=1i03m 18. y = In(e* + e”) 
19. y = sece” + ez 20 y=tane* + end 
dy 


En los ejercicios 21 a 24, calcule en mediante diferenciación 
implícita. 
21. e + e) = er? 


23. y e% + xy = 1 


22. e? = Ina? + 3y) 
24. ye" + xeY = 1 


En los ejercicios 25 a 32, evalúe la integral indefinida y apoye 
la respuesta gráficamente. 


25. | 25 dy 26. j e** dx 
2 
27. l e de 28. j ¿Hell dy 
e 
3 
29. j A 7 dx 30. [eeras 
==. 
2 
31. J de 32. l A 
er +3 l+e* 


En los ejercicios 33 a 40, evalúe la integral definida. Apoye la 
respuesta empleando NINT en la graficadora. 


1 el 
33. [ e? dx 34, / dx 
0 1 zx 


ss | 


e 
? ete? 
38. ——— dx 
A 2 


2 2 
39. / re” dy 40. / cid dx 
o (ete 

41. Trace las gráficas de y = In x y y = e” en el mismo 
rectángulo de inspección. ¿Para qué valores de x 
(a) Inx = 0,(b)e* = 1,(c)Inx = 1? (d) ¿e* es cero al- 
guna vez? Describa el comportamiento de la grafica de 
y = e* con respecto al eje x. 


42. Dibuje las gráficas de las ecuaciones siguientes: 
(8) y = e (b)y = ell 


En los ejercicios 43 y 44, calcule el área exacta de la región 
descrita. 


43. La región limitada por la curva y = e”, los ejes coorde- 
nados y la rectax = 2, 


44. La región limitada por la curva y = e”, y la recta que 
pasa por los puntos (0, 1) y (l, e). 


45. Obtenga una ecuación de la recta tangente a la curva 
y = e * que es perpendicular a la recta 2x — y = 5. 


46. Obtenga una ecuación de la recta normal a la curva 
y = e” en el punto donde x = In 2. 


47. Una partícula se desplaza sobre una recta y a los £ segun- 
dos su velocidades v pies porsegundo, dondev = e? — e? 
Determine la distancia recorrida por la partícula mientras 
v > O después de quer = 0. 


48. Una partícula se mueve a lo largo de una recta, donde s pies 
es la distancia dirigida de la partícula desde el origen, v 
pies por segundo es su velocidad y a pies por segundo cua- 
drado es su aceleración, a los t segundos. Sia = e*+ e, 
v =1 y s=2 cuando £ = 0, exprese y y s en términos de £. 


49. Si p lb/pie? es la presión atmosférica a una altura de h pies 
sobre el nivel del mar, entonces p = 2116 e79.00003184 De. 
termine la tasa de variación (o derivada) del tiempo de la 
presión atmosférica fuera de un avión que se encuentra a 
una altura de 5 000 pie y se eleva a una tasa de 160 pie/s. 


50. A cierta altura el manómetro de un avión indica que la 
presión atmosférica es de 1 500 Ib/pie?. Aplique la fórmu- 
la del ejercicio 49 a fin de aproximar mediante diferen- 
ciales qué tan alto debe subir el avión de'modo que la 
presión sea de 1 480 lb /pie?. 


51. Si 1 pies es la longitud de una barra de acero cuando su 
temperatura es de £ grados, entonces 1 = 60000017. [tj 
lice diferenciales para determinar el incremento apro- 
ximado de / cuando f aumenta de O a 10. 


52. Un circuito eléctrico simple que no contiene condensado- 
res, tiene una resistencia de R ohms y una inductancia de L 
henrys, no tiene tensión (o fuerza electromotriz) cuando la 
corriente es [, amperes. La corriente disminuye lentamen- 
te de modo que a los £ segundos la corriente es ¿ amperes, 


ei = Ie” RÍD! Demuestre que la tasa de variación de la 
corriente es proporcional a la corriente. 


53. Una agencia de publicidad determinó estadísticamente 
que si un empresario de desayunos preparados aumenta su 
presupuesto para comerciales en televisión por x miles 
de dólares, tendrá un incremento en la ganancia total de 
2512e702* cientos de dólares. ¿Cuál debe ser el incremen- 
to en el presupuesto para publicidad a fin de que el em- 
presario obtenga la máxima ganancia? 


54. Seafía) = 1%,x > 0. (a) Demuestre analíticamente que f 
es una función creciente. (b) Determine analíticamente la 
concavidad de la gráfica de f. (e) Trace en rectángulos de 
inspección separados las gráficas de f, f' y f”, y explique 
por qué estas gráficas apoyan los resultados de los incisos 
(a) y (b). 


55. (a) Considere A = 


en la ecuación (9) y demuestre que 


LY LY 
tim(1 + 1 =ey ¡m(1+ 1-0 
2++0 Z 13-00 2 


(b) Utilice la calculadora para determinar los valores de 


z 
(1 + 1) cuando z = 10000 y z =-10000. 


Después obtenga una aproximación del número e uti- 
lizando estos valores para calcular el valor promedio 
de (1.0001)!9%0 y (0,9999 y"10 000, 

(c) Apoye los límites del inciso (a) trazando en el mismo 
rectángulo de inspección la recta y = e y la gráfica de 
la función definida por 


Xx 
, 1) 
x 
Observe que la recta es una asíntota horizontal de la 
gráfica. 


fa) = ( 


56. Trace la gráfica de la función definida por 


f0) = (1 +14 


en el rectángulo de inspección de [-0.5, 0.5] por [2, 3]. 
Por supuesto, la gráfica tiene un agujero en el eje y por- 
que f(0) no está definido. Sin embargo, 


lim f0) = e 


Aproxime el valor de e con cinco dígitos significativos 
empleando esta gráfica y los procedimientos de intersec- 
ción (intersect) o, rastreo (trace) y aumento (zoom in) de 
la graficadora. 


En los ejercicios 57 y 58, la función fes un modelo matemático 
que describe un movimiento armónico amortiguado. En cada: 
ejercicio haga lo siguiente: (a) muestre que F() < f(0) < 
G(0). (b) Trace las gráficas de las tres funciones en el rectán- 
gulo de inspección [0, 211] por [-1, 1]. (c) demuestre que 
Jn fo = 0 
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57. f0 = e Beos4r, F(0) = -e "; G(0) = e 
SE. f(0) 


59. Demuestre que la función más general igual a su derivada 
está dada por f(x) = ke”. Sugerencia: sea y = f(x) y re- 


elB sen 34, F() = -e 18, G() = eR 


suelva la ecuación diferencial 2 = y. 


60. Demuestre que 


lim £ =0 

+ gr 
Sugerencia: utilice el resultado del ejercicio 55 de la sec- 
ción 5.3. 


En los ejercicios 61 y 62, realice analíticamente lo siguiente: (a) 
obtenga los extremos relativos de f: (b) determine los valores 
de x en los que ocurren los extremos relativos; (c) determine 
los intervalos en los que f es creciente; (d) determine los inter- 
valos en los que f es decreciente; (e) determine dónde la gráfica 
de fes cóncava hacia arriba; (f) determine dónde la gráfica de 
fes cóncava hacia abajo; (g) calcule la pendiente de la recta 
de inflexión. Utilice la información de los incisos (a) a (f) para 
dibujar la gráfica de f. En el ejercicio 62 emplee el resultado del 
ejercicio 60 para dibujar la gráfica. Apoye las respuestas en 
la graficadora. 
61. fía) = e” 


2 


62. f(x) = xe* 


63. Para la función del ejemplo 6, lim f(+) = 0; sin embar- 
La +00 


go, el eje £ no es una asíntota horizontal de la gráfica de f. 
¿Por qué no se cumple la definición (3.7.4) de asíntota 
horizontal para esta función? 


64. Demuestre que la función del ejemplo 5 es continua por la 
derecha en O mostrando que 


65. Demuestre que 


lím e? = +0 

Lo eo 
mostrando que para cualquier N > 0 existe una M > 0 
tal que six > Mentonces e? > N. 


66. Demuestre que 


lím e” =0 


1-00 


mostrando que para cualquier € > 0 existe una N < 0 
tal que six < Nentonces e* < €. 


67. Se inició el estudio de las funciones exponenciales y loga- 
rítmicas en la sección 5.2 con la definición de la función 
logarítmica natural, de modo que pudo definirse en esta 
sección un exponente irracional. Este procedimiento pro- 
porciona una aplicación puramente matemática del 
Cálculo. Describa paso a paso brevemente, como sea posi- 
ble, el proceso que condujo de la definición (5.2.1) de 
función logarítmica natural a la definición (5.4.2) de ex- 
ponte irracional. 
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RIE 
5.5 OTRAS FUNCIONES EXPONENCIALES Y LOGARITMICAS 


En las tres secciones anteriores se estudiaron las funciones exponencial na- 
tural y logarítmica natural, las cuales tienen base e. Ahora se tratarán fun- 
ciones exponenciales y logarítmicas con otras bases. 

Recuerde de la definición 5.4.2 que si a > 0, entonces 


ar = exlna (1 


La expresión del miembro izquierdo de esta ecuación se denomina función 
exponencial de base a. 


5.5.1 Definición de función exponencial de base a 


Si a es cualquier número real positivo y x es cualquier número real, 
entonces la función f definida por 


FW) = ar 
se denomina función exponencial de base a. 


La función exponencial de base a satisface las mismas propiedades que 
la función exponencial natural, 


D EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Si x y y son lelaulela 


dos números reales y a es positivo, entonces de (1), 


ex In Ay Ina 
ex In a+y Ina 


ata? 


LN] 


eat y)In a 
qx 4 


Del ejemplo ilustrativo 1 se:tiene la propiedad 


ata) = a*tY 


También se tienen las propiedades siguientes: 


ar + a) = ar) 
(ar) = ar 
(ab)" = axb* 
ad =1 


Las demostraciones de estas propiedades se dejan como ejercicios (refié- 
rase a los.ejereicios.37 a:40): 

A' fin de obtener la derivada de la función exponencial de base a se con- 
sideraa? = e* 14 y se aplica la regla de la cadena. 


at= ex Ina 
Día*) = e*M4pD,(x In a) 
e*M4(In a) 
a*Ina 


Por tanto, se tiene el siguiente teorema. 


O 


fo =a* 0O<a<l 


FIGURA 2 
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5.5.2 Teorema 
Si a es cualquier número real positivo y u es una función diferenciable 
- de x, entonces ; od 


Día) = a*InaDy 


DP EJEMPLO 1  Caiculefíx si 
fa) = 3" 
Solución Del teorema 5.5.2 


34n 3) 
= 2(n3)13* 4 


FO) 


A continuación se discutirá la gráfica de 
Fo) = a* a>0 

Al calcular las derivadas primera y segunda de f, se obtiene 
FO) = a*Ina FG) = a*(n ay? 


Recuerde que Ina > Osia > 1 yquelna < 0si0 < a < 1. Así, cuando 
a > 1,f(x) > 0 y fes una función creciente, y cuando0 < a < 1,f(x) < 0 
y f es una función decreciente. Como f(x) > 0 para toda x y toda a > 0, 
la gráfica de f es cóncava hacia arriba en todos sus puntos. Con esta infor- 
mación se dibuja la gráfica en la figura 1 cuando a > 1, y en la figura 2 
cuando 0 -< a < 1. 

El siguiente teorema, que proporciona la fórmula de integración indefi- 
nida para la función exponecial de base a, se deduce del teorema 5.5.2. 


PD EJEMPLD:2 — Evalúe 
[um dx 


Solución Como y/10% = 103%/2, se aplica el teorema 5.5.3 con 
u= 3x Entonces se tiene 


[a $ voraz as 


eN 2:2[ 24.) 
200 3as 
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DP EJEMPLO 3 (a) Dibuje las gráficas de y = 2* y y = 2” en 
el mismo sistema de ejes: -(b) Calcule el área exacta de la región limitada por 
estas dos gráficas y la recta x = 2. (c) Apoye la respuesta del inciso (b) me- 
diante el cálculo de la integral definida empleando NINT en la graficadora. 


Solución 
(a) Las gráficas requeridas se muestran en la figura 3. La región está som- 
breada en la figura. 


(b) Si A unidades cuadradas es el área deseada, entonces 


A 


ll 


yo” - 27M ]A¡x 


Al loo + 
i= 


2 
¡ (2x — 2%) dx 
0 


Y 
a 
n2 ln 2), 
2 e 
In2 In2 1In2 1In2 
EA 
4 In 2 


(c) En la graficadora se obtiene 
NINTQ* - 2%, 0,2) = 3.2461 


Este resultado es acorde con la respuesta del inciso (b) debido a que, con 
cinco dígitos significativos, 9/(4 In 2) = 3.2461. 


Ahora se puede definir la función logarítmica de base a, denotada por 
log, donde a es cualquier número real positivo diferente de 1. 


5.5.4 Definición de función logarítmica de base a 


Si a es cualquier número real positivo diferente de 1, la función lo- 
IRE lp Se Md epoleccil as Vs 
a; esto es, 


y = log¿x sy sólos Y =x 7 (2) 


Esta definición es la misma que la presentada en álgebra; sin embargo, (2) 
tiene significado para cualquier número real y porque a? se ha definido preci- 
samente para cualquier número real como exponente. Sia = e, se tiene la fun- 
ción logarítmica de base e, la cual es la función logarítmica natural. 

El símbolo log, x se lee como “el logaritmo de x de base a”. 

Debido a que las gráficas de una función y su inversa son reflexiones 
una de la otra con respecto a la recta y = x, se obtiene la gráfica de y = log, x 


FIGURA 5 
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a partir de la gráfica de y = a*. La figura 4 muestra las dos gráficas sia > 1, 
mientras que la figura 5 muestra las gráficas si0 < a < 1. 

La función logarítmica de base a cumple las mismas leyes que la función 
logarítmica natural. Estas leyes son: Ñ 


log¿(xy) = log, x + log, y 


log,¿(x + y) log, x -— log, y 
“logg1= 0 7 
log¿xY = ylogy¿ x 


Las demostraciones de estas propiedades se dejan comoejercicios (refiérase 
a los ejercicios 41 a 44). : 

A continuación se dedtice una relación entre los logaritmos dé base a y 
los logaritmos naturales. Sea 


y = log, x 
Entonces 
a4= x 
Ina? = Inx 
yIna = Ilnx 


Inx 


5 a 


Al sustituir y por log, x en la ecuación anterior se obtiene 


In x 
l0g4x.= 5 6) 
La mayoría de las calculadoras no tiene la tecla [Toga x]. De modo que (3) es 
una fórmula conveniente para calcular valores de log,, x en la calculadora. 

La ecuación (3) se emplea en ocasiones como la definición de la función 
logarítmica de base a. Como la función logarítmica natural es continua en toda 
x > 0, se deduce de (3) que la función logarítmica de base a es continua en 
toda x > 0. 

Si en (3) se considera x = e, se obtiene 


= he 
logae = tp y 
EEES 1 
l == 4 
Sa (4) 


A continuación se determinará la derivada de la función logarítmica de 
base a diferenciando los dos miembros de (3) con respecto a x. 


DAlog,x) = == (In x) 


na * 
Dálog,x) = +1 
A OB a X) = Ina E x (5) 


Al sustituir de (4) en esta ecuación se tiene 


D log, x) = DEs € 


Si se aplica la regla de la cadena a esta fórmula y a (5) se obtiene el teorema 
siguiente. 
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3.5.3 Teorema 
Si u es una función diferenciable de x, entonces 


D.(logau) = SE0£ . Dj 


ESO 
(in a)Ju Des 


*<S  D;(log, u) 


Si en este teorema se considera a = e, se tiene 
log, e 
D,(log, u) = 252 De 
1 
e D,(Inu) = > ) U 


el cual es el teorema 5.5.2 para la derivada de la función logarítmica natural, 


D EJEMPLO 4 Calcule a e 


x+1l 
x? +1 


y = logro 
Solución Al emplear una propiedad de logaritmos, se tiene 
y = logio(x + 1) — logig(x? + 1) 


Del teorema 5.5.5 


ll 
pu 
o 
e 
o 
ma 
— 
1597 
a 
A 


log,o e(l — 2x — 1?) z 
(x + Da? +1) 


A fin de evaluar integrales que contiene logaritmos de base a, primero se 
aplica la fórmula (3) para cambiar a logaritmos naturales. 


PD — EJEMPLO 5 Evalúe 
ESE 1 In x y, 


x ln 10 x 


Solución La integral de la derecha se evalúa como en el ejemplo $ de la 
sección 5.3, y se obtiene 


| unas - 1 ETS 


x In 10 2 
(In xy? 4 
2110 + 


El teorema 5.4,12 permite diferenciar una variable elevada a un exponen- 
te constante. En esta sección se estudió cómo calcular la derivada de una 
constante elevada a un exponente variable. Ahora se considerará la derivada de 
una función cuyo valor es una variable elevada a un exponente variable. 


+ [-1, 5] por [-1, 3] 
yn =** 


FIGURA 6 


EL, 5] por [-1, 3] 
y, = NDER (y], x) 


FIGURA 7 


1, 5] por [-1, 3] 
yz = NDER (y, x) 


FIGURA 8 
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» EJEMPLO 6 Siy = x*, donde x > O, calcule e. 


Solución De la definición 5.4.2, six > 0,x* = e*1x, Por tanto, 
y = ex Inx 


2 = ex Mx D (x In x) 


= estr. 1, inx) 
x 
= (1 +Inx) e! 
La derivada de una variable elevada a un exponente variable también 


puede calcularse mediante diferenciación logarítmica, como se muestra en el 
ejemplo siguiente. 


» EJEMPLO 7 Calcule la derivada del ejemplo 6 mediante derj- 


* vación logarítmica. 


Solución Se tiene 
PAE 
Al tomar el logaritmo en los dos miembros de esta ecuación se obtiene 


Iny = Inx* 
Iny = xInx 


Si se derivan ambos miembros de la ecuación anterior con respecto a x 
se tiene 


1.2 = xl + ma 
dy = yl + Inx) 
dx 
= (1 +Inx) 4 


D EJEMPLO 8 sea 
fo) =x* x>0 


Trace las gráficas de f, NDER(x*, x) y NDER2(x*, x) en rectángulos de inspec- 
ción convenientes. Á partir de las gráficas, estime los extremos relativos de f, 
los valores de x donde ocurren los extremos relativos, donde es crecien- 
te f, donde es decreciente f, donde es cóncava hacia arriba la gráfica de f y 
donde lo es hacia abajo, y sus puntos de inflexión. Confirme las estimaciones 
analíticamente. 


Solución Enla graficadora, considere 
y =x*  y2= NDER(y¡,x) — y3 = NDER(y,, x) 


Al trazar las gráficas de y;, y, y y3 en el rectángulo de inspección de [-1, 5] 
por [—1, 3], se obtienen las figuras 6, 7 y 8, las cuales muestran las gráficas de 
Ff.f' y f”, respectivamente. De la figura 7, con los procedimientos raíz (roof) o 
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rastreo (trace) y aumento (z00m in) de la graficadora, se estima que la gráfica 
de f' intersecta al eje x en el punto donde x = 0.368. Comof'(x) < 0 cuando 
0 < x < 0.368, y f(x) > O cuando x > 0.368, se estima que f'es decrecien- 
te cuando 0 < x < 0.368, y es creciente cuando x > 0.368; además, f tiene 
un valor mínimo relativo en 0.368. De la figura 8, f(x) > O para todax > 0. 
Por tanto, la gráfica de fes cóncava hacia arriba en todos sus puntos. 

A continuación se confirmarán analíticamente estos resultados. Del 
ejemplo 6, 


FO) = Xd + Inx) 
De modo que, 
Fu =D,ADA + Inx) + x4D(1 + Inx) 


XL + Ind + nx) + e 1) 


N 


(1 + nx? + x01 
Al considerar f'(x) = 0, se obtiene 


l+Inx= 0 
In x -1 
x= el 


Con tres dígitos significativos, e! = 0.368. La expresión para f'(x) es negati- 
va cuando 0 < x < e”! y positiva cuando x > e”!, y la expresión para f(x) 
es positiva para toda x > 0. Estos hechos confirman las estimaciones efec- 
tuadas gráficamente. La gráfica de la figura 6 también es acorde con los 
resultados. 4 


En los ejercicios 1 a 20, calcule la derivada de la función. sE . 
Xx ¡n 

1 f00 = 3% 2 fa) = 6% 25. | x*10% dx 26. aMInz + 1) dz 

3 0 = qe 4. g(x) = 1042: Ls aln(1/x) 

5 fm = gsen2x NS esc 32 27. e2*3% dy 28. E dx 

7. ga) = 22348 8. 00 = (7 + 3)27* 2 2 

De 29. E 30. e? a, 

Xx Xx 

9. h(x) = Pez 10. A) = log —— 

z p+1 En los ejercicios 31 a 34, obtenga el valor del logaritmo con 

11. Ax) = log, x 12. g(w) = tan 2?" cinco dígitos significativos en una calculadora. 

13. f() = sec 3” 14. f0) = 11% x > 0 31. (a) logs e (b) logz7 

15. fo) = xx >0 16. fa) =“%x>0 32. (a) logs 10 (b) log, 361 

17. 8) = 2%2>0 18. f() =x%,x >0 33. (a) log, 10 (b) log:g e 


19. h(x) = (seno) "* senx > 0 


20. g(1) = (cos 1); cost > 0 


En los ejercicios 21 a 30, evalúe la integral indefinida. 


34. (a) log; 2 (b) log, 4728 


En los ejercicios 35 y 36, dado que log¡g e = 0.4343, utilice 
diferenciales para obtener una aproximación del valor del 
logaritmo con tres dígitos significativos; apoye la respuesta 


obteniendo el valor en una calculadora. 
21. fs 2% dy 22. fo” dx 


35. log; 997 36. log¡p 1.015 


En los ejercicios 37 a40, demuestre la propiedad si a y b son 


23. j ale! dt 24. [suo + 1)dx cualesquiera dos números reales positivos, en tanto que x y y 


son números reales. 
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37. a+ a = ar? 


39. (ab) = a*b* 


38. (ay? = aY 


40. a =1 


En los ejercicios 41 a 44, demuestre la propiedad si a y b son 
cualesquiera dos números reales positivos diferentes de 1, 
en tanto que x y y son números reales. 


41. log, (xy) = log, x + log, y 
42. log,(x + y) = log,¿x - log, y 
43. log,1=0 


45. Una compañía ha aprendido que cuando inicia una campa- 
ña de ventas, el número de ventas por día se incrementa. Sin 
embargo, el número de ventas extras diarias disminuye 
conforme el impacto de la campaña disminuye. Para una 
campaña específica la compañía ha determinado que si 
hay S(t) ventas extras diarias como resultado de la campa- 
ña y han transcurrido f días desde que la campaña terminó, 
entonces S(r) = 1000(3 12), Calcule la tasa a la cual las 
ventas extras diarias decrecen cuando (a) t = 4, y 
(b) 1 = 10. 


46. Una compañía estima que en t años el número de sus em- 
pleados será N(1), donde N(1) = 1 000(0.8)'??. (a) ¿Cuántos 
empleados espera tener la compañía en 4 años? (b) ¿A qué 
tasa se espera que el número de empleados esté variando 
en 4 años? 


44. log,x? = y log, x 


47. Una partícula se desplaza a lo largo de una recta de acuerdo 
con la ecuación de movimiento s = A+ 2 + B-2*, 
donde A, B y k son constantes y s pies es la distancia di- 
rigida de la partícula desde el origen a los t segundos. 
Demuestre que si a pies por segundo cuadrado es la acele- 
ración a los t segundos, entonces a es proporcional a s. 
¿Por qué el movimiento no es armónico simple? 


48. Una partícula se mueve a lo largo de una recta de acuerdo 
con la ecuación de movimiento s = f!/ *, donde s pies es la 
distancia dirigida de la partícula desde el origen a los + 
segundos. Calcule la velocidad y la aceleración a los 2 s. 


49. Un cuadro abstracto, importante históricamente, fue com- 
prado en 1934 por $200, y su valor se ha duplicado cada 10 
años a partir de su compra. Si y dólares es el valor del cua- 
dro t años después de su compra, (a) defina y en términos 
de t. (b) ¿Cuál fue el valor del cuadro en 1994? (c) Determi- 
ne la tasa a la cual el valor del cuadro estuvo incrementán- 
dose en 1994, 


En los ejercicios 50 a 52, dibuje la gráfica de la ecuación. 


50. (a) y = 3* (b) y = log3x 
SL (a) y = 2* (b) y = log, x 
52. (a) y = 3* (b) y = log; x 


En los ejercicios 53 a 56, apoye la respuesta al calcular la inte- 
gral definida empleando NINT en la graficadora. 


53. Calcule el área exacta de la región limitada por la gráfica 
de y = 5* y las rectas x = 1yy= 1. 

54. Obtenga el área exacta de la región acotada por las gráfi- 
casde y = e*y y = 2% y larectax = 2. 


55. Determine el volumen exacto del sólido generado al girar 
la región del ejercicio 53 alrededor del eje x. 


56. Calcule el volumen exacto del sólido generado al girar la 
región del ejercicio 54 alrededor del eje x. 


57. Calcule con cinco dígitos significativos”el área de la re- 
gión limitada por las gráficas de y = log¡yx,y = Inx yla 
rectax = 3, 


58. Obtenga con cinco dígitos significativos el volumen del 
sólido generado al girar la región del ejercicio 57 alre- 
dedor del eje x. 


En los ejercicios 59 y 60, haga lo siguiente: (a) trace las gráfi- 
cas de f, NDER(f(0), x) y NDER2(£(x), x) en rectángulos de 
inspección convenientes. A partir de las gráficas, estime (b) los 
extremos relativos de f, (c) donde es creciente f, (d) donde es 
decreciente f, (e) donde la gráfica de f es cóncava hacia arriba 
y donde lo es hacia abajo, y (f) los puntos de inflexión. (2) 
Confirme analíticamente las estimaciones. 


59. fa) = 11M 60. f0) = 14% 

61. En la sección 5.4, las funciones del ejemplo 6 y de los 
ejercicios 57 y 58 son modelos matemáticos que descri- 
ben movimiento armónico amortiguado, donde la amplitud 
decrece hasta cero conforme el tiempo se incrementa. Si 
la ampltud aumenta sin límite conforme el tiempo crece, se 
tiene un movimiento armónico ilimitado y ocurre la re- 
sonancia. La función definida por 


f(0) = 2 cos 4t 1>0 


es un modelo matemático que describe el fenómeno de re- 
sonancia. (a) Considere 


F()=-2 y G()= 2 


y trace las gráficas de f, F y G en el rectángulo de inspec- 
ción de [0, ] por [-10, 10]. (b) A partir de las gráficas del 
inciso (a), observe que 


FO < 0) < G(0) 


Confirme analíticamente esta desigualdad continua. 
(c) Describa el comportamiento de f(t) conforme t crece sin 
límite. 

62. Realice el ejercicio 61 considerando ahora que f(t) = 
31 sen 81, F() =-3:% y G(1) = 3/3. En el inciso (a) trace 
las gráficas en el rectángulo de inspección de [0, 27] por 
10, 10]. 


63. Sea f(x) = Ha” + a”*). Demuestre que 
Fo +0) +$0- cc) = 2f(b)f(c) 


64. Explique por qué, conociendo los valores de log¡g 2 
y log¡p 3, se puede obtener, sin emplear una calculadora, 
log¡p 4, log¡p 5, log¡p 6, 108¡p 8, log 19 9, pero no log¡y 7. 


65. La única solución de la ecuación 
logjpx = lnx 
esx = 1. Explique por qué ésta es una solución y por qué 
no existen otras. 


66. Describa las características comunes de las gráficas de 
y = logjp x y y = 1n x. También describa sus diferencias. 


67. Seaf(x) = log, 5. (a) Trace la gráfica de fen un rectángulo 
de inspección conveniente. Sugerencia: primero aplique la 


ecuación (3) de esta sección. Describa la gráfica y en su 
descripción incluya: (i) donde parece que f es creciente, 
donde parece que f es decreciente, y los extremos relati- 
vos de f; (11) donde parece que la gráfica de fes cóncava 
hacia arriba, donde lo es hacia abajo, y los puntos de in- 
flexión de f. (b) Trace la gráfica de f' en un rectángulo de 
inspección adecuado. A partir de esta gráfica determine 
donde f es creciente, donde fes decreciente y los extremos 
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relativos de f. ¿Son estas conclusiones consistentes con 
las obtenidas en el inciso (a)? (c) Trace la gráfica de f” en 
un rectángulo de inspección conveniente. A partir de esta 
gráfica determine donde la gráfica de fes cóncava hacia 
arriba, donde lo es hacia abajo y los puntos de inflexión 
de f. ¿Son estas conclusiones consistentes con las obteni- 
das en el inciso (a)? (d) Confirme analíticamente sus con- 
clusiones. 


A 
5.6 APLICACIONES DE LA FUNCIÓN EXPONENCIAL NATURAL 


Los modelos matemáticos que implican ecuaciones diferenciales cuyas solu- 
ciones contienen potencias de e, ocurren en muchos campos tales como quí- 
mica, física, biología, sicología, sociología, administración y economía. 

Esta sección se inicia con el estudio de modelos que implican crecimien- 
to y decrecimiento, los cuales se obtienen cuando la tasa de variación (deri- 
vada) de una cantidad con respecto al tiempo es proporcional a la cantidad 
presente en un instante dado. Por ejemplo, la tasa de crecimiento de la pobla- 
ción de una comunidad puede ser proporcional a la población real en cualquier 
instante dado. En biología, bajo ciertas circunstancias, la tasa de crecimiento de 
un cultivo de bacterias es proporcional a la cantidad de bacterias presentes en 
cualquier momento específico. En una reacción química, la tasa (velocidad) de 
reacción con frecuencia es proporcional a la cantidad de sustancia presente; 
por ejemplo, los químicos saben, a partir de experimentos, que la tasa de de- 
crecimiento (decaimiento o desintegración) del radio es proporcional a la 
cantidad de radio presente en un instante dado. Una aplicación en finanzas se 
tiene cuando el interés se compone continuamente. 

En tales casos, si el tiempo se representa mediante + unidades, y si y uni- 
dades representa la cantidad presente en cualquier momento, entonces 


dy _ 
dt 


donde k es una constante y y > 0 para toda £ > 0. Si y crece conforme f se in- 
crementa, entonces k > 0 y se tiene la ley de crecimiento natural. Si y decre- 
ce cuando f aumenta, entonces k < O, y se tiene la ley de decrecimiento natural. 

Si por definición y es un número entero positivo (por ejemplo, si y es la 
población de cierta comunidad), se supondrá que y puede ser cualquier número 
real positivo a fin de que y sea una función continua de f. 

Suponga que se tiene un modelo matemático que implica la ley de cre- 
cimiento o decrecimiento natural y la condición inicial y = y, cuando £ = 0. 
Entonces la ecuación diferencial que representa este modelo es 


dy 


de > ky 

Al separar las variables se obtiene 
a k dt 
y 


Si se integran ambos miembros de esta ecuación se tiene 


E xfa A 
y 


In ly] = kt + E 


O) 


A 1 


FO = Be*, k>0 


FIGURA 1 


O) 


fO=Be*, k<0 


FIGURA 2 
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| y! = ekt+o 
yl = et et 
Al considerar e“ = C se tiene | y| = Ce*!, y como y es positivo se pueden 


omitir las barras de valor absoluto, obteniéndose 
y = Cetk! 

debido a que y = y, cuando 1 = 0, se tiene € = y,. De modo que 
y = yer 


De esta manera se ha demostrado el teorema siguiente. 


5.6.1 Teorema 


Suponga que y es una función continua de 1con y > O para toda! > 0. 
Además, suponga que 


donde k.es una constante y y = y, cuando f = 0. Entonces 


y = ye" 


Considere el enunciado de este teorema con la notación funcional. Con 
y =fÑ0yf0) = ByB > 0 (esto es Y, = B), el teorema establece que si 


FfO=Kkf0 10 Y) 
entonces 
fO=Be  1>0 2) 


Si k > 0, entonces (1) es la ley de crecimiento natural y (2) define una fun- 
ción que tiene crecimiento exponencial Con k > 0 se tiene 


lím f() = B lím el! 


1>3+00 1>3+0 
= +0 


Así, f(t) crece sin límite conforme t aumenta sin límite. La gráfica de (2) cuan- 
do k > 0 se presenta en la figura 1. 
Sik < 0, entonces (1) es la ley de decrecimiento natural y (2) define una 
función que tiene decrecimiento exponencial. De (2), con k < 0, se tiene 
lím ft) = B lím el! 


1>3+00 > +0 


=0 


y f(t) se aproxima a cero a través de valores positivos. La figura 2 muestra la 
gráfica de (2) cuando k < 0. 


» EJEMPLO 1 En cierto cultivo, la tasa de crecimiento de bacte- 
rias es proporcional a la cantidad presente. micialmente, se tenían 1000 bac- 
terias y la cantidad se duplicó en 12 min. (a) Si y bacterias están presentes a los 
t minutos, exprese y como una función de £. (b) En una graficadora, estime con 
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precisión de minutos, el tiempo que deberá trancurrir para que se tengan 
10 000 bacterias. (c) Confirme analíticamente la estimación del inciso (b). 


Tabla 1 Solución Latabla 1 muestra las condiciones de frontera donde y bacterias 
+ o 12 T están presentes a los £ minutos. Observe que T minutos serán necesarios para 
que se tengan 10 000 bacterias en el cultivo. 


(a) El modelo matemático consiste en la ecuación diferencial 


dy _ 
dt es 


donde k es una constante y y = 1000 cuanto £ = 0. Del teorema 5.6.1, 

y = 1000e* (3) 
Como y = 2 000 cuando £ = 12, de (3) se obtiene 

e 12k — 2 (4) 
A partir de (3) se tiene 

y= 1 000(e 124) 12 
Al sustituir de (4) en la ecuación anterior se obtiene 

y = 1000 - 21/12 (5) 


(b) La figura 3 muestra las gráficas de la ecuación (5) y la recta y = 10 000 
trazadas en el rectángulo de inspección de [0, 100] por [O, 20 000]. 
Utilizando los procedimientos intersección (intersec), o rastreo (trace), 
y aumento (zoom in) de la graficadora, se determina que la gráfica y la 
recta se intersectan en el punto donde + = 39.9. De este modo, se estima 
que son necesarios 40 minutos para que se tengan 10 000 baterias en el 


cultivo. 
(c) A fin de confirmar analíticamente la estimación, en (5) se sustituye £ por 
(0, 100] por [0, 20 000] T y y por 10 000, obteniéndose 
- tha ER 10 000 = 1000 + 27/12 
y = 1000 -2 y y= 10000 27/12 = 10 
FIGURA 3 In (27/12) = In 10 
T 
— * 2 = 
12 In In 10 
- 121In10 
In 2 
T= 399 


lo cual confirma la estimación del inciso (b). 


Conclusión: En 40 minutos se tendrán 10 000 bacterias en el cultivo. d 


» EJEMPLO 2 La tasa de crecimiento de la población de cier- 

ta comunidad es proporcional a la población. En 1950 la población fue de 

50 000 y en 1980 fue de 75 000. (a) Si y es la población t años a partir de 1950, 

exprese y como una función de t. (b) Estime en la graficadora la pobla- 

ción que habrá en el año 2010. (c) Confirme analíticamente la estimación del 
Tabla 2 inciso (b). 


A 50000 7500 y Solución La tabla 2 proporciona las condiciones iniciales donde y, es la 
HE, habas población esperada para el año 2010. 


FO, 70] por FO, 150 000] 


y = 50.000 (1.5)1/30 


FIGURA 4 
Tabla 3 
1 0 1690 1000 
y 20 10 Y 000 
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(a) El modelo matemático está representado por la ecuación diferencial 


dy 


di > e 
donde k es una constante y y = 50 000 cuando £ = 0. Del teorema 5.6.1 
se tiene 

y = 50 000e*! (6) 


Como y = 75 000 cuando : = 30, de (6) se obtiene 


75 000 50 000 30% (1) 
e30k = 1,5 


hi 


A partir de (6) se tiene 
y = 50 000 (e30k):/30 
Si se sustituye de (7) en esta ecuación, se obtiene 
y = 50000(1.5)1/30 (8) 


(b) La gráfica de la ecuación (8) está trazada en el rectángulo de inspección de 
[0, 70] por [0, 150 000] y se muestra en la figura 4. Se emplea el aumen- 
to (z00mn in) para determinar que el valor de y es 112 500 cuando + = 60. 
(c) Al sustituir 60 por 1 y y¿, por y en (8) se obtiene 


50 000 (1.5)? 
= 112500 


Yo 


lo cual confirma la estimación del inciso (b). 


Conclusión: La población en el año 2010 será de 112 500. d 


En el ejemplo anterior, como la población crece con el tiempo se tiene un 
caso de crecimiento exponencial. Si una población decrece al transcurrir el 
tiempo, lo cual puede ocurrir si la tasa de mortalidad es mayor que la tasa de 
natalidad, entonces se tiene el caso de decrecimiento exponencial (refiérase al 
ejercicio 4). El ejemplo siguiente proporciona otra situación que implica de- 
crecimiento exponencial. En los problemas que tratan acerca de este tipo de 
decrecimiento, la semivida (o vida media) de una sustancia es el tiempo 
necesario para que la cantidad de sustancia se reduzca a la mitad. 


» EJEMPLO 3 La tasa de decrecimiento (rapidez de desintegra- 
ción) del radio es proporcional a la cantidad presente en cualquier momento. 
La semivida del radio es de 1 690 años y se tienen actualmente 20 mg de este 
elemento químico. (a) Si se tendrán y miligramos de radio dentro de £ años a 
partir de ahora, exprese y como una función de £. (b) Estime en la graficadora 
la cantidad de radio que se tendrá dentro de 1000 años a partir de ahora. 
(c) Confirme analíticamente la estimación del inciso (b). 


Solución Las condiciones de frontera se presentan en la tabla 3, donde 


Y 000 Miligramos de radio se tendrán dentro de 1 000 a partir de ahora. 


(a) El modelo matemático consiste en la ecuación diferencial 


dy 


=k 
di 7 
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[O, 4 000] por [0, 25] 


E 1 111690 
y 20(1) 


FIGURA 5 


donde k es una constante y y = 20 cuando £ = O. Del teorema 5.6.1 se 
tiene 


y = 20e*: E (9) 


Como y = 10 cuando t = 1690, de (9) se obtiene 


10 = 20€169k 
el690k = z (10) 


A partir de (9) se tiene 
y = 20le 1690k, 1/1690 


Al sustituir de (10) en la ecuación anterior se obtiene 


1 | 111690 
y = 20, (1D 


(b) La figura 5 muestra la gráfica de (11) trazada en el rectángulo de inspec- 
ción de [O, 4 000] por [0, 25]. Al aplicar los procesos rastreo (trace) y 
aumento (zoom in) de la graficadora se determina que y = 13.27 cuan- 
dot = 1000. 

(c) A partir de la ecuación (11), considerando y = y¡000 y 1 = 1000, se 


tiene 
1 1000/1690 
20( 2) 


13.27 


Y1000 


lo cual confirma la estimación del inciso (b). 


Conclusión: Dentro de mil años, a partir de ahora, se tendrán 13.27 mg de 
radio. d 


Observe que la ecuación (11) en la solución del ejemplo 3 es un caso especial 
de la siguiente situación más general: Si la semivida de una sustancia es de h años 
y y, Unidades de la sustancia están presentes ahora, entonces dentro de £ años se 
tendrán y unidades de sustancia, donde 


1 tlh 
> =»3) 


Se le pedirá que demuestre esto en el ejercicio 34. 


» EJEMPLO 4 Un depósito contiene 100 millones de litros de 
agua fluorada para el suministro de una ciudad, y el agua contiene 700 kg 
de cierto fluoruro. A fin de disminuir la cantidad del fluoruro, se introduce 
agua pura al depósito a una tasa de 3 millones de litros por día. La mezcla 
de agua y fluoruro se mantiene uniforme, y sale del depósito a una tasa igual a 
la que entra. ¿Cuántos kilogramos del fluoruro contiene el depósito 60 días 
después de que comenzó a fluir agua pura al depósito? 


Solución — Sean : días el tiempo que transcurre desde que comenzó a fluir 
agua pura al depósito. Sean x kilogramos la cantidad del fluoruro en el depó- 
sito a los t días. 


Tabla 4 
t 0 
x 700 
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Como se tienen 100 millones de litros de agua en el depósito en cualquier 
instante, a los £ días la cantidad de fluoruro por millón de litros es x/100 ki- 
logramos. Del depósito salen tres millones de litros por día de agua fluorada, 
de modo que el depósito pierde 3(x/100) kilogramos del fluoruro por día. 


Como Z es la tasa de variación de x con respecto a £, y x decrece confor- 
t 


me a f aumenta, entonces se tiene la ecuación diferencial 


de -_3x 
di 100 
Esta ecuación es de la forma = = kx, donde k = -0.03. Las condiciones 


iniciales dadas se muestran en la tabla 4, donde x,, 
del fluoruro en el depósito después de 60 días. Cuando t = 0, x = 700; de 
modo que, por el teorema 5.6.1, se tiene 


kilogramos es la cantidad 


x = 700e709.03: 
Al considerar t = 60 yx = x¿, en esta ecuación, se obtiene 


700e71.8 


X 
% 2 11571 


Conclusión: El depósito contiene 116 kg del fluoruro 60 días después de 
introducir agua pura al depósito. 


El Cálculo a menudo es útil para los economistas en la evaluación de 
ciertas decisiones sobre cuestiones financieras. Sin embargo, para aplicar el 
Cálculo debe tratarse con funciones continuas. Considere, por ejemplo, la 
siguiente fórmula, la cual proporciona A, el monto de una inversión a los 
t años, si P dólares se invierten a una tasa anual de 100: %, compuesto m veces 
al año: 


A= pl + aj (12) 


Imagine una situación en la cual el interés se compone continuamente; 
esto es, considere la fórmula (12), donde se permite que el número de perio- 
dos de interés por año aumente sin límite. Entonces tomando el límite en la 
fórmula (12) se tiene 


A=P lm ( + al 


mM +00 m 


el cual puede escribirse como 
mii la 
A=P lim [( + my! (13) 
Pa +00 m 


Para calcular este límite mediante el teorema 1.9.1, primero debe determi- 
nar si 


lim ( + Da 


mo +. m 
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existe. Considerando h = i/m se tiene que m/i = 1/h; y como m>+00 
es equivalente a h>0*, entonces 
: Ami 
lím (1 + 1) = lim (1 + Aló 
m-—>+00 m A=0* 


=€ 


E 


En consecuencia, por teorema 1.9.1 se tiene 


lim ( + ay = | lím (1 + aj | 
Mm +00 m L m>+0 m 


eit 


y así, (13) se transforma en 
A = Pel! (14) 


Si se considera que t varía en el conjunto de los números reales no negativos, se 
observa que (14) expresa a Á como una función continua de r. 

Otra forma de mirar la misma situación consiste en considerar una inver- 
sión de P dólares que se incrementa a una tasa proporcional a su monto. Ésta 
es la ley de crecimiento natural. Entonces, si A dólares es el monto a los 
t años, entonces 


dA _ 
a 


donde k es una constante y A = P cuando 1 = 0. Por el teorema 5.6.1, se tiene 
A = Pekt 


Al comparar esta ecuación con (14) se observa que son las mismas si 
k = í. Así, si una inversión crece a una tasa proporcional a su monto, se dice 
que el interés es compuesto continuamente, y la tasa de interés anual es la 
constante de proporcionalidad. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Si P dólares se invierten a 


una tasa del 8% anual compuesto continuamente, y A es el monto de la inver- 
sión a los f años, entonces 


da _ 
di” 0.08A 
y 
A = Pe0.08: . 4 


Si en (14) se toma P = l,í = 1 yt = 1, se obtiene A = e, lo cual da 
una justificación de la interpretación que los economistas hacen del número 
e como el rédito de una inversión de $1 por un año a una tasa de interés del 
100% compuesto continuamente. 

En el ejemplo siguiente se emplea el concepto de tasa efectiva de inte- 
rés anual, la cual es la tasa que proporciona la misma cantidad de interés 
compuesto una vez al año. 


» EJEMPLO 5 Un banco anuncia que la tasa de interés en cuen- 
tas de ahorro se calcula al 4% anual compuesto diariamente. Si se depositan 


Tabla 5 
t 0 
y 120 
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$1000 en una cuenta de ahorro en el banco, calcule (a) el monto aproximado 
al final de un año considerando la tasa de interés de 4% compuesto conti- 
nuamente, y (b) el monto exacto al cabo de un año considerando una tasa 
de interés anual de 4% compuesto 365 veces al año. (e) Obtenga la tasa efecti- 
va de interés anual. 


Solución 


(a) Sean A dólares el monto al final de 1 año. De (14) con P = 1000, 
i = 0.04 y 1 = l, se tiene 


A = 10008004 
= 1040.81 


Conclusión; $1 040.81 es un monto aproximado del depósito al tér- 
mino de 1 año 

(b) De (12) con P = 1000, ¿ = 0.04, m = 365 y t = 1, y si Azg5 dólares 
es el monto, entonces 


0.04 365 
1000( + 204) 


A365 


tl 


1040.81 


onclusión: El monto exacto del depósito al final de 1 año es 
$1 040.81%. 
(c) Sea ¡ la tasa efectiva de interés anual. Por tanto, 


1000(1 + j) = 1040.81 
l + j= 1.04081 
j = 0.04081 
Conclusión: La tasa efectiva de interés anual es 4.081%. d 


Una aplicación de la función exponencial natural en física es proporcio- 
nada por la ley de enfriamiento de Newton, la cual establece que la tasa a la 
cual un cuerpo cambia de temperatura es proporcional a la diferencia entre 
'su temperatura y la del medio ambiente. 


» EJEMPLO 6 Si un cuerpo rodeado de aire a 35% de tempera- 
tura se enfría de 120” a 60? en 40 min, utilice la ley de enfriamiento de 
Newton para determinar la temperatura del cuerpo después de 100 min. 


Solución Sean r minutos el tiempo que ha transcurrido desde que el cuer- 
po comenzó a enfriarse, y y grados la temperatura del cuerpo a los t mi- 
nutos. La tabla 3 muestra las condiciones de frontera, donde y, y grados es la 
temperatura del cuerpo después de 100 min. 

A partir de lá ley de enfriamiento de Newton, se tiene 


dy _ _ 
a 7 Kk(y — 35) 
donde k es una constante y y > 35 para toda t > 0. Al sustituir u por 
y — 35 y du/dt por dy/dt, esta ecuación se transforma en 
du 


24 ku, 
a 
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Cuando £ = 0, y = 120 y u = 85. De modo que por el teorema 5.6.1, la so- 
lución de esta ecuación diferencial es 

u= 8Sek! 
Si se reemplaza u por y — 35, se obtiene 


y - 35 = 85ek! 
y = 8Sek! + 35 (15) 


Como y = 60 cuando t = 40, se tiene 
60 = 85eWk + 35 


5 
40k- 
e =$ (16) 


De (15), 
y = 85(e%k)1140 , 35 


Al sustituir de (16) en esta ecuación se obtiene 


/40 
$e as| 5) + 35 


Debido a que y = y,p cuando! = 100, de la ecuación anterior resulta 


5/12 
Yo = as| 5) + 35 


17 
= 38.99 
Conclusión; La temperatura del cuerpo después de 100 min es 39”. d 


Suponga ahora que una cantidad crece a una tasa proporcional a la dife- 
rencia entre un número positivo fijo A y su magnitud, Entonces, si se represen- 
ta el tiempo por f unidades y y unidades es la magnitud de la cantidad presente 
en cualquier tiempo, entonces 

dy 

—= = k(4 - 17 

Sy = HA y) (17) 
donde k es una constante positiva y y < A para toda £ > 0. Al reemplazar u 
por A — y y du/ dt por —-dy/dt, esta ecuación se transforma en 


Siu = B(estoes, y = A — B)cuando! = 0, entonces por el teorema 5.6.1 la 
solución de esta ecuación es 


u= Bek 
Al sustituir u por A — y se obtiene 


A-y=Be* 
y= A-Be* (18) 


J 


Si en esta ecuación se considera y = (1), se tiene 


FO = A - Bert 


A-B 

| 

O 

fFO=A-Be* 
FIGURA 6 
Tabla 6 

1 0 10 30 60 
y 20 50 Y3o Yoo 
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donde A, B y k son constantes positivas. Esta ecuación describe el crecimien- 
to limitado. 
Al considerar el límite de f(t) se tiene 


lim (0) = lim (A - Be”*) 
+0 Í>+00 
=A-B lím e* 
l>+4+0 
=A-B-:0 
= Á 


y A se aproxima aÁ a través de valores menores que A. Por tanto, la recta 
horizontal ubicada a A unidades sobre el eje tes una asíntota horizontal de la 
gráfica de f. También observe que 


f0) =A - Bek:0 
=A-B 


A partir de esta información se obtiene la gráfica de f mostrada en la figu- 
ra 6. Esta gráfica se denomina en ocasiones curva de aprendizaje. El nombre 
es apropiado cuando f(t) representa la aptitud con la que una persona realiza 
una tarea. Conforme la experiencia de una persona aumenta, la aptitud se 
incrementa rápidamente al principio y después disminuye debido a que la 
experiencia adicional tiene poco efecto sobre la habilidad con la cual se efec- 
túa la tarea. 


» EJEMPLO 7 Un empleado nuevo realiza un trabajo con mayor 
eficiencia cada día, de tal modo que si producen y unidades por día después 
de t días en el trabajo, entonces 

dy _ _ 

ÓN k(80 — y) (19) 
donde k es una constante positiva y y < 80 para toda t > O. El empleado 
produce 20 unidades el primer día de trabajo y 50 unidades por día después de 
10 días de estar en el trabajo. (a) Exprese y como una función de r. (b) ¿Cuántas 
unidades por día se espera que eventualmente produzca el empleado? (c) Trace 
la gráfica de la función del inciso (a) y la asíntota horizontal de la gráfica. 
(d) ¿Cuántas unidades producirá el empleado después de estar 30 días en el traba- 
jo? (e) Muestre que después de estar 60 días en el trabajo, el empleado produ- 
cirá exactamente | unidad menos que el potencial total. 


Solución La ecuación diferencial (19) es la misma que (17) con A = 80. 
La tabla 6 muestra las condiciones de frontera donde y3g unidades y y¿ unida- 
des son producidas por día después de que el empleado está 30 y 60 días en el 
trabajo, respectivamente. 

(a) La solución generai de (19) es de la misma forma de (18) con A = 80: 


y = 80 — Bet (20) 


Como y = 20 cuando £ = 0,ide (20) se obtiene 


20 = 80 — Be? 
B= 60 


Al reemplazar B por 60 en (20) resulta 
y = 80 - 60e"*k (21) 
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De esta ecuación, con y = 50 cuando f = 10, se tiene 


50 = 80 — 60e710k 
el0k = 0.5 


Si se sustituye este valor de e” 1% en (21), se tiene 


5 "o y=80- 60(e710k):/10 : 
y = 80 - 60(0.5).10 (22) 


(b) El límite de (22) cuando f->+ 00 es 


lím [80 — 60(0.5):/0] = 80 — 60 lim 

140 1>+0o 71/10 
= 80 -60-0 
= 80 


Conclusión: Se espera que el empleado producirá eventualmente 80 
unidades por día. . 
(c) La figura 7 muestra la gráfica de (22) y su asíntota horizontal, la recta 
* y = 80, trazadas en el rectángulo de inspección de [ 0, 50] por [O, 90]. 
(d) Como y = y, cuanto + = 30, de (22) se obtiene 


== 


Yz = 80 - 60(0.5) 
= 125 
Conclusión: El empleado producirá 72 unidades por día después de 
estar 30 días en el trabajo. 
a (e) De (22), con y = y¿ cuando? = 60, se tiene 
= 80-- 60(0.5)/10 
E ad Ys) = 80 — 60(0.5)6 
y=80 = 79.06 
FIGURA 7 Conclusión: Después de estar 60 días en el trabajo, el empleado pro- 
ducirá 79 unidades por día, justo 1 menos que el potencial total. 4 


En la sección 7.4 se tratará otro tipo de crecimiento limitado, el cual 
proporcionará un modelo matemático del crecimiento de una población que 
tiene en cuenta los factores ambientalés. 

Una función importante en estadística, llamada función normal estan- 
darizada de densidad de probabilidad está definida por 


No = q 


La gráfica de N es la curva en forma de campana, conocida en estadística. La 
figura 8 muestra esta gráfica trazada en el rectángulo de inspección de [-3, 3] 
por [—2, 2]. Observe que conforme x crece o decrece sin límite, N(x) se apro- 
xima rápidamente a cero. 

La probabilidad de que una elección aleatoria de x esté en el intervalo 
cerrado [a, b] se denota por P([a, b]), y está dada por 


b 
1 =xY 
Pla,b) = =| e*BP dx 23 
[3, 3] por [-2, 2] a » q) (23) 
Ney = L_ gen Esta integral definida es la medida del área de la región limitada superiormen- 
/2n te por la curva y = N(x), inferiormenté por el eje x, y lateralmente por las 
FIGURA 8 rectas x = a y x = b. La integral definida no puede evaluarse mediante el 


segundo teorema fundamental del Cálculo debido a que se ha demostrado que 
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una antiderivada del integrando no puede expresarse en términos de funciones 
elementales. Sin embargo, se puede calcular un valor aproximado por medio 


de NINT en la graficadora. 3 


2 1 e 
No) = —e* 
127 


FIGURA 9 


» EJEMPLO 8 


de probabilidad, calcule la probabilidad de que una elección aleatoria de x 
x esté en el intervalo (0, 2). 


Para la función normal estandarizada de densidad 


Solución La probabilidad de que una elección aleatoria de x esté en el 
intervalo [O, 2] es P([O, 2]), y de (23) se tiene 


2 
P(L0, 21) = | Pl dy 
0 


En la graficadora se obtiene NINT(N(o), 0, 2) = 0.47725. Así, 


P([O, 2) = 0.47725 


o! 


Refiérase a la figura 9. La región sombreada del primer cuadrante está 
limitada por la gráfica de la función normal estandarizada de densidad de 
probabilidad, los ejes coordenados y la recta x = t, donde £ > O, Si A(£) 


unidades cuadradas es el área de esta región, puede demostrarse, aunque es di- 


O 
Mo = —=e* 
Xx a 


fícil hacerlo, que lím A(t) = 0.5. De modo que el valor exacto de P([O, 2)), 


l—=+00 


el cual es la medida del área de la región sombreada de la figura 10, debe ser 


FIGURA 10 


menor que 0.5. Este hecho es acorde con el resultado del ejemplo 8. 


EJERCICIOS 5.6 


1. 


2. 


La tasa de crecimiento natural de la población de cierta ciudad 
es proporcional a la población. En 1955 la población 
fue de 40 000, y en 1995 fue de 60 000. (a) Si y es el número 
de individuos de la población £ años a partir de 1955, expre- 
se y como una función de +. (b) Estime en la graficadora 
cuál será:la población para el año 2001. (c) Estime en la gra- 
ficadora en qué año la población será de 80 000. (d) Confir- 
me analíticamente las estimaciones de los incisos (b) y (c). 


Un cultivo de bacterias crece a una tasa proporcional al 
número de bacterias presentes. Se tienen 1000 bacterias 
presentes ahora y el número se duplicará en 30 min. (a) Si y 
bacterias están presentes a los £ minutos a partir de ahora, 
exprese. y como una función de f. (b) Estime en la grafi- 
cadora cuántas bacterias se tendrán dentro de 2 horas. 
(c) Estime en la graficadora dentro de cuánto tiempo se 
tendrán 50 000 bacterias. (d) Confirme analfíticamente las 
estimaciones de los incisos (b) y (c). 


Cuando a un circuito eléctrico simple, el cual no contiene 
capacitores pero sí capacitancia y resistencia, se le elimina 
la fuerza electromotriz, la tasa de decrecimiento de la co- 
rriente es proporcional a la corriente. La corriente es 
i amperes a los £ segundos después de la interrupción de la 
fuerza electromotriz, ¿ = 40 cuando £ = 0, y la corrien- 
te diminuye 15 amperes en 0.01 s. (a) Exprese ¿ como una 
función de +. (b) Estime en la graficadora la corriente en 
0.02 s. (e) Confirme analíticamente la estimación del in- 
ciso (b). 


4. 


La población de una ciudad decrece a una tasa proporcio- 
nal a su tamaño. En 1980 la población fue de 50 000 y en 
1990 fue de 44 000. (a) Si y es la población t años a partir 
de 1980, exprese y como una función de £. (b) Estime en la 
graficadora cuál será la población en el año 2000. (e) Con- 
firme analíticamente la estimación del inciso (b). 


En los ejercicios 5 a 26, defina precisamente todas las varia- 
bles como números. Utilice la variable t para representar el 
tiempo y defina las otras variables en términos de t. No olvide 
escribir una conclusión. 


5. 


Después de que se suspendió la publicidad de cierta pelícu- 
la el primer día de exhibición, la asistencia decreció a una 
tasa proporcional a su tamaño. Si la asistencia del primer 
día de exhibición fue de 5 000 espectadores y la asisten- * 
cia del tercer día fue de 2 000, ¿cuál es la asistencia esperada 
para el sexto día? 


La población de cierta ciudad se duplicó de 1900 a 1960. 
Si la tasa de crecimiento natural de la población es propor- 
cional a la población en cualquier tiempo y la población en 
1960 fue de 60 000, estime la población para el año 2010. 


Suponga que el valor de cierta colección de antigiiedades 
se incrementa con el tiempo y que la tasa a la que se in- 
crementa es proporcional a su valor en cualquier instante. 
Si hace 10 años el valor de la colección fue de $25 000 y 
su valor actual es de $35 000, ¿dentro de cuántos años su 
valor esperado será de $50 000? 


9. 


10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15, 


16. 


17. 


18. 


Al año de usar un automóvil, su tasa de depreciación en 
cualquier momento es proporcional a su valor en ese tiem- 
po. Si un automóvil se compró el 1 de marzo de 1993, y 
sus valores el 1 de marzo de 1994 y de 1995 fueron $7 000 
y $5 800, respectivamente, ¿cuál es el valor esperado para 
el 1 de marzo de 1999? 


En cierto cultivo de bacterias, donde la tasa de crecimien- 
to es proporcional al número de bacterias presentes, el nú- 
mero se triplica en 1 hora. Si al final de 4 horas se tienen 
10 millones de bacterias, ¿cuántas bacterias se tuvieron 
inicialmente? 


Si la semivida del radio es de 1960 años, ¿qué porcentaje 
de la cantidad actual quedará después de (a) 100 años, y 
(b) 1000 años? 


El 30% de una sustancia radiactiva se desintegra en 
15 años. Determine la semivida de la sustancia. 


En invierno, la tasa de mortalidad de cierta especie de fau- 
na salvaje de una región geográfica particular, es propor- 
cional al número de animales de dicha especie presentes en 
cualquier momento. El 21 de diciembre, el primer día de 
invierno, había 2 400 ejemplares de la especie presentes; 
30 días después, 2 000 animales de la especie estuvieron 
presentes. ¿Cuántos ejemplares de la citada especie se es- 
pera que sobrevivan al invierno? Esto es, ¿cuántos anima- 
les de dicha especie se espera que vivan el 21 de marzo, 
primer día de primavera? 


Se efectúa un depósito de $5 000 en una cuenta de ahorro 
en un banco que anuncia que el interés en este tipo de cuenta 
se calcula a una tasa anual del 5% compuesto diariamente. 
Calcule (a) un monto aproximado al final de 1 año tomando 
la tasa de interés como 5% compuesto continuamente, 
y (b) el monto exacto al término de 1 año considerando 
una tasa de interés del 5% compuesto 365 veces al año. 
(c) ¿Cuál es la tasa efectiva de interés anual? 


Realice el ejercicio 13 si el banco anuncia que el interés 
se calcula a una tasa del 6% compuesto diariamente, y 
(a) tome la tasa como 6% compuesto continuamente, 
y (b) considere una tasa de interés anual del 6% com- 
puesto 365 veces al año. 


Si una cantidad de dinero invertida se duplica en 10 años a 
un interés compuesto continuamente, ¿cuánto tiempo tar- 
dará en triplicarse la suma inicial? 


Si el poder de compra de un dólar disminuye a una tasa de 
10% anualmente, compuesto continuamente, ¿cuánto tiem- 
po será necesario para que el poder de compra sea de $0.50? 


En cierta reacción química, la tasa (velocidad) de conver- 
sión de una sustancia es proporcional a la cantidad de la 
sustancia que aún no se transforma en ese instante. Después 
de 10 min, un tercio de la cantidad original de la sustancia 
se ha convertido y 20 g se convierte después de 15 min. 
¿Cuál era la cantidad original de la sustancia? 


Un tanque contiene 200 litros de salmuera en la cual hay 
3 kg de sal por litro. Se desea diluir esta solución agregan- 
do salmuera que contiene 1 kg de sal por litro, la cual fluye 
hacia el tanque a una tasa de 4 L/min y la mezcla, que se 


19. 


21. 


22. 


26. 


27. 
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mantiene uniforme mediante agitación, sale a la misma 
tasa. ¿Cuándo tendrá ej tanque 1.5 kg de sal por litro? 


Se tienen 100 litros (L) de salmuera en un tanque la 
cual contiene 70 kg de sal disuelta. Se agrega agua dulce 
a una tasa de 3 L/min, y la mezcla, que se mantiene unifor- 
me revolviéndola, sale del tanque a la misma tasa. ¿Cuán- 
tos kilogramos de sal se tienen en el tanque después de 
una hora? 


El azúcar se disuelve en el agua a una tasa proporcional a 
la cantidad insoluta. Si se tenían 50 kg de azúcar presentes 
inicialmente y después de 5 horas ésta se redujo a 20 kg, 
¿cuánto tiempo deberá pasar para que el 90% del azúcar 
se disuelva? 


El profesor Willard Libby, de la Universidad de California 
de Los Angeles, fue distinguido con el premio Nobel en 
química por el descubrimiento de un método para deter- 
minar la fecha de muerte de un ser viviente. El profesor 
Libby empleó el hecho de que el tejido de un organismo 
vivo está compuesto de dos tipos de carbono: el carbono 
14 (denotado por !*C) radiactivo y el carbono 12 (12C) es- 
table, de modo que la razón de la cantidad de 14C a la can- 
tidad de 'C es aproximadamente constante. Cuando el 
organismo muere la ley de decrecimiento natural se aplica 
al 1*C. Si se determina que la cantidad de 1*C en un trozo de 
carbón vegetal es sólo el 45% de su cantidad original y que 
la semivida del 14C es de 5 730 años, ¿hace cuánto tiempo 
murió el árbol de donde proviene el trozo de carbón vegetal? 


Refiérase al ejercicio 21. Suponga que después de encon- 
trar un fósil, un arqueólogo determina que la cantidad de 
14C presente en el fósil es 25% de su cantidad original. 
Empleando el hecho de que la semivida del '*C es de 
5 730 años, ¿cuál es la edad del fósil? 


En las mismas condiciones del ejemplo 6, ¿después de 
cuántos minutos la temperatura del cuerpo será de 45%? 


Una olla con agua estuvo hirviendo a 100? y se dejó enfriar 
al aire libre a una temperatura de 0?. Después de 20 min la 
temperatura del agua fue de 90". (a) ¿Después de cuántos 
minutos la temperatura del agua será de 80? (b) ¿Cuál 
será la temperatura del agua después de 1 hora? Utilice la 
ley de enfriamiento de Newton. 


Si se lleva un termómetro de una habitación en la cual la 
temperatura es de 75” hacia el exterior donde la tempe- 
ratura es de 35” y la lectura en el termómetro es 65" 
después de 30 s, (a) ¿cuánto tiempo después la lectura en el 
termómetro será de 50? (b) ¿Cuál será la lectura en 
el termómetro después de 3 minutos? Utilice la ley de 
enfriamiento de Newton. 


Un cuerpo rodeado de aire a una temperatura de 0? se en- 
fría de 200? a 100? en 40 minutos, ¿cuántos minutos más 
serán necesarios para que el cuerpo alcance una tempera- 
tura de 509? Utilice la ley de enfriamiento de Newton. 


Un estudiante tiene 3 horas para preparar apresuradamen- 
te un examen y durante este tiempo desea memorizar un 
conjunto de 60 hechos. De acuerdo con la sicología, la tasa 
a la que una persona puede memorizar un conjunto de he- 
chos es proporcional al número de hechos que quedan por 


28. 


29. 
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memorizar. De este modo, si el estudiante memoriza y 
hechos en £ minutos, entonces 


L = H60 - y) 
donde k es una constante positiva y y < 60 para toda 
t > 0. Suponga que cero hechos se memorizan inicial- 
mente. Además, suponga que el estudiante memoriza 15 
hechos en los primeros 20 min. (a) Exprese y como una 
función de £. (b) Trace la gráfica de la función del inciso (a) 
y la asíntota horizontal de la gráfica. ¿Cuántos hechos 
memorizará el estudiante en (c) 1 hora, y (d) 3 horas? 


Un nuevo obrero en una línea de ensamble puede realizar 
una tarea particular de tal manera que si y unidades son 
terminadas en un día después de t días en la línea de en- 
samble, entonces 


dd So 
7 K(90 — y) 
donde k es una constante positiva y y < 90 para toda 
+ > 0. El día en que el obrero comenzó se terminaron 60 
unidades y al quinto día el obrero terminó 75 unidades. 
(a) Exprese y como una función de £. (b) ¿Cuántas unidades 
por día se espera que eventualmente termine el obrero. (€) 
Trace la gráfica de la función del inciso (a) y la asíntota 
horizontal de la gráfica. (d) ¿Cuántas unidades termi- 
nará el obrero el noveno día? (e) Demuestre que el traba- 
jador producirá casi a su potencial total después de 
los 30 días. 


Para la función normal estandarizada de densidad de pro- 
babilidad, determine, con cinco dígitos significativos, la 
probabilidad de que una elección aleatoria de x esté en el 
intervalo [O, 1]. 


30. 


31. 


32. 


33. 


q. 


35. 


Para la función normal estandarizada de densidad de pro- 
babilidad, determine, con cinco dígitos significativos, la 
probabilidad de que una elección aleatoria de x esté en el 
intervalo [-3, 3]. 


La función error, denotada por erf, está definida por 


x 
erfíx) = a Pd 
0 


Calcule un valor aproximado de erf(1) con cinco dígitos 
significativos. 


Para la función error definida en el ejercicio 31, calcule un 
valor aproximado de erf (3) con cinco dígitos significativos. 


En biología, la ecuación que en ocasiones se emplea para 
describir el crecimiento restringido de una población es la 
ecuación de crecimiento de Gompertz: 


d - 


In 2 
dt ky y 
donde a y k son constantes positivas. Determine la solu- 
ción general de esta ecuación diferencial. 


Si la semivida de una sustancia que tiene decrecimiento 
exponencial es h años y yg unidades de la sustancia están 
presentes ahora, entonces si y unidades estarán presentes 
en t años, demuestre que 


SS 1 eh 
20 (3) 


Sean f una función que describe crecimiento exponencial 
y g una función que describe crecimiento limitado. ¿En qué 
difieren las gráficas de estas dos funciones? ¿Son semejan- 
tes las gráficas en algún aspecto? ¿Por qué la gráfica de g es 
llamada en ocasiones curva de aprendizaje? 


5.7 FUNCIONES TRIGONOMETRICAS INVERSAS 


Aunque se introdujeron las funciones trigonométricas inversas en el curso de 
trigonometría o de matemáticas previas al Cálculo, se revisarán brevemente 
en esta sección. Se centrará la atención en las funciones seno inversa, coseno 
inversa, tangente inversa y secante inversa porque éstas son las más importan- 


tes en Cálculo. 


Recuerde de la sección 5.1 que una función debe ser uno a uno para que 
tenga una inversa. Como las seis funciones trigonométricas son periódicas y, 
por tanto, no son uno a uno, ninguna de ellas tiene inversa. Sin embargo, se 
pueden restringir los dominios de estas funciones de modo que tengan una 


inversa. 


Se comenzará con la función seno cuya gráfica se muestra en la figu- 
ra 1. Observe en la figura que la función seno es creciente en el intervalo 
3%, ¿11], y en consecuencia, por el teorema 5.1.5 así como por el criterio 
de la recta horizontal, la función F para la cual 


F(x) = senx y 


=1 
US 


T (1) 
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F(x) = senx -31 z 


FIGURA 2 


x= 


T 


y = senx 
FIGURA 1 


tiene inversa. La gráfica de F se presenta en la figura 2; su dominio es 


Liz, Ud y su contradominio es [-1, 1]. La inversa de esta función se de- 


nomina función seno inversa. 


5.7.1 Definición de la función seno inversa 
La función seno inversa, denotada por sen”!, está definida por 


y = semlx siysólosi x= senyy-3< y< lx 


El dominio de sen”! es el intervalo cerrado [-1, 1] y su contradominio 
es el intervalo cerrado [-1 1, 211]. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 


(a) sem”! A de (b) sem! (2) 2 Lg d 


1 
Y. 4 2 

Por supuesto, en la calculadora pueden obtenerse aproximaciones de 
los valores de la función seno inversa utilizando la tecla o la combi- 
nación de teclas [inv] y [sen], o [2nd] y Ben]. 

En (1) el dominio de F está restringido al intervalo cerrado [- 31, 311] 
de modo que la función sea monótona en su dominio a fin de que tenga una 
función inversa. Sin embargo, la función seno tiene periodo 27 y es creciente 
en otros intervalos, por ejemplo, [-¿7, —21] y [¿x, 37. También, la fun- 
ción es decreciente en ciertos intervalos cerrados; en particular, en los interva- 
los -¿1x, lx] y [¿71, 27]. Cualquiera de estos intervalos podría haberse 
elegido para el dominio de F de la ecuación (1). No obstante, se acostum- 
bra elegir el intervalo [—2 7, + 1] porque es el intervalo más grande que con- 
tiene el número 0 en el cual la función es monótona. 

El uso del símbolo —1 para representar la función seno inversa hace 
necesario denotar el recíproco de sen x mediante (sen x)”! a fin de evitar con- 
fusiones. Una convención similar se aplica cuando se utiliza cualquier expo- 
nente negativo con una función trigonométrica, por ejemplo, 

ade (tan xy! l 

tan x cos? x 
y así sucesivamente. 

El término arco seno se utiliza en ocasiones en lugar de función seno in- 
versa y la notación are sen x se emplea en vez de sen”! x. Probablemente esta 
notación proviene del hecho de que si £ = arc sen u, entonces sen 1 = U, y £ 
unidades es la longitud del arco de la circunferencia unitaria para el cual el 
seno es u. En este texto, en la notación para las funciones trigonométricas in- 


= (cos 1)? 
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versas se empleará el símbolo —1 en lugar de la palabra arc. Esta convención 
es consistente con la notación general para las funciones inversas. 

Se puede dibujar la gráfica de la función seno inversa localizando algu- 
nos puntos a partir de los valores de sen”! x tales como los présentados en la 
tabla 1. La gráfica se muestra en la figura 3, 


Tabla 1 


De la definición 5.7.1, se tiene 


senísen”! x) = x paraxen |[-1, 1] 
sen”l(sen y) = y parayen[-3x, 3x1] 


Observe que sen”l(sen y) + y si y no está en el intervalo Lin, 31. Por 
ejemplo, 
-1 3 _ 241 -1 1 = il. 1 
sen” "(sen 71) = sen J y sen”*(sen 3D = sen ( 2) 


il 
T = ¿7 


» EJEMPLO 1 Calcule (a) cos[sen”!(-¿ )]; (b) sen”!(cos 32. 


Solución Como el contradominio de la función seno inversa es 


[-3x., 31), entonces senl(-¿) = -¿m. 
(a) cos[sen" (1) = cos(-1m) (b) sen"Hcos 37) = semi(-3) 
== 3 a -12 T d 


Ahora se obtendrá la fórmula para la derivada de la función seno inversa 
aplicando el teorema 5.1.7, el cual establece que la derivada de una función 
monótona y continua, y la derivada de su inversa son recíprocas una de la 
otra. Sea 


y = sem! 
lo cual es equivalente a 
x=seny y y estáen Ein, 1] 
Al diferenciar los dos miembros de esta ecuación con respecto a y resulta 


s =Cosy y yestáen Lin, 3 Q) 


De la identidad sen? y + cos? y = 1, y sustituyendo sen y por x, se obtiene 
cos? y = 1- xP 


Si y está en ¿A 5 A), TOS y eS HO negativo, de modo que 


Los» = y) - y? siyestó en J-z 1) 
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[-1, 1] por [-10, 10] 


y= 


NDER (sen? x, x) 


FIGURA 4 


y = sentx 


FIGURA 5 


Al sustituir de esta ecuación en (2) se obtiene 


E yl y? 


dy 
Como E es el recíproco de a , ENtONCes 
Dásen! x) = qn e (67) 
yl 12 


Este resultado se apoya gráficamente al trazar las gráficas de 


1 


y = ——=—= 
yl x? 


en el mismo rectángulo de inspección, observando que son idénticas. Con- 
sulte la figura 4. 

Ahora se investigará la interpretación geométrica de la ecuación (3). 
Refiérase a la figura 5, la cual muestra la gráfica de la función seno inversa 
y segmentos de algunas rectas tangentes. Observe que cuando —] < x < 1, 
el cual es el dominio de D, (sen! x), la pendiente de la recta tangente es po- 
sitiva. Además, cuando x>-1* o x>1", la pendiente de la recta tangente 
crece sin límite. Esta información apoya gráficamente los límites 


y NDER(sen? x, x) 


E E 


: ; 1 
da 3 = +0 y mo o +00 


De (3) y de la regla de la cadena se tiene el teorema siguiente. 


| 5.7.2 Teorema 


Si u es una función diferenciable de x, entonces 


od 
Disen u) pri 


DP EJEMPLO 2 — Calcule f(x) si 
FO) = sen! x? 
Solución Del teorema 5.7.2, 


1 


FU) TD eE 


(Qx) 


a 2x 4 
Ñ l- x1 


A fin de obtener la función coseno inversa, se procede como se hizo con 
la función seno inversa. Se restringe el dominio del coseno al intervalo en el 
cual la función sea monótona. Se elige el intervalo [0, 71] en el que el coseno 
es decreciente, como se muestra en la gráfica del coseno de la figura 6. Así, se 
considera la función G definida por 


GO) =cosx y O<x<A 
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y = cosx 


FIGURA 6 


El dominio de G es el intervalo cerrado [0, 11] y su contradominio es el inter- 
valo cerrado [-1, 1]. La gráfica de G se presenta en la figura 7. Como G es 
continua y decreciente en su dominio, entonces tiene una inversa, la cual se 
definirá a continuación. 


5.7.3 Definición de la función coseno inversa 
La función coseno inversa, denotada por cos”!, está definida por . 


G(x) = cos x O<SxSs 7T 


y =coslx siysólosi x=cosy y O<y<x 


FIGURA 7 
El dominio de cos”! es el intervalo cerrado [-1, 1] y su contradominio 
es el intervalo cerrado [0, 71]. 
'> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 
y 
no Ei (a) cos”! No] = qa (b) cost +] = x 4 


La gráfica de la función coseno inversa se muestra en la figura 8. 
De la definición 5.7.3, se tiene 


cos(cos tx) =x  paraxen[-1, 1] 
cos"lcos y) = y  parayen[0, 1] 


Observe que de nuevo existe una restricción sobre y a fin de tener la igual- 
dad cos”l(cos y) = y. Por ejemplo, como ¿ 7 está en [O, 71], entonces 


= 0 AA cos"l(cos 31) = 37 
y = cos x Sin embargo, 
FIGURA 8 
1 Sm <= col -1 1m = cost 1 
cos”*(cos 21) = cos (LS) cos”! (cos +) = cos (4) 
3 Jar 4 2 
3 al 
= ¿XT Y T 


» EJEMPLO 3 Demuestre que ¡ 


cosix= lr-semix  para|x|< 1 (4) 
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[1, 1] por (210, 10] 


NDER (cos”! x, x) 


FIGURA 9 


y= cos”! x 


FIGURA 10 


Solución Suponga que x está en [-1, 1] y que 


t = cos(31 — sen”! x) - (5) 


Al aplicar la fórmula de reducción cos( z TT — y) = sen y, con v = sen! 


el miembro derecho de (5), se tiene 


xen 


t = sen(sen"! x) 

Como sen(sen”! x) = x, entonces 
t=x 

Si se sustituye £ por x en (5) resulta 


x = cos(hx - sen! x) (6) 


Como-71 < sen! x < ¿x, al sumar —] 7 a cada miembro se tiene 


1 < - in + semix<o0 


A] multiplicar cada miembro de esta desigualdad por —1 e invertir los signos 
de desigualdad se obtiene 


0< ja-senix<x 
De esta desigualdad, de (6) y de la definición 5.7.3, resulta 


el 
cosTx= ja-sewix para |x|] < 1 


lo cual es (4). d 


Observe en la solución del ejemplo 3 que la identidad depende de que la 
elección del contradominio de la función coseno inversa sea [O, 11]. 

A fin de obtener la fórmula para la derivada de la función coseno inversa 
se utiliza (4), la cual ya se demostró, Al diferenciar con respecto a x, se tiene 


Dicos”! x) = Di Lx — sem! x) 


1 
= -==5 Y 
yl = 12 
donde x está en (-1, 1). 
Como se hizo con la derivada de la función seno inversa, la ecuación (7) 
se apoya al trazar las gráficas de 


] 


ó TE 


en el mismo rectángulo de inspección, y observando que son idénticas. Con- 
sulte la figura 9. 

También, como se hizo anteriormente, refiérase a la figura 10 para la in- 
terpretación geométrica de la ecuación (7). La figura, que muestra la gráfica de 
la función coseno inversa y segmentos de algunas rectas tangentes, apoya el 
hecho de que D, (cos”! x) < Ocuando-1 < x < 1 y que 


y NDER(cos”! x, x) 


A AAA o E 


1>-1+ 1- y? 117 In 7 q? 


El teorema siguiente se obtiene de (7) y de la regla de la cadena. 


y = tanx 


FIGURA 11 


Ha) = tanx -lr<x< 
2 2 


FIGURA 12 


FIGURA 13 


1 
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5.7.4 Teorema 


Si u es una función diferenciable de x, entonces 


Difcos” u) = - Du 


yl u? 


» EJEMPLO 4 Calcule 2 si 


y = cos”! g2x 
Solución Del teorema 5.7.4, se tiene 


dy _ ñl 


Je? 4 
yl — eh 


A continuación se obtendrá la función tangente inversa. Observe en la 
gráfica de la figura 11 que la función tangente es continua y creciente en 
el intervalo abierto Eja, 27. Ahora se restringe la función tangente a este 
intervalo y se considera la función H definida por 


HO) =tanx y << ¿7 


El dominio de H es el intervalo E T, Y) y su contradominio es el conjunto 
R de los números reales. Refiérase a la figura 12, la cual presenta la gráfica 
de H. Esta función tiene una inversa llamada función tangente inversa. 


5.7.5 Definición de la función tangente inversa 
La función tangente inversa, denotada por tan”!, está definida por 
y =tmlx siysólosi x=tny y -ja<y< lx 


El dominio de tan”! es el conjunto R de los números reales y su contra- 
dominio es el intervalo abierto (— z TT, 1 Tm). 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 


(a) tan Y3 = zm (b) tan” (2) =-la (0) tamo=0 4 


3 6 


La figura 13 muestra la gráfica de la función tangente inversa. De la de- 
finición 7.5.5 se tiene 


tan(tan!x) =x paraxen(-oo, +00) 
tanl(tan y) = y  parayen(-ix, lx) 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 4: 


tani(tan 1) = lx y tanta] =- 


4 T 


1 
4 
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FIGURA 14 


Sin embargo, 


tanltan im = tai) y taml(tan 37) = tam! 1 

1 — 
=-lg = 

4 


» EJEMPLO 5 Calcule el valor exacto de 
sec[tan”1(-3)] 


Solución Este problema se resolverá interpretando tan”l(-3) como un 
ángulo. Sea 


8 = tan l(-3) 


Como el contradominio de la función tangente inversa es (- z T, 37, y tan 0 
es negativa, entonces => 7 < 08 < 0, Así, 


tn0=-3 y =¿m< e8<0 


La figura 14 presenta un ángulo 0 que satisface estas condiciones. Observe 
que el punto P seleccionado en el lado terminal de O es (1, -3). Del teorema 
de Pitágoras res igual a /12 + (-3)? = 10. Por tanto, sec 6 = /10. En 
consecuencia, 


sec[tan”l(-3)] = /10 < 


A fin de obtener la fórmula de la derivada de la función tangente inversa 
se aplica otra vez el teorema 5.1.7. Si 


entonces 
x=tany y y estáen(-¿7, 2) 
Al diferenciar los dos miembros de esta ecuación con respecto a x se obtiene 


d 
En] = sec? y y y estáen E31, y) (8) 


De la identidad sec? y = 1 + tan? y, y sustituyendo tan y por x, se tiene 


secty = 14 12 


Si se reemplaza de esta ecuación en (8) resulta 


De modo que, por el teorema 5.1.7, 


Dtamlx) = l (9) 
l + 12 

El dominio de la derivada de la función tangente inversa es el conjunto R 
de los números reales. 

En el ejercicio 58, se le pedirá que apoye gráficamente la ecuación (9) y 
que proporcione una interpretación geométrica de la ecuación, como se hizo 
con las ecuaciones (3) y (7) para las derivadas de sen”! x y cos”! x, 

De (9) y de la regla de la cadena se obtiene el teorema siguiente. 


y = secx 


FIGURA 15 


FIGURA 16 
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5.7.6 Teorema 


Si u es una función diferenciable de x, entonces 


D,(tan? u) = Dat 


DP EJEMPLO 6 — Caiculef'(o si 


1 
x+1l 


f0) = tam! 


Solución Del teorema 5.7.6, se tiene 


" == 1 . -1 mt 
2 ] Gn? 


+ —__—_——— 

(x + 19? 
POE ORO 
(x + 1? +1 


-] 4 


1x2 +2x+2 


Antes de definir la función secante inversa, se dirigirá la atención sobre 
el hecho de que cos x > 0 en el contradominio [-3 7, ¿ 11] de sen”! x, lo cual 
fue significativo en la obtención de la fórmula (3) para la derivada de sen”! x, 
Además, observe que sen x > 0 en el contradominio [0, 71] de cos”! x, y que 
sec x > 0 en el contradominio (-3 7, ¿71) de tan! x. De modo que el valor 
de tan x será no negativo en el contradominio de la función secante inversa, se 
elige ese contradominio de modo que esté en los cuadrantes primero y tercero, 
lo cual aportará ventajas cuando se obtenga la fórmula de la derivada de la 
función secante inversa. Se verán otras ventajas de estas relaciones cuando se 
apliquen las funciones trigonométricas inversas en ciertos cálculos, en particu- 
lar en la sección 7.3, concernientes a una técnica de integración que implica 
sustituciones trigonométricas. 

Refiérase a la figura 15, la cual muestra la gráfica de la función secante, 
y observe que la secante es creciente en el intervalo [0, 31) y es decre- 
ciente en el intervalo [7, 37. Más aún, six € [0, 31) U [x, 3D, entonces 
sec x € (oo, -1] U [1, +00). Así, se tiene la definición siguiente. 


5.7.7 Definición de la función secante inversa 


La función secante inversa, denotada por sec”!, está definida por 
1 . 

y =seclx siysólosi- x= secy y AY EA ea 
O He o TSy< im sixs-l 


El dominio de sec”! es (-oo, -1] U [1, +00). El contradominio de sec”! 
es [0, ¿1 U [x, 3D. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 5 
(a) sec /Z) = lx (b) secioy2) = ix s 


E 


Consulte la figura 16, la cual presenta la gráfica de la función secante 
inversa. 
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De la definición 5.7.7, se tiene 


sec(seclx)=x paraxen(-00,-1)] U [1, +00) 
sec"Msec y) = y  parayen[0, 1) U [x, 3m) 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 6 


secTWUsec 31) = jm y secrUsec im = £x 
Sin embargo, 
secTlMsec 21m) = £m y secrUsec im) = lx 4 


A fin de obtener la fórmula para la derivada de la función secante in- 


versa, Sea 
y=sectx y lx|]>1 
Entonces 
x=Secy y y está en [0, Í U lx, ¿m (10) 


Al diferenciar los dos miembros de (10) con respecto a y se obtiene 


E = secytany y yestáen[o, jm) U [z, 32) (1D 


A partir de la identidad tan? y = sec? y — 1, con sec y = x, se tiene 
tan? y = x? — 1 

Como y está en [0, 1 m U [r, 2 71), entonces tan y es no negativo. Así, 
tany = 4/x2-1  siyestáen[o, 41) U [x, 31) 


Si se sustituye de (10) y de esta ecuación en (11) resulta 
de 2 77 
dy” xyYx 1 

De este modo, por el teorema 5.1.7, 


D.(sec”l x) = (12) 


xx? —-1 


donde |x| > 1. De (12) y de la regla de la cadena se obtiene el siguiente 
teorema. 


5.7.8 Teorema 


Si u es una función diferenciable de x, entonces 2] 


D,(sec! u) = — Dr 4 Ze: 
uyu* — 1 , 


r 
e 


DP EJEMPLO 7  Caicule FU si 


fo) = xsecl 


E 


y 
4 
o lalo 
laz 
2 
—  __ ___— _ € 
2 1 0 1 2 
y =cotlx 
FIGURA 17 
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Solución 
E mear E Ñ 
212) 
2 
si E (2) 
% Vi a? 
Je 
ej. l 
e 1 - y? 
ll 
PR E CAR 
sect a d 


Refiérase al ejemplo 3 en el cual se demostró la identidad (4) que rela- 
ciona a cos”! y sen”!, Esta identidad puede emplearse para definir la función 
coseno inversa, y a partir de esta definición se puede determinar que el con- 
tradominio de cos”! es [0, 71]. Este tipo de procedimiento se empleará en la 
discusión de las dos funciones trigonométricas restantes. 


5.7.9 Definición de la función cotangente inversa 

La función cotangente inversa, denotada por cot”!, está definida por 
cotlx= jr - tan!x donde x es cualquier número real 

De la definición, el dominio de cot”! es el conjunto R de los números rea- 


les. Para determinar el contradominio de cot”!, se escribe la ecuación de la 
definición como 


tamlx= 3 -cotlx (13) 
Como 
=1 cl Ll 
3 n<tan*x< 2 E 
al sustituir de (13) en esta desigualdad se obtiene 
-1 la -— -1 1 
3 n< z TT cot*x< 7 ñ 
Si se resta ¿A de cada miembro se tiene 
—= <-cot!lx<0 


Ahora se multiplica cada miembro por —1 e invirtiendo el sentido de los signos 
de desigualdad se obtiene 


O<cotlx< ax 


Por tanto, el contradominio de la función cotangente inversa es el inter- 
valo abierto (0, 11). Su gráfica se muestra en la figura 17. 
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y 
A 
Ñ | No 
a 7) —— 
2 -1 1 2 


FIGURA 18 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 7 


(a) tall = ix (b) tanl(-1) =-l7 
(c) coll = xa tam! 1 (d) col) = L7 - tami(1) 
= la- la = la- (¿m 
= 17 = in d 


Con objeto de deducir la fórmula para la derivada de cot”! x, se derivan 
los dos miembros de la ecuación de la definición 5.7.9: 


Dsícot"! x) = Dx — tam”! x) 


eE A 
l +4 x2 


El teorema siguiente se deduce a partir de esta fórmula y de la regla de la cadena. 
5.7.10 Teorema 
Si u es una función diferenciable de x, entonces 
Dy(cot! a ] Dyu 
o 


Ahora se definirá la fención cosecante inversa en términos de la función 
secante inversa. * 


5,7,11 Definición de la función cosecante inversa 
«La función cosecante imversa, denotada por esc”!, está defini- 
ida por . 

escir la -secrtx  paralx|=1- 


De la definición, el dominio de esc”! es (-oo, -1] U [1, +00). El con- 
tradominio de csc”! puede obtenerse de manera semejante a la empleada para 


“determinar el contradominio de cot”!. El contradominio de esc”! es 


Ex, - 1 U (0, ¿7), y se le pedirá que demuestre esto en el ejercicio 57. La 


"gráfica de esc”! se:muestra en la figura 18. 


> ¿EJEMPLO ILUSTRATIVO 8 


(a) secrl2 =lx (b) secri2) = ¿7 
1 


(c) escrl2 = lx - sec! 2 (d) escrl(-2) = ¿7 — sec”l(-2) 
= ¿la =l1- ¿2 
= ¿7 =-in 4 


De la definición 5.7.11, «se tiene 


para |x| > 1 


Al diferenciar con respecto a xwse obtiene 


csc7lx = ¿7 - sec! x 


D,(cscl x) =- 
ñ xxx? —-1 


FIGURA 19 
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donde |x | > 1. A partir de esta fórmula y de la regla de la cadena se tiene el 
teorema siguiente. 


Si u es una función diferenciable de x, entonces. E 
1 


D,tese”! u) = SO se pr ue 


Esta sección se concluye con un ejemplo que muestra una aplicación de 
las funciones trigonométricas inversas. En el ejemplo, un observador mira un 
cuadro colocado en una pared. Consulte la figura 19. Cuando el observador 
está alejado de la pared, el ángulo subtendido por el cuadro en los ojos del 
observador es pequeño. Conforme el observador se acerca a la pared, el ángu- 
lo crece hasta alcanzar un valor máximo. Después, conforme el observador 
se acerca aún más a la pared, el ángulo disminuye. Cuando el ángulo es un 
máximo, se dice que el observador tiene la “mejor vista” del cuadro. 


» EJEMPLO 8 Un cuadro de 7 pie de altura se coloca en una pa- 
red con su base a 9 pie sobre el nivel de los ojos de un observador. (a) Estime, 
con aproximación de pies, en la graficadora, qué tan alejado debe estar el 
observador para que tenga la “mejor vista” del cuadro. (b) Confirme analíti- 
camente la estimación del inciso (a). 


Solución 


(a) Refiérase a la figura 19. Sean x pies la distancia del observador desde la 
pared, O la medida en radianes del ángulo subtendido en los ojos del 
observador por el cuadro, (: la medida del ángulo subtendido en los ojos 
del observador por la porción de la pared que se encuentra entre el ni- 
vel de sus ojos y la base del cuadro, y $ = a: + 0. De la figura, se tiene 


cos B = me y cota = 


so] 


1 1 
Como0<B< ¿xr y 0<a< 5, entonces 


= LA = d0Z 
B = cot 16 Y co” 3 


Al sustituir estos valores de f y «en la ecuación O = f| -— (se tiene 


4 AX 1X > 
Ó = cot 16 cot 9 x>0 (14) 
A fin de trazar la gráfica de esta ecuación en la graficadora, primero se 
expresa el miembro derecho de la ecuación en términos de tan”! porque 
no existe tecla para cot! en da graficadora. Al aplicar la definición 5.7.9, 
se tiene 
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V. 


(0, 20] por [O, 0.4] 


FIGURA 20 


(b) 


La figura 20 muestra la gráfica de esta ecuación trazada en el rectángulo 
de inspección de [0, 20] por [0, 0.4]. En la graficadora se estima que el 
valor máximo de 6 ocurre cuando x = 12. 
Se desea determinar analíticamente el valor de x que hará a O un máxi- 
mo absoluto. Como x está en el intervalo (0, +00), el valor máximo ab- 
soluto de O será un valor extremo relativo. 

Al diferenciar los dos miembros de la ecuación 14 con respecto a x 
se obtiene : 


1 1 

d ___16 _,-_3 
de xy? 2? 
1+ (5) 1+ (3) 

a 16 9 
162 + x? 92 + 1? 


Si se considera £ = (se tiene 


9162 + 12) — 16(92 + 12) = 
712 4 9-16(16-9=0 
2=9-16 
= +12 


Se rechaza el valor -12 porque no está en el intervalo (0, +00). La tabla 
2 muestra los resultados de aplicar el criterio de la primera derivada. Como 
el valor máximo relativo de O es un valor máximo absoluto, entonces. se 
ha confirmado analíticamente la estimación del inciso (a). ' 


Conclusión: El observador debe estar parado a 12 pie de la pared a 
fin de que tenga la “mejor vista”. 


Tabla 2 
d0 sá 
de Conclusión 
0O<x<12 + 0es creciente 
x= 12 0 0 tiene un valor máximo relativo 
RNR<x<+0 - 0es decreciente A 


EJERCICIOS 5.7 


En los ejercicios | a 6, determine el valor de función exacto. S. (a) sen! 1 (b) seni(-1) (o) esc! 1 
1. (a) sen! (b) senl(-5) (d) esc (1) (e) sen”! 0 
(os UreoTEs 6. (a) cos”! 1 (b) cos”(-1) (c) sec”! 1 
E + (d) sec” -1) (e) cos! 0 
3 2 
2. (a) sen A (b) sen (2) : 7. Dada x = sen! as determine el valor exacto de cada una 
de las siguientes expresiones: (a) cos x; (b) tan x; (e) cot x; 
(e) cos pa 8) (d) sec x; (e) esc x. 
i 8. Dadax = cos”! 2, determine el valor exacto de cada una 
3. (a) tan” al (b) tatE 4/3) de las siguientes expresiones: (a) sen x; (b) tan x; (0) cot x; 
a % (d) sec x; (e) esc x. 
(c) sec” 3 -2) 9. Realice el ejercicio 7 six = sen p. 
. dt cs 1,2 
A 1 () coria 3) 10. Realice el ejercicio 8 six = cos” (3). 
43 11. Dada y = tani(-2), determine el valor exacto de cada 
12 af. de las siguientes expresiones: (a) sen y; (b) cos y; 
€). est d) esc f 2) una: de gu Pp y y 
é 43 (M 43 (e) cot y; (d) sec y; (e) csc y. 
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12. Dadart = secl(-3. determine el valor exacto de cada una 39. (a) fm = cos "(sen x) 
de las siguientes expresiones: (a) sen t; (b) cos r; (c) tan t; 0) HG) = 4semllx+x la - y 
(d) cot «; (e) csc £, 2 


2x - 


- 1? 


En los ejercicios 13 a 24, determine el valor exacto de la expre- 40. (a) Mx) = tam! 
sión indicada. y 


13. (a) sen" (sen hm) (b) sen”'[sen(- 1 2] z (b) £(x) = sec x? +4 
(c) sen sen im) (d) sen”(sen E) 41. (a) f0) = xtalx — infla? 
14, (a) sen (sen 11) (b) sen”! [sen(-17)] (b) 20) = secl2e?*) 
(c) sen” (sen 2m (d) sen”!(sen 37) 42. (a) f(x) = xsem lx + xcos* x 
15. (a) cos "(cos 30 (b) cos”![cos(-1m)] (b) (1) = esc”! yz ; 
(0) cos"Hcos 2 11) (d) cos”cos 47) 43. Un cuerpo está suspendido de un resorte y vibra verti- 
16. (a) e : e 6) NS Lo) calmente de acuerdo con la ecuación . 
(e) cos"Kcos 3D “ (d) cos"K(cos 31) y = 2sendx(t + y 
17. (a) tan'(tan 17) (b) tan![tan(-170] donde y centímetros es la distancia dirigida del cuerpo des- 


18. (a) tan ltan 17 (b) tan”! [tan(- 2 70)) Resuelva la ecuación para r. (b) Utilice la ecuación del inciso 


(c) tanl(tan 47) (d) tan (tan 2 m] (a) para determinar los tres valores positivos más pequeños 
3 6 ; ci 
para los cuales el cuerpo está 1 cm sobre su posición central. 
19. (a) sec” (sec 17) 5). sec”![sec(- 1] 
(0) secTUsec 27) (d) sec”![sec( 5 ml ? 
20. (a) secTK(sec 12m) (b) sec”![sec(-1 7] 2 
(c) sec"Usec 3) (d) sec” sec 53m) o TY + 
21. (a) tan[sen”! 3 43] (b) senftan”! y 4/3] ¿e 0 
22. (a) cos[tan"(3)] -(b) tan[sec”3)] . Ñ 
e E |. Una corriente alterna de 60 ciclos está descrita por la ecua- 
li LL 
23. (a) cos[sen a 2) (b) RO 3) ción x = 20 sen 1207 (£ — 5» donde x amperes es la 
24. (a) tan[cot 1) (b) : cot[tan”(-1)] corriente a los f segundos. (a) Resuelva la ecuación para 
En los ejercicios 25 a 30, dibuje la gráfica de función. Apoye la f. (b) Utilice la ecuación del inciso (a) para determinar los 
gráfica en la graficadora. tres valores positivos más pequeños para los cuales la co- 
25. f(x) = 2sen" x 26. g(x) = sem! 2x rriente es de 10 amperes. 
27. 2) = tan! lx 28. fo) = l tax 45. Obtenga las ecuaciones de las rectas tangente y normal a 
2 Ñ áfica de 1 ión y = sex +1 t 
29. Hx) = ! opti 30. A) = 3cos"1 Le ñ a er ES e la ecuación y sec *(2x + 1) en el punto 
AS 


31. (a) Dibuje la gráfica de f(x) = sen(sen”! x), y apoye la grá- 46. 
fica en la graficádora. Establezca el dominio y el contrado- 
minio de f. (b) Dibuje la gráfica de g(x) = sen"(sen x), y 
apoye la gráfica en la graficadora. Establezca el dominio 8 = tan” Tx 
y contradominio de g. 2 + 144 
Utilice esta ecuación para determinar qué tan lejos de la 
pared debe estar ubicado el observador para que tenga 
la “mejor vista” del cuadro. 


En el ejemplo 8, demuestre que otra ecuación'que define a 
9 en términos de x es 


32. Realice el ejercicio 31 si f(x) = cos(cos” tx) y 
£(x) = cos"lcos x). 
En los ejercicios 33 a 42, calcule la derivada de la función. . 
. 47. Un anuncio de 3 pie de altura está colocado en una pared 
33. (a) fa) = sen” qx (b) g() = tan! 2; i con su base a 2 pie arriba del nivel de lós ojos de una mujer 
MW. (a) f(x) = cos! 3x (b) g(x) = sec”! 2x “que intenta leerlo. (a) Estime en la graficadora, con aproxi- 
35. (a) F(x) = 2 cos! Y/x mación de centésimos de pies, qué tan retirada de la pared 
"(b) 81) = sec! 51 + esc! 51 debe estar la mujer a fin de .que tenga la “mejor vista” del * 
; a anuncio; es decir, de modo que el ángulo subtendido por 
36. (a) ga) = qa € el anuncio en sus ojos sea un máximo. (b) Confirme analí- 
(b) f(y) = tam” y? + cot"! y? ticamente la estimación del inciso (a). 


37. (a) f(x) = se! yl - 1? (b) GQ) = cor! 2 48. El ejemplo-8 y el ejercicio 47 son casos particulares de la 
y 1 pS situación más general: un objeto (por ejemplo, un cuadro 

38. = 2tan!- b) F(x) = 1 
(a) 0 w DERE o un anuncio) de a pies de altura está colocado en una pared 


A 
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con su base a b pies sobre el nivel de los ojos de un ob- 
servador. Demuestre que el observador obtiene la “mejor 
vista” del objeto cuando la distancia del observador desde 
la paredes b(a + b) pies. 


En los ejercicios 49 a 55, defina las variables precisamente 
como números de unidades de medición. Utilice el símbolo t 
para' representar el tiempo y defina las otras variables en tér- 
minos de t. No olvide escribir una conclusión. 


49. 


50. 


51. 


52. 


53. 


Un cuadro de 40 cm de altura está colocado en una pared 
con su base a 30 cm del nivel de los ojos de un observador. 
Si el observador se aproxima a la pared a una tasa de 
40 cm/s, ¿qué tan rápido cambia la medida del ángulo 
subtendido por el cuadro en los ojos del observador cuan- 
do éste se encuentra a 1 m de la pared? 


En un muelle, un hombre tira mediante una cuerda de un 
bote a una tasa de 2 pie/s. Las manos del hombre están 
20 pie arriba del nivel del punto donde la cuerda está atada 
al bote. ¿Qué tan rápido cambia la medida del ángulo de 
depresión de la cuerda cuando hay 52 pie de cuerda suelta? 


Un faro se localiza a 3 km de la playa recta. Si gira a 2 r pm 
(revoluciones por minuto), calcule la rapidez de su rayo 
luminoso a lo largo de la playa cuando el rayo se halla a 
2 km del punto de la playa más cercano al faro. 


Una escalera de 25 pie de longitud se recarga sobre una 
pared vertical. Si la base de la escalera se jala horizon- 
talmente alejándola de la pared de modo que su parte 
superior se deslice hacia abajo a 3 pie/s, ¿qué tan rápido está 
cambiando la medida del ángulo formado por la escalera 
y el suelo cuando la base de la escalera está a 15 pie de 
la pared? 

Una mujer camina a una tasa de 5 piefs a lo largo de un 
diámetro de un patio circular. Una luz, ubicada en el extre- 


55, 


56. 


57. 


58. 


59, 


mo de un diámetro perpendicular al de su trayectoria pro- 
yecta su sombra sobre la pared circular. ¿Qué tan rápido 
se mueve la sombra a lo largo de la pared cuando la distan- 
cia de la mujer al centro del patio es de 3 r, donde r pie es 
el radio del patio? 


En el ejercicio 53, ¿qué tan retirada está la mujer del cen- 
tro del patio cuando la rapidez de su sombra a lo largo de la 
pared es de 9 pie/s? 

Una cuerda se ata a un cuerpo y se pasa por un gancho que 
se encuentra a 8 pie sobre el suelo. La cuerda es tirada so- 
bre el gancho a una tasa de 3 pie/s y arrastra el cuerpo por 
el suelo. Si la longitud de la cuerda entre el cuerpo y el gan- 
cho es x pies cuando la medida en radianes del ángulo 
formado por la cuerda y el suelo es 6, determine la tasa de 
variación (derivada) de 8 con respecto a x. 


Demuestre en dos formas que six > 0, entonces 


cami tar dl sl 

x 2 

(a) utilice la definición 5.7.9; (b) demuestre que tan! x y 

tan"! 1/x difieren por una constante y después determine 
la constante. 


rf 


Demuestre que el contradominio de la función cosecante 
á 1 1 

inversa es (-1, 7 U (0, ¿2 

Confirme la ecuación 


1 
+ x 


-] . 
D,(tan” x) = 7 ' 
en la graficadora. También dé una interpretación geomé- 
trica de esta ecuación como se hizo con las ecuaciones (3) 
y (7. 


Sea 


FO = tan”! Lo cot! y 
x 


(a) Demuestre que f'(x) = 0 para toda x en el dominio de 
f. (b) Demuestre que no existe constante C para la cual 
FG = C para toda x en el dominio de f. (e) ¿Por qué el in- 
ciso (b) no contradice el teorema 4.1.2? 


En los ejercicios 60 a 62, una expresión algebraica en la varia- 
ble x se representa como una expresión trigonométrica en la 
variable O mediante una sustitución que implica una función 
trigonométrica inversa. Este tipo de sustitución se requerirá en 
la sección 7.3. 


60. 


61. 


62. 


Demuestre que la sustitución 9 = sen 39 en la expre- 
sión 49 — x? conduce a 3 cos O, y explique cómo se 
emplea el dominio de 0. 

Demuestre que la sustitución O = tan Lx) en la expre- 

2 

sión yx? + 4 conduce a 2 sec 6, y explique cómo se uti- 
liza el dominio de 6. 

Demuestre que la sustitución O = sec” ( e) en la expre- 


sión /x? — 25 conduce a 5 tan 6, y explique cómo se 
emplea el dominio de 6. 
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5.8 INTEGRALES QUE PRODUCEN FUNCIONES 
TRIGONOMETRICAS INVERSAS 


A partir de las fórmulas de las derivadas de las funciones trigonométricas 
inversas se obtienen algunas fórmulas de integración indefinida. El teorema 
siguiente proporciona tres de estas fórmulas. 


5.8.1 Teorema 


q = emrtu+c (1) 
8 
¡e = unta + C 2) 


J de =ectu+C 7) 
Ae EN 


La demostración de cada fórmula es inmediata considerando la derivada 
del miembro derecho. El teorema siguiente proporciona algunas fórmulas 
más generales. 


5.8.2 Teorema 


A O donde a > 0 (4) 
7 gan a 
€ = lun +c donde a + 0 (5) 
a+u a a 
Se E donde a > 0 (6) 
uu? — a? a a : 


Demostración Estas fórmulas pueden demostrarse al calcular la derivada 
de los miembros derechos y obtener los integrandos. Se demostrará la fór- 
mula (4). 


1 
dal -u2 1 

== E - sia>0 
Laia a 

E EA sia>0 
FOR 


Las demostraciones de (5) y (6) se dejan como ejercicios (consulte los ejer- 
cicios 32 y 33). a 


Las fórmulas del teorema 5.8.2 también pueden demostrarse realizando 
un cambio de variable conveniente y después aplicando el teorema 5.8.1 
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(refiérase a los ejercicios 34 a 36). Observe que las fórmulas del teorema 
5.8.2 contienen a las del teorema 5.8.1 considerando a = 1. 


PD — EJEMPLO 1 Evalúe 


e 


Solución 
J dao _1([_ dx) 
y4-9x2 3) 4 - (3x)? 
= Lggp13x 4 
q sen 2 + C 


En los tres ejemplos siguientes se completa el cuadrado de una expresión 
cuadrática a fin de escribir el integrando de modo que sea posible aplicar el 
teorema 5.8.2. 


» EJEMPLO 2 Evalúe 


_ Ar 
3x2? -2x+5 


y apoye la respuesta gráficamente 


Solución 


eo Zar? 
31? -2x +5 Ma? -21)+5 


A fin de completar el cuadrado de x? — 2x se suma 5» Y como ¿ está 


multiplicado por 3, en realidad se suma 3 en el denominador, de modo que 
también se restará 3 del denominador. Por tanto, se tiene 


dx E dx 
31? -2x+5 Ma? 214 + 5- 
“a 
a 2 
E 


a ti 0 
3 A-1+4 


Sl 
aid: ¿gu .) a 


aj 


3 y14 1/14 
ens al 3x - 1) 
= ta + C 
or 
Esta respuesta se apoya gráficamente al trazar las gráficas de 
1 1 13x-1 
= NDER( — tan ; ) 
AS ma ía 
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en el rectángulo de inspección de [-5, 5] por (0, 0.5], como se muestra en la 
figura 1. El hecho de que las gráficas coincidan apoya la respuesta. d 


» EJEMPLO 3 Utilice NINT en la graficadora para aproximar 
con seis dígitos significativos el valor de 


1 
(Qx + dx 


prod +s 


Confirme analíticamente la respuesta. 
Solución Enla graficadora se calcula 


2x +7 


= 1.27 


Para confirmar analíticamente la respuesta, es necesario evaluar la integral 
definida. Pero primero se evaluará la integral indefinida. 

Debido a que d(x? + 2x + 5) = (2x + 2)dx, se escribe el numerador 
como (2x + 2)dx + 5dx y se expresa la integral original como la suma de 
dos integrales. 


(2x + 7)dx E Qx + 2)dx +s dx 
x24+2x+5 12 4+2x+5 x24+2x+5 


inlx? + 2x + 5] + 5 | BE 
(1+D? +4 


3 tap 21 +C 
2 2 


In(x? + 2x + 5) + 


Nota: |x2? + 2x + 5] =x2 + 2x + 5porquex? + 2x + 5 > Oparatodax. 


l 1 
lx + Tax In? + 2x4 5) + Atar +1 ] 
CENAS 2 2 lo 


= In8 + ¿tan!1- (n5+ ¿tan! 3) 
1.27438 


lo cual confirma la respuesta. d 


» EJEMPLO 4 


Calcule el valor exacto de 


a 6 dr 
0 (2 - x4x? - 4x +3 


Solución Primero se evaluará la integral indefinida. 


j 6 dx - 6 dx 
(2 - xx? - 4x + 3 Ax — Dala? — 4x + 4) - 1 


dx 
= 6 | ———X=— 
fe - 2) (x - 2)? -1 


-6 sex - 2 + C 
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Por tanto, 
cds 6 dx 2-42 
A/A == 600 Ux 2] 
0 (Q — x)yx? - 4x+ 3 6 
= —6[secl-/2) — sec”l-2)] 
= -6íxn- im) 


» EJEMPLO 5 Calcule el área exacta de la región del primer 
cuadrante limitada por la curva 


1 
l + 1? 


y = 
el eje x, el eje y y la rectax = 1. 


Solución La figura 2 muestra la región y un elemento rectangular. de 
área. Si A unidades cuadradas es el área de la región, entonces 


x A 


Aj¡x 


lalo 2 l+ w)? 


=< 
a 
+ — 
e 
Il 
oh 
an 
+ 
y | 
y 


FIGURA 2 


ll 
- 
e] 
| 
o 


= lx d 


EJERCICIOS 5.8 


En los ejercicios 1 a 16, evalúe la integral indefinida. Apoye la 
respuesta gráficamente o mostrando que la derivada de la res- 13 j dx 14 j dx 
. ES ARNES . q 
x 


puesta es el integrando. -x+2 x-x2-2 
dx dx dx 
1. j AANAÁ 2. —_— 15. A A] AáÁ 
Mi 4x2 x? +25 15 + 2x - x? 
dx 4 j dt 16. íl—Em 
91? +16 1 - 1672 (1-3)? -61+5 
dl En los ejercicios 17 a 24, calcule el valor exacto de la integral 
5. —_—_—— a definida. Apoye la respuesta utilizando NINT en la graficadora. 
le - 16 la +16 k 
l1+x dx 
A 17. dx 18. É—__—— 
1 | . ju | l + x? / x2 - 4x +13 
/16 — 9r? uy l6u? — 9 E d 
> dt ió x 
e? sen x 19. | (E 20. | ———— dx 
9, ¡a 10. a mA EZ Es A Ma 


1 a/6 2 
nl 12, | 4 21. | o 22. | EL ds 
(+ ox las — y e et o 1+9tn*x 
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e 1 
dx dx 
3 | _ 24. A 
j x[1 + (In x)*] l.- 


En los ejercicios 25 a 28, emplee NINT en la graficadora para 
aproximar, con seis dígitos significativos, el valor de la inte- 
gral definida. Confirme analíticamente la respuesta. 


2+x dx 


o 14 -2x- x? 


3 3 4 
m | a 2. | ——-h 
y 21% -4x+3 y A+ +1 


x 26. 


1 
25. j ——=———d 
148 - 2x - x?2 


29. Determine el área exacta de la región acotada por la curva 
y = 8/(x? - 4), el eje x, el eje y y la rectax = 2, 


30. Calcule el área exacta de la región limitada por la curvas 
x= 4ayyy= 8a3/(x? + 4a?). 


31. Determine el área exacta de la región acotada por la 

curva y = 1/45 — 4x — x?, el eje x, el eje y y las rectas 
2d 2 

x=-23YX=-> 


3: 
En los ejercicios 32 y 33, demuestre la fórmula mostrando que 
la derivada del miembro derecho es igual al integrando. 


32. [5 s=lutlsc 
ar +u a 


a 


du 1 z 
33. |——=—= = >0 
j uvu? - a? a a dé 
En los ejercicios 34 a 36, demuestre la fórmula indicada del 


teorema 5.8.2 efectuando un cambio de variable adecuado y 
después aplicando el teorema 5.8.1. 


34. Fórmula (4) 35, Fórmula (5) 36. Fórmula (6) 


37. En la sección 2.8 se estableció que una partícula que se 
desplaza sobre una recta tiene movimiento armónico simple 
si la medida de su aceleración siempre es proporcional a 
la medida de su desplazamiento desde un punto fijo de la 
recta, y su aceleración y su desplazamiento tienen sentidos 
opuestos. Por tanto, si a los £ segundos, s centímetros es la 
distancia dirigida de la partícula desde el origen y v centí- 
metros por segundo es la velocidad de la partícula, enton- 
ces una ecuación diferencial para el movimiento armónico 
simple es 


dv 2 
L£ =-—k 7 
7 s 0) 


donde k? es la constante de proporcionalidad y el signo 
menos indica que la aceleración tiene sentido opuesto al 


dv dv . ds 


del despl. iento. £-2£2.2 
splazamiento. Como di DE deduce 
dv _ dv E 

que rl v dE De modo que (7) puede escribirse como 


de = yl 
rd (8) 


(a) Resuelva (8) para v con la finalidad de obtener 
v= tkxYfal - s? . Nota: tome a?k? como la constante 
arbitraria de integración, y justifique esta elección. (b) Al 
considerar y =-ds/dt en la solución del inciso (a) se ob- 
tiene la ecuación diferencial 


ds _ Dl 9 
7 ikya s (9) 


Al tomar £ = 0 en el instante cuando v = 0 (y en conse- 
cuencia s = a), resuelva (9) para obtener 

s = acos kt (10) 
(€) Muestre que el máximo valor para | s| es a. El número 
a se denomina amplitud del movimiento. (d) La partícula 
oscilará entre los puntos donde s = a y s = —a. Si T 
segundos es el tiempo empleado para que la partícula vaya 
de a a—a y regrese, demuestre que Y = 2x/k. El número 
T recibe el nombre de periodo del movimiento. 


38. Una partícula se mueve sobre una recta de acuerdo a la 
ecuación de movimiento s = 5-10 sen? 2r, donde s cen- 
tímetros es la distancia dirigida de la partícula desde el 
vrigen a los t segundos. (a) Utilice el resultado del inciso 
(b) del ejercicio 37 para verificar que el movimiento es 
armónico simple. (b) Verifique que el movimiento es ar- 
mónico simple mostrando que la ecuación diferencial (7) 
se satisface. (e) Determine la amplitud y el periodo de este 
movimiento. 


En los ejercicios 39 a 41, demuestre que el valor exacto de la 
integral definida es 1. Después aproxime R, con nueve dígitos 
significativos, aplicando NINT a la integral definida en la gra- 
ficadora. : 


0.5 1 
39. de 40. [ tax 
0 l - 1? o l+x 
2 
Ñ 7 
Ya Xx x?-1 


42. Demuestre las fórmulas (a), (b) y (c) mostrando que la 
derivada del miembro derecho es igual al integrando. Des- 
pués explique por qué la fórmula es equivalente a la : 
fórmula correspondiente del teorema 5.8.1. 


(a) E 
WI - u? 


(b) [tt = —<cotlu + C 
l+ u2 ' 


du -t 
(c) E = -csc o u+ CC 
uu? —1 
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5.9 FUNCIONES HIPERBOLICAS 


Ciertas combinaciones de e* y e”* aparecen con frecuencia en algunas aplica- 
ciones de matemáticas, especialmente en ingeniería y física. Estas combinacio- 
nes se denominan funciones hiperbólicas, de las cuales las dos más importantes 
son el seno hiperbólico y el coseno hiperbólico. Al final de esta sección se de- 
muestra que los valores de estas funciones están relacionados con las coordena- 
das de los puntos de una hipérbola equilátera de manera semejante a la forma en 
que los valores de las funciones trigonométricas correspondientes están rela- 
_ cionados con las coordenadas de los puntos de una circunferencia. 


5.9.1 Definición de las funciones seno hiperbólico 


y coseno hiperbólico 


* La función seno hiperbólico, dénotada por senh, y la función coseno 
hiperbólico, denotada por cosh, están definidas como sigue: 


AS SS er qe cósh pS —= e* 
donde x es cualquier número real. 


De la definición, el dominio de cada una de estas funciones es el conjunto 
R de los números reales. El contradominio de senh también es el conjunto R. 
Sin embargo, el contradominio de cosh es el conjunto de números del inter- 
valo [1, +00). Como 


señh (-x) = (et cosh (-x) = E qe 
2 2 
= ES = cosh x 
= -senh x 


el seno hiperbólico es una función impar y el coseno hiperbólico es una fun- 
ción par. 

Las fórmulas de las derivadas de las funciones seno hiperbólico y el co- 
seno hiperbólico se obtienen mediante la aplicación de la definición 5.9.1 y 
diferenciando las expresiones resultantes que contienen funciones exponen- 


ciales. Así, 
a = E Xx 
D.fsenh x) = DA e£5%) D, (cosh x) = pe) 
et er e ena 
2 ; 2 
= cosh x = senhx 


De estas fórmulas y de la regla de la cadena se tiene el teorema siguiente. 


Si u es una función diferenciable de x, entonces E 
D, (senh:u) = coshi.u Du : 
D, (cosh u) = senh u D,u 


y = senhx 


y = cothx 


FIGURA 4 
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Como D, (senh x) > 0 para toda x, la función seno hiperbólico es cre- 
ciente en su dominio completo. Con esta información, el conocimiento de que 
es una función impar y algunos valores obtenidos con la calculadora, se tie- 
ne la gráfica de la función seno hiperbólico, la cual se muestra en la figura 1. 

La función coseno hiperbólico es decreciente en el intervalo (oo, 0] 
porque D,(cosh x) < 0 six < 0, y es creciente en el intervalo [0, +00,) por- 
que D.cosh x) > O six > 0. Además, el coseno hiperbólico es una función 
par. Con estos hechos y algunos valores de cosh x, obtenidos con una calcu- 
ladora, se tiene la gráfica de la función coseno hiperbólico, la cual se presenta 
en la figura 2. 

Las otras cuatro funciones hiperbólicas se definen en términos del seno 
hiperbólico y del coseno hiperbólico. Observe que cada una satisface una 
identidad análoga a la que satisfacen las funciones trigonométricas corres- 
pondientes. 


5.9.3 Definición de las otras cuatro funciones 


hiperbólicas 


Las funciones tangente hiperbólica, cotangente hiperbólica, secante 
hiperbólica y cosecante hiperbólica, denotadas respectivamente por 
tanh, coth, sech y csch, están definidas como sigue: 


tanbx = EMBX  comx= sbx 


cosh x senh x 
eel AER 
si cosh x cs ón senh x 


Las funciones hiperbólicas de esta definición pueden expresarse en tér- 
minos de e* y e”* aplicando la definición 5.9.1: 


» lie E: x Xx 
tanhx = E cohx = Et£- 
CA EZ 

2 2 
sechx = ——“— ecschx = ——“— 
ere er -e* 


La gráfica de la tangente hiperbólica se muestra en la figura 3. Su domi- 
nio es el conjunto R de los números reales y su contradominio es el intervalo 
abierto (-1, 1). La figura 4 presenta la gráfica de la cotangente hiperbó- 
lica cuyo dominio es (-oo, 0) U (0, +00) y cuyo contradominio es 
oo, -1) U (1, +00). Observe de las figuras 1 a 4, que ninguna de estas funcio- 
nes es periódica, mientras que las funciones trigonométricas correspondien- 
tes son periódicas. 

Las identidades que son satisfechas por las funciones hiperbólicas son 
semejantes a las que relacionan funciones trigonométricas. Cuatro de las iden- 
tidades fundamentales se dan en la definición 5.9.3. Las otras cuatro identi- 
dades fundamentales son las siguientes: 


Ad Ss . tanhx = rre 
cosh?x — sent?x = 1 - 
1 — tanh?x = sech? x 
¿E — coth?x = —csch? x 
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La primera de estas identidades se deduce inmediatamente de las defini- 
ciones de tanh x y coth x. Las otras tres pueden demostrarse aplicando las 
fórmulas para las funciones en términos e* y e*. Por ejemplo, 


cosh? x — senh?x = E Ea | - (E li 


Ú 


¿(62% 4 260 4 72% - e 4 260 - 0721) 
=1 
Otras identidades pueden demostrarse a partir de las ocho identidades 


fundamentales. 
Las dos relaciones siguientes pueden obtenerse de la definición 5.9.1: 


coshx + senhx = e* 
coshx — senhx = e* 


Estas relaciones son útiles para demostrar las siguientes identidades: 


senh(x + y) = senh xcosh y + cosh x senh y 
cosh(x + y) = cosh x cosh y + senh x senh y 


Si se sustituye y por x en estas dos identidades, se tiene 


senh 2x E: 2 senh x cosh x 
cosh 2x = cosh?x + senh? x 


A fin de obtener la derivada de la tangente hiperbólica, se aplican algunas 
de las identidades: 
senh x 
Ds cosh x ) 


cosh? x — senh? x 
cosh? x 
1 
cosh? x 


D, (tanh x) 


sech? x 


Las fórmulas de las derivadas de las tres funciones hiperbólicas restan- 
tes son: D,(coth x) = —csch? x; Dsech x) = —sech x tanh x; D,(csch x) = 
—csch x coth x. Las demostraciones de estas fórmulas se dejan como ejer- 
cicios (refiérase a los ejercicios 11 y 12). 

A partir de estas fórmulas y de la regla de la cadena se obtiene el teore- 
ma siguiente. 


5.9.4 Teorema 


Si u es una función diferenciable de x, entonces 


D, (tanh u) = sech?u Du 

D, (cothu) = —csch?u Dyu 
D,(sech u) = —sech u tanhu Du 
D,(csch w) = —csch u coth u D,u 
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Observe que las fórmulas de las derivadas del seno, coseno y tangente hi- 
perbólicos tienen signo más, mientras que la cotangente, secante y cosecante 
hiperbólicas tienen signo menos. Aparte de esto, las fórmulas son semejan- 
tes a las fórmulas correspondientes de las derivadas de las funciones trigo- 
nométricas. 


» EJEMPLO 1 Calcule f(x) y simplifíquela mediante identida- 
des de funciones hiperbólicas si 


FG) = ¿In tanh x 


Solución 
fto=1._L-.pímox) 
2  tanhx A 
Sao Es 2 
A sech* x 
- 1 coshx. l 
2 senhx  cosh? x 


2 senh x cosh x 


1 
senh 2x 


= csch 2x 4 


Las fórmulas de integración indefinida del teorema siguiente se deducen 
a partir de las fórmulas correspondientes de diferenciación de los teoremas 
5.9.2 y 5.9.4, 


5.9.5 Teorema 


¡O = coshu + C 
foosruas = senhu + C 
fosdrutd ques 
scr? = —cothu + C 
[secs tanh u du = eche +C 
fosa coth u du = —csch u + C 


Las técnicas aplicadas para integrar furiciones hiperbólicas son semejan- 
tes a las empleadas para integrar funciones trigonométricas. Los dos ejemplos 
siguientes ilustran el procedimiento. 
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a 
(0) 


=acoshi a>0 
a 


FIGURA 5 


D EJEMPLO 2 Evalúe 


[sms x cosh? x dx 
Solución 
[sn x cosh? x dx = ES x (senh x dx) 


2cosh? x + C < 


Ú 


DP — EJEMPLO 3 Evalúe 


1 
| tanh? x dx 
0 


con cuatro dígitos significativos y apoye la respuesta utilizando NINT en la 
graficadora. 


Solución 
1 1 
/ tanh? x dx = ji (1 — sech? x) dx 
0 0 
1 
=x- tanh x| 
0 
= 1-taml + tanO0 
= 1-0.7616 + 0 
= 0.2384 


En la graficadora se obtiene 
NINT(tanh? x, 0, 1) = 0.2384 


lo cual apoya la respuesta. « 


La gráfica de la función definida por 
fo =a cosh * a>0 


se muestra en la figura 5. El punto más bajo se encuentra en (0, a), la función 
f es decreciente cuando x < 0 y es creciente cuando x > O, y la gráfica es 
cóncava hacia arriba en todo punto. Se le pedirá que confirme analíticamen- 
te estas propiedades en el ejercicio 61. Esta gráfica recibe el nombre de 
catenaria, una curva formada por un cable flexible de densidad uniforme que 
cuelga libremente de dos puntos bajo su propio peso. Algunos cables de puen- 
tes colgantes, algunos suspendidos de postes telefónicos y algunos otros con 
corriente eléctrica para los tranvías y trolebuses, penden en esta forma. 

En la gráfica del seno hiperbólico mostrada en la figura 1, observe que 
cualquier recta horizontal intersecta a la gráfica en a lo más un punto. Por 
tanto, el seno hiperbólico es uno a uno. Además, el seno hiperbólico es conti- 
nuo y creciente en su dominio, lo cual se le pedirá que demuestre en el ejercicio 
62. Así, esta función tiene una inversa la cual se definirá a continuación. 


y =coshx x> 


FIGURA 7 


y = cosh! x 


FIGURA 8 


+ 
2 -1 
-1 
2) 
y = senh! x 
FIGURA 6 
y 
A 
4 
—— —_— 
al 1 2 


0 


xXx 
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5.9.6 Definición de la función seno hiperbólico inverso 


La función seno hiperbólico inversa, denotada por senh”!, está de- 
finida como sigue: 


y =semwlx siysólosi x= senhy 
donde y es cualquier número real. 


Tanto el dominio como el contradominio de senh”! son el conjunto R de 
los números reales. La gráfica de esta función se presenta en la figura 6. De la 
definición, 


senh(senh"! x) = x y senh”l(senh y) = y 


En la figura 2 observe que una recta horizontal, y = k donde k > 1, 
intersecta la gráfica del coseno hiperbólico en dos puntos. Por lo que cosh no 
es una función uno a uno y, en consecuencia, no tiene una función inversa. En 
la misma forma en que se obtuvieron las funciones trigonométricas inversas, 
se restringirá el dominio de cosh y se definirá una nueva función como sigue: 


F(x) = cosh x x=0 


El dominio de esta función es el intervalo [O, +00) y su contradominio es el 
intervalo [1, +00). La figura 7 muestra la gráfica de F. Como F es continua 
y creciente en su dominio, entonces tiene una inversa, denominada función 
coseno hiperbólico inversa. 


5.9.7 Definición de la función coseno hiperbólico inverso 


La función coseno hiperbólico inversa, denotada por cosh”!, está de- 
finida como Sigue: 


y = cosHlx siysólosi x=coshy y y>0 


El dominio de cosh”! es el intervalo [1, +00) y su contradominio es 
[0, +00). La gráfica de cosh”! se muestra en la figura 8. De la definición 5.9.7, 


coshícosh!x) =x  six=> 1 


coshl(cosh y) = y  siy=>0 


Como con el seno hiperbólico, cualquier recta horizontal intersecta las 
gráficas de las funciones tangente y cotangente hiperbólicas a lo más en un 
punto. Esto se puede observar en la figura 3 para la tangente hiperbólica y en la 
figura 4 para la cotangente hiperbólica. Por tanto, estas dos funciones son uno 
a uno y tienen una inversa. 


5.9.8 Definición de las funciones tangente 


y cotangente hiperbólicas inversas 


Las funciones tangente hiperbólica inversa y cotangente hiper- 
bólica inversa, denotadas respectivamente por tanh”! y coth”!, están 
definidas como sigue: 


y = tanb!x siysólosi x= tanhy 
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y = tant! x 


FIGURA 9 


y =comblx 


FIGURA 10 


- donde y es cualquier número real; 
y =cothlx siysólosi x= cothy 
donde y € (-0o, 0) U (0, +00). 


El dominio de la función tangente hiperbólica inversa es el intervalo 
abierto (-1, 1) y su contradominio es el conjunto R de los números reales. La 
gráfica de tanh”! se presenta en la figura 9. 

El dominio de la función cotangente hiperbólica inversa es 
(oo, -1) U (1, +00) y su contradominio es (oo, 0) U (0, +00). La figura 10 
muestra la gráfica de coth”!. 

No se tratarán las funciones secante hiperbólica inversa y cosecante 
hiperbólica inversa debido a que rara vez se emplean. 

Las funciones hiperbólicas inversas se pueden expresar en términos de 
logaritmos naturales. Esto no debe causar sorpresa porque las funciones hiper- 
bólicas se definieron en términos de la función exponencial natural, la inversa 
de la función logarítmica natural, Las siguientes son las expresiones para las 
cuatro funciones hiperbólicas inversas que se han tratado. 


senb!x =In(x + Vx? +1)  xesunnúmero real 6Y) 

coshr!x =Inmx+ Vx =D) x>1 (2) 
al SA l+x 

tambi zin Dt 3) 
as A Al 

cha = in def >1 (4) 


Se demostrará la fórmula (1); las demostraciones de las otras tres fór- 
mulas son semejantes. A fin de demostrar (1), considere 


y = senh! x 


De la definición 5.9.6, x = senh y. Si se aplica la definición 5.9.1 a senh y, 
se obtiene 


x= 
2x= e) - — 
de donde se deduce 


e - 2xeY-1=0 


Al resolver esta ecuación para e? mediante la fórmula cuadrática, se obtiene 


dz 2x + /4x1? +4 
2 
eY=x+ Vx? +1 


Se puede desechar el signo menos en esta ecuación debido a que e? > O para 
toda y yx — /x? +1 < 0, para toda x. Por tanto, 


y = Inx + v/x? +1) 


y como y = senh”! x, se ha demostrado (1). 
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» EJEMPLO 4 Exprese cada una de las siguientes expresiones 
en términos de un logaritmo natural: (a) senh"! 2; (b) tant" $). 


Solución 
(a) De (D, (b) De (3), 
E 
senbl 2 = In(2 + 45) tanl(-$) = 35 
s 
= ¿In372 
= -1n3 >! 


A continuación se aplicará la ecuac” > (1) para calcular la derivada de la 
función seno hiperbólico inversa. 


D, (senh! x) = D,In(x + /x? +1, 


Las fórmulas de las derivadas para las otras tres funciones hiperbólicas in- 
versas se determinan de manera semejante a las fórmulas (2), (3) y (4). La ob- 
tención de sus derivadas se dejan como ejercicios (refiérase los ejercicios 37 a 39), 
A partir de estas fórmulas y de la regla de la cadena, se tiene el teorema siguiente. 


5.9.9 Teorema 


Si u es una función diferenciable de x, entonces 


D,(senb! u) = Du (5) 
u +1 
D,(cosh”! u) = ——Du  u>l (6) 
ul —1 > 
D, (tamb! u) = Du lul<i (7) 
l-u 
D,(cotr! y) = —L>Dyu  |ul>1 (8) 
l-u 


» EJEMPLO 5 Calcule E si 
y = tanbl(cos 2x) 


Solución Dec7), 


dy 1 
—= = —————(2 sen 2x E 
dx 1 — cos? a ) 

= 2sen 2x 


sen? 2x 
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—2 
sen 2x 


= -2csc 2x z 5] 


La aplicación principal de las funciones hiperbólicas inversas está re- 
lacionada con la integración, donde se emplean las fórmulas del teorema 
siguiente. 


5.9.10 Teorema 


= sem! % + € 


j du 
Ju? + a? Z 
= Inu + Ju? +a2)+C sia>0 (9) 


du PY -1 4 
| 25 = on Pos 
In(u + Ju? -a) + C siu>a>0 (10) 


Ú 


Lianri2+C si ful <a 
a a 


——, 
a 
1 [2 
$ 
8 


Liantri2+ Co si lul > a 
a a 


ara +Csiuzxayaz0O - (11) 
a—=u 


Las fórmulas de este teorema pueden demostrarse mediante el cálculo de 
la derivada del miembro derecho y observando que se obtiene el integrando. 
Se mostrará el procedimiento al probar la fórmula (9). 


Demostración de (9) 


a Y 
2a 


" 


In 


ple) al 
a fe +1 a 
a 
dy e 
u? + a? a 


y como a > 0, Ya? = a; de modo que 


D(senir* 1) ES A 
a u2 + a? 


A fin de obtener la representación en términos de logaritmos naturales, 
se utiliza la fórmula (1), obteniéndose 


senti £ in(£ OA ,) 


= in + deta) o 


a a 


= Inu + yu? + a?) — Ina 
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Por tanto 


Inu + Ju? + a?) - Ina + C 
Inu + Jul +12) + Ci 


donde €; = C - Ina. " 


senh! % 4 C 
a 


tl 


En el capítulo 7 se estudiarán otras técnicas para evaluar las integrales 
del teorema 5.9.10. Las fórmulas del teorema proporcionan representacio- 
nes alternativas de la integral en cuestión. Cuando se evalúa una integral en la 
que ocurre una de esas formas, la representación hiperbólica inversa puede 
ser más fácil de emplear y en ocasiones es menos engorrosa de escribir. 


DP EJEMPLO 6 Evalúe 


ll dx 
yx? — 6x + 13 


y escriba la respuesta en términos de un logaritmo natural. 


Solución Se aplicará (9) después de completar el cuadrado. 


E - A A A 
ts erro 


_—_a 
lun 
In(x - 3 + /x2 -6x +13) + C 4 


» EJEMPLO 7 Calcule el valor exacto de 


10 
_H. 
6 V x? =- 25 
en términos de funciones hiperbólicas inversas y apoye la respuesta utilizando 
NINT en la graficadora. 


Solución Dela fórmula (10), 


10 


Xx 
cosh z| 


0 
ts 
o 12-25 


6 


cost! 2 — cosh”! 1.2 


En la graficadora se obtiene 


1 


ya? - 25 


Con el mismo número de dígitos significativos, 


nun , 6, 10) = 0.6945953932 


cosh! 2 — cosh”! 1.2 = 0.6945953932 


lo cual apoya la respuesta. d 
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P(cos t, sen t) 


FIGURA 11 


(cosh O, senh 0) 


FIGURA 12 


Como se prometió, se concluye esta sección demostrando que los valores 
de función de senh y cosh tienen la misma relación con la hipérbola unitaria 
x2 - y? = 1 que el seno y el coseno con la circunferencia unitaria x? + 
y? = 1. Este hecho justifica el nombre de funciones seno y coseno hiperbóli- 
cos, exactamente como el seno y el coseno reciben el nombre de funciones 
circulares. 

Recuerde de sus cursos de matemáticas previas al Cálculo o de trigono- 
metría (o consulte la sección A.9 del apéndice) que si £ es la medida en radia- 
nes del ángulo formado por el eje x y el segmento de recta desde el origen 
hasta el punto P (x, y) de la circunferencia unitaria, entonces 


sent = y y cost= x 


Refiérase a la figura 11. Ahora considere la figura 12 donde tes cualquier número 
real. El punto P (cosh f, senh £) está sobre la hipérbola unitaria porque 


cosh? + — senh?t = 1 


Observe que como cosh f nunca es menor que 1, todos los puntos (cosh t, senh £) 
están sobre la rama derecha de la hipérbola. 

Ahora se mostrará cómo están relacionadas las áreas de las regiones som- 
breadas de las figuras 11 y 12. Como el área de un sector circular de radio r 
unidades y ángulo central de ? radianes, está dada por 3r? t unidades cuadra- 
das, el área del sector circular de la figura 11 es L unidades cuadradas, pues- 
to que r = 1. El sector AOP de la figura 12 es la región limitada por el eje x, 
la recta OP y el arco AP de la hipérbola unitaria. Si A, unidades cuadradas es 
el área del sector AOP, Az unidades cuadradas es el área de la región OBP y 
A3 unidades cuadradas es el área de la región ABP, entonces 


A = A - Az (12) 
de la fórmula para determinar el área de un triángulo se tiene 
A) = ¿cosh t senht (13) 


El área Az se obtiene mediante integración: 


t 
Az = [ senh u dí(cosh u) 
0 


1 
= [ senh? u du 
0 


t 
= Jl (cosh 2u — 1) du 
2 0 


É 
- 1 1 
= ¿senh 2u su], 


Por tanto, 


Az = ¿cosh tsenht — 31 


2 
Al sustituir de esta ecuación y (13) en (12), se tiene 
Aj = jcoshtsenht — (Fcosht cane - 30 

= z t 
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Así, la medida del área del sector circular AOP de la figura 11 y la medi- 
da del área del sector AOP de la figura'12 es, en cada caso, un medio del valor 
del parámetro asociado con el punto P. Para la circunferencia unitaria, el 
parámetro t es la medida en radianes del ángulo AOP. El parámetro £ para la 
hipérbola no es interpretado como la medida de un ángulo; sin embargo, el 
término radián hiperbólico se emplea en ocasiones para referirse a £. 


EJERCICIOS 5.9 


En los ejercicios 1 a 6, (i) determine el valor de función exacto, 
y (ii) si el valor exacto no es un número racional, exprese el 
valor con cuatro dígitos significativos. 


1. (a) senhO0 (b) cosh0 (ec) senh1 (d) senh(-1) 

2. (a) tanhO0 (b) sechO (c) cosh1  (d) cosh(-1) 

3. (a) tanh2 (b) tanh(-2) (e) coshí(In2) (d) cosh(In0.S) 
4 


. (a) coth(0.5) (b) coth(-0.5) (e) senhún 2) 
(d) senh(In 0.5) 


5. (a) sech2 (b) sech(-2) (e) coth(-1) (d) csch(1n1.5) 
6. (a) csch2 (b) csch(-2) (ec) tanhi  (d) sech(In 1.5) 
En los ejercicios 7 a 10, demuestre la identidad. 
7. (a) 1 - tanh?x = sech? x 

(b) senh(x + y) = senh xcosh y + cosh x senh y 
8. (a) 1 — coth?x = —csch? x 

(b) csch(x + y) = cosh xcosh y + senh x senh y 


2 
A ex 10. tanhíInx) = 2 21 


9 —_—_—L 
1 — tanh x 12 +1 


11. Demuestre: D,(coth x) = —csch?x. 
12. Demuestre: (a) D(sech x) = —sech x tanh x; 
(b) D,(csch x) = —csch x coth x. 


En los ejercicios 13 a 18, calcule la derivada de la función. 
13. (a) f(x) = senh 1? (b) f(w) = sech? 4w 

14. (a) fo) = tank? J/x (b) g() = cosh 1? 

15. (a) Am = coth— (0) £60 = Inftanh x) 

16. (a) f(y) = coth(In y) (b) 40) = e*cosh x 

17. (a) f() = tan H(senh 2x1) (b) g(x) = (cosh x)* 

18. (a) £(x) = sen (tanhx?) (b) fx) = xxx >0 


En los ejercicios 19 a 24, evalúe la integral indefinida. 


' 


19. | senh? x cosh x dx 20. [+ cosh x? senh 1? dx 


21. fe esch? x3 dx 22. four 3x dx 


23, uso 2x In(cosh 2x) dx 24. [sc x tanh? x dx 


25, Demuestre: (a) f tanh u du = In coshu + C; 
(b) f csch u du = In |tanh Zu) + C. 


26. Demuestre: (a) f coth u du = In | senh u| + C; 
(b) f sechu du = 2 tan! e* + C. 


En los ejercicios 27 a 32, evalúe con cuatro dígitos significativos 
el valor de la integral definida y apoye la respuesta utilizando 
NINT en la graficadora. 


ln 3 In2 
27. [ sech? 1 dt 28. / tanh z dz 
0 0 
4 2 
29. j senh Yx ¿y 30. / xsech? x? dx 
ES 
3 2 
31. / sech? x tanhó xdx 32 / senh? x cosh x dx 
2 0 


En los ejercicios 33 a 36, determine el valor de función exacto. 
33, (a) cosh'1  (b) tanh”! 2 

34. (a) senh!L (b) coth”! 2 

35. (a) senh"! 3 (b) cot!(-2) 

36. (a) cosh! 2 (b) tant!-3) 

En los ejercicios 37 a 39, demuestre la fórmula. 

37. Fórmula (6) 38. Fórmula (7) 39. Fórmula (8) 
En los ejercicios 40 a 48, calcule la derivada de la función, 
40. (a) f(x) = cosHl ix (b) F(x) = tamb"! x? 

41. (a) £(x) = senb* 4x (b) G(x) = coth! x? 


42. (a) hw) = coth! (3w + 1) 
(d) f() = x? senh”! y? 


43. (a) fa) = cosh! (tan x) 
(b) g(x) = tanhT! (cos x) 


44. (a) g(x) = tank”! (sen 3x) 
(db) F(x) = coth”! (3 sen x) 


45. (a) f(7) = (coth! 22 (b) g() = tanh"! (sen e*) 

46. (a) f(1) = sente?” (b) h(x) = cosh”! (In x) 

47. G(x) = xsemb lx - yl + 1? 

48. H(x) = Inyl - x2? — xtanh!x 

En los ejercicios 49 a 54, exprese la integral indefinida en tér- 


minos de una función hiperbólica inversa y como un logarit- 
mo natural. 


dx dx 
49. | — 50. 
| yd +? > 252% 
dx 
Si. pu dx 52, j NA 
xd -1 1251? +9 
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dt dw 
53. — 54, —B——_— 
J de! - e! 5 - e 2v 
En los ejercicios 55 a 60, obtenga el valor exacto de la integral 


definida en términos de funciones hiperbólicas inversas y apo- 
ye la respuesta utilizando NINT en la graficadora. 


5 3 
dx dx 
55, / —== 56. J 
3 yx? -4 4 l- x? 


dx 5 


112 2 
/ >] AR 
1/2 l - 12 2 416 + x? 


57. 


3 2 
dx dx 
59, / ————— 60. ll —_—_— 
2 J/9x? - 12x-5 1 1x2? +2x 


61. La figura 5 muestra la gráfica de la catenaria definida por 68. La región limitada por la curva 


FU) = a cosh = a>0 y= (16 - 2 


Confirme analíticamente que el punto más bajo está en 
(0, a), la función fes decreciente cuando x < 0 y crecien- 
te cuando x > 0, y que la gráfica es cóncava hacia arriba 
en todo punto. 

62. Demuestre que la función seno hiperbólico es continua y lr tanh (3) — tan Dl 
creciente en su dominio. 


63. Calcule el área de la región limitada por la catenaria 


del sólido generado es 


cuatro dígitos significativos. 


y = 6cosh* 69. La bodega mostrada en la figura adjunta tiene 100 pie de 
6 longitud y 40 pie de ancho, donde x y y se miden en pies. 
el eje x, el eje y y la rectax = 6ln 6. Una sección transversal del tejado tiene la forma de la 
64. Calcule el volumen del sólido de revolución generado si región limitada superiormente por la catenaria invertida 
la región del ejercicio 63 se gira alrededor del eje x. cuya ecuación es 
65. Una partícula se mueve sobre una recta de acuerdo con la 
ecuación de movimiento y = 31-20 cos) 


s = e "PG senht + 4cosh 1) 


el eje x y las rectas x = -2 y x = 3 se gira alrededor del 
eje x. (a) Muestre que la medida exacta del volumen 


(b) Utilice una calculadora para aproximar el volumen con 


Determine el número de pies cúbicos del espacio para 


donde s centímetros es la distancia dirigida de la partícu- 
la desde el origen a los 1 segundos, Si v centímetros por 
segundo y a centímetros por segundo por segundo son la 
velocidad y la aceleración, respectivamente, de la partícu- 
la a los t segundos, (a) exprese v y a como funciones de £. 
(b) Demuestre que a es la suma de dos números, uno de los 
cuales es proporcional a s y el otro es proporcional a v. 


almacenamiento de la bodega. 


66. Una curva pasa por el punto (0, a), a > 0, y la pendiente 


en cualquier punto es y y? la? — 1. Demuestre que la 
curva es una catenaria. 


67. Una mujer con paracaídas salta desde un ayión y, cuando 
su paracaídas se abre, su velocidad es de 200 piefs. Si v 
pies por segundo es su velocidad a los ¿ segundos después 
de que se abrió el paracaídas, entonces 


vimiento es 
324 d 
crio = 324 — v? s = Asenkt + Bcoskt 
donde g es la aceleración constante debida a la gravedad. pero no es armónico si 


Resuelva esta ecuación diferencial a fin de obtener 


18 4 -1 100 
t= lcoth*— — coth? 
loo 18 coth 00) 


s= A senh kt + Bcosh kt 


donde A, B y k son constantes. 


70. Suponga que una partícula se mueve sobre una recta de 
modo que s metros es la distancia dirigida de la partícu- 
la desde el origen a los £ segundos. Explique por qué el 
movimiento es armónico simple si la ecuación de mo- 
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» SUGERENCIAS PARA LA REVISIÓN DEL CAPÍTULO 5 


1. Defina función uno a uno y establezca un criterio geomé- 
trico para determinar si una función es uno a uno, Invente 
un ejemplo que ilustre la respuesta. 


2. Enuncie un teorema que proporciona un criterio que en 
ocasiones pueda aplicarse para demostrar analíticamente 
que una función es uno a uno. Invente un ejemplo y muestre 
cómo se aplica el criterio. 


3. Defina la inversa de una función. Invente un ejemplo de 
una función algebraica y su inversa. 


4. Enuncie un teorema que pueda emplearse para determinar 
analíticamente si dos funciones son inversas una de la otra. 
Aplique el teorema a las funciones de la respuesta de la 
sugerencia 3. 


5. Si se sabe que una función f tiene una inversa, ¿cómo pue- 
de obtenerse, en ocasiones, f(x) a partir de f(x)? ¿Por 
qué no siempre es posible determinar f “1(x) a partir de 
f(x)? Invente dos ejemplos de una función f que tenga 
una inversa f 7!: una donde pueda determinar f7'(x) a par- 
tir de f(x) y otra donde no pueda. 


6. Enuncie una propiedad geométrica satisfecha por las grá- 
ficas de una función y su inversa. ¿Cómo se puede dibujar 
la gráfica de la inversa de una función a partir de la gráfica 
de la función? ¿Cómo puede trazar en el mismo rectángu- 
lo de inspección las gráficas de una función y su inversa si 
se conoce f(x) pero no f Ay? 


7. Enuncie un teorema que relacione las derivadas de una 
función y de su inversa. Invente un ejemplo que ilustre el 
teorema. 


Es 


Defina la función lagarítmica e indique su dominio y su 
contradominio. 


9. Enuncie los teoremas concernientes a la función logarít- 
mica natural que corresponden a las propiedades de los 
logaritmos estudiadas en los cursos de álgebra. 


10. Describa en palabras únicamente (sin figuras) la gráfica de 
la función logarítmica natural. 


11. ¿Qué se entiende por diferenciación logarítmica? In- 
vente un ejemplo donde se emplee diferenciación lo- 
garítmica. 7 

12. Establezca la fórmula que proporciona f u” du para cual- 
quier número racional n. 


13. Enuncie cuatro teoremas que impliquen integrales inde- 
finidas de funciones trigonométricas que tengan como resul- 
tado una función logarítmica natural. 


14. Defina la función exponencial natural y determine su do- 
minio y su contradominio, 


15. Defina lo que significa a? si a es cualquier número real po- 
sitivo y x es cualquier número real. Invente un ejemplo en 
el que se aplique la definición donde x es irracional. 


16. 


Defina el número e. Muestre que e se emplea para calcu- 
lar un valor aproximado en el ejemplo de la suge- 
rencia 15. 


¿Cuál es la derivada de la función exponencial natural 
exp? ¿Cuál es la integral indefinida de exp? ¿Cuál es la 
función más general cuya derivada es ella misma? ¿Por 
qué es ésta la única función que tiene estas propiedades? 


+. Describa en palabras únicamente (sin figuras) la gráfica de 


la función exponencial natural. 


. Exprese el número e como un límite. ¿Puede emplearse este 


límite para definir el número e? Dé una razón para su 
respuesta. 


. Enuncie los teoremas concernientes a la función exponen- 


cial que corresponden a las propiedades de los exponentes 
estudiadas en los cursos de álgebra. 


Defina la función logarítmica de base a y determine su 
dominio y su contradominio. 


. ¿Cuáles son las fórmulas para la derivada y la integral 


indefinida de a*? Invente un ejemplo que muestre el 
cálculo de f'(x) si f(x) = at“%, donde a > 0 y g(x) es una 
función trascendente. Invente un ejemplo que muestre el 
cálculo de | f(x) dx si f(x) = a*Wh'(x) donde a > 0, y h 
es una función trascendente. 


Describa en palabras únicamente (sin figuras) la gráfica de 
la función exponencial de base a: (i) si a > 1; (ii) si 
0O<a<l. 


Describa en palabras únicamente (sin figuras) la gráfica de 
la función logarítmica de base a: (i) si a > 1l; (ii) si 
0<a<l. 


Escriba una ecuación que relacione log, x y In x. Establezca 
dos fórmulas para la derivada de log, x, una que impli- 
que log, e y la otra que contenga In a. Invente un ejem- 
plo que muestre el cálculo de f(x) si f(x) = log, g(x), 
donde g es una función trascendente. 


Describa cómo se calcula la derivada de una función cuyo 
valor es una variable elevada a una potencia variable. In- 
vente un ejemplo que muestre el cálculo de f'(x) si 
fG) = g(a)* donde g es una función polinomial y k es 
una función trascendente. 

¿Cuáles son las leyes de crecimiento natural y de decreci- 


miento natural? En su respuesta incluya la ecuación dife- 
rencial que proporciona estas leyes. 


Proporcione un ejemplo de la ley de crecimiento natural en 
biología y en economía. 


Dé un ejemplo de la ley de decrecimiento natural en quími- 
ca y en finanzas o administración. 


¿Qué es la semivida (vida media) de una sustancia? Pro- 
porcione un ejemplo. 
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31. Defina una función que describa crecimiento exponencial 
y Una que describa decrecimiento exponencial. 


32. Defina una función que describa crecimiento límita- 
do. Dé un ejemplo de crecimiento limitado en finanzas o 
administración. 

33. ¿Qué es la ley de enfriamiento de Newton? Invente un 
ejemplo que muestre cómo se aplica la ley de enfriamien- 
to de Newton. 


34, ¿Qué es la función normal estandarizada de densidad de 
probabilidad ? ¿Cómo se calcula la probabilidad de que una 
elección aleatoria de la variable independiente esté en el 
intervalo cerrado [a, b]? 


35. Defina la función seno inversa, determine su dominio, su 
contradominio y dibuje su gráfica. 


36. Defina la función coseno inversa, determine su dominio, su 
contradominio y dibuje su gráfica. 


37. Establezca una identidad que relacione a las funciones 
seno inversa y coseno inversa. 


38. Defina la función tangente inversa, determine su dominio, 
su contradominio y dibuje su gráfica. 


39, Defina la función cotangente inversa en términos de la 
función tangente inversa mediante una identidad similar a 
la de la respuesta de la sugerencia 37. Determine el dominio 
y contradominio de la función cotangente inversa. 


40. Defina la función secante inversa, determine su dominio, su 
contradominio y dibuje su gráfica. 


41. Defina la función cosecante inversa en términos de la fun- 
ción secante inversa mediante una identidad similar a la de 
la respuesta de la sugerencia 37. Determine el dominio y 
contradominio de la función cosecante inversa. 


42. Establezca las fórmulas que proporcionan las derivadas de 
las funciones seno inversa y coseno inversa. ¿Cómo están 
relacionadas? Invente un ejemplo que ilustre la respuesta. 


43. Establezca las fórmulas que proporcionan las derivadas de las 
funciones tangente inversa y cotangente inversa. ¿Cómo es- 
tán relacionadas? Invente un ejemplo que ilustre la respuesta. 


44. Establezca las fórmulas que proporcionan las derivadas 
de las funciones secante inversa y cosecante inversa. ¿Cómo 
están relacionadas? Invente un ejemplo que ilustre la 
respuesta. 


45. Invente un ejemplo de una integral indefinida que produz- 
ca una función seno inversa. 


46. Invente un ejemplo de una integral indefinida que produz- 
ca una función tangente inversa, 


47. Invente un ejemplo de una integral indefinida que produz- 
ca una función secante inversa. 


48. Defina las funciones seno hiperbólico y coseno hiperbóli- 
co y establezca el dominio y contradominio de cada una. 
Dibuje sus gráficas. 


49. Defina las funciones tangente hiperbólica, cotangente 
hiperbólica, secante hiperbólica y cosecante hiperbólica 
en términos de las funciones seno hiperbólico y coseno 
hiperbólico, y determine el dominio y contradominio de 
cada una. 


50. Escriba las fórmulas de las derivadas de cada una de las 
seis funciones hiperbólicas y las fórmulas correspondien- 
tes de las integrales indefinidas. 


51. ¿Qué es una catenaria y cuál es su ecuación? 


52. Defina las funciones seno hiperbólico inversa, coseno 
hiperbólico inversa, tangente hiperbólica inversa y cotangen- 
te hiperbólica inversa y establezca el dominio y contrado- 
minio de cada una. Dibuje sus gráficas. 


53. Exprese las cuatro funciones hiperbólicas inversas me- 
cionadas en la sugerencia 52 en términos de logaritmos 
naturales. 


54. Escriba las fórmulas de las dertvadas de las cuatro fun- 
ciones hiperbólicas inversas, mencionadas en la suge- 
rencia 52, 


55. ¿Cómo se utilizan las funciones hiperbólicas inversas, en 
ocasiones, para disminuir los cálculos en la integración? 
Invente un ejemplo que ilustre la respuesta. 


» EJERCICIOS DE REPASO PARA EL CAPÍTULO 5 


En los ejercicios 1 a 6, determine si la función tiene una inver- 
sa. Si la inversa existe, haga lo siguiente: (a) determínela y 
establezca su dominio y contradominio; (b) trace las gráficas 
de la función y de su inversa en el mismo rectángulo de inspec- 
ción. Si la función no tiene inversa, apoye este hecho gráfi- 
camente verificando que una recta horizontal intersecta la 
gráfica de la función en más de un punto, 


1 f)=x3-4 2. f(x) = 2Yx — 1 
3 fm) = 9-1 4. f(0)= 14- 


4 


5. f0) = Y—4 6 fa) = |2x- 3] 


En los ejercicios 7 y 8, (a) demuestre que la función f tiene 
una inversa, (b) obtenga fi, y (c) verifique las ecuaciones 
del teorema 5.1.4 para f y f 7. 


2x-=1 
2x+1 


Tf) = Yx+1 


En los ejercicios 9 a 12, calcule (f”'(d). 
9 fix) =x?-6x+8,x>33d=3 
10. f() = Vix+4id=5 

11. f() = 84 + 6xid = 4 

RL fo=x +x-22d= 12 


8. fx) = 


B 


En los ejercicios 13 a 30, derive la función y simplifique el 
resultado. 


13. (a) f() = In(cos3x) — (b) F(o) = In? + 1)? 
14. (a) 2) = cos(3lnx)  (b) G() = (Inx?? 
15. (a) £(0) = sene*! (b) G(0) = 2! 


16. (a) f(w) = ent (b) F(w) = tan 2” 
7. (8) f() =tan e* (b) ga = eon* 

18. (a) F(x) = cos” 3* (b) G(a) = 3senis 
19. (a) f(w) = senhbó2w  (b) F(w) = cosh 2w* 
20. (a) e() = tamh(In)  (b) G() = Incothr) 
21. (a) F(x) = sechítanx)  (b) G(x) = tanh(sec x) 
22. (a) f(x) = senh? x? (b) 20) = tanh* 2x 


23, 


_ l+x 2 
fo) = log! = z) 


200) = In 2x+1 
x-3 


25. g(0) = (enyY sent >0 26. f) = Blin: 


27. F(x) = cosh! /x 
28. G(x) = sec Ja? +1 


29. f(x) = cos”(tanh 2x) 30. g(x) = cothl(csc x) 


En los ejercicios 31 y 32, obtenga 2 mediante diferenciación 


logarítmica. 

don 
3L.y = 40 + De 1" 32 y= AA 
4x6 +8 
En los ejercicios 33 y 34, obtenga en una calculadora el valor 
de a* para los valores dados de a y x, aplicando primero la de- 
finición de exponente real. Apoye la respuesta calculando el 
valor directamente. 


33. (AQa=3x= Y2 (b) a = 
34, (a)a=7x=e (b a = 


En los ejercicios 35 a 48 evalúe la integral indefinida. 


2x=x 


ex= Xx 


2 
35. j e 5 dx 36. feo - dx 
+e 
1 2 
37. fe + 2%)dx 38, pe dy 
Xx 
39. Jenna 40. | 1ó+1g 
10% 1 


41. a. | Y _ 
de + e? 


a. | 
15 + 4x - 1? 


4x 
— => d x 
j dl x% 


4. ¡pa 
x2 4+2x +10 


45. _ E. 46. | xcoth 112 dx 
Jer -—8 2 
47. | tant? 3wd 48. | <05%Bt q 
J mer j ysenh £ 


En los ejercicios 49 a 58, evalúe la integral definida y apoye la 
respuesta utilizando NINT en la graficadora. 


2 
49, | de? dy 
o 


8 
1/3 
s1 | dy 
1 1344 


1 
50. / (2 + 19? dx 
0 


nn. 
52. | 2 -224s 
1/3 Xx =xX 


53, 


55, 


62. 
63. 


65, 


66. 


67. 


68 


69. 


70. 


7. 


. Demuestre que cosh (In x) = Y 
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el 
54, — a 
A x(In x) 


1 
5. | 
A 


2 
sech? Lx dx 


ln 2 : 
2 
/ . - a 
o e-5 
2 
/ 42 
y var 
1 
/ y¡cosh? y —- 1 dy 58. | 
0 


0 


2x+6 
12 +2x+5 


. Calcule $ si yet 4 xe? + x 4 y =0 


+1 
2x 


+ Exprese la cantidad en términos de un logaritmo natural: 


(a) cosh! 2; (b) tank! z 


eschx = 0. 


oo 


lím cothx = 1;(b) lím 
+00 + 


(a) Trace en el mismo rectángulo de inspección la gráfica 
de y = x*71 y la recta tangente en el punto (2, 2). 
(b) Obtenga una ecuación de la recta tangente. 


Demuestre: (a) 


. Utilice diferenciales para calcular un valor aproximado 


con tres cifras decimales de log¡¿ 100 937. Emplee el he- 
cho de que log¡p e = 0.43429 con aproximación de cinco 
cifras decimales. Apoye la respuesta con la calculadora. 


Una partícula se mueve sobre una recta, donde s pies es la 
distancia dirigida de la partícula desde el origen, v pies por 
segundo es su velocidad, y a pies por segundo por segundo 
es su aceleración a los 1 segundos. Sia = e! + e *,v = 1 
ys = 2 cuando = 0, obtenga y y s en términos de £. 


El área de la región limitada por la curva y = e”, los 
ejes coordenados y la rectax = b(b > 0) es una función 
de b. Si f es esta función, obtenga f(b). También determi- 
ne el límite , lím_£(). Po 


El volumen del sólido de revolución obtenido al girar la 
región del ejercicio 66 alrededor del eje x es una función 
de b. Si g es esta función, obtenga g(b). También determi- 
ne el límite ¿um f0). 


Demuestre que si un rectángulo tiene su base sobre 3 ejex 
y dos de sus vértices están sobre la curva y = er, enton- 
ces el rectángulo tendrá el área máxima posible si los dos 
vértices están en los puntos de inflexión de la gráfica. 


Sea f(x) = In Ix] y x < 0. Demuestre que f tiene una 
función inversa. Si g es la función inversa, determine g(x1) 
y el dominio de g. 


Demuestre que six < 1, entonces ln x < x. Sugerencia: 
Sea f(x) = x — In x, y demuestre que f es decreciente en 
el intervalo (0, 1) y calcule f(1). 


Cuando un gas se expande o se comprime adiabáticamente 
(sin ganar o perder calor), entonces la tasa de variación de 
la presión con respecto al volumen, varía directamente a la 
presión e inversamente al volumen. Si la presión es p li- 
bras por pulgada cuadrada cuando el volumen es v pul- 
gadas cúbicas, y la presión y volumen iniciales son 
Po libras por pulgada cuadrada y v¿ pulgadas cúbicas, 
demuestre que pv* = Pavo. 
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72. 


73. 


74, 


75, 


Calcule el volumen del sólido de revolución generado si 
la región limitada por la curva y = 2”* y las rectas x = 1 
y x = 4 se gira alrededor del eje x. 


La semivida del cesio 137 es de 30 de años, su tasa de de- 

crecimiento (desintegración) es proporcional a la cantidad 

presente en cualquier tiempo, y se tienen actualmente 65 mg 

de cesio. 

(a) Si se tendrán y miligramos de cesio dentro de t años a 
partir de ahora, exprese y como una función de ?. 

(b) Estime en la graficadora dentro de cuántos años se 
tendrán 10 mg de cesio. 

(c) Confirme analíticamente la estimación del inciso (b). 


La tasa de crecimiento natural de una población de cier- 
ta ciudad es proporcional a la población, y se espera que 
ésta se duplique en 60 años. La población actualmente es 
de 120 000. 

(a) Si y es el número de individuos de la población espe- 
rada dentro de + años a partir de ahora, exprese y como 
una función de ?. 

Estime en la graficadora dentro de cuántos años se 
espera que la población sea de 150 000. 

Estime en la graficadora la población esperada dentro 
de 20 años a partir de ahora. 

Confirme analíticamente las estimaciones de los in- 
cisos (b) y (c). 


(b) 
(c) 
(d) 


Una persona que estudia lenguas extranjeras tiene que 
memorizar 50 verbos. La tasa a la que la persona puede me- 
morizar esos verbos es proporcional al número de verbos 
que le restan por memorizar; esto es, si la persona memo- 
riza y verbos en £ minutos, entonces 


yy 


= Kk(50 — 
di ( y) 


donde k es una constante positiva y y < 50 para toda? > 0. 
Suponga que inicialmente no se ha memorizado ningún 
verbo y que a los 30 min se han memorizado 20 verbos. 
(a) Exprese y como una función de f. 

(b) Trace la gráfica de la función del inciso (a) y la asín- 
tota horizontal de la gráfica. 

Estime en la graficadora cuántos verbos memorizará 
la persona en 1 hora. 

Estime en la graficadora cuánto tiempo pasará hasta 
que la persona tenga un verbo por memorizar. 
Confirme analíticamente las estimaciones de los in- 
cisos (c) y (d). 


(c) 
(d) 


(e) 


En los ejercicios 76 a 85, defina todas las variables precisamen- 
te como números. Utilice la variable t para representar el tiempo 
y defina las otras variables en términos de t. No olvide escribir 
una conclusión. 


76. 


7. 


El interés de una cuenta de ahorro se calcula al 10% anual 
compuesto continuamente. Si una persona desca tener 
$1 000 en la cuenta al final de un año realizando sólo un 
depósito ahora, ¿cuál debe ser la cantidad del depósito? 


¿Cuánto tiempo deberá transcurrir para que una inversión se 
duplique si el interés se paga a una tasa de 8% anual 
compuesto continuamente? 


78. 


79. 


81. 


82. 


85. 


La carga eléctrica sobre una superficie esférica se pierde 
a una tasa proporcional a la carga. Inicialmente la carga 
eléctrica fue de 8 coulombs y en 15 min se perdió un cuarto 
de ella. ¿Dentro de cuánto tiempo se tendrán únicamente 
2 coulombs? 


La tasa de crecimiento de cierto cultivo de bacterias es 
proporcional al número de baterias presentes, y el número 
se duplica en 20 min. Si al final de una hora se tuvieron 
1500000 bacterias, ¿cuántas baterias se tuvieron ini- 
cialmente? 

Refiérase al ejercicio 21 de la sección 5.6. Un arqueólogo 
descubrió un insecto preservado dentro de ámbar transpa- 
rente, el cual es una resina endurecida de un árbol, y la canti- 
dad de '*C presente en el insecto se determinó como el 2% 
de su cantidad original. Utilice el hecho de que la semi- 
vida del 14C es de 5 730 años, para determinar la edad del 
insecto hasta el tiempo de su descubrimiento. 


La tasa de decrecimiento (desintegración) de una sustan- 
cia radiactiva es proporcional a la cantidad de sustancia 
presente. Si un medio de una cantidad dada de la sustan- 
cia se desintegra en 1900 años, ¿cuánto tiempo transcu- 
rrirá para que el 95% de la cantidad se desintegre? 


Si la población de cierto país se duplica en 25 años, ¿a qué 
porcentaje anual está creciendo? 


Un tanque contiene 60 gal de agua salada con 120 lb de sal 
disuelta. Se introduce al tanque agua salada con:3 lb de 
sal por galón a una tasa de 2 gal/min, y la mezcla, que se 
mantiene uniforme mediante agitación, sale del tanque a la 
misma tasa. ¿Cuánto tiempo transcurrirá antes de que el 
tanque contenga 135 lb de sal?. 

Un tanque contiene agua simple, y se introduce al tanque 
salmuera que contiene 2 kg de sal por litro de agua a una 
tasa de 3 L/min. Si la mezcla, que se mantiene uniforme 
mediante agitación, sale del tanque a la misma tasa, ¿cuántos 
kilogramos de sal contendrá el tanque al final de 30 min? 
Utilice la ley de enfriamiento de Newton para determinar 
la temperatura actual de un cuerpo rodeado de aire a una 
temperatura de 40” si hace 30 min la temperatura del 
cuerpo fue de 150? y hace 10 min fue de 90". 

Determine el punto de la gráfica de f(x) = e* para el cual 
la recta tangente a la gráfica en ese punto pasa pdf el origen. 


87. En un circuito eléctrico la fuerza electromotriz es E volts a 


los £ segundos, donde E = 20 cos 120x1. 

(a) Resuelva la ecuación para f. Utilice la ecuación del 
inciso (a) para determinar el menor valor positivo de + 
para el cual la fuerza electromotriz es (b) 10 volts; 
(c) 5 volts; (d) —-10 volts; (e) -S volts. 


Un cuerpo está suspendido de un resorte y vibra verti- 
calmente de acuerdo con la ecuación 


y = 4sen2m(t + 2) 


donde y centímetros es la distancia dirigida del cuerpo des- 
de su posición central £ segundos después de iniciado el 
movimiento, y el sentido positivo se considera hacia arriba. 
(a) Resuelva la ecuación para £. Utilice la ecuación del inciso 
(a) para determinar el menor valor positivo de t para el cual 
el desplazamiento del cuerpo sobre su posición centrales (b) 
2 cm, y (c) 3 cm. 


89. 


90. 


91. 


92. 


93. 


95. 


<0 


11] 


Calcule el área de la región limitada por la rectax = 2/2, 
la curva y = 9/49 — x?, y los dos ejes coordenados. 


Obtenga el volumen del sólido de revolución generado 
cuando la región limitada por la curva y = y'senh x, el 
eje x y las rectas x = O y x = In 2, se gira alrededor 
del eje x. 


Un faro se encuentra a ¿km de un camino recto y man- 
tiene su luz fija en un automóvil que viaja a una veloci- 
dad constante de 60 km/h. Calcule la tasa de variación 
(velocidad) a la cual el rayo de luz cambia de dirección (a) 
cuando el automóvil está en el punto más cercano al faro, 
y (b) cuando el automóvil está a ¿km camino abajo de 
este punto. 


Un helicóptero despega del suelo en un punto a 800 pie 
de un observador y se eleva verticalmente a 25 piefs. 
Calcule la tasa de variación (derivada) de la medida del 
ángulo de elevación de la nave respecto al observador, 
cuando el helicóptero está a 600 pie del suelo. 


Un avión vuela a una velocidad de 300 mi/h a una altura 
de 4 mi. Si un observador se halla en tierra, determine la 
tasa de variación de la medida del ángulo de elevación del 
avión respecto al observador, cuando el avión está direc- 
tamente sobre un punto en tierra a 2 mi del observador. 


Un cuadro de 5 pie de altura está colocado en una pared 
con su base a7 pie sobre el nivel de los ojos de un observa- 
dor. Si el observador se aproxima a la pared a una tasa de 
3 pie/s, ¿qué tan rápido cambia la medida del ángulo sub- 
tendido por el cuadro en los ojos del observador cuando 
el observador está a 10 pie de la pared? 


Dos puntos A y B son diametralmente opuestos uno del 
otro en las orillas de un lago circular de | km de diámetro. 
Un hombre desea ir del punto A al punto B, y puede remar 
a una velocidad 1.5 km/h y caminar a una velocidad de 
5 km/h. Determine el tiempo mínimo que puede tomarle al 
hombre ir del punto A al punto B. 


Resuelva el ejercicio 95 si las velocidades al remar y ca- 
minar son, respectivamente, 2 km/h y 3 km/h. 


Demuestre, empleando la definición de derivada, que 


lim logg (1 + x) 
x 


1>0 


= log,e 


(Nota: compare con el ejercicio 57 de la sección 5.2). 


98. 


100. 


101. 


102, 


103. 
104. 


105. 


106. 
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Demuestre sin emplear la definición de derivada que 
*-| 
lim £ = Ina 
x>0 x - 


Sugerencia: sea y = a* — l y exprese (a* — 1)/x como 
una función de y, digamos g(y). Después demuestre que 
y > O conforme x > 0, y obtenga el límite lím 8(y). 

> 


Utilice los resultados de los ejercicios 97 y 98 para de- 
mostrar que 
b_ 
lím 2 =b 
ai x-l 


Después consideres = blnx y t=x-— l. 


Demuestre empleando la definición de derivada que 
ax 
q e —1 
lím =a 
x>0 xXx 


Si el dominio de fes el conjunto R de los números reales 
y f(x) = cf(x) para toda x, donde c es una constante, de- 
muestre que existe una constante k para la cual f(x) = 
ke** para toda x. Sugerencia: considere la función g para 
la cual g(x) = f()e%, y determine g (x). 


Demuestre que 


DFAnx) = y LD! 
Xx 


Sugerencia: utilice inducción matemática. 
Calcule 1 eTHl dx si tes cualquier número real. 
Demuestre que six > 0, y f A ¿HH gy = 1, entonces 


límx= lim( + AyUt 
k>0 k>0 


La gráfica de la ecuación 
7] $ 
x = asenh! Erin 1 - Ja? - y? 


se denomina fractriz. Demuestre que la pendiente de la 
curva en cualquier punto (x, y) es —y] Ja? — y?. 


Realice el ejercicio 51 de los ejercicios de repaso del ca- 
pítulo 4 evaluando cada integral. 


El gudermanniano, llamado así en honor al matemático 
alemán Christoph Gudermann (1798-1852), esla función 
definida por 


gdx = tan" Hsenh x) 


Demuestre que D, (gd x) = sech x. 


: Aplicaciones 
- adicionales de E 
. integral definida 


| poder del Cálculo Integral se ha mostrado en 
geometría por sus aplicaciones al cálculo del 
área de una región plana, del volumen de un 
sólido de revolución y del volumen de un sólido que tiene 
secciones planas paralelas conocidas. En la sección 6.1 se 


| — presenta otra aplicación geométrica: el cálculo de la longi- 
Centro de Mosa de: Una barra tud de arco de la gráfica de una función entre dos puntos. 


Centro de mása de una: lámina: Las aplicaciones de la integración a la física e 
E centroide: de una región: 202] ingeniería se muestran en las otras cuatro secciones. En 
z «plana : ss a la sección 6.2 se determina el centro de masa de una 
BA: Trabajo EE is : +1 barra y en la sección 6.3 se estudia el centro de masa de 
Fura ejercida: por la. presión: una lámina. En la sección 6.4 se calcula el trabajo 
LEO de vn hí vido realizado por una fuerza variable que se aplica sobre 
El eos un objeto, mientras que en la sección 6.5 se aplica la 

integral definida para determinar la fuerza ejercida 
por la presión de un líquido, tal como la presión del 
agua sobre las paredes de un envase. 


VISIÓN PRELIMINAR E 


: óngivd des arco: de la gráfica 
de una función 
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FIGURA 1 


Ola=x XX / ia / mx 
Xx X3 Xx; 


FIGURA 2 


En el estudio de áreas y volúmenes, se emplearon las palabrás “medida del 
área” y “medida del volumen” para indicar un número sin incluir alguna unidad 
de medición. Al estudiar la longitud de arco se empleará la palabra “longitud” 
en lugar de las palabras “medida de la longitud”. Así, la longitud de arco es 
un número sin unidades de medición. 

Sea fla función continua en el intervalo cerrado [a, b] y considere la 
gráfica de esta función definida por la ecuación y = fix), la cual se muestra 
en la figura 1. La porción de la curva desde el punto A(a, Ka)) hasta el pun- 
to B(b, fíb)) de denomina arco. Se desea asignar un número a lo que intui- 
tivamente se considera como la longitud de dicho arco. Si el arco es un 
segmento de recta desde el punto (x;, y) hasta el punto (x», y2), se sabe por la 
fórmula de la distancia entre dos puntos que su longitud está dada por 


y (a - 12 + (y — y2)?. Esta fórmula se utiliza para definir la longitud de 


un arco en general. Recuerde de geometría que la longitud de la circunferen- 
cia está definida como el límite de los perímetros de polígonos regulares ins- 
critos en la circunferencia. Para otras curvas se procede en forma semejante. 

Sea A una partición del intervalo cerrado [a, b] formada al dividir el inter- 
valo en n subintervalos eligiendo cualesquiera n — 1 números intermedios 
entre a y b.Sea xp = 4 y Xp = b, y X1,X2,X3,... , Xp-1. lo números inter- 
medios de modo que xy < x <x7<...< xy-1 < Xy. Así, el ¡-ésimo 
subintervalo es [x;.. , x,], y su longitud, denotada por A;x, es x; — x;..1, donde 
¡=1,2,3,...,n. Entonces, si || A |[es la norma de la partición A, cada 
Ax < [Ja]. 

Asociado con cada punto (x;, 0) del eje x hay un punto P;(x;, f(x¡)) de la 
curva. Dibuje un segmento de recta desde cada punto P;.., al siguiente punto P,, 
como se muestra en la figura 2. La longitud del segmento de recta de P;.y 
a P;¡se denota por | P¡-¡P; | y está determinada por la fórmula de la distancia 


PAP = JO 07 + 0 — Ji)? (0Y) 


La suma de las longitudes de los segmentos es 


IPoP¡]| + |P¡Pal + |P2P3] +...+ |P Pi] +...+ |P,-1P,) 
la cual puede escribirse con la notación sigma como 


S [AA 2) 
i=1 


Parece razonable que si n es suficientemente grande, entonces la suma 
de (2) se “acercará” a lo que intuitivamente se considera como la longi- 
tud del arco AB. Así, se define la longitud de arco como el límite de la su- 
ma (2) conforme la norma de Á se aproxima a cero, en tal caso, n crece sin 
límite. Por tanto, se tiene la definición siguiente. 


6.1.1 Definición de la longitud de arco de la gráfica de 
una función 


v 
Suponga que la fúniciónf es continua en el intervalo cerrado [a, b]. Ade- 
más considere que existe un número L que tiene lassiguiente propiedad: 
Para cualquier € > 0 existe una Ú > 0 tal que para cada parti- 
ción A del intervalo [a, b] es cierto que 
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1 


lA < 8 entonces Y [A B1- 
Entonces se escribe ad 


= ¿Hm, $ [AGA] : 3) 


i=] 
y Lse denomina la longitud de arco de E = f(x) desde el punto 
A(a, f(a)) hasta el punto B(b, £(b)). 


Si el límite de (3) existe, entonces se dice que el arco es rectificable. 

A continuación se deducirá una fórmula para determinar la longitud L de 
un arco que es rectificable. En la deducción se requiere que la derivada de fsea 
continua en el intervalo [a, b]; a la función que cumple esta condición se le 
llama lisa ( o suave) en [a, b]. 

Refiérase a la figura 3. Si P;_¡ tiene coordenadas (x;_¡, y;-1) y P; tiene 
coordenadas (x;, y;), entonces la longitud de la cuerda P;..¡ P¡ está dada por 
la fórmula (1). 

Al considerar x; — Xx; = ÁAjx y y¡— )¡-1 = Aj), Se tiene 


[Po P; | = (Ax)? + (Ay? 


o, equivalentemente, como Ajx % 0, 


[PAP] = pe + E (4,x) (4) 


Como se pidió que f' fuese continua en (a, b], entonces f satisface la 
hipótesis del teorema del valor medio (3.3.2); de modo que existe un número 
z, en el intervalo abierto (x;. ¡, x;) tal que 


FA) — f0ja) = FOO xi-1) 


Debido a que Ay = f(x) — f(%-1) y Ajx = x¡ — x;-1, de la ecuación 
anterior se tiene 


= fía) 


Pirlo YD 


FIGURA 3 


e ¡X 
Si se sustituye de esta ecuación en (4) se obtiene 


[P,P;] = = y) + IFGNP A¡x 


Para cada ¡ de 1 a n existe una ecuación de esta forma, de modo que 
DAA == Y RIA 
i=1 i=1 


Al tomar el límite en los dos miembros de esta ecuación conforme 
| A I se aproxima a cero se obtiene 


lim DE Al SN FOR A (5) 
AN30 ¡1 


llal> 


si este límite existe. 
A fin de demostrar que el límite del miembro derecho de (5) existe, sea F 
la función definida por ñ 


FG) = y1+ [4 0P 
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Como se pidió que f' fuese continua en [a, b], entonces F es continua en 
[a, b]. Puesto que x;.¡ < 2; < x;,parai = 1,2,...,n, en el miembro dere- 
cho de (5) se tiene el límite de una suma de Riemann, la cual es una integral 
definida. Por tanto, de (5), á 


e b 
lím Y |B-,B| = 1+[£'G0)Par 
¡os 22 al E O) 


De (3), el miembro izquierdo es L; por tanto, 
b 
L= J 1+[f'0P dx 
a 


En esta forma se ha demostrado el siguiente teorema. 


6.1.2 Teorema 


Si la función f y su derivada f' son continuas en el intervalo cerrado 
[a, b], entonces la longitud de arco de la curva y = f(x) a partir del 
punto (a, f(a)) hasta el punto (b, f(b)) está dada por 


b 
L= j yl + [FP de 
a 


El teorema siguiente, el cual proporciona la longitud de arco de una curva 
cuando x se expresa como una función de y, se deduce a partir del teorema 
anterior al intercambiar x y y así como las funciones f y g. 


6.1.3 Teorema 


Si la función g y su derivada g' son continuas en el intervalo cerrado 
[c, d], entonces la longitud de arco de la curva x = g(y) a partir del 
punto (g(c), c) hasta el punto (g(d), d) está dada por 


d . 
L= f JE lg MP4 
07) » 


». EJEMPLO 1 Calcule la longitud de arco de la curva y = 2 
desde el punto (1, 1) hasta el punto (8, 4) utilizando el teorema 6.1.2. 


Solución — Vea la figura 4. Como f(x) = 28, f(x) = 217183, Del teo- 
rema 6.1.2, se tiene 


' 4 
1 
f + a 
8 
1 912/3 + 4 de 
3): xN/3 


A fin de evaluar esta integral considere u = 91% + 4, entonces du = 
6x713 dx. Cuando x = l,u = 13; cuando x = 8,u = 40. Por tanto, 


40 
L = 2 ul dy 


L 


l 
ES 
fro 
RS 
us 
= 
(y) 
3 
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(6 in 6, 6 cosh(In 6)) 


= 6cosh E 
7 6 


FIGURA 5 


2 (403/2 El 13312) 
= 7.634 
Conclusión: La longitud de arco es 7,634, . 4 


» EJEMPLO 2 Determine la longitud de arco del ejemplo 1 em- 
pleando el teorema 6.1.3. 


Solución Como y = x2/3 y x > 0, se despeja x obteniéndose 
x = y32_ Al considerar g(y) = y?2 se tiene g(y) = 3y12, Entonces, del 
teorema 6.1.3, se tiene 


4 
| Er 
1 
4 
= 1] 4 + 9y dy 
1 


4 
= [214 + 9932] 
= 2 (403/2 + 132) 
= 7.634 


lo que es acorde con el ejemplo 1. d 


» EJEMPLO 3 Obtenga la longitud de arco de la catenaria defi- 
nida por 


y=6 cosa ¿) 
desde el punto (0, 6) hasta el punto donde x = 6 In 6. 


Solución Vea la figura 5, la cual muestra el arco de la catenaria. Al 
diferenciar y se obtiene 


dy x.1 
en 6 semh( +) ó 


senh ( z) 
6 


Si L unidades es la longitud del arco dado, entonces del teorema 6.1.2 se tiene 


0 


5 
[eS 
7 
a 
ÍA 
Mis 
Ú—— 
[A 
=>) as 
s 
mm 


dle (2, 8) 


[0, 7] por [0, 21 
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= 6 senh(In 6) — 6senh 0 


Conclusión: La longitud de arco de la catenaria es exactamente 17.5. 4 


La integral definida que se obtiene cuando se aplican los teoremas 6.1.2 y 
6.1.3, en general es difícil, y la mayoría de las ocasiones imposible, de evaluar 
mediante el segundo teorema fundamental del Cálculo, como se hizo en los 
ejemplos anteriores cuidadosamente diseñados. Sin embargo, se pueden utili- 
zar los teoremas para indicar las integrales y después calcular un valor 
aproximado de la longitud de arco utilizando NINT en la graficadora, como se 
ilustra en los dos ejemplos siguientes. 


» EJEMPLO 4 Calcule con cuatro dígitos significativos la longitud 
de arco de la curva y = 19% desde el origen hasta el punto (2, 8). 


Solución Lafigura6muestraelarco.Sif(x) = 1% entoncesf(x) = 3x2. 
Así, por el teorema 6.1.2, 


2 
[ yl + (3x2)? dx 
0 
2 
[ 1 + 9x% dx 
0 


L 


En la graficadora se obtiene, con cuatro dígitos significativos, 
NINT(J1 + 9x*, 0,2) = 8.630 
Conclusión: La longitud de arco es 8.630. 4 


D- EJEMPLO 5 Calcule cort cuatro dígitos significativos la longi- 
tud de arco de la curva y = señ? x desde el origen'hasta el punto (xr, 0). 


Solución La figura 7 muestra'el arco; el'cual es la gráfica de y ='sen? x 
trazada en el rectárigulo de inspección de [0, 1r] por [O, 2]. Sea f(x) = sen? x. 
Entortces 


FO) 


2 sen:x cos x 
sen 2x 


Dei teorema 6:1.2 se tiene 
AT 
L = I y1 + sen? 2xdx 
0 z 
En la graficadora se obtiene 
NINT(+/1 + sen? 2x, 0,71) = 3.820: 
Condusión: La longitud de arco es 3.820.* 4 


Si se emplea la notación de Leibniz para las derivadas, las fórmulas de los 
teoremas 6.1.2 y 6.1.3 pueden escribirse como 
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y 


Q(x + Ax, y 


FIGURA 8 


EJERCICIOS 6.1 


En los ejercicios 1 a 24, calcule la longitud de arco exacta 3, 
evaluando la integral definida que resulte mediante el segundo 


teorema fundamental del Cálculo. 


+ Ay) ñ 


e h+ (2 a AE a (6) 


A continuación se presentan la función longitud de arco y la diferencial 
de la longitud de arco, las cuales proporcionan una forma nemotécnica 
para recordar estas fórmulas. 

Si f'es continua en [a, b], la integtal definida [/ J1+ [FA For dt es una 
función de x; y proporciona la longitud de arco de la curva y = f(x).desde 
el punto (a, f(a)) hasta el punto (x, f(x)), donde x es cualquier número del 
intervalo cerrado (a, b]. Considere que s(x) denota la longitud de este arco; 
s recibe el nombre de función longitud de arco y 


s(x) = [ JE AMOR ae 
a 
Del primer teorema fundamental del Cálculo se tiene 
(0) = JI+ fo) 
- 
yf() = Ñó E AN 


o,comos(x) = = 
ds > oy 
dx sd E 


Al multiplicar por dx se obtiene 
dy 
ás = + () (2 E d 
5 A 1 er (7) 
De manera semejante, para la longitud de arco de la curva x = g(y) desde 
el punto (g(c), c) hasta el punto (26), y), 


1+ (ay dy (8) 


ds = de 


Observe que ds (la diferencial de la longitud de arco) es el integrando en 
las fórmulas (6). Al elevar al cuadrado los dos miembros de (7) u (3), se tiene 


(ds? = (dx? + (dy? (9) 


A partir de esta ecuación se obtiene la interpretación geométrica de ds, 
mostrada en la figura 8. En la figura, la recta T es tangente a. la curva 
= f(x) en el punto P. |PM| = Ax = dx; |MQ| = Ay; [MR = dy; 
VPR| = ds; la longitud de arco PQ es As. La figura 8 proporciona una ma- 
nera fácil de recordar (9), de la cual se pueden obtener las fórmulas (6). 


Calcule la longitud del segmento de la recta 4x + 9y = 36 
entre sus intercepciones x y y mediante tres métodos: 
(a) utilice el teorema de Pitágoras; (b) emplee el teorema 


1 


Calcule la longitud del segmento de la recta y = 3x desde 
el punto (1, 3) hasta el punto (2, 6) mediante tres métodos: 
(a) utilice la fórmula de la distancia; (b) emplee el teorema 
6.1.2;.(c) use el teorema 6.1.3. 

Obtenga la longitud del segmento de la recta x + 3y = 4 
desde el punto (-2, 2) hasta el punto (4, 0) mediante tres 
métodos: (a) utilice la fórmula de la distancia; (b) émplee 
el teorema 6.1.2; (c) use el teorema 6.1.3. 


6.1.2; (c) use el teorema 6.1.3. 

Siga las instrucciones del ejercicio 3 para la recta 5x — 
2y = 10. 

Obtenga la longitud de arco de la curva 9y? = 4x3 desde 
el origen hasta el punto (3, 2/3). 


Determine la longitud de arco de la curvax? = (2y + 3 


desde el punto (1, —1) hasta el punto (7 4/7, 2). 


15. 


16. 


17. 


13. 


19. 
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Calcule la longitud de arco de la curva 8y = 1% + 217? 
desde el punio donde x = 1 hasta el punto donde x = 2. 


Utilice el teorema 6.1.2 para obtener la longitud de arco de la 
curva y? = 8x? desde el punto (1, 2) hasta el punto (27, 18). 


Resuelva el ejercicio 8 empleando el teorema 6.1.3. 
Calcule la longitud de arco de la curva y = *(x — 5%e 
desde el punto donde x = 6 hasta el punto donde x = 8. 


Obtenga la longitud de arco de la cufva y'= (12 + 2) 


desde el punto dende x = 0 hasta elpunto donde x = 3. 


Determine la longitud de arco de la curva 6xy = y* + 3 
desde el punto donde y = 1 hasta el punto donde y = 2. 


+ Calcule la longitud de arco de la curva y = 144x011) 
desde el punto donde x = 1 hasta el punto donde x = 4. 
. Obtenga la longitud de arco de la curva y = + A+ 5 A, 


desde el punto (2, ES) hasta el punto (5, E ). 
Determine la longitud de arco de la curvax?/3 + y2/3 =1 
en e) primer cuadrante desde el punto donde x = ; hasta 


el punto donde x = 1. 


Calcule la longitud de arco de la curva x2/3 + y2B = a?l3 
(a es una constante, a > 1) en el primer cuadrante desde 
el punto donde x = 1 hasta el punto donde x = a. 


BR 

Obtengala longitud dearcodelacurva( *) + (3) =1 
a 

en el primer cuadrante desde el punto donde x = la 


hasta el punto donde x = a. 


Calcule la longitud de arco de la curva 9y2 = x42x + 3) 
en el segundo cuadrante desde el punto donde x = —1 has- 
ta el punto donde x = O. 

Determine la longitud de arco de la curva 9y? =x(x — 
3Y en el primer cuadrante desde el punto donde x = 1 has- 
ta el punto donde x = 3. 

Obtenga la longitud de arco de la curva 9y? = 4(1 + 2y 
en el primer cuadrante desde el punto donde x = O hasta 
el punto donde x = 2/2. 

Calcule la longitud de arco de la curva y = In sec x des- 
dex =.0 hasta x = Lm 


Determine la longitud de arco de la curva y = ln esc x 
desdex = ¿mhastax= ]7 
Si 


fm = [ cos tdt 
0 


determine la longitud de arco de la gráfica de f desde el pun- 
to donde x = Ohastael punto donde x = 3 rr. Sugerencia: 
obtenga f(x) mediante el primer teorema fundamental del 
Cálculo y emplee la identidad cos? hx = , (1 + cosx). 


24. Si 


= ñ en td 
0) Í Vsen £ y 


calcule la longitud de arco de la gráfica de f desde el punto 
donde x = 0 hasta el punto donde x = 1 7. Sugerencia: 


utilice la sugerencia del ejercicio 23 y la identidad 
senx = cos(jxm- x). 


En los ejercicios 25 a 34, determine la longitud de arco con 
cuatro dígitos significativos calculando la integral.que resulte 
mediante NINT en la graficadora. 


25. 


26. 


p 
Es 


El arco de la parábola y = 1? desde el origen hasta el pun- 
to (2, 4). : 


El arco de la parábola y = 3 - 2 + 1 desde el pun- 
to (2, 5) hasta el punto (4, 2). 


- El arco de la curva senoidal desde el origen hasta el punto 


(xx, 0). 

El arco de la curva cosenoidal desde el origen hasta el pun- 
to (3% y). 

El arco de la curva y = 1 x7 desde el origen hasta el pun- 
to (1, 1). 

El arco de la curva y = tan x desde el origen hasta el 
punto (47, 1). So 

El arco de la curva y = x3 — 6x2 + 9x — 1 desde el 
punto (0, -1) hasta el punto (3, —1) ] 


El arco de la curva y = x? — 2x2 — Sx + 6 desde el 
punto (2, 0) hasta el punto (3, 0). 


. El arco de la curva y = x? - 3x2? + 3 entre los dos pun- 


tos donde la gráfica intersecta a la parte positiva del eje x. 


El arco de la curva y = 3 — (x — 1) entre los dos pun- 
tos donde la gráfica intersecta al eje x. 


La siguiente figura muestra un cable que pende en la forma 
de catenaria entre dos postes separados 300 pie, y el punto 
más bajo del cable está a 200 pie sobre el suelo. Los ejes 
coordenados se eligen de modo que el origen esté a la mitad 
entre las bases de los dos postes sobre el eje x. y el eje y 
contiene el punto más bajo del cable. Una ecuación de la 
catenaria es 


Xx 
y= 200 cosh ¿55 ) 


Calcule la longitud del cable entre los dos postes. 


36. 


-150 05% 150 
Explique por qué no puede emplearse el teorema 6.1.2 
para determinar la:longitud de arco de la gráfica de 
y? = x? desde el origen hasta el punto (1, 1). ¿Pue- 
de emplear el teorema 6.1.3 para calcular esta longitud de 
arco? Si la respuesta es no, explique por qué. Si la res- 
puesta es sí, calcule la longitud dé arco. 
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6.2 CENTRO DE MASA DE UNA BARRA 


En la sección 4.6 se dijo que si la función f es continua en el intervalo 
cerrado [a, b], entonces el valor promedio de f en [a, b] está dado por 


b 
j Fx) dx 


b=a 


Una aplicación importante del valor promedio de una función ocurre en 
física en relación con el concepto de centro de-masa." 

A fin de llegar a la definición de masa, considere una partícula que se 
pone en movimiento a lo largo de un eje mediante una fuerza ejercida sobre 
ella. Mientras la fuerza actúe sobre la partícula, su velocidad se incrementa; 
esto es, la partícula tendrá una aceleración. La razón de la fuerza a la acelera- 
ción es constante de acuerdo con la magnitud de la fuerza, y esta razón cons- 
tante se denomina masa de la partícula. Por tanto, si la fuerza es F unidades, 
la aceleración es a unidades y la masa es M unidades, entonces 


E 

La fuerza, masa y aceleración se medirán en unidades de los sistemas 
inglés y métrico. A continuación se discutirán estas unidades. 

En el sistema de ingeniería inglés la unidad de fuerza es 1 libra (1b) y la 
unidad de aceleración es pie/s?. La unidad de masa se define como la masa 
de una partícula cuya aceleración es 1 pie/s? cuando la partícula está sujeta a 
una fuerza de 1 1b. Esta unidad de masa se denomina 1 slug. En consecuencia, 


11b 


1 slug = Toels> 


D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 La aceleración de cierta par- 


tícula que se mueve sobre una recta horizontal es de 10 pie/s? cuando la fuerza 
es de 30 lb. Por tanto, la masa de la partícula es 


30 lb 3 lb 


10 pie/s?. — 1 pie/s? 


De este modo, por cada 1 pie/s? de aceleración se ejerce una fuerza de 3 1b 
sobre la partícula. Por tanto, la masa de la partícula es de 3 slugs. 


El sistema métrico adoptado oficialmente por casi todos los países, excepto 
Estados Unidos, es el Sistema Internacional de Unidades, abreviado SI por su 
nombre oficial en francés, Systéme International d'Unités. En el sistema SI, la 
unidad de masa es 1 kilogramo (kg) y la unidad de aceleración es 1 metro por 
segundo cuadrado (m/ s2). La unidad de fuerza en el sistema ST es Trewtón N), 
el cual es la fuerza que imparte a una masa de 1 kg una aceleración del m/s?. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Una partícula cuya masa es 


de 6 kg está sujeta a una fuerza horizontal constante de 3 N. La aceleración de 
la partícula se obtiene al dividir la fuerza entre la masa, de modo que 


3N _ 2 4 
Gl 0.5 m/s 
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En el sistema Sl, la aceleración debida a la gravedad cerca de la super- 
ficie de la Tierra es 9.81 m/s?. Si la masa de un objeto es de M kilogramos, y 
si F newtons es la fuerza sobre el objeto debida a la gravedad cerca de la 
superficie de la Tierra, entonces 


F = 9.81 M 


Otro sistema métrico, ya en desuso, es el sistema centímetro-gramo- 
segundo, abreviado como CGS. En el sistema CGS la unidad de masa es el 
gramo (g), donde 1 g = 0.001 kg. La unidad de aceleración en el sistema 
CGS es 1 cm/s?, Por tanto, la unidad de fuerza, llamada dina (din), es la fuerza 
que imparte a una masa de 1 g una aceleración de 1 cm/s?, Como 


lkg = 10% y 1m/s? = 102 cm/s? 
entonces 
1N = 103 din 


La tabla 1 resume las unidades de los sistemas inglés, SI y CGS. 


Tabla 1 

Sistema de Unidades Fuerza Masa Aceleración 
Inglés libra (1b) slug pie/s? 

SI newton (N) kilogramo (kg) m/s? 

CGS dina (din) gramo (g) cm/s? 


x 
Mm Ma m, mM», m; 
. he . -——e > y 
x O Xa Xx Xx Xx; 
FIGURA 1 


Considere ahora una barra horizontal, de peso y espesor despreciables, 
colocada sobre el eje x. En la barra se tiene un sistema de n partículas ubica- 
das en los puntos x;, Xx, ...., Xy. La ¡-ésima partícula (i = 1,2,...,n)se 
encuentra a una distancia dirigida de x; metros del origen y su masa es my; 
kilogramos. Vea la figura 1. El número de kilogramos de la masa total del 

n 


sistema es y m;. Se define el número de kilogramos-metro del momento 


i= 
de masa de la i-ésima partícula con respecto al origen como m;¡X;¡. El mo- 
mento de masa para el sistema se define como la suma de los momentos de 
masa de todas las partículas. En consecuencia, si Mo kilogramosmetro es 
el momento de masa del sistema con respecto al origen, entonces 


a 
Mo = y MX; 
i=] 


Si las medidas de las distancias es en pies y de la masa en slugs, entonces el 
momento de masa se mide en slug-pie. 

Se desea determinar un punto YX tal que si la masa total del sistema se 
concentrace ahí, su momento de masa con respecto al origen sería igual al 
momento de masa del sistema con respecto al origen. Entonces Y debe satis- 
facer la ecuación 
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n n 
1D, mM = Y mix; 
i=l i=1 
n 
yA Mix; 
tal 
n 
mm; 
i=i 


Xx 


(1) 


El punto X, denominado centro de masa del sistema, es el punto donde el 

- sistema estará equilibrado. La posición del centro de masa es independiente de 

la posición del origen; esto es, la ubicación del centro de masa, relativa a las 

posiciones de las partículas, no cambia cuando se cambia el origen. El centro 

de masa es importante debido a que el comportamiento de un sistema com- 

pleto de partículas puede describirse mediante el comportamiento del centro 
de masa del sistema. 


» EJEMPLO 1 Dadas cuatro partículas de masa 2, 3, 1 y 5 kg 
ubicadas en el eje x en los puntos que tiene coordenadas 5, 2, -3 y —4, 
respectivamente, donde la distancia se mide en metros, determine el centro 
de masa de este sistema. 


Solución  SixYes la coordenada del centro de masa, de la fórmula (1) se 
tiene 
5 2(5) + 3(2) + 13) + 54) 
2+3+1+5 


7 


11 
Conclusión: El centro de masa está a m a la izquierda del origen. 4 


A continuación se extenderá la discusión anterior a una barra horizon- 
tal rígida cuya masa está distribuida en forma continua. Se dice que la barra 
es homogénea si tiene una densidad lineal constante, esto es, si su masa es 
directamente proporcional a su longitud. En otras palabras, si el segmento 
de la barra cuya longitud es Ajx metros tiene masa A¡m kilogramos, y 
A¡m = k Ajx, entonces la barra es homogénea. El número k es una constan- 
te y k kilogramos por metro es la densidad lineal de la barra. 

Suponga que se tiene una barra no homogénea, de modo que en este 
caso, la densidad lineal varía a lo largo de la barra. Sea L metros la longitud 
de la barra y coloque ésta sobre el eje x de modo que su extremo izquierdo 
coincida con el origen y su extremo derecho quede en L. Vea la figura 2. La 
densidad lineal en cualquier punto x de la barra es p(x) kilogramos por metro, 
donde p es continua en [0, L]. Para determinar la masa total de la barra se 
considera una partición A del intervalo cerrado [0, £] en n subintervalos. El 
¡-ésimo subintervalo es [x;_1, x;] y su longitud es Ajx metros. Si w; es cual- 
quier punto de [x;_,, x;], entonces una aproximación de la masa de la porción 
de la barra contenida en el ¿ésimo subintervalo es A¿m kilogramos, donde 


Aj¡m = p(w)A,z 


A¡m= p(w,)A,x 
AP, 


A ES 
0) Xi Y Xx; L 
e PAS 


i 
Ax 


i 


FIGURA 2 
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El número de kilogramos de la masa total de barra se aproxima mediante 
Y Am = Y p(m) Ajx 
i=1 ¡=1 


Cuanto más pequeña se tome la norma de la partición A, más cerca estará 
esta suma de Riexann de lo que intuitivamente pensamos como la medida 
de la masa de la barra, por lo que se define la medida de la masa de la barra 
como el límite de la suma de Riemann anterior. 


6.2.1 Definición de la masa de una barra 


Una barra de L metros de longitud tiene su extremo izquierdo en el 
origen. Si p(x) kilogramos,por metro es la densidad lineal en un punto 
situado a x metros del origen, donde p es continua en [0O, £]J, entonces: 
la masa total de la barra es M kilogramos, donde 


M= A 
malo lim, Y, pnl ¡A 


L 
= f px) de | A) 


En esta definición, si la distancia se mide en pies, y la masa se mide en 
slugs, entonces la densidad se medirá en slugs por pie. 


» EJEMPLO 2 La densidad lineal en cualquier punto de una barra 
de 4 m de longitud varía directamente conforme la distancia desde el punto a 
un punto exterior de la barra situado a 2 metros de su extremo derecho, donde 
la densidad lineal es 5 kg/m. Determine la masa total de la barra. 


Solución La figura 3 muestra la barra colocada sobre el eje x. Si p(x) 
kilogramos por metro es la densidad lineal de la barra en el punto ubicado a x 
metros del extremo que tiene la mayor densidad, entonces 


pa) = c(6 — x) 


o x AS 4 6 
A] Xx; 


FIGURA 3 


donde c es la constante de proporcionalidad. Como p(4) = 5, entonces 
5 =2co c = 3. En consecuencia p(x) = 3(6 — x). Por tanto, si M kilo- 
gramos es la masa total de la barra, de la definición 6.2.1 se tiene 


M 


m Y; 3(6 — mw) Ajx 


pan, i=1 


4 
1 3(6 — x) dx 
0 
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= ¿[60 pe), 
= 40 
Conclusión: La masa tc.cal de la barra es 40 kg. 4 


Antes de obtener una fórmula para calcular el centro de masa de una 
barra cuya masa se distribuye en forma continua, se debe definir el momento 
demasa de la barra con respecto al origen. 


ce Am = p(wA¿x 
i —— 
A O a ES 
O * y A PIN L 


Ma Ax Y 


. FIGURA 4 


Se coloca la barra sobre el eje x de modo que su extremo izquierdo 
coincida con el origen y el extremo derecho quede en £. Vea la figura 4. Sea 
A una partición de [O, L] en n subintervalos, de manera que el ¡-ésimo 
subintervalo [x;_1, x;] tenga longitud A¡x metros. Si w; es cualquier punto de 
[x;-1 xi], una aproximación del momento de masa con respecto al origen 
de la porción de la barra contenida en el ¡-ésimo subintervalo es w; Á¡m 
kilogramos-metro, donde Ajm = p(w;) A¡x. El número de kilogramos-me- 
tro del momento de masa de la barra completa se aproxima mediante 


n n 
br wA¡m = y w¡p(w;) Ajx 
i=1 ¡al 


Cuanto más pequeña sea la norma de la partición A, más cerca estará la 
suma de Riemann de lo que intuitivamente pensamos como el momento de - 
masa de la barra con respecto al origen. Entonces se tiene la siguiente 
definición. 


6.2.2 Definición del momento de masa de una barra 


Una barra de L metros de longitud tiene su extremo izquierdo en el 
origen y p(x) kilogramos por metro es la densidad lineal en un punto 
situado a x metros del origen, donde p es continua en [0O, L]. El mo- 
mento de masa de la barra con respecto al origen es My kilogra- 
mos-metro, donde 


n 


lím Y wp(w)Ajx 


llafil=o ¿3 


Mo 


L 
[ xp) dx (3) 
0 


El centro de masa de la barra está en el punto X tal que si M kilogramos 
es la masa total de la barra, entonces YM = M6¿. Así, de (2) y (3) se tiene 


L 
[ xp(x) dx 


1= — (4) 


! po dx 
0 
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» EJEMPLO 3 Determine el centro de masa de la barra del ejemplo 2. 
Solución Enelejemplo2,M = 40. De (4) con p(x) = 3(6 - x), se tiene 


4 
[ (6 — x)dx 

=— 0 

+= 40 


= ale 10 


Conclusión: El centro de masa está a ¿m del extremo que tiene la mayor 
densidad. e 


» EJEMPLO 4 Demuestre que el centro de masa de una barra de 
densidad lineal uniforme está en el centro de la barra. 


Solución Sea £ kilogramos por metro la densidad lineal uniforme, 
> donde k es una constante, De la fórmula (4), si L es la longitud de la barra, 


entonces 


L 
| kdx b 
0 
Conclusión: El centro de masa está en el centro de la barra. 4 


EJERCICIOS 6.2 | 


En los ejercicios 1 a 4, una partícula se mueve sobre una recta 
horizontal, Determine la fuerza ejercida sobre la partícula si 
tiene la masa y aceleración dadas. 

1. La masa es 50 slugs; la aceleración es 5 pie/s?. 

2. La masa es 10 kg; la aceleración es 6 m/s?. 

3. La masa es 80 g; la aceleración es 50 cm/s?. 

4. La masa es 22 slugs; la aceleración es 4 piefs?. 


En los ejercicios 5 a 8, una partícula está sujeta a la fuerza 
horizontal dada, y se proporciona la masa o la aceleración. 
Calcule la otra cantidad. 

5. La fuerza es 6 N; la masa es 4 kg. 

6. La fuerza es 32 lb; la masa es 8 slugs. 

7. La fuerza es 24 lb; la aceleración es 9 pie/s?. 

8. La fuerza es 700 din; la aceleración es 80 cm/s?, 


En los ejercicios 9 a 12, en el eje x se localizá un sistema de 
partículas. El número de kilogramos de la masa de cada partícula 
y la coordenada de su posición están indicadas. La distancia se 
mide en metros. Determine el centro de masa de cada sistema. 


9. m, = 5en2;m, = 6en3;m, = 4en5;m, = 3en8 


10. m, = 2en-4;m, = 8en—-l;m, = 4en2;m, = 2en3 

11. m = 2 en-3;m, = 4 en -2; m, = 20 en 4 m, = 10 
en 6,m, = 30en9 

12. m, = 5en-7;m, = 3en-2,m, = 5en0;m, = len2; 
m¿= 8en10 


Enlos ejercicios 13 a 21, calcule la masa total y el centro de masa 
de la barra indicada. 


13. La longitud de una barra es de 6 m y la densidad lineal de la 
barra en un punto que está a x metros de un extremo es 
Qx + 3) kg/m. 

14. La longitud de una barra es de 20 cm y la densidad lineal de 

la barra en un punto ubicado a x centímetros de un extremo 

es (3x + 2) g/cm. : 

La longitud de una barra es de 9 pulg y la densidad lineal de 

Ja barra en un punto que está a x pulgadas de un extremo es 

(4x + 1) slugs/pulg. 


15 


16. La longitud de una barra es de 3 pie y la densidad lineal de 
la barra en un punto ubicado a x pies de un extremo es 
(5 + 2x) slugs/pie. 

17. La longitud de una barra es de 12 cm y la medida de la den- 
sidad lineal de la barra en un punto es una función lineal de 
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18. 


19. 


20. 


21. 


22. 


23 


la medida de la distancia del punto al extremo izquierdo 
de la barra. La densidad lineal en el extremo izquierdo es 
3 g/cm y en el extremo derecho es 4 g/cm. 


La longitud de una barra es de 10 m y la medida de la densi- 
dad lineal en un punto es una función lineal de la medida 
de la distancia del punto al extremo izquierdo de la barra. 
La densidad lineal en el extremo izquierdo es 2 kg/m y en 
el extremo derecho es 3 kg/m. 


La medida de la densidad lineal en cualquier punto de una 
barra de 6 m de longitud varía directamente como la dis- 
tancia del punto a un punto externo situado a 4 m de un 
extremo, donde la densidad es 3 kg/m. 


Una barra tiene 10 pie de longitud, y la medida de la densi- 
dad lineal en un punto es una función lineal de la medida 
de la distancia desde el centro de la barra. La densidad en 
cada extremo de Ja barra es de 5 slugsfpie y en el centro la 
densidad lineal es de 3 ¿ slugs/pie. 


La medida de la densidad lineal en un punto de una barra va- 
ría directamente como la tercera potencia de la medida de la 
distancia del punto a un extremo. La longitud de la barra es 
de 4 pie y la densidad lineal es de 2 slugs/pie en el centro. 


La densidad lineal en cualquier punto de una barra de 5 m 
de longitud varía directamente como la distancia del punto 
aun punto externo que está a 2 m de un extremo de la barra, 
en donde la densidad lineal es de K kg/m. Determine K si la 
masa total de la barra es de 135 kg. 


La densidad lineal en cualquier punto de una barra de 3 m de 
longitud varía directamente como la distancia del punto a un 
punto externo situado a 1 m de un extremo de la barra, en 
donde la densidad lineal es 2 kg/m. Si la masa total de la 
barra es de 15 kg, determine el centro de masa de la barra. 


24. 


25. 


26. 


27. 


28. 


29. 


La medida de la densidad lineal en un punto de una barra 
varía directamente como la cuarta potencia de la medida de 
la distancia del punto a un extremo. La longitud de la barra 
es de 2 m. Si la masa total de la barra es de E kg, determi- 
ne el centro de masa de la barra. 


La densidad lineal de una barra en un punto que está a x 
centímetros de un extremo es 2/(1 + x) gramos por centí- 
metro. Si la barra mide 15 centímetros de longitud, deter- 
mine la masa y el centro de masa de la barra. 


La masa total de una barra de L metros de longitud es M 
kilogramos, y la medida de la densidad lineal en un punto 
ubicado a x metros del extremo izquierdo es proporcional a 
la medida de la distancia del punto al extremo derecho. 
Demuestre que la densidad lineal en un punto de la barra 
a x metros del extremo izquierdo es 2M(L — x)/1? kilo- 
gramos por metro. 


Una barra tiene 6 m de longitud y 24 kg de masa. Si la medida 
de la densidad lineal en cualquier punto de la barra varía 
directamente como el cuadrado de la distancia del punto a un 
extremo, determine el valor más grande de la densidad lineal. 


Una barra tiene L metros de longitud y su centro de masa 
está en el punto ubicado a Al L metros de su extremo iz- 
quierdo. Si la medida de la densidad lineal en un punto es 
proporcional a una potencia de la medida de la distancia 
del punto al extremo izquierdo y la densidad lineal en el 
extremo derecho es 20 kg/m, determine la densidad lineal 


en un punto ubicado a x metros del extremo izquierdo. 


El peso de un objeto es la fuerza que resulta de la grave- 
dad ejercida sobre el objeto. Explique la diferencia entre 
el peso y la masa de un objeto. Invente un ejemplo para 
cada sistema de unidades: inglés, SI y CGS. 


6.3 CENTRO DE MASA DE UNA LAMINA Y CENTROIDE 


DE UNA REGIÓN PLANA 


Ahora considere una placa delgada de masa distribuida en forma continua, 
por ejemplo una hoja de papel o de hojalata, de dos dimensiones, A tal región 
plana se le llama lámina. En esta sección se limitará la discusión a láminas 
homogéneas, esto es, láminas que tiene densidad de área (o superficial) 
constante. Las láminas de densidad superficial variable se estudian en rela- 


FIGURA 1 


ción con las aplicaciones de las integrales múltiples, tema del capítulo 13. 
Considere un sistema de n partículas ubicadas en los puntos (x1, yy), 
(7, Ya), + + + > Op» Y), en el plano xy y sean las medidas de sus masas my, M>, 
. « « , My. Imagine que las partículas están sobre una placa de peso y grosor 
despreciable. El centro de masa es el punto donde la hoja estará en equili- 
brio. Refiérase a la figura 1, la cual muestra ocho partículas colocadas sobre 
la placa. En la figura, la identificación de la ¡-ésima partícula es m;, que es la 
medida de su masa. La placa estará en equilibrio sobre un punto de apoyo 
ubicado en el centro de masa denotado por (x, y). Para determinar el centro 


de masa de dicho sistema primero se debe definir la masa total del sistema y 

el momento de masa del sistema con respecto a los ejes coordenados. 
Suponga que la ¡-ésima partícula, ubicada en el punto (x;, y¡), tiene 

masa de m; kilogramos. Entonces la masa total del sistema es M kilogra- 


mos, donde 
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y =$) 
Cu, fm) 
a 


(M;, fm) 


=b 


FIGURA 2 


n 
M = Y m; 
i=1 


El momento de masa de la ¡-ésima partícula con respecto al eje y es 
m;x; kilogramos-metro y su momento de masa con respecto al eje x es my; 
kilogramos-metro. Si M, kilogramos-metro es el momento del sistema de 
n partículas con respecto al eje y, y M, kilogramos-metro es el momento 
del sistema con respecto al eje x, entonces 


n n 
M, = y mx; y M,= y mo; 
i=] i=l 


El centro de masa del sistema es el punto (X, y), donde 


El punto (x, y) puede interpretarse como el punto tal que, si la masa total del 
sistema de M kilogramos se concentrace ahí, entonces el momento de masa 
del sistema con respecto al eje y sería Mx kilogramos-metro y su momento 
con respecto al eje Y sería My kilogramos-metro. 


» EJEMPLO 1] Determine el centro de masa del sistema de cuatro 
partículas, cuyas masas tienen medidas 2, 6, 4 y 1, y las cuales se ubican en los 
puntos (3, -2), (2, 1), (0, 3) y (4, —1), respectivamente. 


Solución 
4 
My = Y mx; = 25) + 62) + 4(0) + 1(4) = 2 
ial 
4 
M, = Y my; = 22) + 6(1) + 4(3) + 11) = 13 
i=1 
4 
M=Ym=2+6+4+1=13 
i=l 
Por tanto, 
ESTE a de 
a, = 1 
E 13 
=]1 * 
Conclusión; El centro de masa se encuentra en (5, 1). 4 


A continuación se extenderán los conceptos de masa, momentos de 
masa y centro de masa para láminas heterogéneas. Si la lámina homogénea 
es un rectángulo, se define su centro de masa como el centro del rectángulo. 
Esta definición se aplica a fin de obtener el centro de masa de una lámina 
homogénea más general. 

Sea £ la lámina homogénea cuya densidad de área constante es k kilo- 
gramos por metro cuadrado, la cual está limitida por la curva y = f(x), el eje 
Xx y las rectas x = a y x = b, Suponga que la función f es continua en el 
intervalo cerrado [a, b] y que fíx) > 0 para toda x en [a, b]. Vea la figura 2. 
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3 


y 


, Partición del intervalo [a, b] en n subintervalos. El ¿-ésimo subintervalo es 
[x;-1, x,], cuyo punto medio es m; y Ax = x¡ — x;-¡. Asociado con el ¡-ési- 
mo subintervalo se tiene una lámina rectangular cuya ancho, aura y densidad 
de área están dados por A;x metros, f(m;) metros y k kilogramos por metro 
cuadrado, respectivamente, y cuyo centro de masa está en el punto (mm, ¿£(m;)). 
El área de la lámina rectangular es f(m;) A¡x metros cuadrados; en conse- 
cuencia, kf(m;) Ajx kilogramos es su masa. De modo que la suma de las 
medidas de Jas masas de las n láminas rectangulares es la suma de Riemann 


Y kfim,) Ajx 
i=1 


En la definición formal 6.3.1 se define la masa total de £ como el límite 
de esta suma de Riemann. 

Sea A¡M, kilogramos-metro el momento de masa de la ¡-ésima lámina 
rectangular con respecto al eje x, y A¡M, kilogramos-metro el momento de 
masa de esta lámina con respecto al eje y. Entonces 


AM, = ¿fmp)Ikfm)Ajx] y AM, = mikf(m) Ajax) 


Las sumas de Riemann de las medidas de los momentos de masa de las n lá- 
minas rectangulares son 


i=l 


Y Mm RA y Dkmifóm) Ar 
i=1 


A continuación se definen formalmente los momentos de masa de £ con res- 
pecto a los ejes coordenados como los límites de estas sumas de Riemann. 


6.3.1 Definición de masa, momentos de masa y centro 


de masa de una lámina 


Sea L una lámina homogénea cuya densidad de área constante es k 
kilogramos por metro cuadrado, la cual está limitada por la curva 
y = f(x), el eje x y las rectasx = a y x = b. La función f es continua 
en [a, b] y f(x) => 0 para toda x de [a, b]. Si M kilogramos es la masa 
total de la lámina L, entonces 


y 
$ 


M 


n 
ini SÁ 
¡o 2 Ken Ajo 


b- 
k / FG) dx 
Si M, kilogramos-metro es el momento de masa de la lámina L con 
respecto al eje x, entonces 
S 
M,=  lím Y Ik[fmp)1Ax 


lláll=»o ¿3 


b 
= sf AP dx 
a , - 
Si M, kilogramos-metro es el momento de masa de la lámina L con 
respecto al eje y, entonoes - 
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Xx 
' 


n 
lím km,¡fím¡) Ajx 
lláll->0 2 pánico . 


b 
x/ xf(x) dx 


Si (x, Y) es el centro de masa de la lámina L, entonces 


A ECM 
ni ra o (1) 


Si se sustituye la expresión para M, My y M, en (1), se obtiene 


b b 
«f xf00 dx | UR dx 


b b 
kl] fo)dx kl fo)dx 


Al dividir el numerador y el denominador entre k se tiene 


b b 
Jl xfG0) dx | LAO P dx 


ET y y = ——_—— 
«) FO) dx 


En estas fórmulas el denominador es el número de unidades cuadradas 
del área de la región; de modo que se ha expresado un problema físico en 
términos de uno geométrico. Esto es, X y Y pueden considerarse como la abs- 
cisa promedio y la ordenada promedio, respectivamente, de una región 
geométrica. En tal caso, x y Y dependen sólo de la región, y no de la masa de 
la lámina. Así, se hará referencia al centro de masa de una región plana en 
lugar de centro de masa de una lámina homogénea. En tal caso, el centro de 
masa recibe el nombre de centroide de la región. En lugar de momentos 
de masa se considerarán momentos de la región. 


6.3.2 Definición de momentos y centroide de una 
región plana 


Sea R la región limitada por la curva y = f(x), el eje x y las rectas 
x=a4ayx= b. La función f es continua en [a, b] y f(x) >= 0 para 
toda x de [a, b]. Si M, denota el momento de R con respecto al eje x 
y M, denota el momento de R con respecto al eje y, entonces 


RS 


b 
kl fo dx 


n n 
S 1 A: = 1 DA; 
M, = lim, 2,210 Ax  M, pal, 2 mtm) ¡Y 
b b 
=7 / LAR dx * -| xf(x) dx 
a a 


Si (X, y) es el centroide de la región plana R cuya área es A unidades 
cuadradas, y M, y M, se definen como en el párrafo anterior, entonces 


> TIGO 
A SA 
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y =£) 
(mi, fm) 


FIGURA 3 


(4, 4) 


> EJEMPLO 2 Determine el centroide de la región del primer 
cuadrante limitada por la curva y? = 4x, el eje x y las rectasx = lyx= 4. 


Solución Sea fO) = 2x 1/2, Entonces la ecuación de la curva es y = 
FG). En la figura 3 se muestra la región junto con el i-ésimo elemento 
rectangular de área. El centroide del rectángulo está en (m,, + f(m;)). El área 
A unidades cuadradas de la región está dada por 


A 


pim, »> FGm;) Ajx 
4 


í 

> 
+= 
Ne 
a 
= 


l 
==, 
pS 
O 
= 
= 
mn 
a 
= 


Ahora se calcularán M, y M,. 


e Em (m)ax Mo= lim im, Y 11 f(m,) : fm) Aj 

pl 4 

Ñ j esc a y LP dx 
1 
s 4 

= J 1Qx 12) dx E 3 4xdx 
y ! 
4 

=— 2] 3 dx z ey 
1 

= un) = 15 

= 12 
5 


M M 

j= 2 Y= “1 
24 A 
Az - 15 
= 2% = 7 
$ 3 
- 9 = 6 
33 28 

Conclusión; El centroide está en el punto (%, 5 By, d 


En el ejemplo siguiente la región está limitada por dos curvas en lugar 
de una y el eje x. El método para determinar el centroide es el mismo que el 
anterior, pero las ecuaciones para M, y M, ahora dependen de las ecuaciones 
que definen las curvas. 


» EJEMPLO 3 Determine el centroide de la región limitada por 
las curvas y = 12 y y = 2x + 3. 
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Solución Los puntos de intersección de las dos curvas son (1, 1) y (3,9). 
En la figura 4 se muestra la región junto con el ¿-ésimo elemento rectangular 

Seaf() = x2 yg) = 2x + 3. El centroide del ¡-ésimo elemento rec- 
tangular está en el puntó (n;, 3 [fGnm, + g(m;,))), donde m;es punto medio del 
y=f()  HFésimo subintervalo [x;..¡, x;]. La medida del área de la región está dada por 


3,9 


a a O 


A = = pm, Y, tm) - fm) Ajx 


3 
= a lg60 — f£00] dx 
-1 


la, + fm) + gtm))) ; 
ed y = | 0x3 
-1 
= 2 
3 
Ca 60m) A continuación se calcularán M, y M,. 
4, = lim m, Y, mlg(m;) — f(mp)1 Ajx 
as ”x 3 
dr = / x[g0o) — f()] dx 
1 
FIGURA 4 3 
= | x[2x + 3 - dx 
-1 
= 2 
3 
M,= ln, m, Y Heim) + fm Mem) - f(m¡)] Ajx 


E 3 [ A [2809 + fOdLE0) — F00] dx 
3 


= 4] [Ox + 3) + POx + 3) - 2 dx 
-1 
3 
= dl [4x2 + 12x + 9 - 1% dx 
-1 
- su 
15 
Por tanto, 
+ M, y M; 
¿A 10 A 
E EN 
E ae 
== = 3 
3 3 
17 
=1 = Y 
Conclusión: El centroide está en el punto (1, 12). 4 


El teorema siguiente en ocasiones puede simplificar el problema de 
determinar el centroide de una región plana que puede dividirse en regiones 
que tiene ejes de simetría 


6.3.3 Teorema | 


Si una recta es un eje de simetría de la región plana R, entonces el cen- 
troide de la región está sobre esa recta. 
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y Demostración Elija los ejes coordenados de modo que el eje de sime- 
tría coincida con el eje y y el origen esté en la región R. La figura 5 muestra 
esta situación. En la figura, R es la región CDE, C es el punto (a, 0), E es 
el punto (a, 0) y una ecuación de la curva CDE es y = f(x). 

Considere una partición del intervalo (0, a]. Sea m; el punto medio del 
i-ésimo subintervalo. El momento con respecto al eje y del elemento rec- 
tangular que tiene altura f(m;) y ancho Ajx es m¡[ f(m;) A;x]. Debido a la si- 
metría, para una partición similar del intervalo [—a, 0] existe un elemento 
* correspondiente cuyo momento con respecto al eje y es —m;[ f(m;) ra La 


Em, fm) Gm, fm) 


Ax Ax suma de estos dos momentos es 0; por tanto, M,y"= 0, Como x = M)fA, se 
FIGURA 5 concluye que x = 0. Así, el centroide de la segión R está sobre el eje y, lo 


cual es lo que se deseaba demostrar. , " 


> EJEMPLO 4 Determine el centroide de la región limitada por 
el eje x y la semicircunferencia y = V4— 12. 


Solución La figura 6 muestra la región cuya área es 27 unidades 
cuadradas. Como el eje y es un eje de simetría, el centroide está sobre el 
eje y; de modo que x = 0, 

El momento de la región con respecto al eje x está dado por 


[ya = m2] Ax 


n 


Il 


M 
s palo noi 


= 
" 
Nm 
ni 
a 5, 
to 
a 
SÍ 
] 
= 
1557 
% 
a 
>= 


n 
h 
- 

i 


Por tanto, 


EA 
y 27 
“8 


Conclusión: El centroide está en el punto o, E) 4 


Una aplicación de los centroides la proporciona el teorema de Pappus, 
llamado así en honor al matemático griego Pappus de Alejandría, quien 
vivió en el siglo IV. 


6.3.4 Teorema de Pappus para volúmenes de sólidos 
de revolución 


Si una región plana se gira alrededor de una recta de su plano que no 
corta la región, entonces la medida del volumen del sólido de revolu- 
: ción generado es igual al producto de la medida del área de la región y 
- Ja medida de la distancia recorrida por el centroide de la región. 


y=2() 


o| ? 3 A fin de visualizar este teorema, refiérase a la figura 7 que muestra la 
FIGURA 7 región R limitada por las curvas y = f(x) y y = g(x). Si A es la medida del 
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FIGURA 8 


de R y si x es la abscisa del centroide de R, entonces el teorema establece 
que la medida del volumen V del sólido de revolución obtenido al girar R 
alrededor del eje y está dado por 


V = 27TXA (2) 


En el ejercicio 39 se le pedirá que demuestre el teorema de Pappus 
establecido como esta fórmula. 


> EJEMPLO 5 Aplique el teorema de Pappus para determinar 
el volumen del toro (forma de dona) generado al girar la circunferencia de 
radio r unidades alrededor de una recta de su plano a una distancia de b uni- 
dades de su centro, donde b > r. 


Solución Elija los ejes coordenados de modo que el centro de la circun- 
ferencia esté en el punto (b, 0) del eje x. Vea la figura 8. El toro mostrado en 
la figura 9 se forma al girar la circunferencia alrededor del eje y. Del teorema 
6.3.3, se deduce que el centroide de la región circular es el centro de la cir- 


* cunferencia. Por tanto, por el teorema de Pappus establecido como la fórmula 


v 


' 


FIGURA 9 


(2), si V unidades cúbicas es el volumen del toro, entonces 


QablKar?) 


21?r?b 


Conclusión: El volumen del toro es 2712r?b unidades cúbicas | 


EJERCICIOS 6.3 


Determine el centro de masa de las tres partículas cuyas 
masas son de 1, 2 y 3 kg, las cuales están ubicadas en los 
puntos (1, 3), (2, 1) y (3, —1), respectivamente. 

Obtenga el centro de masa de las cuatro partículas cuyas 
masas son de 2, 3, 3 y 4 kg, las cuales están ubicadas en los 
puntos (1, -2), (1, 3), (0, 5) y (2, 1), respectivamente. 

La coordenada y del centro de masa de cuatro partículas es 5. 
Las partículas tienen masas de 2, 5, 4 y m kg, las cuales están 
ubicadas en los puntos (3,2), (1,0), (0,20) y (2,-2), 
respectivamente. Determine mn. 

Obtenga el centro de masa de las tres partículas cuyas masas 
son de 3, 7 y 2 kg, las cuales están ubicadas en los puntos 
(2, 3), El, 4) y (0, 2), respectivamente. 

Determine el centro de masa de las tres partículas de igual 
masa, las cuales están ubicadas en los puntos (4, -2), (-3, 0) 
y (1, 5). 

Demuestre que el centro de masa de tres partículas de igual 
masa está en el punto de intersección de las medianas del 
triángulo que tiene como vértices a los puntos en los que se 
encuentran las partículas. 


En los ejercicios 7 a 14, determine el centroide de la región 
limitada por las fronteras indicadas. 


7. La parábola y = 4 — x? yel eje x. 

8. La parábola x = 2y - y? y el eje y. 

9. La parábola y = x? y la recta y = 4. 

10. La parábola y? = 4x, el eje y y la recta y = 4. 

11. Las curvas y = x? y y = 4xenel primer cuadrante, 
12. Las rectas y = 2x + l,x + y = 7yx= 8. 

13. Las curvas y.= 12? - 4 y y = 2x - x2 

14, Las curvas y = x? y y = x?. 


15. Determine el centro de masa de la lámina limitada por la pa- 
rábola 2y? = 18 — 3x y el eje y, si la densidad de área (o 
superficial) en cualquier punto (x, y)es /6 — x kilogramos 
por metro cuadrado. 


16. Resuelva el ejercicio 15 si la densidad de área en cualquier 


punto (x, y) es x kilogramos por metro cuadrado. 


, 


En los ejercicios 17 a 24, necesitará una graficadora para de- 
terminar el centroide de la región del ejercicio indicado de la 
sección 4.8. Exprese la respuesta con cuatro dígitos sig- 
nificativos. - 


17. Ejercicio 39 18. Ejercicio 40 
19. Ejercicio 41 20. Ejercicio 42 


21. 
23, 
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22. Ejercicio 44 
24. Ejercicio 46 


Ejercicio 43 


Ejercicio 45 


En los ejercicios 25 a 32, necesitará una graficadora para de- 
terminar el centroide de la región del ejercicio indicado de la 


31. 
33. 


Ejercicio 49 32. Ejercicio 50 
Determine el valor de a si el centroide de la región limita- 
da por la parábola y? = 4px y la recta x = a, está en el 


punto (p, 0). 


+ Demuestre que la distancia del centroide de un triángulo a 


cualquier lado del triángulo es igual a un tercio de la lon- 
gitud de la altura correspondiente al lado. 
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los ejercicios 35 a 38, utilice el teorema de Pappus para 


determinar lo que se le pide. 


35. 


39, 


El centroide de la región limitada por una semicircunfe- 
rencia y su diámetro. 


sección 4,9. Exprese la respuesta con cuatro dígitos sig- 36, El volumen del cono circular recto cuyo radio de la base 

nificativos, mide r unidades y cuya altura mide h unidades. 

25. Ejercicio 41 26. Ejercicio 42 37. El momento con respecto a la recta y = —r de la región li- 
- 27. Ejercicio 43 28. Ejercicio 44 mitada por la semicircunferencia y = yr? — x? yelejex, 

29. Ejercicio 45 30. Ejercicio 46 38. El volumen del sólido de revolución generado al girar la.re- 


gión del ejercicio 37 alrededor de la rectax — y = r. Suge- 
rencia: Utilice el resultado del ejercicio 30 de la sección 3.9. 


Demuestre el teorema de Pappus para volúmenes de sóli- 
dos de revolución establecido como la fórmula (2). 


¿Es el centroide de una región plana necesariamente un 
punto dentro de la regigaldd[nvente un ejemplo que ilustre la 
respuesta. 


6.4 TRABAJO 


En física se utiliza el término trabajo para caracterizar la energía de 
movimiento de un cuerpo cuando éste es movido cierta distancia debido a 
una fuerza que actúa sobre él, de modo que 


trabajo es igual a fuerza por distancia 


Por ejemplo, suponga que una fuerza constante de F libras actúa en el 
sentido del movimiento de un objeto que se desplaza hacia la derecha a lo 
largo del eje x desde un punto a hasta un punto b. Entonces si b -- a es el 
número de pies de la distancia que el objeto recorre, y si W es el número de 
libras por pie (denotadas por libras-pie o lIb-pie) de trabajo realizado por la 
fuerza, entonces W está definido por 


W = F(b - a) (1) 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 — si Wlibras-pie es el trabajo 


necesario para levantar un peso de 70 lb hasta una altura de 3 pie, entonces 


W =70-3 
= 210 
Así, el trabajo realizado es de 210 lb-pie. de! 


La unidad de medición para el trabajo depende de las unidades de fuer- 
za y distancia. En el sistema inglés, donde la fuerza se mide en libras y la 
distancia en pies, el trabajo se mide en libras-pie. En el sistema SI, la unidad 
de fuerza es el newton, la unidad de distancia es el metro y la unidad de traba- 
jo es un newton-metro denominado joule (J). En el sistema CGS la unidad de 
fuerza es la dina, la unidad de distancia es el centímetro y la unidad de traba- 
jo es una dina-centímetro llamada ergio (erg). Para propósitos de conver- 
sión, 1 newton es igual a 103 dinas y 1 joúle es igual a 107 ergios. 

El ejemplo ilustrativo siguiente muestra el cálculo del trabajo em- 
pleando unidades del sistema SI. 
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l> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 — se desea determinar el tra- 
bajo realizado al levantar una roca cuya masa es de 8 kg a una altura de 4 m. Se 
utiliza la fórmula F = Ma, donde F newtons es la fuerza necesaria para dar a la 
masa de M kg una aceleración de a metros por segundo cuadrado. En este caso 
la fuerza es la fuerza de gravedad y la aceleración es aquella debida a la grave- 
dad, la cual es 9,81 m/s?. La masa es 8 kg. Por tanto, M = 8 y a = 9.81, y 


= 8(9.81) 1 
= 78.5 


De este modo, se quiere determinar el trabajo realizado por una fuerza de 
78.5 N y una distancia de 4 m. Si W joules es el trabajo, entonces 


W = (78.514) 
= 314 
En consecuencia, el trabajo realizado es de 314 joules. d 


Ahora considere el trabajo realizado por una fuerza variable que actúa a 
lo largo de una recta en el sentido del movimiento. Se desea definir lo que 
significa el término “trabajo” en este caso. 

Suponga que f es una función continua en el intervalo cerrado [a, b] y 
que f(x) unidades es la fuerza que actúa en el sentido del movimiento sobre 
un Objeto que se desplaza hacia la derecha a lo largo del eje x de un punto 
a un punto b. Sea A una partición del intervalo (a, b]: 


a=x<x <x<...< Xp <Xm=b 
El ¿-ésimo subintervalo es [x;_1,x;l; y Si x¡_1 está cerca de x;, entonces 
la fuerza es casi constante en este subintervalo. Si se supone que la fuerza 
es constante el ¡i-ésimo subintervalo y w; es cualquier punto tal que 


Xi-1 S w; < x¡, entonces si A¡W unidades de trabajo se realiza sobre el 
objeto conforme se mueve de x;_, al punto x;, de la formula (1) se tiene 


AM = f(x; — Xj-1) 
Al sustituir x; — x;-, por Aj¿x se obtiene 
AW = f(w) Ajx 
ul A 
Y AW = Y f(w) Ajx 
i=1 


i=l 
Cuanto más pequeña se tome la norma de la partición A, más grande será n y la 
suma de Riemann estará más cerca de lo que intuitivamente se piensa como 
la medida del trabajo total realizado. Por tanto, se define la medida del tra- 
bajo total como el límite de esta suma de Riemann. 


6.4.1 Definición de trabajo 


Sea f una función continua en el intervalo cerrado [a, b] y f(x) unida- 
des la fuerza que actúa sobre un objeto en el punto x del eje x. Si W 
unidades es el trabajo realizado por la fuerza conforme el objeto se 
desplaza de a a b, entonces 


E y f0w) se 


f fo % 


W 


532 CAPÍTULO 6 APLICACIONES ADICIONALES DE LA INTEGRAL DEFINIDA 


» EJEMPLO 1 Una partícula se mueve a lo largo del eje x debi- 
do a la acción de una fuerza de f(x) libras cuando la partícula está a x pies del 
origen. Si fíx) = x2 + 4, calcule el trabajo realizado conforme la partícula 
se mueve del punto donde x = 2 hasta el punto donde x = 4. 


Solución Se toma una partición del intervalo cerrado [2,4]. Si W 
libras-pie es el trabajo realizado cuando la partícula se mueve del punto don- 
* de x = 2 hasta el punto donde x = 4, entonces de la definición 6.4.1, 


W= lm Y 000 A 


lhal loo 2 


> [gos 


=$ (1? + 4) dx 
2 


> Ñe 
= 4 +4 

7 +4) 

= % +16 — (3 +8) 


aia 
= 262 
Conclusión: El trabajo realizado es de 26 2 1b-pie. 4 


En el siguiente ejemplo se utiliza la ley de Hooke, llamada así en honor 
del matemático británico Robert Hooke (1635-1703). La ley de Hooke es- 
tablece que si un resorte se estira más allá de su longitud natural, sin llegar a 
su límite de elasticidad, se contrae con una fuerza igual a kx unidades, don- 
de k es una constante que depende del material y del tamaño del resorte. 


DP EJEMPLO 2 Un resorte tiene una longitud natural de 14 cm. Si 
una fuerza de 500 dinas se requiere para mantener el resorte estirado 2 cm, 
¿Cuánto trabajo se realiza al estirar el resorte de su longitud natural hasta una 
longitud de 18 cm? 


Solución Coloque el resorte a lo largo del eje x de modo que el origen 
quede en el punto donde empieza el estiramiento. Vea la figura 1.-Sea f(x) 
dinas la fuerza requerida para estirar el resorte x centímetros más allá de su 
longitud natural. Entonces, por la ley de Hooke, 


fo = kx 
Como f(2) = 500, se tiene 


500 =k:2 
k = 250 
Así, 
fo) = 250x 


FIGURA 1 


FIGURA 2 
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Debido a que el resorte se estira de 14 cm a 13 cm, se considera una partición 
del intervalo cerrado [0, 4] sobre el eje x. Sea A¡x centímetros la longitud del 
i-ésimo subintervalo y sea w;, cualquier punto de este subintervalo, Si W ergios 
es el trabajo realizado al estirar el resorte de 14 cm a 18 cm, entonces 


n 


W«= lm (w¡) Ajx 
Jl, 2,4 
4 
= Fo dx 
0 
4 
= [ 250x dx 
0 
_ 250 21 
pa ; 
= 2000 


Conclusión: El trabajo realizado al estirar el resorte es de 2000 ergios. 4 


En los ejemplos 3 y 4 tratan acerca del peso del agua. En el sistema SI el 
peso específico del agua es 9810 N/mÍ, y en el sistema inglés es de 62.4 Ib/pie?, 


» EJEMPLO 3 Un tanque que contiene agua tiene la forma de un 
cono circular recto invertido, tiene un diámetro de 2 m en su parte Superior y 
1.5 m de profundidad. Si la superficie del agua está 0.5 m por debajo de la par- 
te superior del tanque, determine el trabajo realizado para bombear el agua 
hasta la parte superior del tanque. 


Solución —Refiérase a la figura 2. La parte positiva del eje x se elige 
hacia abajo debido a que el movimiento es vertical. Se toma el origen en la 
parte superior del tanque. Ahora considere una partición del intervalo ce- 
rrado [0.5, 1.5] sobre el eje x, y sea w; cualquier punto del ¡-ésimo sub- 
intervalo [x;-.;, x¡]. Un elemento de volumen es un disco circular que tiene 
grosor Á ¡x metros y radio f(w;) metros, donde la función festá determinada 
por una ecuación de la recta que pasa por los puntos (0, 1) y (1.5, 0) en la 
forma y = f(x). El volumen de este elemento es alfw)RAx metros cú- 
bicos. Como el peso de 1 mí de agua es de 9810 N, el peso del elemento es 
9810 al f(w;)1? A;¡x newtons, el cual es la fuerza que actúa sobre el-ele- 
mento. Si x;_¡ está cerca de x,, entonces la distancia que recorre el elemento 
es aproximadamente w, metros. Así, el trabajo realizado al bombear el ele- 
mento a la parte superior del tanque es aproximadamente (981071 [ f(w;)]? 
Ayx) * w¡joules. De modo que si W joules es el trabajo efectuado, entonces 


n 


W= lim 98107[f(w,)? - w; Ajx 
lla 30 ¡1 
1.5 
S 0510 | LA0Rx dx 
0.5 


A fin de determinar f(x) se obtiene una ecuación de la recta que pasa por 

los puntos (0, 1) y (1.5, 0) empleando la forma pendiente-intercepción: 

- 0-1 
15-0 


x+1l O y= -jx+r 


Por tanto, f(x) = — 24x + 1, y 
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FIGURA 3 


1,5 
osior | (-2x +1 xax 
O. 


W = 

.S 
15 

= os1or | (: 3 - ix? + x) dx 
0.5 

a 1,4413 1 2]5 

= 98107 [) x + zx ( 

= 10907 

= 3424 

Conclusión: El trabajo realizado es de 3424 joules. el 


» EJEMPLO 4 Conformesse levanta un tanque que contiene agua, 
ésta se descarga a una tasa constante de 2 pie? por pie de altura. Si el peso 
del tanque es de 200 lb y originalmente contenía 1000 pie? de agua, determi- 
ne el trabajo efectuado al subir el tanque 20 pie. 


Solución —Refiérase a la figura 3. En ella se considera el origen en el fon- 
do del tanque y la parte positiva del eje x hacia arriba debido a que el movi- 
miento es vertical hacia arriba desde O. Considere una partición del intervalo 
cerrado [0, 20] sobre el eje x. Sea w; cualquier punto del ¿-ésimo subinter- 
valo [x;_¡, x;]. Cuando el fondo del tanque está en w;, existen (1000 — 2w;) 
pies cúbicos de agua en el tanque. Como el peso de 1 pie? de agua es de 
62.4 lb, entonces el peso del tanque y su contenido, cuando está en w;, es 
de [200 + 62.4(1000 — 2w)] libras o (62600 — 124.8w,) libras, lo cual es 
la fuerza que actúa sobre el tanque. El trabajo realizado al subir el tanque a 
través del ¿-ésimo subintervalo es aproximadamente (62 600 — 124.8w;) Ajx 
libras-pie. Se emplea el término “aproximadamente” debido a que se supo- 
ne que la cantidad de agua en el tanque es constante a través del subinter- 
valo. Si W libras-pie es el trabajo total reali-zado al subir el tanque 20 pie, 
entonces 


W = lím Y (62 600 - 124.8w;) Ajx 


liali>o ¿=1 


20 
= . (62600 — 124.81) dx 
0 


= 62600x - 62.412 [70 


= 1230000 
Conclusión: El trabajo realizado es 1230 000 Ib-pie. 4 


EJERCICIOS 6.4. 


En los ejercicios 1 y 2, una partícula se mueve a lo largo del 2, f(x)= xix? +1;3x2a = 0:b= 2 
eje x debido a la acción de una fuerza de f(x) libras, dirigida a 


lo largo del eje x, cuando la partícula está a x pies del origen. 
Determine el trabajo realizado conforme la partícula se mueve 
del punto donde x = a al punto donde x = b. 


1. fa = Qx+ Da = lib=3 


En los ejercicios 3 y 4, una partícula se mueve a lo largo del 
eje x debido a la acción de una fuerza de f(x) newtons, dirigida 
a lo largo del eje x, cuando la partícula está a x metros del 
origen. Determine el trabajo efectuado cuando la partícula 
se mueve del punto donde x = a al punto donde x = b. 


3, 
4. 
5. 


10. 


11. 


n. 


13 


14 


15. 


fo = ivx+lia=3,b=38 
f0) = (4x- Dia= l;b=4 


Un objeto se mueve a lo largo del eje x debido a la acción de 
una fuerza de f(x) dinas cuando el objeto está a x centímetros 
del origen. Si el trabajo realizado al mover el objeto desde 
el origén hasta el punto donde x = K y f(x) = 2x — 3, 
es de 96 ergios, determine K si K > 0. 

Resuelva el ejercicio 5 si el trabajo efectuado es de 90 er- 
gios, y f(x) = 4x — 3. 

Un resorte tiene una longitud natural de 8 pulg. Si una fuer- 
za de 20 lb estira el resorte 3pulg, calcule el trabajo efec- 
tuado al estirar el resorte de $ pulg a 11 pulg. 

Un resorte tiene una longitud natural de 10 pulg, y una fuerza 
de 30 1b lo estira hasta 11 3 pulg. (a) Determine el trabajo 
realizado al estirar el resorte de 10 pulg a 12 pulg. (b) Calcule 
el trabajo efectuado al estirar el resorte de 12 pulg a 14 pulg. 
Una fuerza de 8 N estira un resorte de su longitud natural 
de 4 m una longitud adicional de 50 cm. Determine el tra- 
bajo realizado al estirar el resorte de su longitud natural 
hasta una longitud de 5 m. 

Una fuerza de 500 din estira un resorte de su longitud na- 
tural de 20 cm a una longitud de 24 cm. Calcule el trabajo 
efectuado al estirar el resorte de su longitud natural hasta 
una longitud de 28 cm. 

Un resorte tiene una longitud natural de 12 cm. Una fuerza 
de 600 din lo comprime a 10 cm. Determine el trabajo rea- 
lizado al comprimirlo de 12 cm a 9 em. La ley de Hooke 
se cumple tanto para compresión como para el estiramiento. 
Un resorte tiene una longitud natural de 6 pulg. Una fuerza 
de 1200 lb lo comprime a 5 2 pulg. Calcule el trabajo 
efectuado al comprimirlo de 6 pulg a 4] pulg. 

Un tanque lleno de agua tiene la forma de un paralelepípe- 
do rectangular de 5 pie de profundidad, 15 pie de ancho 
y 25 pie de largo. Determine el trabajo requerido para 
bombear el agua del tanque hasta un nivel de 1 pie por 
arriba de la superficie del tanque. 

Una artesa llena de agua tiene 10 pie de largo y su sección 
transversal tiene la forma de un triángulo isósceles de 2 pie 
de ancho en su parte superior y 2 pie de altura. ¿Cuánto 
trabajo se efectúa al bombear toda el agua de la artesa por la 
parte superior. 

Un tanque hemisférico, colocado de modo que su parte 
superior es una región circular cuyo radio es de 6 pie, se llena 
de agua hasta una altura de 4 pie. Calcule el trabajo reali- 
zado al bombear el agua hasta la parte superior del tanque. 


16. 


17. 


18 


19 


20, 


21. 


22, 
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Un tanque tiene la forma de un cilindro circular recto, de 
12 pie de profundidad y un radio de 4 pie, está lleno hasta la 
mitad de aceite que pesa 60 Ib/pie”. Determine el trabajo 
realizado al bombear el aceite hasta una altufa de 6 pie por 
arriba del tanque. 


“ 


Un cable de 200 pie de longitud pesa 4 Ib/pie y pende ver- 
ticalmente en un pozo. Si se suspende un cuerpo cuyo peso 
es de 100 lb del extremo inferior del cable, determine el 
trabajo efectuado al subir el cable y el cuerpo hasta la parte 
superior del pozo. 


Una cubeta que pesa 20 lb, y que contiene 60 libras de are- 
na, está atada al extremo inferior de una cadena de 100 pie 
de longitud que pesa 10 lb y pende en un pozo profundo. 
Calcule el trabajo realizado al subir la cubeta a la parte 
superior del pozo. 


Resuelva el ejercicio 18 si la arena sale de la cubeta a una 
razón constante y al llegar arriba se ha vaciado comple- 
tamente. 


Conforme se levanta un saco de harina hasta una altura de 
9 pie, la harina escapa a una razón tal que el número de libras 
perdidas es proporcional a la raíz cuadrada de la altura 
alcanzada. Si el saco contenía originalmente 60 lb de ha- 
rina y perdió un total de 12 lb mientras se levantó 9 pie, 
calcule el trabajo al levantar el saco. 


Un tanque en forma de cilindro circular recto, cuya pro- 
fundidad es de 10 m y cuyo radio mide 5 m, contiene agua 
hasta la mitad. Determine el trabajo necesario para bom- 
bear el agua hasta la parte superior del tanque. 


Un tanque en forma de cono circular recto invertido tiene 
un diámetro de 8 m en su parte superior y una profundidad 
de 10 m. Si el tanque se llena a una altura de 9 m con agua, 
calcule el trabajo efectuado al bombear el agua hasta la 
parte superior del tanque. 
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> 27. Un tanque tiene la forma de un paralelepípedo rectangu- 
lar, cuyas medidas son 6 pie de profundidad, 4 pie de ancho 
y 12 pie de largo, está lleno de aceite que pesa 50 lb/pie?. 
Cuando se ha realizado un tercio del trabajo necesario para 
bombear el aceite a la parte superior del tanque, determi- 
ne cuánto disminuye el nivel del aceite. 


<-—— 8m 


28. Un tanque cilíndrico de 5 pie de radio y 10 pie de altura, 
que contiene agua, está colocado sobre una plataforma a 
50 pie de altura. Calcule la profundidad del agua en el tan- 
que cuando se ha efectuado la mitad del trabajo requerido 
para llenar el tanque desde el nivel del suelo mediante 
una tubería en el fondo. 


29. Un recipiente tiene la forma de un sólido de revolución 
generado al girar alrededor del eje x (con la parte positiva 
del eje x hacia abajo) la región limitada por la curva 
y?x = e? y las rectas x = 1 y x = 4. Si el recipiente 
está lleno de agua, determine el trabajo al bombear el agua 
a 1 pie por arriba de la parte superior del recipiente. La 
distancia se mide en pies. 


23. Si el tanque del ejercicio 22 se llena a una altura de 8 m 
con aceite que pesa 950 kg/m?, determine el trabajo reali- 
zado al bombear el aceite a la parte superior del tanque. 
Sugerencia: el número de newtons de fuerza necesaria para 
elevar un objeto es el producto del número de kilogramos 


de masa (el mismo que el número de kilogramos de peso) 30. Si W libras-pulg es el trabajo realizado por un gas que se 


: 


y 9.81, que es el número de metros por segundo cuadrado 
de la aceleración debida a la gravedad. 


+ Si en el ejercicio 22, sólo se bombea la mitad de agua a la 
parte superior del tanque, calcule el trabajo. 


Un motor de | caballo de fuerza (hp) puede realizar un tra- 
bajo de 550 Ib-pie por segundo, Si se emplea un motor de 
0.1! hp para bombear agua desde un tanque lleno que tiene 
forma de paralelepípedo rectangular, cuyas medidas son 
2 pie de profundidad, 2 pie de ancho y 6 pie de largo, a un 
punto situado a 5 pie sobre la parte superior del tanque, 
¿cuánto tardará en hacerlo? 


. Un meteorito está a a millas del centro de la Tierra y cae a 
la superficie de ésta. La fuerza de gravedad es inversa- 
mente proporcional al cuadrado de la distancia de un cuer- 
po al centro de la Tierra. Calcule el trabajo realizado por 
la gravedad si el peso del meteorito es w libras en la su- 
perficie de la Tierra. Sean R millas el radio de la Tierra. 


expande contra un pistón en un cilindro y P libras por pul- 
gada cuadrada es la presión del gas cuando el volumen de 
éste es de V pulgadas cúbicas, demuestre que si V, pulga- 
das cúbicas y V, pulgadas cúbicas son los volúmenes ini- 
cial y final, respectivamente, entonces 


y, 
W= j PdvV 
Ml 


. Suponga que un pistón comprime un gas en un cilindro de 


un volumen inicial de 60 pulg? a un volumen de 40 pulg?, 
Si se cumple la ley de Boyle (vea el ejercicio 8 de la sec- 
ción 2.6), y la presión inicial es de 50 Ib/pulg?, calcule 
el trabajo efectuado por el pistón. Utilice el resultado del 
ejercicio 30. 


. Explique las semejanzas y diferencias entre el uso científico 


del término trabajo y la definición de trabajo de Webster 
como “esfuerzo físico o mental para realizar algo”. 


6.5 FUERZA EJERCIDA POR LA PRESION DE UN LIQUIDO 


Otra aplicación de la integral definida en física consiste en determinar la 
_ fuerza ejercida por la presión de un líquido sobre una placa sumergida en él 
o sobre un lado del recipiente que lo contiene. 

La presión de un líquido es la fuerza por unidad cuadrada de área ejer- 
cida por el peso del líquido. Así, si p es la medida de la densidad del líquido, 
entonces la presión ejercida por el líquido en un punto a A unidades debajo 
de la superficie del líquido es P unidades, donde 


P= ph Y) 


Observe de (1) que el tamaño del recipiente no importa en lo que a la 
presión se refiere. Por ejemplo, a una profundidad de 5 pie en una alberca 
llena de agua salada la presión es la misma que a 5 pie en el Océano Pacífi- 
co, considerando que la densidad del agua sea la misma. 


FIGURA 1 


FIGURA 2 
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Suponga que se introduce horizontalmente una placa delgada en el lí- 
quido de un recipiente. Si A unidades cuadradas es el área de la placa sumer- 
gida y F es la medida de la fuerza ejercida por el líquido que actúa sobre la 
cara superior de la placa, entonces ] 


F = PA 
Si se sustituye de (1) en esta ecuación se obtiene 


F = pha 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Una lámina rectangular de 


hojalata de 8 pie por 12 pie se sumerge en un tanque que contiene agua a una 
profundidad de 10 pie. Vea la figura 1. Si P Ib/pie? es la presión ejercida por 
el agua en un punto de la cara superior de la lámina, entonces 


P = 10p 


El área de la lámina es de 96 pie?. De este modo, si F lb es la fuerza debida 
a la presión del agua que actúa sobre la cara superior de la lámina, entonces 


F = 96P 
Al sustituir 10p por P, se tiene 
F = 960p 
Como p = 62.4 en el sistema inglés, 


F 


960(62.4) 
60 000 


Por tanto, la fuerza ocasionada por la presión del agua sobre la cara superior 
de la lámina de hojalata es de 60 000 lb. de! 


Ahora suponga que se sumerge una placa delgada verticalmente en el 
líquido de un recipiente. Entonces, en puntos de la placa a diferentes profundi- 
dades la presión, calculada mediante (1), es diferente y será mayor en la parte 
inferior que en la parte superior de la placa. Para definir la presión causada por 
la presión de un líquido sobre esta placa vertical se utiliza el principio de Pascal, 
llamado así en honor al matemático francés Blaise Pascal (1623-1662). 


Principio de Pascal: En cualquier punto de un líquido, la presión es 
la misma en todas las direcciones. 


En la figura 2, sea ABCD la región limitada por el eje x, las rectas 
x=ayx=b, y la curva y = f(x), donde la función f es continua y 
f(x) = 0 en el intervalo [a, b]. Elija los ejes coordenados de modo que el 
eje y quede sobre la superficie del líquido. Considere el eje x vertical con 
el sentido positivo hacia abajo, de modo que f(x) unidades es la longitud de 
la placa a una profundidad de x unidades. 

Sea A una partición del intervalo cerrado [a, b] que divide al intervalo 
en n subintervalos. Elija un punto w; en el ¡-ésimo subintervalo, de modo 
que x; | < w; < x;. Dibuje los n rectángulos horizontales. El ¿-ésimo rec- 
tángulo tiene una longitud de f(w;) unidades y un ancho de Ayx unidades 
(vea la figura 2). 


538 CAPÍTULO 6 APLICACIONES ADICIONALES DE LA INTEGRAL DEFINIDA 


B(0, 3) 


FIGURA 3 


Si se gira cada elemento rectangular un ángulo de 90”, cada elemento 
se convertirá en una placa sumergida horizontalmente en el líquido a una 
profundidad w; unidades debajo de la superficie del líquido y perpendicular 
a la región ABCD. Entonces la medida de la fuerza sobre el ¿-ésimo ele- 
mento rectangular es pw;f(w;) A¡x. Una aproximación de la medida de la 
fuerza total ejercida por la presión del líquido sobre la placa es 


n 

Y, pwf(w;) Ajx 

i=1 
la cual es una suma de Riemann. Cuanto más pequeña se tome ll A l , mayor 
será n y más cercana estará esta suma de Riemann de lo que deseamos que sea 
la medida de la fuerza total. De este modo, se tiene la siguiente definición. 


6.5.1 Definición de fuerza ejercida por la presión 


Suponga que una placa se sumerge verticalmente en un líquido para el. 
cual la medida de su densidad es p. La longitud de la placa a una 
profundidad de x unidades debajo de la superficie del líquido es f(x) 
unidades, donde fes continua en el intervalo cerrado [a, b] y f(x) > 0 
en [a, b]. A 
rotor iba paid 


F: = in, y pw,F0w) Ajx 


iml 


b : 
=p] 110) dx . 


» EJEMPLO 1 Una artesa, cuya sección transversal es un trape- 
cio, está llena de agua. Si el trapecio mide 3 pie de ancho en su parte superior, 
2 pie de ancho en su parte inferior, y 2 pie de profundidad, calcule la fuerza to- 
tal ejercida por la presión del agua en un lado de forma trapezoidal de la artesa. 


Solución La figura 3 muestra el lado de la artesa junto con un elemento 


rectangular de área. Puesto que una ecuación de la recta ABes y = 3 - lx, 


fo) = 3-4 


Si se gira el elemento rectangular un ángulo de 90", la fuerza sobre el ele- 
mento es 2pw;f(w;) Ajx libras. Si F libras es la fuerza total sobre el lado de 
la artesa, entonces 


F = lim Y 2pw,F(w;) Ajx 


ali>o i=1 


2 
= | xfíx) dx 
0 


Conclusión: Con p = 62.4, la fuerza total es de 291 lb. 4 
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FIGURA 4 


» EJEMPLO 2 Los extremos de un tanque para gasolina son re- 
giones semicirculares, cada una con un radio de 2 pie. Determine la fuerza 
ejercida por la presión en un extremo si el tanque está lleno de gasolina, la 
cual tiene una densidad de 41 lb/pie?. 


Solución La figura 4 muestra un extremo del tanque junto con un ele- 
mento rectangular de área. Al resolver la ecuación de la semicircunferencia 
para y se tiene y = Y4- x?, La fuerza sobre el elemento rectangular es 
2pw;¡4/4 — w¡" Ajx libras. Por tanto, si F libras es la fuerza total sobre el 
lado semicircular del tanque, entonces 


F = lím Y 2pw,y4 - w? Ajx 
lll) 0 i=1 
2 
= 2p| xvV4 — x2 dx 
0 
= -¿pl4- x? pal 
Conclusión: Con p = 41, la fuerza total es de 219 lb. 4 


Existe una relación útil entre la fuerza ejercida por la presión de un lí- 
quido sobre una región plana y la ubicación del centroide de la región. 
Considere la región ABCD de la figura 2 como la placa delgada sumergida 
verticalmente en un líquido como se describió en la definición 6.5.1. De la 
definición, si F es la medida de la fuerza debida a la presión del líquido so- 
bre la placa, entonces 


b 
JS »! xfoo) dx (2) 


Si x es la abscisa del centroide de la región ABCD, entonces x = M,/A. 
Como M, = Js xfG0) dx, 


b 
| xfOo) dx 


x= — 


A 


b 
| xXfo0 dx = xA 


Al sustituir de esta ecuación en (2) se obtiene 
F = pxA (3) 


De (3) se deduce que la fuerza total ejercida por a la presión del líquido 
contra la región plana vertical es la misma que la que se obtendría si la placa 
estuviese en forma horizontal a una profundidad de x unidades debajo de la 
superficie del líquido. 


D EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Considere el tanque para 


gasolina del ejemplo 2. Los extremos del tanque son regiones semicircu- 
lares cada una con un radio de 2 pie. El área de la región es 27 pie?, y del resul- 
tado del ejemplo 4 de la sección 6.3, el centroide de la región está a una 
profundidad de 8/(37c) pie. Por tanto, de (3), si F' libras es la presión ejercida 
por el líquido sobre un extremo del tanque, entonces 
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(0, -3) 


FIGURA 5 


Seas 
F = p 37 Q Tr) 
lo que es acorde con el resultado del ejemplo 2. 4 


Los centroides de varias regiones planas pueden encontrarse en una 
tabla. Cuando el área y el centroide de la región pueden obtenerse directa- 
mente, la fórmula (3) es fácil de aplicar y en tales casos, es utilizada por los 
ingenieros para determinar la fuerza ejercida por la presión de un líquido. 

En el ejemplo siguiente, se utilizan unidades del sistema SI, donde la 
densidad del agua es de 9810 N/mÍ, 


» EJEMPLO 3 Un recipiente en la forma de cilindro circular 
recto tiene en la base un radio de 3 m, y está colocado de lado en el fondo de 
un tanque lleno de agua. La profundidad del tanque es de 13 m. Calcule la 
fuerza total ejercida por la presión del agua sobre un extremo del recipiente. 


Solución La figura 5 muestra un extremo del recipiente dentro del 
tanque y un elemento rectangular de área. El sistema coordenado se elige de 
modo que el origen esté en el centro de la circunferencia. Una ecuación 
de esta circunferencia es x? + y2 = 9, Si se resuelve esta ecuación para x 
se tiene x = 9 -— y?. El número de newtons de la fuerza sobre el ele- 


mento rectangular es 


p(10 — w;)12/9 — w;?] Ajy 


De modo que si F newtons es la fuerza total sobre el extremo del recipien- 
te, entonces 


lím S p(10 - w,)124/9 — w;?] Ajy 


llali>0 i=1 


3 
| (10 — y)y9 — y? dy 
3 


Como p = 9810, se tiene 


3 3 
F = 196200 419 — y dy - 19 620 [ y f9 — y? dy" (4 
-3 3 


Para evaluar 5 4/9 — y? dy se requiere una técnica de integración que se 
estudiará en la sección 7.3. Por el momento se puede determinar su valor 
al considerar la medida del área de la región encerrada por una semicircun- 
ferencia de radio 3. Por tanto, 


3 
[ J9 - y? dy = ¿xn 
3 


Al sustituir este valor en (4) y evaluando la segunda integral se tiene 


F 


tl 


F 


196200(511) + 19620|! (9 - np 


882 90007 y 


Conclusión: La fuerza total es de 882 9007 N. 4 


1. 
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EJERCICIOS 6.5 


Una placa rectangular de 10 pie de ancho y 8 pie de pro- 
fundidad se sumerge verticalmente en un tanque que 
contiene agua de modo que el lado superior de la pla- 
ca coincide con la superficie del agua. Calcule la fuerza 
ejercida por la presión del agua sobre una cara de la placa. 


Una placa cuadrada de 4 pie por lado se sumerge verti- 


. calmente en un tanque que contiene agua y su centro está 


8. 


2 pie debajo de la superficie. Determine la fuerza ejercida 
por la presión del agua sobre una cara de la placa. 
Resuelva el ejercicio 2 si el centro de la placa está 4 pie 
debajo de la superficie. 


Una placa en forma de triángulo rectángulo isósceles se 
sumerge verticalmente en un tanque que contiene agua, 
con un cateto en la superficie del agua. Los catetos miden 
cada uno 6 pie de longitud. Calcule la fuerza ejercida por a 
la presión del agua sobre una cara de la placa. 

Un tanque rectangular lleno de agua tiene 2 pie de ancho y 
13 pulg de profundidad. Determine la fuerza ejercida por 
la presión del agua en un extremo del tanque. 


Los extremos de una artesa son triángulos equiláteros 
cuyos lados tiene una longitud de 2 pie. Si el agua de la 
artesa tiene 1 pie de profundidad, calcule la fuerza ejerci- 
da por la presión del agua en un extremo. 

La cara de la compuerta de una presa tiene la forma de un 
triángulo isósceles de 4 m de ancho en su parte superior y 
una altura de 3 m. Si la lado superior de la cara de la 
compuerta está 15 m debajo de la superficie del agua, 
determine la fuerza total ejercida por la presión del agua en 
la compuerta. 

Ea cara de la compuerta de una presa es vertical; y tiene la 
forma de un trapecio isósceles de 3 m de ancho en su par- 
te superior, 4 m en su parte inferior y 3 m de altura. Si la 
base superior está a 20 m debajo del agua, calcule la fuer- 
za total ejercida por la presión del agua en la compuerta. 
La cara de una presa en contacto con el agua es vertical y 
tiene la forma de un triángulo isósceles de 250 m de ancho 
en su parte superior y 100 m de altura en su parte central. 
Si el agua tiene 10 m de profundidad en el centro, determi- 
ne la fuerza total ejercida por la presión del agua en la cara 
de la presa. 


10. Un tanque tiene la forma de cilindro circular recto con un 


11. 


diámetro de 4 m, y su eje es horizontal. Si el tanque está lleno 
hasta la mitad d- aceite, cuya densidad es de 7360 N/mé, 
calcule la fuerza total ejercida por la presión del líquido sobre 
uno de sus extremos. 

Un tanque tiene la forma de cilindro circular recto con 
un radio de r metros y su eje es horizontal. Si el tanque 
está lleno hasta la mitad de aceite, cuya densidad es de 
7360 N/m?, determine r si lá fuerza total ejercida por 
la presión del líquido en un extremo del tanque es de 
80 000 N. 


12. 
13. 
mM. 
15. 


16. 


17 


18. 


19. 


21. 


22. 


Resuelva el ejercicio 4 utilizando la ecuación (3). 
Resuelva el ejercicio 5 mediante la ecuación (3). 

Resuelva el ejercicio 6 empleando la ecuación (3). 

La cara de una presa en contacto con el aguas vertical y tie- 
ne la forma de un trapecio isósceles de 90 pie de ancho en su 
parte superior, 60 pie de ancho en la parte inferior y una al- 
tura de 20 pie. Utilice la ecuación (3) para calcular la fuerza 
total ejercida por la presión del agua en la cara de la presa. 
Una placa semicircular de 3 pie de radio se sumerge verti- 
calmente en un tanque que contiene agua, de modo que 
su diámetro coincide con la superficie del agua. Utilice 
la ecuación (3) para calcular la fuerza total ejercida por la 
presión del agua sobre una cara de la placa. 

Calcule el momento de la fuerza del ejercicio 15 con res- 
pecto a la base inferior del trapecio. 

Una placa tiene la forma de una región limitada por la pa- 
rábola x? = 6y y la recta 2y = 3, y se coloca dentro de 
un tanque que contiene agua con su vértice hacia abajo y 
la recta sobre la superficie del agua. Determine la fuerza 
ejercida por la presión del agua sobre una cara de la placa, 
si la distancia se mide en metros. 

Un tanque cilíndrico está lleno hasta la mitad de gasolina, 
cuya densidad es de 42 lb/pie?. Si el eje del cilindro es ho- 
rizontal y su diámetro es de 6 pie, calcule la fuerza ejerci- 
da por la presión de la gasolina en un extremo del tanque. 
Si el extremo de un tanque que contiene agua tiene la forma 
de un rectángulo y está lleno, demuestre que la medida de 
la fuerza ejercida por la presión del agua sobre el extremo 
es el producto de la medida del área del extremo y la me- 
dida de la fuerza en el centro geométrico. 

El fondo de una alberca es un plano inclinado. La alberca 
tiene una profundidad de 2 pie en un extremo y 8 pie en 
el otro. Si el ancho de la alberca es de 25 pie y su longitud 
de 40 pie, determine la fuerza ejercida por la presión del 
agua sobre el fondo. 


La cara de una presa, que está en contacto con el agua, está 
inclinada un ángulo de 45” con respecto a la vertical. La 
cara es un rectángulo de 80 pie de ancho y una altura incli- 
nada de 40 pie. Si la presa está llena de agua, calcule la 
fuerza ejercida por la presión del agua sobre la cara. 


La cara de una presa, que está en contacto con el agua, está 
inclinada un ángulo de 30? con respecto a la vertical. La for- 
ma de la cara es un rectángulo de 50 pie de ancho y una altura 
inclinada de 30 pie. Si la presa está llena de agua, determi- 
ne la fuerza ejercida por la presión del agua sobre la cara. 
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4. 


Resuelva el ejercicio 23 si la cara de la presa es un trape- 
cio isósceles de 120 pie de ancho en su parte superior, 
80 pie de ancho en la parte inferior y 40 pie de altura. 


25. 


Explique por qué las presas se construyen de modo que 
las paredes son más gruesas en la parte inferior que en la 
parte superior. 


REVISIÓN DEL CAPÍTULO 6 


1. 


7. 


Establezca dos fórmulas que proporcionen la longitud de 
arco de la gráfica de la función f. ¿Qué condiciones debe 
satisfacer la función f a fin de aplicar estas dos fórmulas? 


Invente un ejemplo donde una de las dos fórmulas de la 
sugerencia 1 puedan aplicarse. 


Invente un ejemplo donde únicamente una de las fórmulas 
de la sugerencia 1 pueda aplicarse y explique por qué la 
otra fórmula no puede ser aplicada. 


Si s(x) denota la longitud de arco de la curva y = f(x) 
desde el punto (a, f(a)) hasta el punto (x, f(x)), donde la 
función f satisface las condiciones pedidas en la sugeren- 
cia 1, establezca una fórmula que incluya a ds, dx y dy. 
Dé una interpretación geométrica de ds que proporcione 
una forma fácil de recordar está fórmula. 


¿Cómo determinaría la masa total de una barra si la den- 
sidad lineal varía a lo largo de la barra? Invente un ejem- 
plo que ilustre la respuesta. 


¿Cómo determinaría el centro de masa de una barra si la 
densidad lineal de la barra varía a lo largo de la barra? Jn- 
vente un ejemplo que ilustre la respuesta. 


Si una barra tiene densidad constante, ¿dónde está ubica- 
do su centro de masa? Justifique la respuesta aplicándola a 
la respuesta de la sugerencia 6. 


¿Cómo determinaría el centroide de una región limitada 
por una curva, el eje x y dos rectas verticales? Invente 
un ejemplo que ¡lustre la respuesta. 


9. 


10. 


11. 
12. 


13, 


14. 


15 


16. 


17. 


18. 


> SUGERENCIAS PARA LA REVISIÓN DEL CAPÍTULO 6 


¿Cómo determinaría el centroide de una región plana limitada 
por dos curvas? Invente un ejemplo que ilustre la respuesta. 
¿En qué consiste el teorema de Pappus y cómo puede 
emplearse para determinar el volumen de un sólido de re- 
volución? Invente un ejemplo que ilustre la respuesta. 
Defina el significado científico de trabajo. Invente un ejemplo. 
¿Cómo calcularía el trabajo realizado por una fuerza varia- 
ble que actúa a lo largo de una recta en el sentido del mo- 
vimiento? Invente un ejemplo que ilustre la respuesta. 
¿Cómo se utiliza la ley de Hooke para calcular el trabajo 
realizado por una fuerza utilizada para estirar un resorte? 
Invente un ejemplo que ilustre la respuesta. 

¿Cómo calcularía el trabajo realizado al bombear el lí- 
quido de un tanque hacia afuera? Invente un ejemplo que 
ilustre la respuesta. 

¿Cómo calcularía la fuerza ejercida por la presión de un 
líquido sobre una placa sumergida en un líquido si la cara 
de la placa es horizontal? Invente un ejemplo que ilustre la 
respuesta. 

¿Cómo determinaría la fuerza ejercida por la presión de 
un líquido sobre una placa sumergida verticalmente en el 
líquido? Invente un ejemplo que ilustre la respuesta. 
¿Cómo calcularía la fuerza ejercida por un líquido sobre 
una cara vertical de un recipiente? Invente un ejemplo que 
ilustre la respuesta. 

¿Cuál es la relación entre la fuerza ejercida por la presión de 
un líquido sobre una región plana y la ubicación del centroi- 
de de la región? Invente un ejemplo que ¡lustre la respuesta. 


EJERCICIOS DE REPASO PARA EL CAPÍTULO 6 


Calcule la longitud de arco de la curva 6y? = x(x — 2) 


desde el punto (2, 0) hasta el punto (8, 4/3). 


Obtenga la longitud de arco de la curva ay? = x? desde 
el origen hasta el punto (4a, 8a). 


Determine la longitud de arco de la curva 9x2 + 
4y/% = 36 en el segundo cuadrante desde el punto don- 


de x = —1 hasta el punto donde x = —¿. 


Calcule la longitud de arco de la curva 3y = (1? — 292 
desde el punto donde x = 3 hasta el punto donde x = 6. 


Tres partículas cuyas masas de 4, 2 y 7 kg, están ubica- 
das sobre el eje x en los puntos que tienen coordenadas 
3, 4 y 2, respectivamente, donde la distancia se mide en 
metros. Determine el centro de masa del sistema. 

Tres partículas tienen masas de 5, 2 y 8 slugs están ubica- 
das, respectivamente, en los puntos (—1, 3), (2, —1) y (5, 2). 
Determine el centro de masa si la distancia se mide en pies. 


7. 


8. 


10. 


11. 


Obtenga las coordenadas del centro de masa de las cuatro 
partículas que tienen masas iguales y están ubicadas en 
los puntos (3, 0), (2, 2), (2, 4) y CI, 2). 

Tres partículas, con la misma masa, están ubicadas sobre 
el eje x en los puntos que tiene coordenadas —4, 1 y 5, 
donde la distancia se mide en metros. Determine las coor- 
denadas del centro de masa del sistema. 

La longitud de una barra es de 8 pulg y la densidad lineal 
de la barra en un punto ubicado a x pulgadas del extremo 
izquierdo es 2/x +1 slugs por pulgada. Calcule la masa 
total de la barra y el centro de masa. 

La longitud de una barra es de 4 m y la densidad lineal de 
la barra en un punto ubicado a x metros del extremo iz- 
quierdo es (3x + 1) kilogramos por metro. Determine la 
masa total de la barra y el centro de masa. 

Obtenga el centroide de la región del primer cuadrante aco- 


tada por los ejes coordenados y la parábola y = 9 — x?, 


12. 


13, 


14, 


15. 


16. 


Determine el centroide de la región limitada por la pará- 
bola y? = x y la recta y = x - 2, 

Obtenga el centroide de la región acotada por las curvas 
y= Vr yy= 0 

Determine el centroide de la región limitada superior- 
mente por la parábola 4x? = 36 — 9y e inferiormente 
por el eje x. 

Utilice el teorema de Pappus para determinar el volumen 
“de una esfera de 4 m de radio. 

Emplee el teorema de Pappus para calcular el volumen de 
un cono circular recto de 3 m de altura y cuya base tiene 
un radio de 2 m. 


En los ejercicios 17 a 20, necesitará la graficadora para de- 
terminar el centroide de la región. Exprese la respuesta con 
cuatro dígitos significativos. 


17. 


18. 


19, 


20. 


La región limitada por la gráfica de y = Y -7 y el eje 
x. 

La región acotada por las gráficas de y = x? - 6x? + 
9x-lyy= x? — 2x + 2 y no intersectada por la rec- 
tay = 4 

La región limitada por las gráficas de y = cos x? y 
y = x7, y el eje y. 

La región acotada por las gráficas de y = cos Vx y y = 
xr? y el eje y. 


En los ejercicios 21 a 24, determine la longitud de arco con 
cuatro dígitos significativos al calcular la integral definida 
que resulte, utilizando NINT en la graficadora. 


21. 


22. 


25. 


27. 


28. 


29 


30. 


El arco de la curva y = 4/x? desde el punto (1, 4) hasta 
el punto (2, 1). 

El arco de la curva y = 8/1? desde el punto (1, 8) hasta 
el punto (2, 1). 

El arco de la curva y = tan x desde el origen hasta el 
punto donde x = 1. 

El arco de la curva senoidal desde el punto donde x = 1 
hasta el punto donde x = 2. 

Calcule la longitud de la catenaria de y = cosh x desde 
el punto donde x = In 2 hasta el punto donde x = 1n 3. 


. Se requiere una fuerza de 500 lb para comprimir un resorte 


de su longitud natural de 10 pulg hasta una longitud de 
9 pulg. Determine el trabajo realizado al comprimir el re- 
sorte hasta una longitud de 8 pulg. 

Se necesita una fuerza de 600 din para estirar un resorte de 
su longitud natural de 30 cm hasta una longitud de 35 cm. 
Determine el trabajo efectuado al estirar el resorte de su 
longitud natural hasta una longitud de 40 cm. 


El trabajo necesario para estirar un resorte de 9 pulg a 
10 pulg es 3 del trabajo necesario para estirarlo de 8 pulg 
a 9 pulg. ¿Cuál es la longitud natural del resorte? 


Un cable de 20 pie de longitud y de 2 lb/pie de peso 
pende verticalmente de la parte superior de un poste. De- 
termine el trabajo que se realiza al subir el cable com- 
pleto hasta la parte superior del poste. 


Una artesa llena de agua tiene 6 pie de longitud y su sec- 
ción transversal tiene la forma de semicircunferencia con 
un diámetro de 2 pie en la parte superior. ¿Cuánto trabajo 
se requiere para bombear el agua hacia afuera por la parte 
superior. 


31 


32. 


33, 


35, 


36 


37, 


ES 


39. 


40. 


REVISIÓN DEL CAPÍTULO 6 543 


Un tanque lleno de agua tiene la forma de un paralelepí- 
pedo rectangular de 4 m de profundidad, 15 m de ancho y 
30 m de largo. Calcule el trabajo requerido para bombear 
el agua del tanque a un nivel de 50 cm por arriba de la 
parte superior del tanque. 

Un recipiente tiene la misma forma y dimensiones que el 
sólido de revolución formado al girar alrededor del eje y 
la región del primer cuadrante limitada por la parábola 
x? = 4py, el eje y y la recta y = p. Si el recipiente está 
lleno de agua, determine el trabajo que se realiza al bom- 
bear toda el agua hasta un punto ubicado 3p pies por arriba 
de la parte superior del recipiente. 


Un tanque tiene la forma de una semiesfera coronada por 
un cilindro circular recto. El radio de la semiesfera y del 
cilindro es de 4 pie, y la altura del cilindro es de 8 pie. Si 
el tanque está lleno de agua, calcule el trabajo necesario 
para vaciar el tanque bombeando el agua a través de un 
orificio de salida ubicado en la parte superior del tanque. 


. Un tanque hemisférico tiene un diámetro de 10 m y con- 


tiene agua hasta una profundidad de 3 m. Determine el 
trabajo que se realiza al bombear el agua hacia la parte 
superior del tanque. 

Una placa tiene la forma de la región limitada por la pa- 
rábola x? = 6y y la recta 2y = 3, se coloca dentro de un 
tanque con agua de modo que su vértice está en la parte 
inferior y la recta coincide con la superficie del agua. 
Calcule la fuerza ejercida por la la presión del agua sobre 
una cara de la placa si la distancia se mide en pies. 


Una placa semicircular de 4 pie de radio se sumerge verti- 
calmente en un tanque que contiene agua, de modo que su 
diámetro coincida con la superficie del agua. Utilice la 
ecuación (3) de la sección 6.5 para determinar la fuerza 
ejercida por la presión del agua sobre una cara de la placa. 


Un tanque cilíndrico está lleno de gasolina, cuya densidad 
es de 40 Ib/pie”. Si el eje del cilindro es horizontal y su 
diámetro es de 8 pie, calcule la fuerza ejercida por la pre- 
sión de la gasolina sobre un extremo del tanque. 


La cara de una presa, que está en contacto con el agua está, 
inclinida 45? con respecto a la vertical. La cara es un rec- 
tángulo de 100 pie de ancho y una altura inclinada de 
60 pie. Si la presa está llena de agua, determine la fuerza 
total ejercida por la presión del agua sobre la cara. 

La superficie de un tanque es la misma que la de un pa- 
raboloide de revolución obtenido al girar la parábola 
y = x? alrededor del eje y. El vértice de la parábola está 
en el fondo del tanque y éste tiene 36 pie de altura. Si se 
llena el tanque con agua a una profundidad de 20 pie, 
calcule el trabajo que se realiza al bombear toda el agua 
hacia afuera por la parte superior. 


Si 
fa) = j Cos 1 dí 
0 


determine la longitud de arco de la gráfica de f desde el 
punto donde x = ¿7 hasta el punto donde x= ¿7. 
Sugerencia: utilice el primer teorema fundamental del 
Cálculo y la identidad cos? ¿x = 3(l + cosa). 


. Técnicas de integración, - a 


VISIÓN PRELIMINAR 


as primeras cinco secciones de este capítulo 
L tratan sobre técnicas de integración. A pesar de 

que vivimos en la época de la electrónica, cuan- 
do los sistemas algebraicos computarizados pueden em- 
plearse para calcular integrales, resulta necesario conocer 
ciertas técnicas de integración para expresar el integran- 
do en una forma que la computadora pueda manejar o 
que puedan encontrarse en una tabla de integrales. 
Además, el desarrollo de las habilidades de cálculo es im- 
portante en todas las ramas de las matemáticas, de modo 
que los ejercicios de este capítulo le proporcionarán un 
buen entrenamiento, 

Dos aplicaciones más se presentan en la sección 
7.4: la ley de acción de masas estudiada en química, y 
crecimiento logístico que se presenta en economía, 
biología y sociología. 

Los métodos numéricos para obtener un valor aproxi- 
mado de una integral definida se estudian en la sección 
7.6. Los cálculos mediante estos procesos son fácilmente 
realizados en la graficadora, 

Los métodos para calcular ciertos límites que impli- 
can formas indeterminados, mediante la aplicación de un 
teorema denominado regla de L' Hópital, se estudian en 

las secciones 7.7 y 7.8. 

Hasta: antes de la sección 7.9 se consideran única- 
mente integrales propias, las cuales son integrales defi- 
nidas de funciones continuas en un intervalo cerrado, 
Las integrales impropias, las cuales tienen limites de 
integración infinito o tienen un integrando que po- 
see una discontinuidad infinita en los límites de 
integración, se presentan en las dos secciones 
finales de este capítulo. 


Integración por partes: 
Integrales trigonométricas: 

«Integración de funciones: 
“algebraicas mediante... 
sustitución trigonométrica : 
Integración de funciones . 

+ racionales y crecimiento de 
«logístico 

. Integración mediante otras 
técnicas de sustitución y. tablas 
Integración numérica. > 

«Forma indeterminada 0/0 y 

. teorema del valor medio de: 
Govehyo os 

Olras formas indelerminados. 
Integrales impropias con: 

a E Mímites de integración infos 
72,10. Otras integralés A 

Aa impropias: 
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7.1 INTEGRACIÓN POR PARTES 


Antes de discutir las diferentes técnicas de integración, se presenta una lista 
numerada de las fórmulas típicas de integración indefinida estudiadas en los 
capítulos anteriores que ocurren con frecuencia. 


1 fu u+c 


2. f: du = au + C donde a es cualquier constante 


uN 


. fino + g(u)] du = [500 du + fisco du 


yn+l 
4. | urdu = 71 +€ n*-l 
n 


6 laid= 22 +C donde a>0 y as1 


cos u du = senu + C 
sec? u du = tanu + C 
esc? u du = -cotu + C 
sec u tan u du = secu + C 


esc u cot u du = —cscu + C 


. bum 
>? 


pra 
puma 
A o SS A IN A A A 


tan u du = In|secu| + C 


15. | cotu du = In|senu| + C 


puma 
> 


sec u du = In|secu + tanu| + C 


pad 
A 


esc u du = In|cscu — cotu| + C 
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18. J du =sen 2% +4 CU  dondea > 0 
a? 23 y? a 
du ll. ju 
19, 3 >= tan =+(c0 donde a * 0 
at +u a a 
20. J du = l seg 4 +C donde a>0 
ui? - al E a 
21. [venias = coshu + C 
22. foosnsás = senhu + C 
23. [ect = tamnhu + C 
24. ES u du = -cothu + C 
25. ¡A = -sechu + C 
26. fosa u coth u du = -cschu + C 
27. J du = sen! +0 
u?2 + a? a 
= Inu + dul +a2)+4C sia>0 
28. / du = cost 4 C 
a a 


= Inu + Yu -a)+C siu>a>0 


l tant! + C si Jul <a 
a a 


». | 
al -u ¡ 
Lem! Oo si jul > a 
a a 


l 
s 


4+$C siurayaxoO 


Una delas técnicas de integración más ampliamente usadases la integración 
por partes, que sé obtiene de la fórmula para la derivada del producto de dos 
funciones. Si f y g son funciones diferenciables, entonces 


De FCEG01 = fa) + gE0f ) 
Fog) = DAfde0) — ¿of 


Al integrar cada miembro de esta ecuación se obtiene 


fs (20) dx = [oarowo dx — fecor (2) de 


[roewa = fdg) - ficar dx Ed) 
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La fórmula (1) recibe el nombre de fórmula de integración por partes. Para 
los propósitos de cálculo, una forma más conveniente de esta fórmula se ob- 
tiene al considerar 


u=f) y v= 20) 
Entonces 
du = fla)dx y dv = g(x) dx 


de modo que (1) se transforma en 


fuo =uY - frac (2) 


Esta fórmula expresa la integral | u dv en términos de otra integral, | v du. 
Mediante una elección adecuada de u y dv, puede evaluarse más fácilmente la 
segunda integral que la primera. Cuando se eligen las sustituciones para u y dv, 
por lo general se considera que dv es el factor más complejo del integrando 
y puede integrarse directamente, y que u es una función cuya derivada es una 
función más simple. Este método se muestra mediante los ejemplos y ejemplos” 
ilustrativos siguientes. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Se desea evaluar 


f> In x dx 


A fin de determinar las sustituciones de u y dv, tenga en mente que para 
obtener v debe integrarse dv. Esto sugiere que se considere dv = x dx y u = 
In x. Entonces, 


dx 


2 
e y du = a 


Al sustituir los valores correspondientes en la fórmula (2) se obtiene 


2 2 dx 
fsnxás— na E + c,) - (E + a 
2 
= Einx + Cjinx- 1 xdx-C; e 
2 2 x 


2 2 
= 5 Inx + C¡Inx - E - CjInx + C) 
Le EZ - 1,2 
= 3 Inx g* + C) 4 


En el ejemplo ilustrativo 1 observe que la primer constante de integración 
C; no aparece en la respuesta final. C; se utiliza sólo para mostrar que todas las 
elecciones para v de la forma 3x? + C¡ conducen al mismo resultado de 
Í x In x dx. Esta situación es verdad en general, y se demostrará como sigue: 
Al escribir v + C; en la fórmula (2) se tiene 


fua 


ulv + Ci) — fo + C;¡) du 


m9 + Cu fra - Cd 
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wo + Cu [du - Cpu 


Uy — fra 


Por tanto, no es necesario escribir Cy cuando se determina y a partir de dv. 


l> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 — Severificará el resultado del 


ejemplo ilustrativo 1 mediante el cálculo de la derivada de la respuesta. 
xinx + La(1) El de 


=xInx+ lx- 3x 


L2mx- 1,2 
Dj Ls In x La) 


= xInx d 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 A finde evaluar 


fuera 


se realiza una sustitución para los exponentes no lineales, lo cual debe ser una 
práctica común antes de aplicar cualquier otra técnica. 
Sea w = x2; por lo que dw = 2x dx. Entonces se tiene 


fuera Y fer (Qx dx) 


= Yuen dw 
Ahora se utiliza la integración por partes con u = w y dv = e"dw. Entonces 
du =dw y v=e” 
Al efectuar las sustituciones correspondientes en la fórmula (2) se tiene 
| e” dw = Lo = fe de 
2 2 
= L [we” -el+c 


Al reemplazar w por 1? se obtiene 


2 2 2 
fe dx = Lx 2e* - je* + CU d 


DP EJEMPLO 1 Evalúe 


fucosxas z 


y apoye gráficamente la respuesta. 
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Solución Seanu = x y dv = cos x dx. Entonces 
du = dx y v = senx 


Por tanto, 


feoosxás = xsenx - [sara 


= xsenx + cosx + C 


[-10, 10] por [-10, 10] 


o La figura 1 muestra las gráficas de 


FIGURA 1 y = xcosx y NDER (xsenx + cos x, x) 


trazadas en el rectángulo de inspección de [—10, 10] por [-10, 10]. El hecho de 
que las gráficas coincidan apoya la respuesta. >] 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 Enel ejemplo 1, sien lugar de 


elegir u y dv como se hizo se hubiese considerado 
Uu =Cosx y dv = xdx 


entonces 


x?2 1 2 : 
xcosxdx = 7 008x+ 3 x* sen x dx 
La integral de la derecha es más complicada que la integral original, debido a 
que la potencia de x se ha incrementado, lo cual indica que éstas no son 
elecciones adecuadas para u y dv. >] 


La integración por partes se utiliza con frecuencia cuando el integrando 
contiene funciones trigonométricas inversas y logarítmicas. 


DP EJEMPLO 2 Evalúe 


fr x dx 


Solución Seanu = tan! x y dv = dx. Entonces 


dx 
du = V=x 
1 + xy? 2 
Por tanto, 
ftartzás - xtamlx J Ba 
l+ x?2 
= xtanlix- zin(l +32) +C « 


En el ejemplo siguiente, se tiene una integral en la que se requieren aplicaciones 
repetidas de la integración por partes. 
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DP EJEMPLO 3  Evaie 


fan xY dx 


Solución Seanu = (n 1? y dv = dx. Entonces 
y 


du = 2mx( 1 ax) y V=x 


Por tanto, 


H 


| (In 1? dx 


x(nx)? - [«[2m3() a] 


x(In xy? — 2 imxas 


Otra vez se aplica la integración por partes. Sean ú = In x y dv = dx. 
Entonces, 


E 1 
du = —dx = 
Ín e y V=x 


De modo que se obtiene 


[sa x(Inx)? — 2 ximx - ¡BE 


x(nx)? - 2xInx + 2) as 


AS 


4)] 


x(Inx? - 2xInx + 2x + C 


PD EJEMPLO 4 Evalúe 


[e sen x dx 


Solución —Seanu = e* y dv = sen x dx. Entonces 
du = e*dx y v=-c0sx 


hi 
Por tanto, 


fessenzas = —e*cosx + [escoszas 


La integral de la derecha es semejante a la primera integral, excepto que cos x 
aparece en lugar de sen x. Se aplica la integración por partes otra vez 
considerando U = e* y dv = cos x dx. Así, 


du =e*dx y v=senx 


Por tanto 


fessenzas = -e*cosx + (e sen - [essenxa) 


7.1 INTEGRACIÓN POR PARTES 551 


En el miembro derecho se tiene la misma integral que en el izquierdo. Por 
lo que se suma Í e* sen x dx en ambos miembros de la ecuación, obteniéndose 


2) esenxas = -ercosx + e senx + 20 


Observe que el miembro derecho de la ecuación anterior contiene una cons- 
tante arbitraria debido a que en el miembro izquierdo se tiene una integral 
indefinida. Esta constante arbitraria se escribió como 2C de modo que cuando 
se dividan los dos miembros entre 2, la constante arbitraria de la respuesta fi- 
nal será C. En consecuencia, 


Jessenz as = zet(senx - cosx) + C 4 


Al aplicar la integración por partes a una integral específica, un par de elec- 
ciones de u y dv puede funcionar mientras que otro no. Esto se vio en el ejemplo 
ilustrativo 4, y otro caso similar se presentará en el ejemplo ilustrativo 5. 


D EJEMPLO ILUSTRATIVO 5 En el ejemplo 4, en el paso 


donde se tiene 
E senxdx = —e*cosx + fe cos x dx 


si se evalúa la integral de la derecha considerando y = cosx y dv = e* dx, 
se tiene 


du = —senx dx y V=e 


De modo que se obtiene 


Jessenzás = -ecosx + (escosx + [esseazás) 


e sen x dx 


lo cual, por supuesto, es correcto pero no conduce a ninguna parte. . á4Ú 


La respuesta para una integral indefinida se puede apoyar empleando 
NINT en la graficadora para la integral definida correspondiente con una 
elección arbitraria de los límites de integración, como se muestra en el ejemplo 
ilustrativo siguiente. 


y 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 6 Se desea evaluar la integral 


definida obtenida de la integral indefinida del ejemplo 4 con 1 y 2 como límites 
de integración. Entonces, 


2 
2 
e*senxdx = Lex[senx > cos x | 
1 Ñ y 
= 3e2Asen 2 - cos 2) — ze(sen1 — cos 1) 


= 4.487560335 
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En la graficadora se tiene 


NINT(e* sen x, 1, 2) = 4487560335 


lo cual apoya la respuesta anterior con diez dígitos significativos. Por supuesto, 
este procedimiento no es una prueba determinante de que no se han cometido 
errores algebraicos cuando se evalúa la integral indefinida, pero proporciona un 
apoyo poderoso a la respuesta. 


Las integrales que contienen potencias de funciones generalmente se eva- 
lúan mediante fórmulas de reducción, así llamadas debido a que la fórmula 
reduce el exponente de la potencia. Muchas de las fórmulas que aparecen en 
una tabla de integrales son fórmulas de reducción, algunas de las cuales se dedu- 
cirán conforme se avance en este capítulo. En el ejemplo siguiente se obtiene 
la primera de estas fórmulas. 


» EJEMPLO 5 Deduzca la siguiente fórmula de reducción, donde 
n es cualquier número real. 


[rezar =x"er-pn [arte dx 


Solución A fin de deducir la fórmula se utilizará integración por partes 
conu = x” y dv = e* dx, Entonces 


du =nldx y v=e* 


Por tanto, 
foo a = xP - Jesu dx) 
= xMet — 0 artesa 4 


La fórmula de reducción del ejemplo anterior aparece como la fórmula 98 
en la tabla de integrales que se encuentran al final del libro. Esta fórmula de 
reducción se aplica en el ejemplo siguiente. 


» EJEMPLO 6 Utilice NINT en la graficadora para aproximar con 
seis dígitos significativos el valor de 


2 
[cea : A 
0 


Confirme la respuesta aplicando la fórmula de reducción del ejemplo $. 


Solución En la graficadora se obtiene 
NINT (x2e*, 0,2) = 12.7781 


A partir de la fórmula de reducción del ejemplo 5 con n = 2, se tiene 


fresas = x%e* - 2 reas 
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Otra vez se aplica la fórmula de reducción con n = 1, obteniéndose 


fee dx = x%e* - 2[xes - fe a) 


der - 2xe* + 2e* + C 


Con este resultado se evalúa la integral definida. 


2 
/ x12er dx = x2%e* - 2xe* + 2e* lé 
0 [0] 
(4e? - de? + 26?) — 28% 


= 26? - 2 
12.7781 


Hi 


lo cual confirma la respuesta. d 


En los ejercicios 49 y 50 se le pedirá que deduzca las fórmulas siguientes, 
donde a y n son números reales diferentes de cero. Ellas corresponden a las 
fórmulas 105 y 106 de la tabla del final del libro. 


au 
e“ sen nu du = (a sen nu - ncosnu) + C (3) 
al + n 
¿ou a 
e*U cos nu du = ————SG(acos nu + nsennu) + C (4) 
al + nm? 


En aplicaciones de ecuaciones diferenciales ocurren con frecuencia 
integrales de las formas (3) y (4) relacionadas con la electricidad. 


EJERCICIOS 7.1 


En los ejercicios 1 a 24, evalúe la integral indefinida. Verifique 1 E 16 5% 
la respuesta mediante diferenciación, como en el ejemplo ilus- 5. ecos zdA ó qe OR 


trativo 2, apoye la respuesta con la graficadora, como en el 3 
: ym a . y 17. xo dx 18. sen 2x dx 
ejemplo 1, o numéricamente, como en el ejemplo ilustrativo 6. eE > MO 
-x 
1 fra 2. fuco 2x dx 19, fe senh x dx 20. f ar 
yl - er 
3. f> sec y tan x dx 4. E 3 dx Si Il cor! yz de 2 fos de 
Yz 
5. InS xdx 6. sen! w dw 
J j 23, fos Vx dx 24, fu /x dx 
2 
7. puta 8. Puse ás A 
! En los ejercicios 25 a 32, calcule el valor exacto de la integral 
9. j xtan! x dx 10. ES + 1d definida. Apoye la respuesta utilizando NINT en la graficadora. 
2 2 
di f E 13: fe o 25. / 23 de 2. / In(x + 2) dx 
(x + 1? o £ y 
rÍ3 x 
13. fsesca y dy 14, fs tIn(cos £) dt 27. / sen 3w cos wdw 28. 22 cos 22 dz 
0 -a 
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29. 


31. 


3Af4 
30. / x Cot x esc x dx 
ra 


1 
32. . xsem! x dx 
0 


4 
j Vx Inxdx 
1 


Ya 
/ sec! yt di 
2 


En los ejercicios 33 y 34, utilice NINT en la graficadora para 

aproximar con seis dígitos significativos el valor de la integral 

definida y confirme la respuesta aplicando la fórmula de reducción 
" del ejemplo 5. 


33. 


35. 


36. 


37. 


38. 


39, 


40. 


41. 


42. 


43. 


45. 


47 


3 4 
/ e dx 34. / 122 dy 
1 0 


Determine el área de la región limitada porla curva y = In x, 
2 


el eje x y la rectax = e”. 
Calcule el volumen del sólido generado al girar la región del 
ejercicio 35 alrededor del eje x. 

Determine el volumen del sólido generado al girar la región 
del ejercicio 35 alrededor del eje y. 


Calcule el área de la región acotada por la curva y 
x esc? x, el eje x y las rectas x = Em yx= ix 
Determine el área de la región limitada por la curva y= 
2xe "R, el eje x y larectax = 4. 

Calcule el volumen del sólido de revolución generado al girar 
alrededor del eje x la región del ejercicio 39. 


La densidad lineal de una barra en un punto situado ax metros 
de un extremo es 2e * kilogramos por metro. Si la barra 
mide 6 m de longitud, determine la masa y el centro de masa 
de la barra. 


Determine el centroide de la región limitada por la curva 
y = e*, los ejes coordenados y la rectax = 3: 


Determine el centroide de la región del primer cuadrante 
acotada por las curvas y = senx y y = cos x, y el eje y. 


. Laregión del primer cuadrante limitada por la curva y = cos 


x y las rectas y = l y x= +e se gira alrededor de la, 
recta x = ¿7 Calcule el volumen del sólido generado. 


Un tanque lleno de agua tiene la forma de un sólido de reyo- 
lución generado al girar alrededor del eje xla región limitada 


porla curva y = e”*, los ejes coordenados y la rectax = 4.1 


Calcule el trabajo realizado al bombear toda el agua hacia la 
parte superior del tanque. La distancia se mide en pies. Con-: 
sidere la parte positiva del eje x verticalmente hacia abajo. 


. Una partícula se mueve a lo largo de una recta, y s pies es la 


distancia dirigida de la partícula desde el origen a los £ se- 
gundos. Si y pies por segundo es la velocidad a los £ segun- 
dos, s = O cuando £ = 0, y v+ s = f sen £, exprese s en 
términos de £ y determine s cuando £ = 47 

La función de costo marginal es C' y C(x) = In x, donde 


x > 1. Determine la función de costo total si C(x) dólares es 
el costo de producción de x unidades y C(1) = 


. Un fabricante ha descubierto que si 100x unidades de un 


artículo particular se producen por semana, entonces el costo 
marginal está determinado por x2%? y el ingreso margi- 


- nal está determinado por 8 - an donde el costo de produc- 


ción y el ingreso se calculan en miles de dólares. Si el costo 


fijo semanal asciende a $2 000, calcule Ta: máxima utilidad 
semanal que puede obtenerse. É 


49. Deduzca la fórmula (3). 
50. Deduzca la fórmula (4). 


En los ejercicios 51 y 52, utilice NINT en la graficadora para 
aproximar con seis dígitos significativos el valor de la integral 
definida y confirme la respuesta aplicando la fórmula (3) o (4) de 
esta sección. 


51. 


x/4 
e% sen 3x dx 52. j e* cos 4x dx 
E 


8 


a[3 
le 


53. (a) Deduzca la fórmula siguiente, donde n es cualquier 


54. 


55. 


56. 


número real: 


fe In x dx 


ant A 
rei Eo sin*-l, 
a n 
2 Un 19 +C sin=-l 


(b) Utilice la fórmula del inciso (a) para determinar el valor 
exacto de 


3 
j x9 ln x dx 
1 


(c) Apoye la respuesta del inciso (b) empleando NINT en la 
graficadora. 


Deduzca la fórmula siguiente, donde r y q son cualesquiera 
dos números reales. 


le (n 10)? dx 


x+L(ln x)2 
r+l 

=¿ (In 192% 
q+1l 


- AL femar dxsiri—] 
+C sir=-lygx*-l 
Injinx| + CC sir=-lygq=- 

Si t(£) = coulombs por segundo es la corriente desde un ca- 


pacitor cargado bajo decaimiento pasajero a través de un' 
resistor a los £ segundos, entonces 


1 
(e = / xe * dx 
0 


Si E(T) watts es la energía disipada para 1€ [0, T], en- 


tonces 
T 
R / HOP de 
0 


Donde R ohms es la resistencia. Si R = 50, ¿cuánta energía se 
ha disipado cuando T' = 1? 


ET) = 


Describa la técnica de integración por partes. Incluya en su 
descripción las directrices que deben seguirse al elegir las 
sustituciones para u y dv. 
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7.2 INTEGRALES TRIGONOMETRICAS 


Las integrales trigonométricas implican Operaciones algebraicas sobre 
funciones trigonométricas. Ya se ha visto cómo evaluar algunas integrales 
trigonométricas mediante la aplicación de las fórmulas 8-17 listadas al principio 
de lasección 7.1. Ahora, se aplicarán estas fórmulas e identidades trigonométricas 
para evaluar integrales que contienen productos de potencias de funciones 
trigonométricas. Se comenzará con productos de potencias de seno y coseno, 
y se distinguirán tres casos que dependen de que los exponentes sean números 
enteros positivos pares o impares. 


CASO 1 (1) | sentx dx o Gi) oe ás donde n. es' un número 


entero positivo impar ¿ ET 
sen" x dx = (sen"Í ocn dx) % 
= (sen? x)00-DiXsen x dx) Pas TE 
= (1. - et yr DA endo) > E TN 
(di) Factor - DES. y 
coNtrda = (osmIaxcos ido E 
A 


= (oo a0 (edo 
=(1 - sentí cos dx) de 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 — Se mostrará el caso 16i) 


ES xdx = ES x(cos x dx) 


fa — sen? x)(cos x dx) 


fosxas - vrtacosxas 4 


Para la segunda integral de (1) observe que como d(sen x) = cos x dx, 
se tiene A 


es x(cos x dx) = ¿sen? x+GC; 
Debido a que la primera integral de (1) es senx + Ca, 


foo? xas = senx — ¿sen? y + C ód 


D EJEMPLO 1 Evalúe 


ES xdx 


556 CAPÍTULO 7 TÉCNICAS DE INTEGRACIÓN, FORMAS INDETERMINADAS E INTEGRALES IMPROPIAS 


y apoye numéricamente la respuesta. 


Solución — Se procede como se sugirió en el caso 1(i). 


[sas x dx = [cer xP sen x dx 


fa — cos? 1)? sen x dx 


fa — 2cos? + costx)senxdx 


[sen x dx - 2 costasenzas + [vostxwenxás 


tl 


cos x + 2 cos xa(=sen x dx) — ES x(—sen x dx) 
=-=c0sx + ¿coso x ¿cos' x + C 


A fin de apoyar numéricamente la respuesta se calcula la integral definida 
correspondiente con una elección al azar de los límites de integración, por 
ejemplo, —2 y 3. 


3 
[ sendxidx = —cos x + 2 cos? x- 7 cos5 +] 
2 -2 


= -c0s 3 + ¿cos? 3 — lcos*3 + cos(2) — ¿cos(2) + Ícos(-2) 
0.1627341019 


En la graficadora se obtiene 
NINT(sen' x;-2, 3) = 0.1627341019 


lo cual es acorde con lo anterior y proporciona un apoyo poderoso para el valor 
de la integral indefinida. 
Dd id ca A 1 


AS Ej, A de 
Pd A 


CAsO7 exo conde eos mo de sn es 


o 8 
ec ais Lo 


pS Ey EPIA E 


ia E cod ddiY. a 
LARES eS Cesntinjo—102 cosmo rd) 


(A 


= 0 - is | 
(ii) o ENS 47 
sen" x 008” pd. a 22 z 
=: sen” x(cos? 2/o—1? (006 x dx) y 
el — sent aj DÍ (osx do) S 
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> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Se mostrará el caso 2(1). 


[sex xcostx dx = ES x cos* x(sen x dx) 
= fa - cos? x) cos? x(sen x dx) 


= feos xsenas - [oo xn zas 
=-¿cosx + Lcos7x + C < 


No se pueden seguir los procedimientos de los casos 1 y 2 para integrar 
potencias de seno y coseno cuando ningún exponente es impar. En tal caso se 
aplica una u otra de las identidades siguientes: 


2, _ 1-cos2x a _ 1+c082x 

sen*tx = E cost x = HART 

casos 0 fura o [cotas 00 fu ci 
O 


bd Y 


LE ES 


o Factor 
sent de = Csontapo? de 


me ma 
- (1 -cosdr) de 


(id) Factor 2% 
y cost xdx = (cos 1 dx 


23 


e 


y 2. a 
(lá) Factor ' 
- sen" x cos” x dx = cesto oda ; 
A 2 
Po —.008 2x PP (14 0082 1, * 
nl , cs Al 8 z) > 
ng , 
> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 
2 
ña = lx - ¿sen 2x + C 4 


Y EJEMPLO 2 Evalúe 


ES x dx 
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(mm, sen m) 


(mM; L sen m;) 


Solución Esta integral pertenece al caso 3(1i). 


[os xás = [(Lesszs Ya, 


1 d 1 2 
E + 2023 as + L [co 2x dx 


lx + E sen 2x + LJ tado HE ar 42 dy 

Lo+ 1sen2x + JE + y costras 

4 4 8 8 

yx + lsen 2x + qx + ¿sen 4x +C 

¿x + isen2x + ¿,sendx + C 4 
» EJEMPLO 3 Determine el centroide de la región del primer 


cuadrante ubicada a la izquierda de la recta x = 37 y limitada por la curva 
y = senx, el eje x y larectax = ¿7 


Solución 


Se utilizan los símbolos A, M,, M,, x y Y como se definieron 


en la sección 6.3. En la figura 1 se muestra la región y el ¡-ésimo elemento 
rectangular de área. Primero se calcula el área de lá región. 


A 


sen x dx 


7/2 


n 
lím y sen m; Ajx 


Después se aplicala definición 6.3.2 para calcular M, y M). A fin de evaluar la 


integral para M, se utiliza integración por partes con u = x y dv = sen x dx. 


M, 


n n 
Y $ [sen m¡P? Ajx M, = lim Dm; sen m; Ajx 
i=1 


lall=o ¿3 
m2 
sen? x dx = | x sen x dx 
0 
2 
e m/2 sí 
1==cO8 22 dy = —x cos x] + cos x dx 
2 (1) 
0 
; m2 7/2 
x-—>sen 2x = —Xx COS x + Sen x 
2 o o 


='mL 1 a 
= -¿MC0S7XT + sen ¿1 


=1 
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Por tanto, 
M 
F= + E da 
El ¿e 
1 l 
=1 = ¿7 
Conclusión: El centroide está en el punto (1, Lo. d 


El ejemplo siguiente presenta otro tipo de integral que contiene un 
producto de seno y coseno. 


PD — EJEMPLO 4 Evalúe 


[sen 3x1 cos 2x dx 


Solución Se aplica la identidad trigonométrica siguiente: 
sen mx cos nx = ¿sen(m - mx + +sen(m + nx 


fun 3x cos 2x dx = 1 + Len 5) ax 


2 2 
= l sen x dx sl sen 5x dx 
2 2 
1 a! É 
= 7008 x 16 SOS Sx + C d 


Para evaluar integrales de la forma 


E fre x sec” x dx y ES xcsc” x dx (2) 
donde mn y n son números enteros no negativos, se aplican las identidades 
l + tan?x=sectx y 1+cot2x =sc2x 
> EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 
feo? as = [ses - 1) dx 
== fu? as = fa 
= -cotx-—x+C 4 


CASO4 (i) | tan"xdxo(ii) feo xas. conde nes un númerocnteo 
positivo. . 
(1) Factor 
tan” x dx = tan”? x tan? x dx - 
= tan? x(sectx — 1)dx «e 
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(ii) Factor: 
cot” x dx = cot""? x cot? x dx 
= c0t"? x(csc?x - 1) dx 


DP EJEMPLO 5 Evalúe 
fra x dx 
Solución — Se utiliza el método sugerido por el caso 4(i). 
funza a E x(sec?x — 1) dx 
= fr xsec?x dx — funsas 


Htan?x + In[cosx| + C ] 


DP EJEMPLO 6 Evalúe 


ES 3x dx 


Solución Esta integral pertenece al caso 4(ii). 


ES 3x dx = feos 3x(csc? 3x — 1) dx 


Es 3x.esc? 3x dx — ES 3x dx 


$ (cof? 3x) — fs 3x — Ddx 


- Lcot? 3x + 2 cot 3x +x+C ¿ 


1 


CASO 5 (1:, 5 n xido (ii) fio xs donde n es un número 
entero positiwoipar. 


(1): Factor Ñ 
sect xx = see” 2 (sec? x dx) 
1 tarde? x de) 
= (mnéx + 1)0-Dsec? x dx) 
(13) Factor ; eS 
esc” xdx = csc”"? x(09c? x dx) 
(00 arde? x de) : 
= (cof x + 1) DYcsc? x de) 
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y EJEMPLO 7 Evalúe 


ES xdx 


Solución Se sigue el procedimiento indicado en el caso 5(i1). 


fs xas = [ot + 1)? esc? x dx 


tl 


feotxcstras + 2 eotxcctras + fosas 


= - ¿Cot x - ¿co x -cotx+ C 4 


€ASO6 (i) | tanxsec"xdx o (ii) foorzcsenzás donde m es un 
riérhero entero positivo par. 
(1)' Fáctor 
tan" x sec” x dí = tan” x sec” x(see? x dx) 
= tan” x(sec? M-Msed? x dx) 
= tanfx(iah? x + 1)02)2sec? x dx) 
(14), Factor pd 
cot x esc” xdx ="cotf x esc? (cs? x de) 
= cow x(csc? pi Xóse? x dx) 
= co x(col x + A (esc? x dx) 


" EJEMPLO 8 Evalúé 


fs x sect x dx 


Sdlución se procede como se suglrió en el caso 6(i). 


fro secóx dx = [unta + 1)sec?'x dx 


fur xsetrx dx + fu? x sec? x dx 


¿tanóx + 2 tadtó x +0 4 


CASO 7 (i) frrscscor at ret poe donde nes” 
A A: 
(1) Factor 


tan xsecmicide l. det qilr acl ie 
| = (aÉ2i dl: ines y s 
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(ii) Factor 

cot” xesc” x dx = cot””! x 05077! x(csc x cotx dx) 
(cof x)00-D2 eso! x(csc x cotx dx) 
(csc?x — 1)00=DR es0m=L (esc x cot x dx) 


DP - EJEMPLO 9 Evalúe 


fos xsec? x dx 
Solución Esta integral pertenece al caso 7(1). 


[arxso za = [race cocer as 


[ez x - 1) secó x(sec x tan x) dx 


$ 


[co x — 2sectx + secó x)(sec x tan x dx) 


11 


x- ¿secóx + +sec? x +€ d 


1 
Sec 

Se han dejado dos casos de potencias impares de la secante y la cosecante 
hasta el final debido a que estos casos requieren un concepto diferente que 


implica integración por partes. El proceso se ilustra en el ejemplo siguiente. 


D- EJEMPLO lO Evalúe 


[ue dx 


Solución Para la integración por partes, considere u = sec x y dv = 
sec? x dx. Entonces 


du = secxtanxdx y v= tenx 


Por tanto, 


[uoza = secxtanx — [vexuzas 


fu? as = secxtanx — [uexacta=0 


[soxas = secxtanx — [uoxa + [sera 


Al sumar ES x dx en los dos miembros se obtiene 
2 ura = secxtanx + In|secx + tanx| + 2C 


fuerzas = ¿sec x tan x + Lin | sec x + tanx|] + C 4 
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CASO38 (i) scrsas o (ii) fosezas donde n es un número ente- 
ro positivo impar. 
Aplique integración por partes. 
(i) Considere u = sec""2x y dv = sec? x dr. 
(ii) Considere u = csc""?x y dv = csc? x dx. 


A fin de integrar una potencia impar de la secante o cosecante, puede 
aplicarse una fórmula de reducción, como las proporcionadas por las fórmulas 
77 y 78 de la tabla de integrales del final del libro. Se le pedirá que deduzca la 


fórmula 77 y la aplique para evaluar ES x dx en el ejercicio 65. 


CASO 9 (i) | tan” x sec” xdx o (ii) | cot” x csc” x dx, donde n es 


un número entero positivo par y m es un número entero positivo impar. 
Exprese el integrando en términos de potencias impares de la secante 
o cosecante y después siga las sugerencias del caso 8. 
(i) Factor 
tan” x sec” x dx = (tan? xy 2 sec” x dx 


(sec? x — 142 sec” x dx 


(il) Factor 
Cot" x ose” x dx = (cot? xP esc” x dx 
= (csc?x -— 1) esc” x dx 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 5 


fu?» secóx dx = [uz — 1)secó x dx 


= fecsxas - fuoxas 


Para evaluar estas integrales utilice integración por partes, como en el ejemplo 
10, o una fórmula de reducción de la tabla de integrales. 


EJERCICIOS 7.2 


En los ejercicios 1 a 34, evalúe la integral indefinida. Como usted d 
desee, verifique la respuesta mediante diferenciación o apoye la a 
respuesta con la graficadora, gráfica o numéricamente, como en 


(b) fs qx dx 


el ejemplo 1. 4. (a) fos xdx (b) fuer 3x dx 
1. (a) fuer cos x dx (b) ES 4x sen 4x dx 5. (a) fer x cos? x dx (b) f [cos z sen? 2 dz 


2. (a) fs xcosxdx  (b) ¡ES 5x sen 7X dx 6. (a) fr xcosxdx  (b) fe Xd 


sen E 
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7. feos Ax cos 3x dx 
9. fuen 3y cos Sy dy 
11. fur Sx dx 
13. f x cot? 2x? dx 

15. ES tdt 

17. j tanó 3x dx 

19. J sect x dx 

21. j e*tant(e”) dx 

23. j tanó x secó x dx 
25, ES 3x csc? 3x dx 


27, f (tan 2x + cot 2x)? dx 


29. Per do 
Cos” w 


4 
31. fer dx 
cot” x 


En los ejercicios 35 a 48, determine el valor exacto de la in- 
tegral definida. Apoye la respuesta utilizando NINT en la 


graficadora. 


a/2 
35, / cos? x dr 
0 


1 
39. / sen? mi cos? 701 de 
0 


> 
Le 
S— 

de 
00 

a 

O 

S 

> 

Q 

[o] 

n 

un 

E 


$. feo 2x cos 4x dx 
10. foo £ cos 31 dt 
12. ! e*tanYle*) dx 
14. J cof 41 dt 
16. ¡ES dx 
18. ES x dx 


20. ES 2x dx 


4 
22. pa ct x) ax 


24. ES x sec? x dx 


26. Joe Sx + csc Sx? dx 


28 | BE _ 
1 + cos x 
3 
30. pa 
yx 


4 
32. J 2 y 
sec? y 


2 
sen” Tx 
34. Pz a 
Cos IX 


al3 
346. / sen? £ cos? tdt 
07 
1 
38. . / sén? Lar de 
0 
1/2 
40. / sen? dx cos? lx dx 
o 
aj6  ; 
42. / sen 2x cos 4x dx 
(1 


di 


alo 
4. j 3 sect 2; di 
[8 


As Ata 
45. j secé x dx 46. / dx 
14 o. Secx 
47 eds cost; q 3 
E 7 dt 48. cot” w dw 
aja sen%t x/6 


49. Calcule el área de la región acotada por la curva y = sen? x 


y el ejex desdex = Ohastax = 7. 


50. Determine el volumen del sólido de revolución generado al 


girar un arco de la curva senoidal alrededor del eje x. 


: 


51 


. 


Calcule el volumen del sólido de revolución generado si la 
región del ejercicio 49 se gira alrededor del eje x. 

52. La región limitada por el eje y y las curvas y = sen x y 
y =Cosxpara0<x< Lx, se gira alrededor del eje x. 
Calcule el volumen del sólido de revolución generado. 


53. Determine el volumen del sólido de revolución generado si 
la región del! ejercicio 49 se gira alrededor de la recta y = 1. 
54. La región del primer cuadrante acotada por la curva y = 
cos x y las rectas y = l y x= 3%, se gira alrededor del 
eje x. Calcule el volumen del sólido generado. 


55. Determine el centroide de la región desde x = 1 hasta 


LS 47 limitada por la curva y = cos x y el eje x. 


56. Determine el centroide de la región del ejercicio 52. 


Ú 


57. Determine el área de la región limitada por la curva y 


tan? x, el eje x y larectax = ¿2 


58. Calcule el volumen del sólido de revolución generado al 
girar, alrededor del eje x, la región acotada por la curva y = 


3 esc? x, el eje x y las rectas x = ¿XT y x= ¿7 

59. Determine el volumen del sólido de revolución generado si 
la región limitada por la curva y = sec? x, los ejes coor- 
denados y la recta x = ]7,.se gira alrededor del eje x. 

60. La cara de una presa tiene la forma de un arco de la curva 
y = -100 cos TX, x € [-100, 100], y la superficie del 
agua está hasta la parte superior de la presa. Determine la 


fuerza debida a la presión del agua sobre la cara de la presa 
si la distancia se mide en pies. : 


61 


Si n es cualquier número entero positivo, demuestre que 
y a 
/ sen? nx dx = +x 
0 


62. Si n es un número entero positivo impar, demuestre que 


ñ 
/ cos” xdx = 0 
0 * 


En los ejercicios 63 y 64, demuestre que la fórmula es verdadera, 
donde m y n son cualesquiera dos números enteros positivos. 


. 


1 
63. l cos nx sen mix dx = 0 
1 


1 O si 
smxXxn 
64. f sen nTx sen mix dx = 


1 l o sim=n 


7.3 INTEGRACIÓN DE FUNCIONES ALGEBRAICAS MEDIANTE SUSTITUCIÓN TRIGONOMÉTRICA 565 


65, 


(a) Deduzcala fórmula de reducciónsiguiente, donden > 2 
y nes un número entero: 


f ses x as = l ¡sema a tan x + A Stan 
AE 


67. 


68. 


_ evaluar 


(b) Aplique la fórmula de reducción del inciso (a) para 


sec? x dx 


4 


. Aplique la fórmula de reducción:del ejercicio 65 para eva- 


luar cada una de las integrales siguientes: 
(a) j secó x dx (b) j sec? x dx 


(a) Deduzca la fórmula de reducción siguiente donde n > 1 
y n es cualquier número entero: 
E a , [raza 


(b) Aplique la fórmula de reducción del inciso (a) para 


| sent xas = sent xcosx + 
n 


evaluar | sen' x dx. (c) Compare la respuesta del inciso (b) 


con la respuesta del ejemplo 1, y MENESES que las dos- 


respuestas son equivalentes. 


(a) Deduzca la fórmula de reducción siguiente donde n > 1 
y n es cualquier número entero: 


feos xas = leos”l rsenx + na feos as 
n n 


(b) Aplique la fórmula de reducción del inciso (a) para 


evaluar | cos? x dx. (c) Compare la respuesta del inciso (b) 


69. 


con la respuesta del ejemplo 2, y demuestre que las dos 
respuestas son equivalentes. 


(a) Demuestre que: 


”n 
[oax zas =- EXC sinzo 
n 


(b) Deduzca una fórmula semejante a la del inciso (a) para 


70. 


frames xas sinx*=0 
Evalúe 


ES x COS” x dx 


mediante tres métodos: 
(a) fs xcos x dx = fs x cos? x(cos x dx) 


2 


Considere cos?x = 1-sen?x y u = senx. 


(b) ES xCos x dx = fs x cos” x(sen x dx) 


Considere sen? x = 1—cos? xy u = cosx. 


(c) [sr xcos xdx = 5 fe sen x cos 1)? dx 


Aplique la identidad sen 2x = 2 sen x cos x. 


(d) Explique la diferencia aparente de las respuestas obtenidas 
en los incisos (a)X(c) y por qué son equivalentes. 


A O A 
7.3 INTEGRACIÓN DE FUNCIONES ALGEBRAICAS MEDIANTE 
SUSTITUCIÓN TRIGONOMÉTRICA 


Yase ha visto cómo algunas técnicas de integración requieren de una sustitución 
de cambio de variable. En esta sección se estudiarán sustituciones que implican 
funciones trigonométricas las cuales conducen a integrales trigonométricas. Se 
mostrará con tres casos cómo el cambio de variable mediante sustitución 
trigonométrica permite con frecuencia evaluar una integral que contiene una 


expresión de una de las formas siguientes donde a > 0: 


AO 


yal + y2 


7 


CASO 1 El integrando contiene una expresión de la forma Ya? — x?, 


donde a > 0. 


Introduzca una nueva variable O considerando x = 


0<s0s ¿xr sixz0 y 


a sen 0, donde 


¿TS O<Osix<0 
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En este caso, con x = a sen 0, dx = a cos 0 d0, y cos 8 > 0 porque 


-¿1 < 0 < La. Más aún, 


dal - 12 = yal - a? sen? 8 
ya? 11 - sen? 8 


cos? 8 porque a > 0 


acos 0 porque cos 9 > 0 


! 


PD EJEMPLO 1 Eve 
a z 
Xx 


y apoye numéricamente la respuesta. 


Solución Observe que el denominador es x?, entonces x + 0. Con la 
sustitución indicada en el caso l, sea x = 3 sen 6, donde 0 < O < ha si 
x >0,y -37 < 0< 0 six < 0. Entonces, dx = 3 cos 040 y 


19-12 = /9-9sen?0 
3 4/cos? 8 
3 cos O 


+ Por tanto, 


N9 —- y? 
1-E a= 2.2088. (3 cos 9.8) 
x 9 sen? 9 


= ES 0d0 , 
+ 
ETE = [es 0 - 1D d0 
220 = -cot0-0+C ' 
FIGURA 1 ! 


Como sen O = ¿x y -31< 6 < hm, 0 = sen"! ¿x. A fin de determinar 


3 
cot 6, refiérase a las figuras 1 (parax > 0) y 2 (parax < 0). En cualquier caso 


_ 9x2 
cot 0d = —_ i 
x 
Así, 
¡2 O N9 1? 
Ñ 1? _ y? 


La respuesta se apoya numéricamente al calcular una integral definida 
correspondiente con una elección arbitraria de los límites de integración, por 
ejemplo 1 y 2. 


a y9 — x2 
! y 


x<0 


FIGURA 2 


Y9 — y? pul 
T—= A - sent = 
1? k 31 


El 


2 1 
A PA -1£ JE al 
= 7) sent + 8 + sen 3 


1.320502389 
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En la graficadora se obtiene 
2 
NINT = as: 1,2) = 1.320502389 
Xx 


lo cual es acorde con lo anterior y proporciona un apoyo poderoso para el valor 
de la integral indefinida. 4 


CASO 2 El integrando contiene una expresión dé la forma Va? + x?, 
donde a > 0. 
Introduzca una nueva variable O considerando x == a tan 6, donde 


0S<O0< 3H 8x0 y -11<0<0 sir<o0 


Conx = atan0,dx = asec* 0 d0,ycomo-x < 8< hT,sec8 > 1. 
Además, 


dal +32 = Jal + al tando 
Va? a[1 + tan? 9 
= aysec? 8 


=a sec O 


Y EJEMPLO 2 Evalúe 
j Vx? +5 dx 


y apoye gráficamente la respuesta. 


Solución Esta integral pertenece al caso 2, Seax = 3 tan 6, donde 
0<0< 3Tsix>0,y-31< 0<0 si x < 0. Entonces, dx = v5 
sec? 0d9 y 


Vxi245 = Stan g+5 
= '/5Wysec? O 
= 45 sec 6 
Por tanto, 


aa 


J 4/5 sec O(45 sec? O 40) 


1! 


5 J sec? 0 d6 
Para sec? 6, se aplica el resultado del ejemplo 10 de la sección 7.2 y se obtiene 
Es +5 dx = ¿secOtanO + 5In|sec 0 + tan 0] + C 


Se determina sec 0 a partir de las figuras 3 (parax => 0) y 4 (para x < 0). En 
ambos casos 


NEO 
45 


sec O = 
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En consecuencia, 


o 2 NS] 
dx? +5 dx= A o A e LO 
2 vy5S 45 2 yS - 15 


= ly 124 5+53 m4 +5+ 31 - 5In45+C 
= Java? + 5 +3 In(Y3? +5 +x)+ C 


Observe que se sustituyó —5In /5 + C por la constante arbitraria C.. 


También,como 4x2? +5 + x > 0, se eliminaron las barras de valor absoluto. 
La figura 5 muestra las gráficas de 


y= Vx2+5 y NDER(Íxvx? +5 +3 In(yx? + 5 + x),x) 


trazadas en el rectángulo de inspección de [-9, 9] por [—2, 10]. El hecho de que 


las gráficas coinciden apoya la respuesta. 4 
dd CASO 3 El integrando contiene una expresión de la forma Vx? — a?, 
> donde a > 0. 
E Introduzca una nueva variable 9 considerando x = a sec 6, donde 
NDER (Lx)? +54 ¿(yx +5 42), 1) 0SO0< 3 sixza y TS0< ir sixs-a 
FIGURA 5 Con x = asec B, dx = asec O tan 0 d9, y tan 9 > Oporque0 < 8 < 
¿70 TS 0 < ¿1. Además, 
Vx? a? = yJalsecó - a? 


da? A[sec? 9-1 
atan? 0 


a tan 09 


!l 


PD EJEMPLO 3 Evalúe 


dx 
E -9 


Solución Se observa que |x| debe ser mayor que 3 de modo que 
/x2 — 9 sea un número real distinto de cero. Siguiendo la sugerencia del 


caso 3, seax = 3 sec O, donde 0 < 9< lr six>3,y1<0< 2osi 
x < -3. Entonces dx = 3 sec Otan 0 d0 y 


4x2 9 = y/9sec29- 9 


3 tan? 8 
3 tan 0 


Por tanto 


da _ ([_3sec8tan8dó 
3/29 J)27seó89-3tan9 


ele, 2 
2] fcos 0 d0 
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1>3 


FIGURA 6 


1<3 


FIGURA 7 


Ju? —= al 


u>a 


FIGURA 8 


ze Le 
e jo + cos 20) d6 
= (0 + ¿sen 20) + C 


= (0 + sen Ocos 9) + C 


Como sec O = ed y 6B está en (0, E) U (xr 37. 9 = sec”! Fx. Cuando 
x>30<0< ¿T, y se obtienen sen 6 y cos O de la figura 6. Cuando x < 
3, n<06< ¿Ty de la figura 7 se obtienen sen O y cos 6. En ambos casos 


sen O = y cosb= -— 
Así, 
de = setos. 49 rc 
3? -9 S4 3 x x 
¡2 
| Xx ix? -9 
= 37 3ec 3 + ET + C 4 


Observe en el ejemplo 3, el papel importante desempeñado por el con- 
tradominio de la función secante inversa. El hecho de que O esté en el primer 
o tercer cuadrante permite concluir que tan 6 > 0, de modo que “tan? 8 = 
tan 6. Recuerde que en la sección 5.7, donde se eligió este contradominio, se 
indicó que dicha elección rendiría frutos en esta sección. 


» EJEMPLO 4 Utilice una sustitución trigonométrica para de- 
mostrar que siu > a > 0, entonces 


¡áz CNE 
Ju 


- al 


Solución — Dela sustitución indicada en el caso 3, sea u = a sec 6, donde 
1 2 Da 

0< 6 < 37. Entonces dx = asec Otan 040 y Ju* — a? = atan 6. Por 

tanto, 


du a a sec 6 tan O de 
Jul — a? a tan O 


[se 0d0 


= In(sec O + tan 0) + € 


Observe que no se emplearon las barras de valor absoluto porque tanto sec 0 
como tan O son positivos en este caso. De la figura 8 se determina tan 0, donde 


tan 9 = JU as 
a 
Por tanto, 
ezo To 2 
du = in 4 4 42 a Ce 
alu? 2 l 
ut“ -a a a 


Inu + Ju? — a?) - Ina + C; 
Inu + Jul = a? + C 
donde C = C; — Ina, e! 
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La fórmula de integración indefinida del ejemplo 4 se mostró en la sección 
5.9 como una expresión, en términos de un logaritmo natural, de la fórmula (10) 
del teorema 5.9,10, el cual también expresa la integral en términos de la función 
coseno hiperbólico inversa. La mayoría de las tablas de integrales proporcionan 
las dos formas. 


» EJEMPLO 5 Calcule el valor exacto de 


ata 
1 (6 - 12 y3/2 


y apoye la respuesta empleando NINT en la graficadora. 


Solución La integral indefinida correspondiente pertenece al caso 1. Se 
restringe O al primer cuadrante porque los límites de la integral definida indican 
que x > 0. Por tanto, se considera x = /6sen 6, donde 0 < 8 < +. 
Entonces dx = Y6cos 6 d8 y 
(6 - 29 = (6 - 6 sen? ey 

= 646(1 - sen? 9) 
6/6 (cos? gy 

= 646 cos? 9 
En consecuencia, 


dx _ /6 cos O d6 
(6 - x2y3/2 6/6 cos? € 


_1(_48 
6 ] cos? 8 
= ES 6de 


= Han0 + C 


De la figura 9 se determina tan O obteniéndose 


tan = —%— 
46 = y? 
Por tanto, 
[e a] 
1 (6-28 66-12) 
=1_ 1 
FIGURA 9 3/2 65 
E 
6 30 
- 5412-45 
30 


A fin de apoyar esta respuesta, se calcula en la graficadora 
NINT(1/(6 — 12), 1,2) = 0.1611666611 
Con el mismo número de dígitos significativos 


52 13 = 0.1611666611 


lo cual apoya la respuesta. 4 
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EJERCICIOS 7.3 


En los ejercicios 1 a 12, evalúe la integral indefinida, y apoye la 
respuesta numérica o gráficamente en la graficadora, según lo 
desee. 


¡FER 
| 2 f 4 + dx 
x 
ln + 
xx? LT 4 +6 
sl = A 6. j da 
Q+ y 
ofi Ps 
(4x? - 93 w2 4 w? - 7 
s $ sec? x |. 
— tan? o - a (2 — 62 + 1832 
n. | E — In? w a | + 
Vn? w - 4 w- ey E 


En los ejercicios 13 a 22, determine el valor exacto de la inte- 
gral definida y apoye la respuesta empleando NINT en la 


graficadora. 
1 
14. / 1-42 du 
0 


1 ad 6 + x2 
4 
18. / A 
o (16 + 12392 


5 
1 Ax — x? 


13. 


4 
j de 
1 x125 - 1? 
d 2 
15. / ———= dt 
2 141% +25 
4 
1. / _A 
2 váx+ x? 
2 
19 / A 
o 4/16 - x? 


0 
21. f SS, MAA 1) 
2 (5 - 4x1 - 1291 


En los ejercicios 23 a 30, aproxime a cinco dígitos significativos 
el valor de la integral definida utilizando NINT en la graficadora. 
Confirme analíticamente la respuesta. 


343 
23. j E A 24. 
433 xix? +9 


[= 
2 x4x9 -4 


: 2 
Li+* 
o yd - y? 
3 
28. | _ 2 26. 


dx 
J xx? +3 


5 8 dw 
27. / 12425 — x2dx 28. / AA 
0 e de 


1 
/ 16 - e2* dr 
0 e* 


En los ejercicios 31 a 33, emplee los métodos anteriores a esta 
sección (es decir, sin una sustitución trigonométrica) para evaluar 
las integrales. 


3 Sx 
31. ¡A |. 
xY4x? —- 9 Y3 - 21? 
J 2 
33. pELta 


34. Determine el área de la región limitada por la curva 
y = Vx? — 9/2, el eje x y larectax = 5. 


35. Calcule la longitud de arco de la curva y = ln x desde el 
punto donde x = 1 hasta el punto donde x = 3. 


36. Obtenga el volumen del sólido generado al girar la región del 
ejercicio 34 alrededor del eje y. 


37. Determine el volumen del sólido de revolución generado 
cuando la región ubicada a la derecha del eje y limitada por la 


curva y = x/9 - x? y el eje x, se gira alrededor del eje x. 
Calcule la longitud de arco de la parábola y = x? desde el 
punto (0, 0) hasta el punto (1, 1). 


39. Determine el centro de masa de una barra de 8 cm de longitud 
si la densidad lineal en un punto a x centímetros del extremo 


izquierdo es yx? + 36 gramos por centímetro. 


40. La densidad lineal de una barra en un punto a x metros de un 


38 


extremoes /9 + x? kilogramos por metro. Obtenga la ma- 
sa y el centro de masa de la barra si ésta mide 3 m de longitud. 


41. Determine el centroide de la región limitada por la curva 


yx? = yx? - 9, elejex y larectax = 5. 


Utilice integración para obtener xr? unidades cuadradas 
como el área de la región acotada por una circunferencia de 
r unidades de radio. 


43. Un tubo cilíndrico horizontal tiene un diámetro interior de 
4 pie y está cerrado en un extremo mediante una compuerta 
circular que cubre exactamente la salida del tubo. Si el tubo 
contiene agua a una profundidad de 3 pie, calcule la fuerza 
ejercida por la presión del agua sobre la compuerta. 


42 


. 


44. Una compuerta de una acequia tiene la forma de un segmen- 
to (casquete) de círculo de 4. pie de radio. La parte superior 
de la compuerta es horizontal y está 3 pie arriba del punto 
más bajo de la compuerta. Si el nivel del agua está 2 pie por 
arriba de la parte superior de la compuerta, calcule la fuerza 
ejercida por la presión del agua sobre la compuerta. 
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45. 


46. 


47. 


El tanque para gasolina de un automóvil tiene la forma de 
cilindrocircular recto de 8 pulg de radio con uneje horizontal. 
Calcule la fuerza debida a la presión de la gasolina cuando 
ésta tiene una profundidad de 12 pie y si la densidad de la 
gasolina es de 0.39 oz/pulg?. 


Una tractriz, la cual tiene aplicaciones en problemas de per- 
secución, es una curva tal que la longitud del segmento de cada 
recta tangente desde el punto de tangencia hasta el punto de 
intersección con el eje x es una constante positiva a. Vea la 
figura adjunta. Demuestre que una ecuación de la tractriz es 


2 2 
+ - 
a E = ¿Ja? - y? 


y 


x= 


Sugerencia: sea P(x, y) cualquier punto de la tractriz y sea Q% 
el ángulo de inclinación de la recta tangente a la tractrizen P. 
Muestre que sen ( = y/a, y en consecuencia que tan 
a= =y/ «! a? — y? Después resuelva la ecuación dife- 
rencial 


Lo Ad AE 
de 1.2 ,2 


donde y = acuandox = 0. 


0| 


Suponga que usted pertenece a la marina y queestá en la orilla 
de un muelle mientras jala un bote mediante una cuerda de 
15 pie de longitud, de modo que el bote se desplaza sobre una 
tractriz (vea el ejercicio 46). Refiérase a la figura adjunta 
donde el muelle está a lo largo del eje x, y que inicialmente 
usted estaba en el origen y el bote en el punto (0, 15) sobre el 
eje y. (a) ¿Cuánto habrá caminado usted cuando el bote se 


: 


encuentre a 12 pie del muelle? Exprese la respuesta con dos 
cifras decimales. (b) ¿Qué tan alejado estará el bote del 
muelle cuando usted halla caminado 20 pie? Exprese la 
respuesta con dos cifras decimales. Necesitará la graficadora 
para resolver la ecuación. 


Suponga que un perro, que persigue a un conejo, se mueve 
sobre la curva de persecución, una tractriz (vea el ejercicio 
46), de modo que siempre avanza en dirección del conejo, y 
que la la rapidez del perro nunca excede a la dél conejo. 
Refiérase a la figura adjunta donde el conejo, inicialmente 
ubicado en el origen, se mueve a lo largo del eje x, y el perro 
estaba inicialmente en el punto (0, a). Explique por qué el 
perro siempre está a la misma distancia del conejo, de modo 


“que nunca lo atrapará. 


49. (a) Utilice la sustitución trigonométrica x = 2 sec O para 


determinar el valor exacto de la integral 


4 
dx 


3 4 - y? 


(b) Explique por qué no puede emplearse la sustitución 
trigonométrica x = 2 sen 0 para evaluar la integral defini- 
da del inciso (a). : 


7.4 INTEGRACIÓN DE FUNCIONES RACIONALES 


Y CRECIMIENTO LOGÍSTICO 


Usted sabe cómo combinar dos o más expresiones racionales en una expresión 
racional mediante adición o sustracción. Por ejemplo, 


3 4 
x+2 


1-37 


Tx-—1 


(a + 2) - 3) (1 


Suponga que se desea lo contrario, es decir, representar una expresión racional 
simple como una suma de dos o más cocientes simples, llamados fracciones 
parciales. Necesitará realizar esto con frecuencia cuando integre funciones 


racionales. 
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[-9.4, 9.4] por [-6.2, 6.2] 


$ BL 
12-x-6 


NDER (ln | (x + 2 (x- 31 |, x) 


FIGURA 1 


En su curso de álgebra o de matemáticas previas al Cálculo aprendió cómo 
escribir una función racional como la suma de fracciones parciales. Sinolo hizo 
y desea un repaso, o si nunca ha estudiado fracciones parciales, lea la sección 
A.11 del apéndice antes de continuar con esta sección. ] 


Dd EJEMPLO 1 Evalúe 


J e -1 dx 
rob: 
y apoye gráficamente la respuesta. 


Solución Al factorizar el denominador del integrando se obtiene 


Tx-1 E, Tx-1 
xX2-x-6 (x + 2Xx - 3) 


Observe que el miembro derecho de esta ecuación es el mismo que el miembro 
derecho de la ecuación (1). En el ejemplo ilustrativo de la sección A.11 del 
apéndice se descompone esta fracción en las fracciones parciales del miembro 
izquierdo de la ecuación (1). Por tanto, 


7x 1 E 3 4 
[Hna La | as 
= 3In|x + 2] + 4InJx- 3| + C 


= In|(x + 29] + In[(x - 34] + € 
In|(x + 2=—x - 34] + C 


La figura | muestra las gráficas de 


y= 53 y NDER(n|(x + 2(x — 3)],x) 


Tx -l 
x 6 


ERE 
trazadas en el rectángulo de inspección de [- 9.4, 9.4] por [-6.2, 6.2]. Como las 
gráficas coinciden, se ha apoyado la respuesta. 4 


Dd EJEMPLO 2 — Evalie 


Solución 7 
1 A EN 
E E pod 
u* — q u- a us+a 


Si se multiplica por (u — aXu + a) se obtiene 
l = Alu + a) + Blu - a) 
l = (4 + Bju + Aa — Ba 

Al igualar los coeficientes se tiene * * 


A+B=0 
Aa-=-Ba= 1 
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Si se resuelve este sistema para A y B, se obtiene 


1 ] 
A= = B=-=> 
2a 2a 
Por tanto, 
du a du _ 1 du 
u? - a? 2alu-a 2a | u+a 
| 1 
= 3 mn lu = a] E 7 mu +a| +C 
1 nel 
= 2h | + C 
2a lu+a 4 


El tipo de integral del ejemplo anterior ocurre con demasiada frecuencia 
por lo que se presenta como una fórmula. No es necesario memorizarla porque 
la integración mediante fracciones racionales es muy simple. 


tz - A 2) 


il - a 2a lu+a 


Si se tiene | duf(a? — u?), se escribe 


= mm tec 

2a lu+a 

= m2] +0 
2a lu+a 


= ri rara +C (3) 


Esta fórmula se presentó en la sección 5.9 como la representación me- 
diante un logaritmo natural de la fórmula (11) del teorema 5.9.10, en el cual 
también se expresa la integral en términos de una tangente o cotangente hiper- 
bólica inversa. Encontrará las fórmulas (2) y (3) junto con sus representaciones 
mediante funciones hiperbólicas inversas, como las fórmulas 25 y 26 de la tabla 
de integrales del final del libro. 

En la sección 5.6 se estudió el crecimiento exponencial que ocurre cuando 
la tasa de crecimiento de una cantidad es proporcional a la cantidad presente en 
un instante dado. El modelo matemático de esta situación es 


FU) = Ber! (4) 


donde kes una constante positiva, Bunidadeses la cantidad presente inicialmen- 
te y f(t) unidades es la cantidad presente a las £ unidades de tiempo, donde 
F(O) => B para toda £ > 0. También se estudió en la sección 5,6 el crecimiento 
limitado, el cual ocurre cuando una cantidad se incrementaa una tasa proporcional 
a la diferencia entre un número positivo fijo A y su tamaño. Un modelo 
matemático para el crecimiento limitado es 
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FO 


B 
7) Es 
: FW) = Be! 
FIGURA 2 
0 
A 
A PE 
A-B 
o AE 
fO0=A-Be* 
FIGURA 3 


F0) = A - Bert (5) 


donde B y k son constantes positivas y A — B < f(t) < A para t > 0. Las 
gráficas de (4) y (5) se presentan en las figuras 2 y 3, respectivamente. 

Considere ahora el crecimiento de una población que está afectado por el 
medio ambiente que le impone un límite superior a su tamaño. Por ejemplo, 
el espacio o la reproducción pueden ser factores limitados por el medio ambien- 
te. En tales casos un modelo matemático de la forma (4) no se ha aplicado debi- 
do a que la población no se incrementa más allá de cierto punto. Un modelo que 
toma en cuenta factores del medio ambiente se obtiene cuando una cantidad 
crece auna tasa que es conjuntamente proporcional a su tamaño y ala diferencia 
entre un número positivo fijo A y su tamaño. Así, si y unidades es la cantidad 
presente a las £ unidades de tiempo, entonces 

D =wa-y (6) 
donde k es una constante positiva y 0 < y < A parar => 0. A fin de resolver 
(6), primero se separan las variables y se obtiene 


_ dy 
y(A — y) 


dy E 
E - y) ¿fa m 


Al escribir el integrando de la izquierda como la suma de fracciones 
parciales se obtiene 


= kdt 


Ez Mia 1 ] 
y(A — y) Aly A-y 
De modo que 
dy 1 E 1 ] 
O A AA A 
[ts | y Ay)? 
S + On |y | - InJA - y|) + C, 


Por tanto, de (7), se tiene 


1 
q ny] - InjA - y)) 


In]A — y| — In] y] 


kt + C) 


-Akt — AC) 


In 


E > = —Akt - AC), 
y 
E ZY| = ¿Ak ¿AC, 


y 
Como0 < y < A, (A — y)lfy > 0. Por tanto, se pueden omitir las barras de 
valor absoluto y con B = e74C» se tiene 


By ¿Alt 


A 


A - y 
y(l + BerAkr) 


_ A 
1 + Be4k 


(8) 


y 
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FO 


2% A 
dio 
FIGURA 4 
Tabla 1 
1 0 3 5 10 
y 200 2800 ys Yo 


Al considerar y = fít), se escribe esta ecuación como 


FO = a 1>0 ] (9) 


donde A, B y k son constantes positivas. Para dibujar la gráfica de f, primero 
considere el límite ¡Mm F(0). De (9), 


4 A 
lím 1) <  _—_____u_m_m—_—_—_— 
¡im A ) 1+ B ¿mn eTAkt 
= E, 
14+B-0 


=A 


y F(t) se aproxima a A mediante valores menores que A. Por tanto, la recta 
ubicada a A unidades por arriba del eje tes una asíntota horizontal de la gráfica 
de f. Comof(0) = A[(1 + B), la gráfica intersecta al eje f(t) enA/(1 + B). En 
el ejercicio 44 se le pedirá que demuestre que la gráfica de ftiene un punto de 


inflexión ent = Lin B. Con esta información se dibuja la gráfica de f, la cual 


se muestra en la figura 4. A esta gráfica se le llama curva de crecimiento logístico. 
Observe que cuando ! es pequeño, la gráfica es semejante a la del crecimiento 
exponencial de la figura 2, y conforme : crece, la curva es análoga a la del 
crecimiento limitado de la figura 3. 

Una aplicación del crecimiento logístico en economía es la distribución de 
información acerca de un producto particular, El crecimiento logístico es em- 
pleado por los biólogos para describir la propagación de una.enfermedad y por 
los sociólogos para describir la difusión de un rumor o de un chiste. 


» EJEMPLO 3 En una comunidad de 45 000 habitantes, la tasa de 
crecimiento de una epidemia de gripe es conjuntamente proporcional al número 
de personas que han contraído la gripe y el número de personas que no se han 
contagiado. (a) Si 200 prors tienen la gripe al brote de la epidemia y 2 800 
la tienen después de 3 seríanas, obtenga un modelo matemático que describa la 
epidemia. (b) Trace la gráfica del modelo matemático en la graficadora. Estime 
a partir de la gráfica cuántas personas se espera que contraigan la gripe (c) 
después de 5 semanas, (d) después de 10 semanas. Confirme analíticamente las 
estimaciones. (e) Si la epidemia continúa indefinidamente, ¿cuántas personas se 
contagiarán de gripe? 


Solución 


(a) Si £ semanas han transcurrido desde el brote de la epidemia y y personas 
tienen la gripe después de f semanas, entonces 


E = ky(45 000 — y) 
donde k es una constante yO < y < 45000 para + > 0. Las condiciones 
de frontera se tienen en la tabla 1, donde ys y y¡g son el número de perso- 
nas que tienen la gripe después de $ y 10 semanas, respectivamente. 

La ecuación diferencial (10) es de la forma (6), y su solución general 
es de la forma (8). Por tanto, la solución general de (10) es 


_ 45000 
eS l + Be” 45000 k: 


(10) 


(11) 
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Como y = 200 cuando / = O, de (11) se tiene 


200 = 45000. 

1 + Be0 
1+B = 225 
B = 224 


Al sustituir este valor de B en (11) se obtiene 


45 000 


5 pa] 12 
2 2 14 2240500047 LE 
Cuando t = 3, y = 2800. De modo que de (12) se tiene 
45 000 
2800. = ———_—_—r= 
1 + 2247135 000% 
45 000 
135000 _ FU 
l + 224e = 7300 
1 + 224g7135000£ = 16.0714 
¿135000 — 15.0714 
224 
-135000k = In 0.0672830 
— —1n 0.0672830 
135 000 
Si se sustituye este valor de k en (12) resulta 
45 000 
y (13) 


> l+ 224e70-8996161 


la cual es el modelo matemático deseado. 

(b) La figura 5 muestra la gráfica de (13) trazada en el rectángulo de inspec- 
ción de [0, 15] por [O, 50 000]. Al emplear el rastreo (trace) y el aumento 
(zoom in), se estima que (c) cuando 1 = 5, y = 12882; y (d) cuando 
t = 10, y = 43785. Ahora se confirmarán analíticamente las estima- 


ciones. 
(e) Como y = ys cuando 1 = 5, (d) Como y = y¡pcuando! = 10, 
[0, 15] por (0, 50.000] Ñ 45 000 SS 43 000 
45000 5 12240 “008 10 E 17 2240 59016 
14 22447 08996161 e 2 882.2 = 43 785.0 
FIGURA 5 Estos valores confirman las estimaciones. 


Conclusión: Después de 5 semanas, 12 882 personas tendrán la gripe, y 
después de 10 semanas se espera que la tengan 43 785 personas. 
(e) Al calcular ¿im y se obtiene 


lim 45000  ' o 45 000 
' 1>+ ] 4 224e70.8996161 " 1+224-0 
| = 45000 


Conclusión: La comunidad completa de 45 000 habitantes contraerá la 
gripe si la epidemia continúa indefinidamente. A 
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» EJEMPLO 4 En el ejemplo 6 de la sección 1.3 y en el ejemplo 4 
de la sección 3.2, se tuvo la siguiente situación: en una comunidad de 8000 
personas, la tasa a la que se difunde un rumor es conjuntamente proporcional al 
número de personas que lo han escuchado y al número de personas que aún no 
lo han escuchado. Cuando 20 personas han escuchado el rumor, éste se difunde 
a una tasa de 200 personas por hora. (a) Si inicialmente 4 personas han escucha- 
do el rumor, obtenga un modelo matemático que exprese el número de personas 
que lo han escuchado como una función del número de horas que se ha difundi- 
do el rumor. Determine cuántas personas han escuchado el rumor después de 
(b) 5 min, (c) 15 min, (d) 30 min, (e) 1 h, y (£) 1 h 30 min. (g) Demuestre que la 
población completa escuchará el rumor dentro de 2 h. (h) Utilice la respuesta 
del ejemplo 4 de la sección 3.2 para determinar el tiempo en el que el rumor se 
difunde a la tasa máxima. 


Solución Enel ejemplo 6 de la sección 1.3 se mostró que si f(x) personas 
por hora es la tasa a la que el rumor se difunde cuando x personas lo han 
escuchado, entonces 

LL 
798 
Ahora denote la tasa por dx/dt, en lugar de f(x), de modo que la difusión del 
rumor está descrita por la ecuación diferencial 


dx 1 

—= - 14 

de 9) 
(a) La ecuación diferencial (14) es de la forma (6) con A = 8000 y k = 

> Por tanto, de (8), la solución general de (14), con x sustituida por 

g(t), es 


fo = x(8 000 — x) 


8 000 
= IO 15 
8(1) 1 + Be-(8000/798): 49 
Observe que g(t) personas han escuchado el rumor cuando éste se ha 
difundido por £ horas. Como 4 personas escucharon el rumor inicialmente, 
entonces g(0) = 4. Así, 


8 000 
4 = —_— 
l + Bel 
1+B = 2000 
B= 1999 
Al sustituir este valor de B en (15) se obtiene el modelo matemático 
requerido: 
8 000 
BO ==» (16) 


1 + 1999e=(8.000/798»: 


En los incisos (b)—(f), como £ se mide en horas, se convierte el tiempo 
indicado a horas y se calculan los valores de función requeridos: 


(b) 2(3) = 9.2 (c) £(0.25) = 48.8 (d) 2£(0.5) = 559.4 
(e) g(1) = 7349.5 (1) (1.5) = 7995 

Conclusión: En 5 min, 9 personas han escuchado el rumor; en 15 min, 
48 personas lo han escuchado; en 30 min, 559 personas lo han escuchado; en 


1 h, 7 349 personas lo han escuchado; en 1 h 30 min, 7 995 personas lo han 
escuchado. 
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(g) Se calcula g(2) = 7 999,97, de lo cual puede asumirse que la comunidad 
completa de 8 000 habitantes ha escuchado el rumor en 2 h. 

(h) Enel ejemplo 4 de la sección 3.2, se mostró que el rumorse difundió ala tasa 
máxima cuando 4 000 personas, la mitad de la población, habían escuchado 
el rumor. Se desea determinar el valor de t para el cual g(1) = 4000. Si se 
sustituye 4 000 por g(£) en (16) se tiene 


8 000 
1 + 19992 (8000/7988) 


l + 1999£(8000/798% = 2 


4000 = 


¿8000/7983 = —L_ 
1999 
e(8000/798): — 1999 
8 000: 
y = 798 1n 199 
8 000 
1 = 0.75814 


Al convertir 0.75814 h a minutos se obtiene 45.5 min. 


Conclusión: El rumor se difunde a la tasa máxima 45.5 min después de 
que se inició, en dicho tiempo la mitad de la población ya ha escuchado el 
rumor. 4 


En química, la ley de acción de masas para las reacciones de segundo 
orden proporciona una aplicación de la integración que conduce al uso de 
fracciones parciales. En ciertas condiciones, una sustancia A reacciona con otra 
sustancia B para formar una tercera sustancia C de tal modo que la tasa de va- 
riación de la cantidad de C es proporcional al producto de las cantidades de A 
y B que no han reaccionado aún en un instante determinado. 

Suponga que inicialmente se tienen Y gramos de A y B gramos de B y que 
r gramos de A se combinan con s gramos de B para formar (r + s) gramos de 
C . Si x gramos de la sustancia C están presentes a las 1 unidades de tiempo, en- 
tonces C contiene rxf(r + s) gramos de A y sxf(r + s) gramos de B. Entonces el 
número de gramos de la sustancia A que aún no reaccionan es Q: — rxf(r + s), 
y el número de gramos de la sustancia B que aún noreaccionanes fB — sxf(r + s). 
Por tanto, de la ley de acción de masas se tiene 


dx _ AX Il - 22) 
“ka r+s B r+s 


donde K es la constante de proporcionalidad. Esta ecuación puede escribirse como 


dx Krx (Liso - x)[ 138 - a) 


dt = (r + sy r 


Al considerar 


£rs rs _r+s 
k= is a= r o == 7B 


esta ecuación se transforma en 
dx 


q = Ka 06) 17) 


Al separar las variables de (17) se obtiene * 


dx _ 
EEC 
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Tabla 2 
t 0 10 15 
x 0 2 Xi5 


Sia = b, entonces el miembro izquierdo de la ecuación anterior puede inte- 
grarse mediante la fórmula de la potencia. Sia += b, se pueden emplear las 
fracciones parciales para la integración. 


» EJEMPLO 5 En una reacción química se combina una sustan- 
cia D con una sustancia E para formar una sustancia F de modo que la ley de 
acción de masas se cumple. Si en la ecuación (17) a = 8 yb = 6, y 2 g de la 
sustancia F se han forimado en 10 minutos, ¿cuántos gramos de F' se formarán en 
15 min? 


Solución Sean x gramos de sustancia F presentes a los £ minutos. Las 
condiciones de frontera se tienen en la tabla 2, donde x¡5 gramos de sustancia 
F están presentes a los 15 min. La ecuación (17) se transforma en 


dx 
a 7 k(8 — x(6 — x) 
Al separar las variables se obtiene 
dx 
AS 13 
¡nta fa (18) 


Si se escribe el integrando como la suma de dos fracciones parciales se tiene 


1 - A, _B 
(8B=xM6-x) 8-x 6-x 


1 = A(6 — x) + B(8 — x) 


Al sustituir 6 por x resulta B = 5 y si se sustituye 8 porx se obtiene A = — 7. 


En consecuencia, se escribe (18) como 


A dx 1 dx _ 
e JE 


Al integrar se tiene 


m|8 =x] - ¿Inj6-x| + Hn|C| = ke 
6- x 
In] = 2k 
"EEx 2 
6-x _ —2kt 
= C 
8-x * 
Si se sustituye x por O y £ por O en esta ecuación se obtiene € = 2. Así, 
6-x _ 3,2 9 
8=x 4 (19) 


Al sustituir x por 2 y £ por 10 en (19) se tiene 


4 


4 — 3g720k 

6 4 e 
3 
9 


¿0 


- Si se sustituye x por x¡5 y t por 15 en (19) se obtiene 


6 %15 _ 3,30% : 
8 — Xi5 4 


46 — x15) = IeNIL8 — 115) 


( 
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24 - 4x5 = AE)IAB — 15) 
24 — 4x5 = 162 q E Xx15) 
me = 54 - 3242 
15 9 - 412 
Xi5 = 2.6 
Conclusión: En 15 min se tendrán 2.6 g de la sustancia F. e 


En el ejemplo siguiente, uno de los factores del denominador es cuadrá- 
tico, Refiérase otra vez a la sección A.11 del apéndice, en donde se encuentra 
el procedimiento de la descomposición en fracciones parciales de este caso. 


DP EJEMPLO 6 Utilice NINT en la graficadora para aproximar a 
seis dígitos significativos el valor de 


3 
x2—-x-5 dx 
2 
2 (1 Dé + 2x + 2) 
Confirme analíticamente la respuesta. 


Solución Enla graficadora se obtiene 


12-x-5 
NINT( 3) = -0.0857470 
(x - DG? + 2x +2) 


A fin de confirmar la respuesta se evalúa la integral definida empleando la 
descomposición en fracciones parciales del ejemplo ilustrativo 3 de la sección 
A.11 del apéndice. Así, 


3 3 3 
Zi = 
z 1-5 dx = E eo de (20) 
(x - Dí? + 2x + 2) y +21 +2 y 2421 +2 y 71 


Para integrar Úl (Qx dx)? + 2x + 2), observe que la diferencial del denomina- 
dores (2x + 2)dx; por lo que se suma y resta 2 en el numerador, obteniéndose 


2x dx E Qx + 2)dx o) dx 
12+2x+2 12 +2x+2 2+2x+2 
Si se sustituye de esta ecuación en (20), se reducen términos y se escribe 
x2 + 2x + 2 como (x + 1) + 1, se tiene 


"as a rra [Pe la 
, (1 - DG? + 2x + 2) , 42422.) Ga+D2r 1) o x-1 


Inle? + 2x + 2/4 tan"i(x + 1)  tolx — 11], 


lx? + 2x +2 : 


= 18] a] 


+ tan(x + »] 
2 


m7 + tan!4 — In 10 — tan!3 
—0.0857470 


lo cual confirma la respuesta. 4 
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EJERCICIOS 7.4 


En los ejercicios 1 a 20, evalúe la integral indefinida y utilice la 
graficadora para apoyar la respuesta numérica o gráficamente, 


según desee. 
a ¡| 5% 14, 
x?-1 


Í dx 
12 -4 
E 


f 4w -11 
2w? + 7w-4 


] f a é fra 
2+x-6 39 - St -2 


Sugerencia para los ejercicios 5 y 6: divida el numerador entre el 
denominador. 


4x-2 


dw 
-x2-2x 


dx 


af dt a El 
(+ 2 (1 +1) 3-1? 
dx w? + 4w-—1 
9, ——_——> 10. di w 
¡E + 3x? j w -w 
2_ a 
11. Pa 2. f 
4d -x 20 + x 
1. | 214 14. 30 <a 
x> + 4x 21 +5 +2 
dx dx 
15. — 16. E 
j 16x% - 1 9x% + y? 
2 2 
1. xXx +x dx 18. j 2x1" +31 +2 
IA xx +41? 4+6x +4 


2 2 
19. E t(sec” ft + Der 20. 
tan? ; +1 


e5x dx 
to?X 1 
(e% +1) 


En los ejercicios 21 a 26, calcule el valor exacto de la integral 
definida y apoye la respuesta utilizando NINT en la graficadora. 


4 
2 | 
0 


x+4 
— 24 dx 
2x2 + 5x +2 


3 4 
3 E 7 AX 43 do 2 2x2 + 13x +18 
1342 + 1 5 +6x? + 9x 
1 
2 
5 a 2% | 3 
1 Ax +1? o 15 +2: +x+2 


En los ejercicios 27 a 32, emplee NINT en la graficadora para 
estimar con seis dígitos significativos el valor de la integral 
definida. Confirme analíticamente la respuesta. 


2 
| 
1 


3 
Sx 4 dy 


¿4 

293 
5-31 +18 4% 28, / 
2 x9-16 


91 - 13 


29. 


31. 


33. 


1 A os. 
/ 15-431 +:3 dx o. | L+ tg 
o d+x+x+1 o 1=P : 


ln 3 x/2 
J 12 ci 32. / BEA de 
mz e +16 ajo Sen.x + sen?x 
Determine el área de la región limitada por. la curva 
y = (x - 1)? — 5x + 6), el eje x y las rectas x = 4 y 
x=56. 
Calcule el área de la región del primer cuadrante acotada 
por la curva (x + 2 y =4-x 


. Determine el volumen del sólido de revolución generado al 


girar la región del ejercicio 33 alrededor del eje y. ' 


Calcule el volumen del sólido de revolución generadó si la 
región del ejercicio 34 se gira alrededor del eje x. 


. Determine el centroide de la región limitada por la curva 


y = (x -— 1)f(a? —- Sx + 6), el eje x y las rectas x = 
x=6. 

Determine el centroide de la región del primer cuadrante 
acotada por la curva (x + 2? y =4 -— x. 

Calcule el área de la región acotada por el eje x, el eje y, la 
curva y(a? + 13 =P y larectax = 1. 


4y 


Determine el área de la región limitada por el eje x, el eje y, 
la curva y( + 8) = 4 y larecta x= 1. 


Calcule el volumen del sólido de revolución.generado al 
girar la región del ejercicio 40 alrededor del eje y. 


Determine la abscisa del centroide de la región del éjerci- 
cio 40. 


Utilice los métodos anteriores a los de esta sección (es decir, 
sinemplear fracciones parciales) paraevaluar las integrales: 
dx +1 dx 


(12 —- 4x +6) dx A 
a 9 3 -6x? + 18x o fina 


Demuestre que la gráfica de la función f definida por (9) 


tiene un punto de inflexión en t = er Byquey = 3A 


en ese punto. 


. Un día en la universidad, cuando 5 000 personas asistieron, 


un estudiante oyó que cierto orador de controversia haría 
una aparición inesperada. Esta información fue transmitida 
a unos amigos quienes a su vez la pasaron a otros, de modo 
que la tasa de difusión de estainformación fue conjuntamen- 
te proporcional al número de personas quienes la escucha- 
ron y el número de personas quienes no la habían escuchado. 
(a) Si después de 10 min, 144 personas sabían del rumor, 
obtenga un modelo matemático que describa la difusión de 
la información. (b) Trace la gráfica del modelo matemático 
en la graficadora. Estime a partir de la gráfica cuántas per- 
sonas han escuchado el rumor (e) después de 15 min, y (d) 
después de 20 min. Confirme analíticamente las estima- 
ciones. (e) ¿Cuántas personas, eventualmente, escucharán 
el rumor? 
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46. El ejercicio 26 de la sección 1.3 y el ejercicio 12 de la sección 


49 


49 


3.2 tratan la siguiente situación: en un ambiente limitado, 
donde 1 millón de bacterias es el número óptimo soporta- 
do, la tasa de crecimiento es conjuntamente proporcional al 
número de bacterias presentes y a la diferenciaentre 1 millón 
y el número de dichas bacterias. (a) Si inicialmente se tenían 
500 bacterias, obtenga un modelo matemático que exprese 
el número de bacterias presentes como una función del nú- 


* mero de minutos que se han estado reproduciendo las bacte- 


rias. Determine cuántas bacterias estarán presentes después 
de (b) 30 min, (e) 1 h, (d) 90 min, (e) 2 h, (£) 150 min. 
(8) Demuestre que el número óptimo de 1 millón de bacterias 
se tendrá en 7 h. (h) Utilice la respuesta del ejercicio 12 de 
la sección 3.2 para determinar el tiempo en el que el número 
de bacterias crece a la tasa máxima. Compare el resulta- 
do con el del ejercicio 44. 


El ejercicio 27 de la sección 1.3 y el ejercicio 13 de la sec- 
ción 3.2 tratan la siguiente situación: suponga que la tasa de 
crecimiento de una epidemia en Fort Bragg, un peque- 
fio poblado del norte de California de 5 000 habitantes, es 
conjuntamente proporcional al número de personas infecta- 
das y el número de personas no infectadas. (a) Siinicialmente 
20 personas estuvieron infectadas, obtenga un modelo 
matemático que exprese el número de personas infectadas 
como una función del número de días en que la epidemia se 
ha incrementado. Si la epidemia no se controla, ¿cuántas 
personas estarán infectadas después de (b) 10 días, (c) 20 
días, (d) 30 días, y (e) 60 días. (f) Demuestre que si la 
epidemia no se controla, entonces la población entera de 
Fort Bragg estará infectada dentro de 6 meses. (g) Utilice la 
respuesta del ejercicio 13 de la sección 3.2 para calcular en 
cuántos días la epidemia crecerá a la tasa máxima. Compare 
el resultado con el del ejercicio 44, 


A las 8 a.m. en Fort Bragg (vea el ejercicio47) 500 residen- 
tes escucharon un anuncio en la radio acerca de un escándalo 
político. La tasa de crecimiento de la difusión de la infor- 
mación del escándalo fue conjuntamente proporcional al 
número de personas que han escuchado acerca del escándalo 
y el número de personas que no lo han escuchado. (a) Si a 
las 9 a.m. 2 000 residentes habían escuchado acerca del 
escándalo, obtenga un modelo matemático que describa la 
difusión de la información. (b) Trace la gráfica del modelo 
matemático en la graficadora. Estime a partir de la gráfica 
(c) cuántas personas han escuchado acerca del escándalo a 
las 10 a.m., y (d) a qué hora la mitad de la población habrá 
escuchado acerca de él. Confirme analíticamente las 
estimaciones. (e) Demuestre que alrededor de las 3 p.m. la 
población entera habrá escuchado acerca del escándalo. 


La población de Mendocino, un poblado cercano a Fort 
Bragg, fluctúa de un día a otro debido al número significan- 
te de turistas que visitan la comunidad. Suponga que el día 
en que surgió el escándalo político del ejercicio 48, la po- 
blación de Mendocino era de A personas, y que el 20% de 
la población escuchó el anuncio en la radio a las 8 a.m. De 
igual manera que en Fort Bragg, la tasa de crecimiento de 
la difusión de la información acerca del escándalo en Men- 
docino fue conjuntamente proporcional al número de perso- 
nas que lo han escuchado y el número de personas que no la 
han es-cuchado. Si a las 9 a.m. el 50% de la población de 


Mendocino han escuchado acerca del escándalo, ¿a qué 
hora el 80% de la población lo habrá escuchado? 


. En una comunidad en la que A personas son susceptibles a 


s1. 


52. 


53. 


54 


55. 


56. 


s7. 


un virus particular, la tasa de crecimiento del contagio del 
virus fue conjuntamente proporcional al número de personas 
susceptibles que se han contagiado con el virus y el número 
de personas susceptibles que no se han contagiado. Si el 
10% de las personas susceptibles tienen el virus inicialmente 
y el 25% han sido infectados después de 3 semanas, ¿qué 
porcentaje de las personas susceptibles se ha infectado 
después de 6 semanas? 


Suponga en el ejemplo 5quea = 5,b = 4 y 1 gde sustan- 
cia F se forma en 5 min. ¿Cuántos gramos de la sustancia 
F se formarán en 10 min? 

Suponga en el ejemplo 5 que a = 6,b = 3 y 1 g de sus- 
tancia F se formaen 4 min. ¿Cuánto tiempo se requiere para 
que se formen 2 g de la sustancia F? 


En cualquier instante, la tasa a la que una sustancia se 
disuelve es proporcional al producto de la cantidad de la 
sustancia presente en ese instante y la diferencia entre 
la concentración de la sustancia en ese mismo instante y la 
concentración de la sustancia en una solución saturada. 
Inicialmente, se mezcla una cantidad de un material inso- 
luble con 10 libras de sal, y la sal se disuelve en un tanque 
que contiene 20 gal de agua. Si 5 lb de sal se disuelven en 
10 min y la concentración de sal en una solución saturada es 
3 lb/gal, ¿cuánta sal se disolverá en 20 min? 


Un fabricante quien comenzó sus operaciones hace cuatro 
años ha determinado que el ingreso por ventas se ha incre- 
04310 461047 
2+31+2 

millones de dólares por año, donde t es el número de años 
que la compañía ha estado en operación. Se estima que el. 
ingreso total por ventas se incrementará a la misma tasa 
durante los siguientes dos años. Si el ingreso total por ven- 
tas al cabo del año fue de $6 millones, ¿cuál es el ingreso por 
ventas esperado para el nuevo periodo de | año? Dé la 
respuesta con aproximación de cientos de dólares. 


mentado regularmente a la tasa de 


Una partícula se mueve a lo largo de una recta de modo que 
si v centímetros por segundo es la velocidad de la partícula 
a los t segundos, entonces 


_ P-1t+1 
EA o a 
(+ 29 (? +1) 


Obtenga una fórmula para la distancia recorrida por la 
partícula desde el tiempo £ = O hasta el tiempo t = f;. 


Una partícula se mueve a lo largo de una recta de modo que 
si v pies por segundo es la velocidad de la partícula a los £ 
segundos, entonces 


1+3 


E ETE 
143142 


Calcule la distancia recorrida por la partícula desde el 
tiempo £ = O hasta ebtiempo £ = 2. 


Compare la curva de crecimiento logístico con las curvas de 
crecimiento exponencial y crecimiento limitado. ¿En qué 
difieren y en qué son semejantes? 
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7.5 INTEGRACIÓN MEDIANTE OTRAS TECNICAS 
DE SUSTITUCIÓN Y TABLAS 


Se concluye el estudio de técnicas de integración mostrando cómo pueden 
emplearse sustituciones particulares en ciertas situaciones. 

Si una integral contiene potencias fraccionales de una variable x, el 
integrando puede simplificarse mediante la sustitución 


x= 7" 


donde n es el mínimo común denominador de los denominadores de los expo- 
nentes. Esta sustitución se ilustra en el ejemplo siguiente. 


DP EJEMPLO 1 Evalúe 


Yx dx 
1+ Yx 


Solución Considerex = 26; entonces dx = 62 dz. Así, 
| dx _ J ¿262 dz) 
+ xP 14 22 


8 
6| —4a 
[Ge 


Al dividir el numerador entre el denominador se tiene 


xl? dx (s 2 1 ] 
[E - L-A+z 21+ 277 7)% 


17 + 30 -2+tan 02) + C 


= £ y116 - 8 156 + 2x112 — 6xll6 + 6tan! 0/6 + C 


l 
[e 
> 
ape 
AN 
y 
1 
La 


No se puede dar ninguna regla general para determinar una sustitución que 
proporcione un integrando más simple. El ejemplo siguiente muestra otra 
sustitución en donde se racionaliza el integrando. 4 


DP EJEMPLO 2 — Evalúe 
J Pa yx? +4 dx 


Solución Seaz = yx? + 4 .Entonces 2? = 12 + 4,y2zdz = 2xdx. 
Así, 


Pera +4 dx = [ere + 4 (xdx) 


fe - 4 zz dz) 


fs - 82 + 1622) dz 


d-tór BdC 


al 


7.5 INTEGRACIÓN MEDIANTE TÉCNICAS DE SUSTITUCIÓN Y TABLAS 585 


= ¿Aus - 1687? + 560] + C 
= ¡(2 + 4PPLISO? + 49? — 168(1? + 4) + 560] + C 
= La? + 4P/(15x*% — 48 + 128) + C 4 


Si un integrando es una función racional de sen x y cos x, se puede reducir 
a una función racional de z mediante la sustitución 
= 1 
7 = tan 5x 


como se mostrará por medio de un ejemplo. A fin de obtener la fórmula para 
sen x y cos x en términos de z se utilizan las identidades siguientes: sen 2y = 
2 sen ycos y y cos 2y = 2cos?y-1 con y = 2x. Entonces se tiene, 


senx = 2 senxcos3x cosx =2c0s?7x - 1 
y. En 3x cos? yx 2 € 
cos 3x sec?z x 
es E 
secó yx l + tant x 
2 tan + x 2 1 
1 + tan?hx TC A14+22 
+22 1+ 2 


Como z = tan )x, entonces 
— A0n21 
dz = sec yx dx 
= 2 + tan? 2x) dx 
Por tanto, 
2 dz 
l+2 


2 


A continuación, estos resultados se establecen como un teorema. 


7.5.1 Teorema 


Si z = tan Fx, entonces d e 
e: 
senx = E, cosx="1 5 dx = a 
+2 1+z 1+2 


> EJEMPLO 3 Utilice NINT en la graficadora para aproximar a 
seis dígitos significativos el valor de 


af 
E AA 
o l— sen x + cos x 


Confirme analíticamente la respuesta. 


Solución Enla graficadora se obtiene - 


NINT( A A mja) = 0.534800 
l - sen x + Cos x 
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A fin de confirmar esta respuesta analíticamente, se evalúa la integral in- 
definida considerando z = tan Lx y aplicando las fórmulas del teorema 7.5.1. 


A A E E 
1 — sen x + cos x y - 2 PET 


7 A A 
(1+ 22) - 22 + (1- 22) 


dz 
=2 
Ls 
l-2 


= —In]1 - 2| + C 


-In|1 - tan 3 x| +C 


Por tanto, 
xa 7/4 
a | - tan 4] 
E l - sen x + cos x 0 
= —In|1 - tan Lx] 
= 0.534800 
lo cual confirma la respuesta. d 


D EJEMPLO 4 Considere z = tan 7x para evaluar 


fscexas 


Solución Conz = tan !x y las fórmulas del teorema 7.5.1, se tiene 


fseeza E 
COS Xx 
dz 
=2 qa E E 
[| 


In|i+2| + C (de (3) de la sección 7.4) 
-=2 
1 


1 + tan>5x 


2 
= 1 
1 tan 5 X 


= In +C 


El valor de | sec x dx del ejemplo 4 puede escribirse en otra formal considerar 
1 = tan ¿7 y después emplear la identidad trigonométrica 


tana + tanb 


tanta 0) 3 1 — tanatan b 
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De este modo, 


tan Lx + tan 3x 
sec x dx = 1n| | + € 
1 — tan rus ” tan ¿Y 
fuexás = mjuntja + 20] + C (1) 


Esta fórmula se muestra en la tabla de integrales, al final del libro, junto 
con la siguiente fórmula del teorema 5.3.5: 


fseexas = In|secx + tanx| + C 


la cual se obtuvo al multiplicar el numerador y el denominador del integrando 
por secx + tan x. Otra fórmula más para esta integral es 


Jveexas = Jin Ltsnz) +C (Q) 


Se le pedirá que deduzca esta fórmula en el ejercicio 67. 

Cuando un integrando tiene una antiderivada definida explícitamente en 
términos de funciones elementales, se dice que la integral indefinida está 
expresada en forma cerrada. Se han estudiado algunas técnicas de integración 
que pueden aplicarse para obtener una integral indefinida expresada en forma 
cerrada. Sin embargo, en ocasiones puede ocurrir que estas técnicas no son 
suficientes o conducen a una integración complicada. En tales casos puede 
emplearse una tabla de integrales. En los manuales de matemáticas se presentan 
tablas de integrales bastante completas. En los libros de Cálculo pueden 
encontrarse tablas con las fórmulas básicas. 

Debido a que en la actualidad existen ciertos programas para algunas 
computadoras y calculadoras que pueden determinar antiderivadas, y que las 
graficadoras pueden aproximar valores de integrales definidas, las tablas de 
integrales no son tan importantes como lo fueron en el pasado. A pesar de esto, 
usted debe aprender cómo se utilizan dichas tablas y puede encontrar necesario 
aplicar alguna de las técnicas de integración para expresar el integrando en 
alguna forma contenida en dichas tablas. 

Las fórmulas empleadas en los ejemplos y ejercicios de esta slcción se 
muestran en la tabla de integrales al final de este libro. Observe que en la tabla, 
el encabezado indica la forma del integrando. Las cinco fórmulas listadas 
debajo del primer encabezado, Algunas formas elementales, son básicas, El 
ejemplo siguiente utiliza una de las fórmulas listadas debajo del segundo 
encabezado, Formas racionales que contienen a + bu. 


PD EJEMPLO 5 Evalúe 
xdx 
(4 - 1 


Solución La fórmula 10 de la tabla de integrales es 


de 21] a __1l l,c 
(a + buy? bd? |2(a+ buy? a+ bu 


588 CAPÍTULO 7 TÉCNICAS DE INTEGRACIÓN, FORMAS INDETERMINADAS E INTEGRALES IMPROPIAS 


Al emplear esta fórmula conu = x,a = 4 y b = —1 se tiene 
x dx 1 4 1 
= - +4C- 
J (4-2 (1? E - 1? 4- -] 
_ 2 1 


E ÓS « 


D EJEMPLO 6 Evalúe 


Ed 
6 - 2e?* 


Solución Si se considera y = e* y du = e* dx, la integral dada se 
transforma en 


du 
a Se 
La fórmula 25 de la tabla es 
du _ 1 2] 
e O NN E 
¡E mal + € (4) 


Esta fórmula puede aplicarse si el coeficiente de u? de la integral (3) es 1 en 
lugar de 2. Así, se escribe 


du -1[ du 
6 — 2u? 2) 3-u? 


Para la integral del miembro derecho se aplica (4) con a = 43, obteniéndose 


du 1. 1 _¡ [u+ 43 
—R—— = 3 53h >| +C 
¡E 2 243 lu -43 
Al sustituir u por e* se tiene 
dx = Ems en+y3 A 40 
¡== e - 13 4 


DP EJEMPLO 7 Evalúe 
J y8x - 312 de 
XxX 


Solución La fórmula 51 de la tabla es 
pee du = au — u? + acost( 1-2) + C (5) 


A fin de aplicar esta fórmula, primero se factoriza el numerador de la integral 
dada. 


[E as - ¡pa 
x x- 
- a 
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De la fórmula (5) conu = xya = Í se obtiene 


,) 
ES A dx — 1? + 5001 )| +C 


/8x — 3x2 + Locost(1- 3) +C 4 


4 


El 
3 


mila] 


0 


En el ejemplo siguiente se aplica una fórmula de reducción de la tabla de 
integrales. 


D EJEMPLO 8 Evalúe 
j VIHA 
Xx 


Solución La fórmula 22 de la tabla es 


Va w+ bu du 
4 du = 2 b —EGAÁ 
j > lu a+bu +a ja Fa 


De esta fórmulaconu = x,a = 3 y b = 4 se tiene 


[Ea 20573 + 3f (6) 


e 
xV43 + 4x 
A fin de evaluar la integral del miembro derecho de esta ecuación se aplica la 
forma logarítmica de la fórmula 20 de la tabla: 


du - Y In [Y2 + bu — va Ja + bu —- Ya 
uva + bu Ya Ya + bu + Ya + Ya 
Con esta fórmula y (6) se obtiene 


E a Blc 
x 


x 


+ C sia>0 


13 + 4x + 43 


Y3 + 4x — v3 


- 4 31 
A ao 


+ C e! 


EJERCICIOS 7.5 


En los ejercicios 1 a 12, evalúe la integral indefinida. Utilice la 3 10 dx 
graficadora para apoyar la respuesta numérica o gráficamente, * 


según lo desee. 


Y 


3. 


s [años 
». | 


X 
3+4x 


dx 
xv1 + 4x 


2x5 + 3x2 
dx 
2 


za 
3c0s2x +1 


8+7cos x l + sen x 


a 12. ¡pa 
4 sen x — 3 cos x sen x + tan x 


dx 
FET 
xXx En los ejercicios 13 a 18, utilice NINT en la graficadora para 
ra + yl di aproximar a seis dígitos significativos el valor de la integral 
definida. Confirme analíticamente la respuesta. 
4: ñ 
dx d YN 
6. f _=— 13. j E - M4, j dx 
Nx + Ax o 1+ Vx ox +1 
2 18 
dx dx 
8. _LO5X_ de 15, —— 16. / “32 
¡pa pp V2x(v42x + 9) 6 Va A 
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2 2 
A 18. ias 
o 5senx+3 o 3+c0s2x 


En los ejercicios 19 a 24, calcule el valor exacto de la integral 
definida y apoye la respuesta utilizando NINT en la graficadora. 


Af3 xj4 8d 
19. f E j qe 
ajo 2sen2x +1 o tanx+l 


21 ds 3 dx 2 me sen 2x dx 
 )ap 2008 x +1 "Jo 2+cosx 
É Vx "oda 
23 dx 24. 
o 14+vYx 2 Va 


En los ejercicios 25 a 48, utilice la tabla de integrales presentada 
al final del libro. En los ejercicios 25 y 26, emplee una de las 
fórmulas 6-13, donde el integrando es una forma racional que 


contiene a + bu. 
26. J Ad 
(Ss - 2x) 


25. ¡pa 
(6 - xy 


En los ejercicios 27 y 268, utilice una de las fórmulas 14-23, donde 


el integrando es una forma que contiene Ya + bu. 


dx 
27. f: 1+2x dx 2 | ¿2 
2VT+ 2 


En los ejercicios 29 y 30, use una de las fórmulas 24-26, donde 
el integrando es una forma racional que contiene a? + 12, 


29. Li 30. il dx 
4-x? x2 +25 


En los ejercicios 31 y 32, utilice una de las fórmulas 27-38, donde 


el integrando es una forma que contiene Nu? + a?,. 


dx 
31. ¡A 32. farra 
Vx? + 6x 


En los ejercicios 33 y 34, emplee una de las fórmulas 39-48, 


2 2 


donde el integrando es una forma que contiene Na? — u* . 


2 
33. Er as 34. | E= 
E 12 125 — 9x* 


En los ejercicios 35 y 36, use una de la fórmulas 49-58, donde 


el integrando es una forma que contiene 2au — u?. 


35, for +x2 dx 36. —É-— dx 


Enlos ejercicios 37 a40, utilice una de las fórmulas 59-88, donde 
el integrando es una forma que contiene funciones trigonométricas. 


37. fs 0d8 38. j cosó x dx 


39, fo cos t dt 40. fun 3w cos 5w dw 


En los ejercicios 41 y 42, emplee una de las fórmulas 89-94, 
donde el integrando es una forma que contiene una función 
trigonométrica inversa. 


41. ES 3x dx 42. fir 41 dt 


En los ejercicios 43 a 46, use una de las fórmulas 95-106, donde 
el integrando es una forma que contiene una función exponencial 
o logarítmica. 


43. fra feza 


45. femsa 46. [ts 50 d8 


En los ejercicios 47 y 48, utilice una de las fórmulas 107-124, 
donde el integrando es una forma que contiene una función 
hiperbólica. 


47. f> senh 5y dy 48. fo cosh 5x dx 


CBRNPAS CG 
En los ejercicios 49 a 64, emplee la tabla de integrales que se 
encuentra al final del libro para evaluar la integral definida. 


2 3 
49. j SÓ 50. / de 
1 HS — xy? o (L+ xy? 


3 2 
si. [| ¿da s2. / _ ha 
o dx? +16 o (9 + 4x2)? 
2 1 
53. j x ln x dx 54, [eeoa 
1 0 


4 5 
55. ] Vx? 42x-15dx 56. Paro a 
3 3 


2 a[3 : 
57. j V4w -— w? dw 58. j sec? x dx 
1 19) 
1/4 rá 
59, j sen 31 sen 51 dt 60. j tan 0 48 
x/8 0 


6 
62, j EA 
s ww? - 16 


xJ6 
| e? sen 31 dt 
0 


12 
61 j sen? 2x cos? 2x dx 
0 


t 
63. l 132% dx 
0 


dx 
x-—WVx 
derex = 2?;(b)escribax —- Vx = Vx(vVx - 1)ycon- 
sidereu = Y/xc= 1. 


mediante dos métodos: (a) consi- 


65. Evalúe j 


66. Utilice la sustitución de esta sección, z = tan 3% para 
demostrar que f senxdx = —cosx + C. 
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67. Deduzca la fórmula (2): cia: multiplique el numerador y el denominador de la frac- 
ción de la fórmula por | + sen x. 
fseex ax = tm[ Losnz) ¿0 70 
1 — sen x 


Sugerencia: emplee las identidades 


Demuestre que la fórmula del ejercicio 68 es equivalente 
a la fórmula Í esc x dx = In |csc x — cotx] + C. Suge- 
rencia: utilice un método semejante al que se sugirió en el 
ejercicio 69. 


secx = l y costx = 1 — sen?x 71. Evalúe la integral 
COS x 
4 s tan 3 Xx 
Considere u = sen x y exprese el integrando como 
duf(1 — u2). Justifique la eliminación de las barras de valor ES 
absoluto. mediante dos métodos: (a) tome z = tan 41 (b) considere 
68. Utilice la sustitución z = tan 5x para demostrar que u= 3x y obtenga una integral que incluya funciones 


trigonométricas de u. 


Jose xa:= tin(| 1 -— cos x ] c 72. En esta sección se presentaron cuatro fórmulas para 
2 1 + cos x f sec x dx. ¿Cuáles de ellas están relacionadas y cómo están 
relacionadas? 
IprAqUe la En nación de das Der de lr bsolu)o: 73. En esta era de la electrónica, ¿por qué debe estudiar téc- 
69. Demuestre que la fórmula del ejercicio 67 es equivalente a nicas de integración? ¿Cómo se emplea una tabla de inte- 
la fórmula f secxdx = In|secx + tanx| + C. Sugeren- grales? 


7.6 INTEGRACIÓN NUMERICA 


A continuación se resume el estudio del la integración mediante una lista de las 
diferentes técnicas estudiadas. 


A. La regla de la cadena de antidiferenciación: sección 4.2 
B. Integración mediante sustitución 


1. Las sustituciones u y v presentadas en la sección 4.2 

2. Integración de potencias de funciones trigonométricas mediante 
sustitución con identidades trigonométricas: sección 7.2 

3. Integración de funciones algebraicas mediante sustitución trigo- 
nométrica: sección 7.3 

4. Sustitución dex = z” si el integrando contiene potencias fraccionarias 


de x; talescomox = zósiel integrando contiene Vx y Vx :sección 7.5 


5. Sustitución de z = tan + 


sen x y cos x: sección 7.5 


x si el integrando es una función racional de 


C. Integración por partes: sección 7.1 
D. Integración de funciones racionales mediante fracciones parciales: sección 
7.4 


Con estas técnicas y una tabla de integrales o un programa de computado- 
ra, se puede evaluar cualquier integral que pueda expresarse en forma cerrada. 
Sin embargo, suponga que se tiene una integral que no puede expresarse en 
forma cerrada. Ejemplos de tales integrales, que ocurren en estadística, son 
aquellos que contienen la función normal estandarizada de densidad de proba- 
bilidad tratada en la sección 5.6 y la función error definida en el ejercicio 31 de 
esa sección: pe 


b x 
Pía, b]) = > | ePdar  erfíx) = mr [ e? da 
a 0 
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Otros ejemplos son 
Pa + x% dx foosx2as 
las cuales surgen en física, así como la integral elíptica 


[aras 0O<k<1 


- -1 
ES dx fs lx pra 0 dx fu X dx 
Xx x x Xx 


Aún con sistemas algebraicos computarizados estas integrales no pueden 
expresarse en forma cerrada. Sin embargo, en el capítulo 8 se estudiarán mé- 
todos para evaluar integrales no elementales mediante series infinitas. 

Por supuesto, en la actualidad se puede aproximar el valor de integrales 
definidas utilizando NINT en la graficadora. Antes del advenimiento de dis- 
positivos electrónicos, se tuvo que recurrir a otros métodos para calcular un 
valor aproximado de una integral definida. En esta sección se tratarán dos de 
estos métodos, la regla del trapecio y la regla de Simpson, los cuales propor- 
cionan una aproximación bastante buena. Estas dos reglas se presentan no 
sólo por su interés histórico, sino porque algunas variantes de ellas se utilizan 
para evaluar integrales definidas en las graficadoras, calculadoras progra- 
miables y computadoras. Las reglas también proporcionan una forma de estu- 
diar los errores introducidos por las técnicas de integración. Además, también 
pueden emplearse estas reglas para calcular integrales definidas a partir de 
valores de función contenidos en una tabla como se muestra en el ejemplo 6. 

La primera regla que se estudiará será la del trapecio. Sea f una función 
continua en el intervalo cerrado [a, b]. La integral definida de fen [a, b] es el 
límite de una suma de Riemann; esto es, 


b n 
[ fo dx = lim y F0w;) Ajx 


La suma de Riemann se interpreta geométricamente como la suma de las me- 
“tlidas de las áreas de los rectángulos que están por arriba del eje x, más los 
*hégativos de las medidas de las áreas de los rectángulos que se encuentran 

por debajo del eje x (vea la figura 3 de la sección 4.5). 

Para aproximar la medida del área de una región se emplearán trapecios 
en lugar de rectángulos. También se utilizarán particiones regulares y valores 
de función en puntos igualmente espaciados. 


" Así, para la integral definida / M FG) dx se divide el intervalo (a, b] en n 
"subintervalos, cada uno de longitud Ax = (b — a)f/n. Esto proporciona los 


“siguientes puntos: xy = 4, xXx =4 + Ax, xy =4d+2Ax...,x = 
a+ iAx..., Xp = a+ (n- 1)Ax,x, = b. Entonces la integral defi- 
“mida | ? FG) dx puede expresarse eómo la suma de n integrales definidas 


'Cbmo sigue: 


b Xx 27) 4 b 
roa=|soas+| | | fodx (1) 
a a X1 Xi * 


a—1 
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A fin de interpretar geométricamente (1), refiérase a la figura 1, en la cual 
f(x) > O para toda x de [a, b); sin embargo, (1) se cumple para cualquier 
función continua en [a, b]. 


a=X XX Xi Xy Xpz2 Xp 1 n= b 


FIGURA 1 


La integral definida Ñ ' f(x) dx es la medida del área de la región limi- 
tada por el eje x, las rectas x = ayx = xy y la porción de la curva de Py a P;. 
Esta integral puede aproximarse mediante la medida del área del trapecio 
formado por las rectas x = a, x = xj, el segmento PpP| y el eje x. Por 
una fórmula de la geometría elemental, el área de este trapecio es 


L[fG0) + fp] Ax 


De igual manera, las otras integrales del miembro derecho de (1) pueden 
aproximarse por medio de la medida del área de un trapecio. Para la ¡-ésima 
integral se tiene 


[ 0) dx = 5 [fp + f0)] Ax 
Xi1 


Al emplear esto para cada una de las integrales del miembro derecho de (1) se 
obtiene 


b 
| $00 dx = Ef) + FG] Ax + HG) + 0) Ax + o. 

: + MIG) + fm] 8x + FLf0m=1) + $0) Ax 
Así, 


b 
| f0) dx = ¿Ax ft) + 201) + 2f(0) +... + 2/(%o1) + fp) 


Esta fórmula se coríoce como la regla del trapecio y se estábléce en el teo- 
rerha siguiente. 


7.6.1 Teorema Regla de: trapecio 
Si a fuhciba ¡f es córtiná ¡dh el intérvalb derratló [u, 1] y ob mú- 
mérds la E kg xi, Ya... , 4, = b fort uña partición refptelar de 
la, 3), entonces 


b 
/ FO) dx = 1160) + 2f(%) 4.2. + 2f01) + f00)) 
a . , / , . 
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» EJEMPLO 1 


3 
TN 
0 16 + x? 


utilizando la regla del trapecio con n = 6. (b) Compare el resultado del inciso 
(a) con el valor exacto de la integral definida. 


(a) Aproxime con tres cifras decimales el valor de 


Solución 
(a) Como [a,b] = [0,3] y n = 6, entonces 


E A b-a_3-0 
n 2n 12 
3-0 
== = 0,25 
= 0.5 
Por tanto, 


3 
l a” O2SLIG) + 240) + 2/09) + 2405) + 216%) + 2405) + 06) 
0 


Tabla 1 

i Xx; Fx) Kk, k fx) 
0 0 0.0625 1 0.0625 

1 0.5 0.0615 2 0.1230 

2 1 0.0588 2 0.1176 

3 1.5 0.0548 2 0.1096 

4 2 0.0500 2 0.1000 
5 2,5 0.0450 2 0.0900 
6 3 0.0400 1 0.0400 


6 
Y f(x) = 0.6427 


¡=0 


donde f(x) = 1/(16 + x2). El resultado de la suma entre corchetes se 
muestra anterior en la tabla 1, donde las entradas se obtuvieron con la 
ayuda de una calculadora. Así, 


3 

dx 

—2 —_ = (0.25X0.6427 
[a PA 


0.1607 
0.161 


1d 


Hi 


(b) Se calculará el valor exacto de la integral. 


3 
do 1 tan”! El 
o 16 + x?2 4 4 0 


Este valor con tres cifras decimales es 0.161, el cual es acorde con el 
resultado del inciso (a). 4 


A fin de evaluar la exactitud de la aproximación de una integral defini- 
da obtenida mediante la regla del trapecio, se hará referencia a dos tipos de 
error. Uno de ellos es el error debido a la aproximación de la gráfica de la fun- 
ción por medio de segmentos de líneas rectas. Este tipo de error se conoce 
como error de truncado. La otra clase de error, el cual es inevitable, se co- 
noce como error de redondeo. Este último se presenta debido a que se em- 
plean números con una cantidad finita de dígitos para aproximar números. 
Conforme el valor de n (el número de subintervalos) se incrementa, la exac- 
titud de la aproximación del área de la región mediante áreas de trapecios me- 
jora; de este modo, el error de truncado se reduce. Sin embargo, conforme n 
crece, son necesarios más cálculos; en consecuencia, se tiene un incremento 
en el error de redondeo. Existen métodos, tratados en el análisis numérico, 
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que permiten, en ciertos problemas, determinar el valor de 1 que minimiza los 
errores combinados. Es claro que el error de redondeo depende de cómo se 
efectúen los cálculos. El error de truncado puede estimarse mediante un teo- 
rema. Primero se demostrará que conforme Ax se aproxima a cero y n crece 
sin cota, el límite de la aproximación obtenida mediante la regla del trapecio 
es el valor exacto de la integral definida. Sea 


T= JAx[f(x0) + 2f(11) +... + 2f(%7-1) + f0m)1 


Entonces 

T = [f0) + $0) +... + FJ Ax + 3 [f(0) — F01p)] Ax 
e T= y, F(xi) Ax + 5[f(a) — f(b)] Ax 
Por tanto, a > +00 y Ax > 0, entonces 


lím 7 


Ax>0 


tim, 2 Fx) Ax + lim 5[f(a) — FJ] Ax 


b 
[ foy)dx +0 


Así, la diferencia entre T y el valor de la integral definida puede hacerse 
tan pequeña como se desee considerando » suficientemente grande (y en 
consecuencia Ax suficientemente pequeño). 

El teorema siguiente, el cual se demuestra en análisis numérico, propor- 
ciona un método para estimar el error de truncado que se obtiene al emplear 
la regla del trapecio. El error de truncado se denota por €7. 


7.6.2 Teorema RAE EN 
Sea funa función continua en el intervalo cerrado (a, b]. Suponga que 
f'y f” existen en (a, b]. Si 
b 
€r | fo) dx - T 

a 4 
donde T es el valor aproximado de 1d f() dx obtenido mediante la 
regla del trapecio, entonces existe algún número 7 en [a, b] tal que 


Er = 50 - a)f (mar? (2) 


> EJEMPLO 2 Determine los límites para el error de truncado 
del resultado del ejemplo 1. 


Solución Primero se determinan los valores mínimo absoluto y máximo 
absoluto de f”(x) en [0, 3]. 


f0) = (16 + x3y! 

FO) = -2x(16 + x?y? 

fa) = 8(16 + x2y3 - 216 + x2y? 

(6x? — 3216 + 12)? y 

-6x(6x? — 3216 + x274 + 12x(16 + x2)3 
24x(16 —- 12116 + x2y* 


AS) 


1 
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Como f(x) > O para toda x del intervalo abierto (0, 3), entonces f” es 
creciente en el intervalo abierto (0, 3). Por tanto, el valor mínimo absoluto de f”” 
en [0, 3] es f"(0), y el valor máximo absoluto de f” en [0, 3] es f"(3); además 


SO =-=34 FO)= ses 
Al considerar y = 0 en el miembro derecho de (2) se obtiene 


ty os 1 


12 1254 2048 


Si se toma y = 3 en el miembro derecho de (2) se tiene 


3 ( 22 yL a. 
121156257 4 125 000 
Por tanto, si €y es el error de truncado del resultado del ejemplo 1, entonces 


11 1 
< < 
ps < *TS 74 


0.0001 < €y < 0.0005 d 


Si en el teorema 7.6.2 f(x) = mx + b, entonces f"(x) = 0 para toda x. 
Por tanto €7 = 0; de modo que la regla del trapecio proporciona el valor 
exacto de la integral definida de una función lineal. 

Otro método para aproximar el valor de una integral definida lo propor- 
ciona la regla de Simpson (que en ocasiones se denomina regla parabólica), 
llamada así en honor del matemático británico Thomas Simpson (1710- 
1761). Para una partición dada del intervalo cerrado [a, b], la regla de Simpson 
por lo general proporciona una mejor aproximación que la regla del trapecio. 
En la regla del trapecio, los puntos sucesivos de la gráfica de y = f(x) se 
unen mediante segmentos rectilíneos, mientras que en la regla de Simpson . 
los puntos se unen mediante segmentos de parábolas. Antes de desarrollar la 
regla de Simpson, se establecerá y demostrará un teorema que se necesitará. 


7.6.3 Teorema 


Si Polxo, Yo), P1C%1, y) y Po(x, y), son tres puntos no colineales de 
la parábola cuya ecuación es y = Ax? + Bx + C, donde yo > 0, 
y120y2>20,x1 =x% +hyx = x + 2h, entonces la medida 
del área de la región limitada por la parábola, el eje x y las rectas 
Xx = XQYX = x), está determinada por 


(2 y2) 
(Xp Y) P, 


>< 


(Xo» Yo) 
Po 


2h + 4y1 + y) , 


x Demostración La parábola cuya ecuación es y = Ax? + Bx + C 
h h tiene eje vertical. Refiérase a la figura 2, la cual muestra la región limitada 
por la parábola, el eje x y las rectas x = xyyx = X>. 

Como Po, P; y P, son puntos de la parábola, sus coordenadas satisfacen la 
ecuación de la parábola. De modo que cuando se sustituye x, por xy + h y x, 
por xy + 2h, se tiene 


Yo = Ax? + Bxy + C 
y, = Alí + AY? + Bíxy + h)+C 
= Alu? + 2hxy + 42) + Bag + h) + C 
y, = Alxo + 2h) + B(xp + 2h) + C 
= Alxp? + 4hxp + 442) + Bíxo + 2h) + C 
Por tanto, 


Yo + 4y1 + ya = Al6xp? + 12hxg + 8h2) + Bí6xp + 6h) + 6C (3) 
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Ahora bien, si K unidades cuadradas es el área de la región, entonces K 
puede determinarse mediante el límite de una suma de Riemann, obteniéndose 


n 


lím Aw 2 + Bw; + C)Ax 
¿tim ; + C) 


K 


i=1 


Xg+2h 
| (Ax? + Bx + C)dx 
* 


Xy+2h 
= ZA? + ¿Bx? + cx] 
*o 


= LA(xp + 2hY + 5B(x9 + 2h)? + Clap + 2h) - (3Axp? + 3 Bxp? + Cxp) 
= Ih[A(6xp? + 12hxp + 8h?) + B(6xp + 6h) + 6C] 


Al sustituir de (3) en esta expresión para K se tiene 


= 3hGo + 1 + y " 

Sea f una función continua en el intervalo cerrado [a, b]. Considere 

una partición regular del intervalo [a, b] de n subintervalos, donde » es par. 

La longitud de cada subintervalo está dada por Ax = (b — a)/n. Denote 

los puntos de la curva y = f(x) que tienen como abscisa a los púntos de la 

partición por Polxo, Yo), Pi(%1, Yi), - - - >» Pala yn); vea la figura 3, donde 
FG) = 0 para toda x de [a, b]. 


> 


E E Fn-2 Yn-1 4 =D 


FIGURA 3 


El segmento de la curva y = f(x) de Py a P, se aproxima mediante el 
segmento de la parábola con eje vertical que pasa por Pg, P, y P,. Entonces, 
por el teorema 7;6,3, la medida del área de la región limitada por esta pa- 
rábola, el eje x y las rectas x = xy yx = x7,conh = Ax, está dada por 


LAxO0 + 4y1 + y) 0 JAx[fGo) + 400) + f()] 


De manera semejante se aproxima el segmento de la curva y = f(x) de 
P, a P4 por medio del segmento de la parábola de eje vertical que pasa por 
los puntos P», Pz y P¿. La medida de la región limitada por esta parábola, el 
eje x y las rectasx = x7 yx = xg está dada por 


1Ax (Y + 4y + ya) 0 3Ax[ft) + 4f03) + fp) 


1 


Este proceso se continúa hasta que haya 5 


última región esté dada por 


JAx(Yn-2 + Ant + Y) 0 ZAxL ft p-2) + 4fGp-1) + fp) 


rr de estas regiones, y el área de la 
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La suma de las medidas de las áreas de estas regiones aproxima la me- 
dida del área de la región limitada por la curva cuya ecuación y = f(x), el 
eje x y las rectas x = a y x = b. La medida del área de esta región está 
dada por la integral definida 1 FG) dx. Así, la expresión siguiente se tiene 
como una aproximación de la integral definida: 


ZAx[ fo) + 440) + $09)] + 3Ax[f() + 4f03) + f4)] +... + 
JAx[fOp-4) + 403) + SD) + 3AxLf 0) + YO) + 40)1 


Por tanto, 


b 
| 0) dx = ¡Ax[ fio) + 4f(x1) + 2f00) + 4f(x3) + 


28(X%4) +... + 2809) + 4f(p 1) + FG) 


donde Ax = (b — a)fn. 
Esta fórmula recibe el nombre de regla de Simpson y se expresa en el 
teorema siguiente. 


7.6.4 Teorema Regla de Simpson 


Si la función f es continua en el intervalo cerrado [a, b], n es un nú- 
mero entero par, y los números 4 = Xp, Xi, X2 - + - Xp» Xn = b 
forman una partición regular de (a, b], entonces 


b 
| f0) dx = _ Cf) + Af) + 2/00) + 4f) + 


2f(x4) +... +2. 2) + Y) + FO) 


» EJEMPLO 3 (a) Aproxime con cuatro cifras decimales el 


valor de 
1 
| dx 
py *+ 1 


utilizando la regla de Simpson con n = 4. (b) Compare el resultado del in- 
ciso (a) con el valor exacto de la integral. 


Solución 
(a) Al aplicar la regla de Simpson conn = 4, se tiene 
b-a b-a_1-0 

n 3n 3(4) 
1-0 1 


4 12 


Ax = 


Por tanto, si f(x) = 1/(x + 1), entonces 


x+1 


1 
| E ¿UG + 4) + 20) + 4f(003) + f(4)] 
0 


Tabla 2 

i x; FG) k; k IG) 
0 0 1.00000 1 1.00000 
1 0.25 0.80000 4 3.20000 
2 0.5 0.66667 2 1.33334 
3 0.75. 0.57143 4 2.28572 
4 1 0.50000 1 0.50000 


4 
Y 4¡S(x,) = 8.31906 
i=0 
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En la tabla 2, donde las entradas se obtuvieron con una calculadora, se 
tiene el resultado de la suma anterior entre corchetes. En consecuencia, 


W 


1 
da 1 
f | 72 8-31906) 


0.69325* 


R 


Al redondear el resultado a cuatro cifras decimales se obtiene 
Va 
[ £— = 0.6933 
x+1 
0 
(b) Al calcular el valor exacto de la integral se tiene 


1 1 
[ A Im|x +11] 
o x+1 0 


= In2 


El valor de In 2 con cuatro cifras decimales es 0.6931, el cual es acorde 
con la aproximación del inciso (a) en las tres primeras cifras decimales. 
El error de la aproximación es —0.0002. 


En la regla de Simpson, cuanto más grande sea el valor de n, tanto menor 
será el valor de Ax. En términos geométricos, cuanto mayor sea el valor de n, 
tanto menor será el error de truncado de la aproximación debido a que una 
parábola, que contiene. tres puntos de una curva cercanos entre sí, se aproxi- 
ma mejor a la curva a lo larg > del subintervalo de ancho Ax. 

El teorema siguiente, que se demuestra en análisis numérico, proporciona 
un método para determinar el error de truncado, denotado por €s, en la regla 
de Simpson. 


7.6.5 Teorema 


Sea f la función continua en el intervalo cerrado [a, b], y suponga que 
$',f",f""y FO existen en a, b]. Si 


b * 
€Es -/ FO) dx =$ Q 
a 


donde $ es el valor aproximado de // f(x) dx obtenido mediante la 
regla de Simpson, entonces existe algún número 7 en (a, b] tal que 


Es = - 5 (b - AIAMAD (4) 


» EJEMPLO 4 Determine los límites para el error de truncado del 
ejemplo 3. 


Solución Al calcular las primeras cinco derivadas de f se obtiene 


f) = (+ 1y* 
f0) =-l + 1)? 
F = 2 + 19? 
fa) = -6(x + 19% 
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FU = 24(x + 1)” 
f(x) = -120(x + 1y% 


Como £% (x) < 0 para toda x de [O, 1], entonces f(9 es decreciente en 
[O, 1]. Por tanto, el valor mínimo absoluto de f£% en [O, 1] se obtiene en el 
extremo derecho 1, y el valor máximo absoluto de f% en [0O, 1] se alcanza 
en extremo izquierdo 0; además, 


FOO) =24 y FM) =3 
Al sustituir O por 7 en el miembro derecho de (4) se obtiene 
1 ly a — 
10 L4MG)* = 0.00052 
Si se sustituye 1 por r en el miembro derecho de (4) se tiene 


1.312 
1 3 (4) = -0.00002 


Así, 
-0.00052 < €s < -0.00002 


Esta desigualdad es acorde con el análisis del ejemplo 3 referente al error 
en la aproximación de fo dx[(x + 1) mediante la regla de Simpson ya que 
-0.00052 < -0.0002 < -0.00002. 


Si f(x) es un polinomio de grado tres o'menor, entonces FW(x) = 0 y 
por tanto, Es = 0. En otras palabras la regla de Simpson proporciona un 
resultado exacto para un polinomio de tercer grado o menor, Geométrica- 
mente, este enunciado es obvio si f(x) es de segundo grado o de primer grado 
debido a que en el primer caso la gráfica de y = f(x) es una parábola, y en 
el segundo caso la gráfica es una recta. 


» EJEMPLO 5 En el ejemplo 8 de la sección 5.6 se empleo 
NINT en la graficadora para mostrar que para la función normal estandari- 
zada de densidad de probabilidad, P([O, 2]), la probabilidad de que una elec- 
ción al azar de x estará en el intervalo [0, 2], es 0.47725. Ahora, en lugar 
utilizar NINT, aproxime el valor de P([O, 2]) con tres cifras decimales me- 
diante (a) la regla del trapecio conn = 4, y (b) la regla de Simpson conn = 4. 


Solución Dela ecuación (23) de la sección 5.6 
1 2 
P(0,2) = =| ed 5 
(10, 21) 7 Í, e Xx (5) 


(a) Se aproximará la integral de (5) mediante la regla del trapecio con 
n = 4. Como [a, b] = [0, 2], Ax = 2 Por tanto, con f(x) = en, 


2 
[ ev dx = L[f00) + 2f(4) + 2£(1) + 2803) + £0)] 
0 


= 100 + 208 + 26712 + 208 4 072] 
1.191 


ña 


Así, 


1 
27 
= (0,475 


P([O, 2)) = (1.191) 


4 
[ vDdt = 
0 
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(b) Si se emplea la regla de Simpson con n = 4 para aproximar la integral 
de (5), se tiene 


2 
[ eN dx 
0 


R 


¿ LF) + 4£(3) + 2£1) + 4fG3) + FO) 


¿[20 + 40718 + 207112 + 409/84 g2] 


= 1.196 
Por tanto, 
1 
P([0, 2) = —=(1.196 
(10, 27) Tr ) 
= 0,477 


Las respuestas de los incisos (a) y (b) concuerdan con la respuesta 
del ejemplo 8 de la sección 5.6, la respuesta del inciso (b) obtenida me- 
diante la regla de Simpson es mejor que la respuesta del inciso (a), la cual 
se obtuvo por medio de la regla del trapecio. 


Los métodos numéricos pueden aplicarse para aproximar | e F00 dx aún 
cuando no se conozca una fórmula para f(x) pero, por supuesto, en lugar de 
esto se tiene acceso a algunos valores de función. Dichos valores de función 
con frecuencia se obtienen experimentalmente. El ejemplo siguiente presenta 
una de estas situaciones. 


> EJEMPLO 6 Una partícula que se mueve a lo largo de una 
recta horizontal tiene una velocidad v(f) metros por segundo a los f segundos. 
La tabla 3 muestra los valores de v(t) para intervalos de tiempo de medio se- 
gundo en un periodo de 4 s. Utilice estos valores y la regla de Simpson para 
aproximar la distancia que recorre la partícula durante los 4 s. 


Tabla 3 
0 0.5 1.0 15 2.0 2.5 3.0 3,5 4.0 
0 0.15 0.35 0.55 0.78 1.02 1.27 1.57 1.90 


Solución El número de metros que la partícula recorre durante los 4 s 
es UN v(t) dt. De la regla de Simpson con n = 8, se tiene 


b-a b-a 4-0 
NNEn 37 7 
_ 4-0 AL 
y 8 =6 
=1 
=2 
Por tanto, 


2 1vC0) + 4u(1) + 2v(2) + 4v(3) + 2v(4) + 4v(5) + 2v(6) + 4v(7) +. v(8)] 


¿10 + 4(0.15) + 2(0.35) + 4(0.55) + 2(0.78) + 4(1.02) + 2(1.27) + 4(1.57) + 1.90] 


Conclusión: La partícula recorre aproximadamente 3.31 metros durante 
los 4 s. 
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EJERCICIOS 7.6 


En los ejercicios 1 a 8, (a) calcule con tres cifras decimales el 
valor aproximado de la integral definida mediante la regla 
del trapecio para los valores de n indicados. (b) Compare el re- 
sultado del inciso (a) con el valor exacto de la integral definida. 


2 2 
1. / xdxin= 4 2. ¡ss dxin = 8 
A 0 0 


A 
3. j cosxdx,ín = 4 
0 


2 
5, j Pons 
p * 


n=35 


A 
4, J senxdx,n=6 
0 


10 
6 | dx ¡n=8 
2 l+x 


1 
7 j dx 
o y1+x? 
En los ejercicios 9 a 12, calcule con tres cifras decimales el 


valor aproximado de la integral definida mediante la regla 
del trapecio para los valores indicados de n. 


312 1 
9. j 2 dun = 6 10. j Jl +33 dxn =4 
0 


n/2 


sen x 
l+x 


2 r 
11. ] Vi+rxédon=6 1, j dxin=56 
0 0 
En los ejercicios 13 a 18, determine los límites para el error 
de truncado en la aproximación del ejercicio indicado. 


13. Ejercicio 1 14. Ejercicio 4 


15. Ejercicio 3 16. Ejercicio 6 


17. Ejercicio 5 18. Ejercicio 8 


19. Aproxime 6 x? dx con tres cifras decimales mediante la 
regla de Simpson con n = 4. Compare el resultado con 
el obtenido en el ejercicio 1, y observe que la regla de 
Simpson proporciona una mejor aproximación que la 
regla del trapecio con el mismo número de subintervalos, 


20. Aproxime sen ñ sen x dx con tres cifras decimales me- 
diante la regla de Simpson con n = 6. Compare el resul- 
tado con el obtenido en el ejercicio 4, y observe que la regla 
de Simpson proporciona una mejor aproximación que la 


regla del trapecio con el mismo número de subintervalos. 


En los ejercicios 21 a 24, (a) calcule con cuatro cifras decima- 
les el valor aproximado de la integral definida mediante la 
regla de Simpson para el valor indicado de n. (b) Compare 
el resultado del inciso (a) con el valor exacto de la integral 
definida. 


¡n=4 22, 


0 

2] dx ¡A 
a lx Los vl- 1? 
1 2 

m | Ena a | Ein=8 
ox2+x+1 y +1 


En los ejercicios 25 a 28, determine los límites para el error 
de truncado en la aproximación del ejercicio indicado. 


4 


26. Ejercicio 20 
28. Ejercicio 24 


25. Ejercicio 19 
27. Ejercicio 21 


Cada una de las integrales definidas de los ejercicios 29 a 34 
no pueden evaluarse exactamente en términos de funciones 
elementales. Utilice la regla de Simpson, con el valor indica- 
do de n, para obtener un valor aproximado de la integral de- 
finida. Exprese el resultado con cuatro cifras decimales. 


3712 2 

29. / irdun=6 30. j Vl+xddxn=6 
a Aa 0 
1.8 1 

31. Vi+ xd dion=4 32, / Vx? dan = 4 
1 0 


] E ¡n=38 

o dira” 

35. (a) Demuestre que el valor exacto de la integral 
le 4/4 — x? dx es fr interpretándola como la medida del 
área de una región. (b) Calcule con tres cifras decimales 
el valor aproximado de la integral mediante la regla del 


trapecio con n = 8, y compare el resultado con el valor 
exacto. 


x12 
33, 34, j ¡sen xdxin= 6 
0 


36. (a) Demuestre que el valor exacto de la integral 


Je 4 y1 — x? dxes rrinterpretándola como la medida del 
área de una región. (b) Calcule con tres cifras decimales 
el valor aproximado de la integral mediante la regla del 
trapecio con n = 6, y compare el resultado con el valor 
exacto. 


37. En el ejercicio 29 de la sección 5.6, se empleó NINT en la 
graficadora a fin de obtener P([O, 1]) para la función nor- 
mal estandarizada de densidad de probabilidad. Ahora, 
aproxime el valor de P([O, 1]) con tres cifras decimales 
mediante (a) la regla del trapecio con n = 4, y (b) la 
regla de Simpson conn = 4. 


38. En el ejercicio 30 de la sección 5.6, se utilizó NINT en 
la graficadora con objeto de determinar P([-3, 3]) para la 
función normal estandarizada de densidad de probabi- 
lidad. Ahora, aproxime el valor de P([-3, 3]) con tres 
cifras decimales mediante (a) la regla del trapecio con 
n = 6, y (b) la regla de Simpson con n = 6. Comente 
acerca de la respuesta del inciso (b). 


39, En el ejercicio 27 de la sección 6.1, se empleó NINT en la 
graficadora a fin de determinar con cuatro dígitos 
significativos la longitud de arco de la curva senoidal a 
partir del origen hasta el punto (x, 0). Ahora calcule esta 
longitud mediante la regla de Simpson con n = 8. 


40. En el ejercicio 28 de la sección 6.1, se empleó NINT en la 
graficadora para determinar con cuatro dígitos significa- 
tivos la longitud de arco de la curva cosenoidal a partir del 
punto (0, 1) hasta el punto (37, 3). Ahora calcule esta 
longitud mediante la regla de Simpson conn = 8. 


En los ejercicios 41 y 42, los valores de función f(x) se ob- 
tuvieron experimentalmente. Con la suposición de que f es 


continua en [0, 4], aproxime ñ FG) dx mediante (a) la regla 
del trapecio, y (b) la regla de Simpson. 


41. 
x O 0.50 1.00 1.50 2.00 2.50 3.00 3.50 4.00 
f609 13.25 4.17 4.60 3.84 3.59 4.23 4.01 3.96 3.75 
42. 


x 0 04 08 12 16 2.0 24 2.8 32 3.6 4.0 
f0)| 84 8.1 79 715 716 72 68 63 6.5 6.0 5.7 


En los ejercicios 43 y 44, utilice la regla de Simpson para 
aproximar el área de la región sombreada de la figura. 


43. 


6 (2, 5.4) 


45. Una mujer empleó 10 min en manejar desde su casa hasta 
al supermercado. En cada intervalo de 1 min observó en el 
velocímetro los valores mostrados en la tabla adjunta, 
donde v(+) millas por hora fue la lectura en el velocímetro 
a los £ minutos después de que la mujer salió de su casa. 
Utilice la regla de Simpson para aproximar la distancia entre 
la casa de la mujer y el supermercado. 


t|0 12.33.44 556 7 8 9 10 

vo | 0 30 33 41 38 32 42 45 4] 37 22 

46. La forma de un estacionamiento es irregular y la longitud 
del terreno de oeste a este es 240 pie. En el lado oeste la an- 
chura es de 150 pie y en el lado este es de 175 pie. A 40, 80, 
120, 160 y 200 pie del lado oeste, las anchuras son de 154, 


158, 165, 163 y 172 pie respectivamente. Utilice la regla 
de Simpson para aproximar el área del estacionamiento. 


47. Determine el área de la región acotada por el bucle (lazo) 
de la curva cuya ecuación es y? = 8x? — x%, Evalúe la 
integral mediante la regla de Simpson con n = 8 y 
exprese el resultado con tres cifras decimales. 
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48. El estudio de la difracción de la luz (dispersión o desvia- 
ción de la luz sobre los contornos) en una abertura rec- 
tangular involucra las integrales de Fresnel 


y 


t 
CM = | cos ¿mx? dx y Sí = | sen La? dx 
0 0 


Complete la siguiente tabla de valores con cuatro cifras 
decimales mediante la regla de Simpson. 


t 02 04 06 08 10 


49. La energía ganada por el deslizamiento en una patineta 
hacia abajo sobre una colina “gaussiana” sin fricción, a x 
metros a partir de la cima de la colina, después de + se- 
gundos, es E(x) joules donde 


M Xx 
EN = ee | een di 
0 


con g = 9.8 y M = 60, La velocidad del patinador a los 


t segundos es y2E(x)/M. Utilice la regla de Simpson 
para determinar la velocidad del patinador a 2 m a partir 
de la cima de la colina. 

50. Aplique la regla de Simpson para la integral defini- 
daf' $6) dx donde f(x) es un polinomio de tercer grado 
para demostrar la fórmula prismoidal: 


b 


so dx = 22 [1 - ar) + $(b)] 


En los ejercicios 51 a 54, evalúe la integral definida mediante 
dos métodos: (a) utilice la fórmula prismoidal dada en el ejerci- 
cio 50; (b) utilice el segundo teorema fundamental del Cálculo. 


3 
51 | (4 - 3x2 + D)dx 
1 


2 
52. (A + x? - 4x - 2) dx 
2 


5 
53. i (a? + 3x2? — 2x — 6) dx 
-1 


6 
54, | (2x9 — 2x — 3)dx 
2 


55. Suponga que f es una función continua en el intervalo ce- 


b 
rrado [a, b]. Sea T el valor aproximado de Í, FG) dx 
utilizando la regla del trapecio, y sea S el valor aproximado 


b 
de l FG) dx empleando la regla de Simpson, utilizan- 
do la misma partición del intervalo [a, b] para las dos 
aproximaciones. Demuestre que 


= ¿IT + Ar(f00) + f03) + $05) +. 


donde n es un número par. 


E OD) 


56. ¿Para qué grados de polinomios se obtiene un valor exacto 
de una integral definida mediante (a) la regla del trapecio, y 
(b) la regla de Simpson? Explique cómo llegó a la respuesta. 
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7.7 FORMA INDETERMINADA 0/0 Y TEOREMA DEL VALOR 
MEDIO DE CAUCHY 


En este texto se han presentado límites de cocientes de funciones para los 
cuales el límite del numerador y del denominador son cero. Por ejemplo 


son dos de dichos límites. Para calcular estos límites, no se puede aplicar 
inmediatamente el teorema del límite de un cociente ya que en este teorema 
se requiere que el límite del denominador sea diferente de cero. Sin embar- 
go, se siguieron otros procedimientos. Se determinó que el primero de los 
límites es 1, cuando se demostró el teorema 1.10.2. El segundo de estos lími- 
tes se calculó al factorizar la diferencia de cuadrados del numerador y des- 
pués dividir el numerador y denominador entre x — 3 para obtener 6 como 
límite. Ahora se estudiará un método más general que puede aplicarse a lí- 
mites como estos. 


7.7.1 Definición de la forma indeterminada 0/0 


Si f y g son dos funciones tales que 
lim f(x) = 0 y límg(x) =0 
entonces f(x)/g(x) tiene la forma indeterminada 0/0 en a. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 De la definición 7.7.1, 


PEN 
esa E 2 tiene la forma in- 
£ x-3 


determinada 0/0 en 3. 4 


tiene la forma indeterminada O/0 en O, y 


El método general para calcular el límite en un número a de una función 
que tiene la forma indeterminada 0/0 en a emplea un teorema conocido como 
la regla de L'Hópital, llamada así en honor del matemático francés 
Guillaume Francois de L*Hópital (1661-1707), quien escribió el primer 
libro de texto de Cálculo publicado en 1696. 


7.7.2 Teorema Regla de L'Hópital 


Sean f y g dos funciones diferenciables en un intervalo abierto /, 
excepto posiblemente en el número a de 7. Suponga que para toda x de 
Lx ayque gx) * 0.Si lím f(x) = 0 y lim gt) = 0, y 

x a xa 


si lím £o) = E entonces tim LA =>E 
x>a g2'(x) x>a g(x) 


El teorema también es válido si todos los límites son límites, laterales 
por la derecha o límites latérales por la izquierda. 


Antes de demostrar la regla de L*Hópital, se mostrarán sus aplicaciones 
a través de ejemplos y ejemplos ilustrativos. 
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> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Como límsen 1 =0 y 


lím £ = 0, se puede aplicar la regla de L'Hópital para obtener 
>, 


lim Sen £ yA lim <os £ 
1>0 £ >0 1 


=] 


A fin de mostrar gráficamente esta aplicación de la regla de L”Hópital, 
consulte la figura 1, la cual muestra las gráficas de f(t) = sen t/t y 
g(t) = cos t/1 trazadas en el mismo rectángulo de inspección de [-3, 3] por 
[—2, 2]. La figura apoya el hecho de que las dos funciones tienen el mismo 
límite de 1 conforme £ > 0, En £ = 0, f tiene una discontinuidad removible 


y g es continua. 4 
a > EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 Como 
fo = Ll y g(1) = cost lim (x? — 9) = Oy lím(x- 3)=0 
1 13 123 
FIGURA 1 se puede aplicar la regla de L”Hópital para obtener 
2 
lím 2 = tim 22 
193 x-3 13 1 
=6 


Refiérase a la figura 2 para ver una interpretación gráfica de esta apli- 
cación de la regla de L”Hópital. En la figura se muestran las gráficas de 
f00) = (e - fx — 3) y g(x) = 2x/1 trazadas en el mismo rectángulo 
de inspección de (0, 12] por [O, 8]. La figura apoya el hecho de que los lími- 
tes de las dos funciones es 6 cuando x > 3. En x = 3, f tiene una discon- 


[0, 12] por [0, 8] tinuidad removible, mientras que g es continua en ese número. .  á«< 
2 
fo) = > y gu) =2x 
En P- EJEMPLO 1 sea 
FIGURA 2 mm 
po = E 


(a) Trace la gráfica de f. ¿A qué valor parece que se aproxima f(x) cuando x 
tiende a 0? (b) Confirme analíticamente la respuesta del inciso (a) calcu-* 
lando el lm FO). 


Solución 
(a) La figura 3 muestra la gráfica de f trazada en el rectángulo de inspección 


de [-3, 3] por [—1, 3]. Como f(0) no existe, la gráfica tiene un agujero 
(cubierto por el eje y) en x = 0. De la gráfica, parece que f(x) se aproxi- 


[3, 3] por EL, 3] ma a 1 conforme x tiende a 0. 
4 (b) Como el lím x=0y lím (e* — 1) = 0, se puede aplicar la regla de 
Xx) = >» > 
er=1 L”Hópital, obteniéndose 
FIGURA 3 
lim —E— = lím-L 
x>30e* — ] x>0 p* 


=1 


lo cual confirma la respuesta del inciso (a). 4 
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[0, 4.7] por [-10, 1] 


fo) = 


l-x+Inx 


FIGURA 4 


*-31+2 


DP EJEMPLO 2 sea 


E 
l=x+inx 


FO = 
Evalúe lim f(x), si existe, y apoye gráficamente la respuesta. 
> 


Solución Primero se revisará si es posible aplicar la regla de L”Hópital. 


lím (43 -3x+2)=1-3+2 límd-x+hhN=1-1+0 
x>i xl 
Por tanto, se aplica la regla: 
E E A E 
lím == = lím 
xtl-x+Inx 259 41 
x 


Ahora, como lím (Bx? - 3) = O y lím (- 1 + 1/x) = 0, se aplica otra vez 
la regla de L” Hópital, obteniéndose 


ll 23 iy 
x>! 1 l x>1 1 
E es 
Xx 

= £ 

= 

= -6 


La figura 4 muestra la gráfica de f trazada en el rectángulo de inspección de 
[0, 4.7] por [—10, 1]. La gráfica tiene un agujero en (1, —6), lo cual apoya 
la respuesta. 


A fin de demostrar el teorema 7.7.2, se necesita emplear el teorema del 
valor medio de Cauchy, atribuido al matemático francés Agustín L. Cauchy 
(1789-1857), que extiende a dos funciones el teorema del valor medio para 
una función. Una interpretación geométrica del teorema se pospone hasta la 
sección 9.1, donde se estudian derivadas asociadas con ecuaciones paramétricas. 


7.7.3 Teorema del valor medio de Cauchy 


Sif y g son dos funciones tales que 


(1) f y g son continuas en el intervalo cerrado [a, b]; 
(ii) f y g son diferenciables en el intervalo abierto (a, b); 
(iii) para toda x del intervalo abierto (a, b), g(x) + 0, 


entonces existe un número z en el intervalo abierto (a, b) tal que 


Lib) - fía) _ FU) 
8g(b) — g(a) 8"(2) 


Demostración Primero se mostrará que g(b) + g(a). Suponga que 
8(b) = g(a). Como g satisface las dos condiciones de la hipótesis del teo- 
rema del valor medio, existe un número c en (a, b) tal que gc) = [g (b) — 
g(ayl[(b — a). Pero si g (b). = g (a), entonces existe un número c en (a, b) tal 
que gc) = 0. Pero la condición (iii) de la hipótesis de este teorema estable- 
ce que para toda x de (a, b), gx) + 0. Por tanto se tiene un contradicción. 
De modo que, la suposición de que g (b) = g (a) es falsa. En consecuencia, 
g(b) — g(a) + 0. 
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Ahora considere la función h definida por 


_ _ _|f(b)- fla) _ 
hCo) = f) — fa) EAS b) = 10 ico g(a) 
Entonces 
wa ama HL) fa), 
ho = F0) E - Lol, (63) (EY) 


Por tanto, h es diferenciable en (a, b) puesto que f y g son diferenciables en 
este intervalo, y h es continua en [a, b] ya que f y g son continuas en dicho 
intervalo. 

Al calcular h(a) y h(b) se tiene 


= - ED fa) - 

h(a) = fla) — fla) E p)= LO eta g(a)] 
=0 
- - _|£(b)- fla) Ñ 

h(b) = f(b) — fla) [£ b)= Lc) g(a)] 


=0 


En consecuencia, la función k satisface las tres condiciones de la hipó- 
tesis del teorema de Rolle. Entonces existe un número z en el intervalo (a, b) 
tal que h(z) = 0. Así, de (1), 


ACACIA 
¿0-0 =0 


Como g (z) + O en (a, b), de la ecuación anterior se obtiene 


OCA 
2(b) — gla) ES) 


donde z es algún número del intervalo (a, b). Esto demuestra el teorema. n 


Fa - 


Si g(x) = x, entonces la conclusión del'teorema del valor medio de 
Cauchy es la conclusión del teorema del valor medio ya que g(z) = 1. Así, 
el teorema del valor medio es un caso especial del teorema del valor medio 
de Cauchy, 


» EJEMPLO 3 Determine todos los valores de z en el intervalo 
(0, 1) que satisfacen la conclusión del teorema del valor medio de Cauchy 
para las funciones definidas por 


ff) =3x2+3x-1 y e) =x330- 4x+2 
Solución Al derivar f y g se obtiene 
f0)=6x+3 y go) = 3x2 - 4 


Las funciones f y g son diferenciables y continuas en cualquier número, y 
para toda x en (0, 1), g() + 0. Por tanto, mediante el teorema del valor 
medio de Cauchy, existe un número z en (0, 1) tal que 

FD-F0 _ 62 +3 


8(1) — 8(0) 322 -4 
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Si se sustituye f(1) por 5, g(1) por —1, f(0) por —1 y g(0) por 2 en la ecua- 
ción anterior, y ésta se resuelve para z, se tiene 


S-(-D_ 62+3 
-1 -2 322 -4 


62 +62-5=0 
as -6 £ 436 + 120 

Ñ 12 

_ -6+24/39 

5 12 

_- 31439 
6 

En el intervalo (0,1),2 = (3 + 439) = 0.54083. 


Ahora se tienen los elementos para demostrar el teorema 7.7.2, Se dis- 
tinguirán tres casos: (i)x —> a?; (ix > 4 (id)x > a. 


Demostración del teorema 7.7.2 (i) Como en la hipótesis no se 
supone que f y g están definidas en a, se consideran dos nuevas funciones F y 
G para las cuales 


Fo) = FO) sixx*xa y Go) pes 1409) sixxa 16) 
0 six=au 0 six=a 

Sea b el extremo derecho del intervalo / dado en la hipótesis. Como f y 
g son diferenciables en 7, excepto posiblemente en a, se concluye que F y G 
son diferenciables en el intervalo (a, x], donde a < x < b. Por tanto, F y 
G son continuas en (a, x]. Las funciones también son continuas por la dere- 
cha en a porque lím F(x) = lím f(x) y lim f(0) = 0, lo cual es F(a); 

x>at x>a+ x>a+ 

de manera semejante, lím G(x) = G(a). Por tanto, F y G son continuas en 
el intervalo cerrado [a, x]. De este modo, F y G satisfacen las tres condi- 
ciones del teorema del valor medio de Cauchy. En consecuencia, 

Fx) - Fla) _ FU) 

G(x) - Ga) G(Z 
donde z es algún número tal que a < z < x. De (2) y de la ecuación ante- 
rior se tiene : 


O _ 0) 
0 ga) 


Como a < z < x, se deduce que conforme x > a?*,z —> a*; por tanto, 


lím LON lim Sa) 


x>ar £(x) Ñ x>a+ 2 (2) 


Pero por hipótesis, este límite es £. Así, 


lím L) - 


x>a+ g(x) — E 


La demostración del caso (ii) es semejante a la demostración del caso (i) 
y se deja como ejercicio (refiérase al el ejercicio 44). El caso (iii) se deduce 
inmediatamente de los casos (1) y (ii).  ” 

La regla de L”Hópital también se cumple si x crece sin límite o si x de- 
crece sin límite, como se establece en el teorema siguiente. 
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7.7.4 Teorema Regla de L'Hópital 


Sean f y g dos funciones diferenciables para toda x > N, donde N es 
una constante positiva, y suponga que para toda x > N; g(x) + 0. 
Si dm 0) =0y ÓN g0) = 0, y 


si  lím f 0) = L entonces lim $1) =L 
13+> Y (x) x>+ g(x) 


El teorema también es válido si x —> +00 se sustituye porx — —00. 


Demostración Se demostrará el teorema para cuando x > +00. La 
demostración para cuando x —> —oo se deja como ejercicio (vea el ejercicio 45). 

Para toda x > N, sea x = 1/t; entonces £ = 1/x. Sean F y G las fun- 
ciones definidas por F(t) = f(A/H y G(0) = gU/0, si £ + 0. Entonces 
FO) = F() y 800) = G(0), donde x > Ny 0 < 1 < 1/N. De las defini- 
ciones 3.7.1 y 1.6.1 se puede mostrar que las proposiciones 


E Y O 


tienen el mismo significado. Se le pedirá que demuestre esto en el ejercicio 42. 
Como por hipótesis lím FO =0 y lím g(00) = 0, se puede concluir que 
+. Xx 00 


¿Xim, F(0) =0 y ¡Áím, G(0) =0 (3) 


Al aplicar la regla de la cadena al cociente F(1)/G'(t) se tiene 


Como por hipótesis lim Fonle') = L, se deduce de lo anterior que 


F() 
30 GU) 


=L (4) 


Puesto que para todax > N, g(x) + 0, entonces 


G(0) 40 paratoda 0<t< $ 


De esta proposición, y de (3) y (4), se deduce del teorema 7.7.2 que 


im EDO _ 
Md > 


Pero como F(9/G(H = f0Je(x) para todax > N yt % 0, entonces 


ii LA 
go) 4 


de modo que el teorema se ha demostrado. » 
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> EJEMPLO 4 Evalúe el límite si existe. 


1 
lim — 
1>3+9 tq 2 

x 


Solución lim =0 y lim 2 - 0. De modo que por la regla de 
x—>+00 Y x>+owo X 


L'Hópital se tiene 


1 1 
EE 2 
lím 2 = lím NED 
00 +0 
x—+ tan L£ x (sec? EA (- 2) 
Y x Xx 
= 2 lím 
x>)+00 ec? Zz 


4 


ni 


Los teoremas 7.7.2 y 7.7.4 también se cumplen si L se sustituye por 
+00 o —o0. Las demostraciones de estos casos se omiten. Sin embargo, ob- 
serve que si lim f(x) = 0, lím g(x) = 0 y lím [£'(0/g'00)] no existe y no 

xa xa x—>a 
es +00 ni —oo, entonces el lím [f(x)/g()] puede existir. Vea el ejercicio 
x>a 


41 como un ejemplo de tal situación. 


» EJEMPLO 5 Demuestre que si se elimina la discontinuidad en 
O del ejemplo 1, la función que resulta será diferenciable en O. 


Solución La función del ejemplo 1 está definida por 


fo = 


e*-1 

y ahí se mostró que lím FG) = 1. Se elimina la discontinuidad definiendo 
Xx 

la función de modo que sea 1 en O. Si F es esta nueva función, 


sixx0 


FO) = e*—1 
1 six=0 


A fin de demostrar que F es diferenciable en O, se calcula F'(0). 


F(0) = lim FG) - F(0) 


x>0 x-0 


Como lim (x- e +1) =0y lim (xe* — x) = 0, se aplica la regla de 
> 1> 
LHópital y se tiene 


7.7 FORMA INDETERMINADA 0/0 Y TEOREMA DEL VALOR MEDIO DE CAUCHY 611 


Como lím (1 - e*) = 0y lím (e* + xe* — 1) = 0, se aplica otra vez 
la regla de L*Hópital y se obtiene 


x 
(0= k -e 
Eq) 15) er + €% + xe* 
=-l 
2 
Por tanto, se ha demostrado que £ es diferenciable en 0. 4 


EJERCICIOS 7.7 


En los ejercicios 1 a 10, haga lo siguiente: (a) trace la gráfica 
de f en la graficadora y determine a qué valor parece que se 
aproxima f(x) cuando x tiene a a; (b) confirme analíticamente 


la respuesta del inciso (a) calculando lím f(x). 


1 fo=ÑH 2. 
tan x 
a =0 
3. f(x) = SNA 4. 
2-x 
a=2 
O ES 
5 fm = <= 6. 
a=0 
sen? x 
T fo) = —— $, 
sen x 
a=0 
9. fx) = _*+8 _ 1- 
+ +4 
a=-2 


En los ejercicios 11 a 16, calcule 
gráficamente la respuesta. 


tan 3x 


11. lm 12. 
x>0 tan 2x 
E 2 
sen — 
B. lím Xx 14. 
x>)+00 
xXx 
iso lim AD 16. 


x>1/12 (1 — 2xy 


En los ejercicios 17 a 28, evalúe el 


, sl 

17. lim ——%— 18, 
po a 

insil 

A a 20. 

2>+00 3 
2 
21 he sen £ 22 


150 In(2e' - 1) 


23. - 
E 


x—>a 
fa) = PDA 

x —senx 
a=0 

sen”! x 
Xx) = 
Fo A 
a=0 
fo). Pub2 

tanh x 
a=0 

3 
-1 

(x MESS ROSE E] 
ed +34 
a=1 

3 cos x 
A = —_—_— 
Fo a 
a = m2 


el límite, si existe, y apoye 


h In x 
lí 
lx] 
8 — sen 6 


límite si existe, 
Je 
] ex 1 
lim 3 
x>0 sen? x 


2 
tim —Y 
y>0 1 -— cosh y 


tip Ar 1 0 


e — 2 tan”! A 
24. Im 2 
x>+4+0 1 
x 
SO x 
25. lim L+<082x 2%. lim E -1% 
xn l = sen x x>0 Xx 
27. lim 5 E Xx 28. lim senh x 5 sen x 
x>0 Xx x>0 sen” x 


En los ejercicios 29 a 36, determine todos los valores de z en 
el intervalo (a, b) que satisfacen la conclusión del teorema del 
valor medio de Cauchy para el par de funciones indicado. 


29. f(x) = 19, g() = 1% (a,b) = (0,2) 


2x l- 
,80) = 
Laa 1+ 


31. f(0) = senx,g(a) = cos x; (a, b) = (0, 70) 

32. f(x) = cos2x, g(x) = senx; (a,b) = (0, o) 
33. f(x) = Inx, g(1) = 12; (a,b) = (1,3) 

34. f00) = /x+ 5,800) =x + 3;(a,b) = (-4,-1) 
35. fía) = e%, g(1) = e”; (a,b) = (0,2) 

36. f(x) = Inx + D, 2) = In x; (a,b) = (1,2) 


37. Un circuito eléctrico tiene una resistencia de R ohms, una 
inductancia de £ henrys y una fuerza electromotriz de E 
volts, donde R, L y E son positivos. Si ¿ amperes es la 
corriente que fluye en el circuito £ segundos después de 
que se cierra el interruptor, entonces 


Y 
30. f() = do b) = (0,2) 


= £( z 
i ( € ) 


Si £, E y L son constantes, calcule lim ¿. 
R=>0+ 


38. En una progresión geométrica, si a es el primer término, r 
es la razón común de dos términos consecutivos y S es la 
suma de los primeros n términos, y sir + 1, entonces 


n= 
S= alr D 
p=-1 


Calcule el límS. Sir = 1, ¿es consistente el resultado 
r>1 


con la suma de los primeros n términos? 


39, Considere que 


_ cosx-—l 
fo = ES 
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41. 


Sea F la función que se obtiene de f al eliminar la 
discontinuidad en 0; esto es, 


Fo) 


Lori Fw 


sixx0 


Fu) = six=0 


Demuestre que F es diferenciable en O calculando F'(0). 


(a) Demuestre que sia > 0, entonces 


¿ar 1 
lim 
x>0 Xx 


= Ina 


(b) A partir del resultado del inciso (a), demuestre que si 
r > 0ys > 0, entonces 


E SA za ES 
lím LIÉ=1 => tim £ ao 
x>0 Xx x>0 Xx x>0 Xx 
Sean 
fo =x* sen— y £0) =x 


Demuestre que lim f(x) = 0, lím g(x) = 0, y que 
x>0 x>0 


lim, If'0/g'()] no existe ni es +00 ni —oo. También 
> 


42. 


43. 


demuestre que Lo [£00/8(0)] existe y calcule este límite. 
1> 
Sugerencia: Aplique el teorema de estricción. 


Suponga que f es una función definida para toda x > N, 
donde N es una constante positiva. Si £ = l/x y F() = 
f(1/1), donde r + O, demuestre que las proposiciones 


lím fG() = My lím F(t) = M tienen el mismo sig- 
+0 1=>0+ 
nificado. 
Calcule los valores para a y b tales que 
lím SEN 3x + ax + bx? 
im —_——_——áÁ =0 
x>0 Xx 


Demuestre el teorema 7.7.2(ii). 
Demuestre el teorema 7.7.4 para cuando x => —00. 
Suponga que f y g son dos funciones tales que la función 
flg tiene la forma indeterminada 0/0 en a. Además su- 
ponga que 

lím f'(x) = £L, y lim g(x) = L, 

1 >a x>a 
¿Qué puede concluirse acerca de lím [f(x)/g(x)] en cada 

>a ES 


uno de los siguientes casos: (a) L, 4 0 y L, % 0; 
(b)L, =0y£L,%*0;(c)L, *0yL,=0;(d)L, = 0 
yL, = 0? 


7.8 OTRAS FORMAS INDETERMINADAS 


Otra forma indeterminada de un cociente de dos funciones ocurre cuando 
el numerador y el denominador crecen o decrecen sin límite. Por ejemplo, 
suponga que desea evaluar el límite, si existe, 


lim == 
x>0+ 1 
Xx 


No se puede aplicar el teorema que trata acerca del límite de un cociente 
—o y lim (1/x) = +00. En este caso se dice que la 
rs 


porque lím In x 
x>0+ 


función definida por 


In x 


fa) = 


tiene la forma indeterminada (—oo)/(+00) en x = 


O. La regla de L”Hópital 


también se aplica a una forma indeterminada de cste tipo así como a las for- 
mas (+00)/(+00), (00)/(=00) y (+00)/(00). La regla se da en los dos teo- 
remas siguientes, para los cuales las demostraciones se omiten debido a que 
están más allá del alcance de este libro. 


7.8.1 Teorema Regla de L'Hópital 


Sean f y g funciones diferenciables en el intervalo abierto 1, excep- 
to posiblemente en el número a de /, y suponga que para toda x * a 


[0, 3] por [-1, 1] 


= Mx 
1163) ve 


FIGURA 1 
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enl, g(x) 4 0. Si lím f(x) es igual a +00 o —oo, y lím g(x) es igual 
a +00 0 —00, y os ó en 


si  lím LO =L entonces lím 0) = L 
xa 2(x) 


El teorema también es válido si todos los límites son limites por la 
derecha o límites por la izquierda. 


DP EJEMPLO 1 Sea 


fo = == 
z 


(a) Trace la gráfica de f. ¿A qué valor parece que se aproxima f(x) cuando 
x tiende a 0 por la derecha? (b) Confirme analíticamente la respuesta del in- 
ciso (a) calculando lím, FO). 

x> 


Solución 
(a) La figura 1 muestra la gráfica de f trazada en el rectángulo de inspección 
de [O0, 3] por [-1, 1]. En la gráfica, parece que f(x) se aproxima a 0 
cuando x tiende a O por la derecha. 
(b) Como lím Inx = -oo y lím (1/x) = +00, se aplica la regla de 
x>0+ x>0+ 
L"Hópital obteniéndose 


Í 
lím nx - lím — 
1>0+ 1 1>0t _ EN 
Xx yl 
A 
=0 
lo cual confirma la respuesta del inciso (a). 4 


7.8.2 Teorema Regla de L'Hópital 


Sean f y g funciones diferenciables para toda x > N, donde N es upa 
constante positiva, y suponga que para toda x > N, g(x) + 0. “Si 
im f(x) es igual a +00 o —oo, y lim g(x) es igual a +00 O—o0, y 


lím Lo = L entonces  lím LG) =£L 


a 800) a 800. 7 


El teorema también es válido six —> +00 se sustituye porx —> —oo. 


Los teoremas 7.8.1 y 7.8.2 también se cumplen si L se sustituye por 
+00 o —oo, y las demostraciones para estos casos también se omiten. 


> EJEMPLO 2 Evalúe, si existe, 


li Sx - 
im 
1>+ In(2 + e*) 


y apoye gráficamente la respuesta. 
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[0, 9] por [0, 6] 


S5x 


"hQ+e) 


FIGURA 2 


Solución Como lim 5x = +00 y lím InQ + e%) = +00, al apli- 
+00 


> +00 
car la regla de L*Hópital se tiene 


A 3 
1>+00 In(2 + ex) x23+0 1 z (ex) 
2+e* 
= lim (10 + Se*)e"* 


lím (10e* + 5) 
x>7+0 


tu 


5 


La figura 2 muestra las gráficas de la recta y = 5 y de la función 
f60) = Sxf[InQ + e*) trazada en el rectángulo de inspección de (0, 9] por 
[O, 6]. Se ha apoyado la respuesta ya que la recta parece ser una asíntota 
horizontal de la gráfica de f. 4 


» EJEMPLO 3 Evalúe, si existe, 


sec x 
1>1/2- Sec 3x 


Solución Como lim sec x= +00, y lím sec 3x = —oo, de la 
x>n/2— x>1/27 


regla de L*Hópital se tiene 


SEX sec x tan x 
x>a/2- Sec 3x r>a/f2- 3 sec 3x tan 3x 
Observe que lim secx tan x= +00, y lím 3 sec 3x tan 3x = —oo y 
1>1/2— x>m/2- 


que aplicar otra vez regla de L”Hópital no será útil. Sin embargo, el co- 
ciente original puede escribirse como 


¡ SeCx pj cos 3x 
x>n/2- Sec 3x 1>%/27 COS X 


Ahora, como  lím cos3x=0y  lím cos x =-0, se puede aplicar la 
11/27 x>1/27 . 


regla de L”Hópital 


lim “os xr _ lí -3 sen 3x 
x>m/27 COS X i>m/27 “Sen Xx 
= 3 4 


El límite del ejemplo 3 puede ser evaluado sin la regla de L”Hopital, 
utilizando el teorema 1.10.2. Se le pedirá que haga esto en el ejercicio 42. 

Además de las formas 0/0 y +oo/+oo, otras formas indeterminadas son 
O + (+00), +00 — (+00), 0%, (+00) y 14”. Estas formas indeterminadas se 
definen de manera semejante a las otras dos. Por ejemplo, si lm FO) = +00 


y lím g(x) = 0, entonces la función definida por f()8% tiene la forma in- 
x>a 


determinada (+00)? en a. Para calcular el límite de una función que tiene 
una de estas formas indeterminadas, se debe cambiar a la forma 0/0 o 
+oo/+oo antes de aplicar la regla de L*Hópital. Los ejemplos siguientes 
ilustran el método. 


pu= L->5 


FIGURA 3 
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» EJEMPLO 4 Evalúe, si existe, 


lim sen! x csc x 
x>0+ 


Solución Como lim sen! x = 0 y lim csc x= +00, la función 
1>0+ x>0+ 
definida por f(x) = sen”! x csc x tiene la forma indeterminada O - (+00) en O. 
Antes de aplicar la regla de L”Hópital se expresa sem! x cscx como 
sen”! x[sen x, y se considera lim (sen! x[sen x). Ahora lím senix=0 
1>0+ 1>0+ 
y limo, sen x = 0; de modo que se tiene la forma indeterminada 0/0. Por 
> 


tanto, de la regla de L*Hópital se tiene 


1 


EA ip; E y? 


lim 
x>0+ sen X x>0+ COS Y 
1 
1 
=1 4 


DP EJEMPLO 5 sea 


1 
x= += 
10) xX2  x2secx 


(a) Trace la gráfica de f. ¿A qué valor parece que se aproxima f(x) cuando x 
tiende a 0? (b) Confirme analíticamente la respuesta del inciso (a) calcu- 
lando lim FO. 

1> 


Solución 


(a) La figura 3 muestra la gráfica de f trazada en el rectángulo de inspección 
de [23, 3] por [-1, 3]. La gráfica tiene un agujero (cubierto por el eje y) 
en x = 0 debido a que f(0) no existe. En la gráfica, parece que f(x) se 
aproxima a 0.5 cuando x tiende a 0. 


(b) Como 
ñ ¡A ; 1 h: 
im > =+0 y lim —— = +00 
1>0 x x>0 x* sec x 


se tiene la forma indeterminada +00 — (+00). Al reescribir la expre- 
sión se tiene 


Como lím (1 - cos 1) =0 y lim 12 =0, se aplica la regla de 


L*Hópital y se obtiene 
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Si se aplica la regla de L*Hópital una vez más, ya que lím senx=0 
y lím 2x = 0, se tiene ¿fi 
> 


lim SEN X _ tim 295 x 
1530 2x x>0 2 
= 1 
2 
Por tanto, 


A 1 1 1 
ti (5 ==) >] 
lo cual confirma la respuesta del inciso (a). d 


Para cualquiera de las formas indeterminadas 00, (+00)%, 1+>, el pro- 
cedimiento para evaluar el límite se presenta en el ejemplo 6. 


» EJEMPLO 6 Evalúe, si existe, 
í cotx 
ip,» 
Apoye gráficamente la respuesta. 


Solución Como lím (x + 1) = 1y lím cotx = +00, se tiene la 
1>0+ 1>0+ 


forma indeterminada 1*”. Sea 


y = (ee 10 (1 
Entonces 
Iny = cotx1In(x + 1) 
In +1) 
tan x 


De modo que 
(2) 


Como lim. In(x + 1) = 0 y lim, tan x = 0, puede aplicarse la regla de 
> > 
L'Hópital al miembro derecho de (2) obteniéndose 
1 


2 nx +1 : 
tim P+D _ tm 251 
1>30+ tan x 1>0+ sect x 


=1 


Por tanto, al sustituir ] en el miembro derecho de (2) se tiene 


lím, Iny = 1 6) 

Debido a que la función exponencial es continua en todo su dominio, el cual 

(0, 3] por [0, 5] es el conjunto de los número reales, se puede aplicar el teorema 1.9.1; de 
modo que A 


FO = (+ ptr 
FIGURA 4 a exp(In y) = expl lím In y) 
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Entonces, se deduce de (3) y de esta ecuación que 


= el 
a, Y =€ 


Pero de (1), y = (x + 1)%*x, y en consecuencia, 


lím (x + 1)0%% = e 
x>0+ 


La figura 4, que muestra la gráfica de f(x) = (x + 1)%% * trazada en 
el rectángulo de inspección de [0, 3] por [O, 5], apoya la respuesta. d 


EJERCICIOS 7.8 


En los ejercicios | a 8, haga lo siguiente: (a) estime el límite, si 
existe, trazando la gráfica de la función en un rectángulo de 
inspección adecuado; (b) confirme analíticamente la respues- 
ta del inciso (a) calculando el límite. 


2 3 
L lim E 2. lim MAY 
+ p* +0 x 
3. lím, tan x (In x) 4. lím tan” xcotx 
A 1 1 s lo x 
S. lím| — -— 6. lim (l + x) 
x>Minx  x-—1 x>0+ 


E 1 
TF. lim xnx . lim —=— - 
im, 8 ima 7-6 73) 
En los ejercicios 9 a 16, calcule el límite, si existe, y apoye 
gráficamente la respuesta. 


9. lim 12 10. lim 1+10) 
xo Xx I>+o0 nx 

11. lím xcsc x 12. lim Q2x-— 1) tan mx 
1>0+ x>1/2+ 

13. lm(?-= Vx 7x2 +2) 14. tm LL ») 
+0 >0t1 Sen Xx xXx 

15. lím(l + 3914 16. lim xx 
1>0 1—0+ 


En los ejercicios 17 a 34, calcule el límite si existe. 


17. lim Ind — 2x) 18. In(cos x) 
1>1/2> fan Tx a>aj2- In(tan x) 
19. lim (e* + y? 20. lim (senh xJ0"” 
21. lim (senx)” 2. lim(r + e2y0 
x>0+ r>0 
24 2x , l y 
A MAA A 
25. lím(l + senh ala 26. lím(x — 2) tan ¿ax 
27. lim (CA 28. lím (cos x)1/9? 
29, lim [(xé + 3x5 + 4)/6 - y] 
x -l/x 
30. lím Me) 31. lim £ 
1>3+00 3x x>0+ Xx 
32. lím x” 33. lim — 


1>0+ x>+00 1 + Po 
34. lím(x-y/x? - x) 


12+. 


35. Trace la gráfica de 


37. 


38 


39. 


40. 


41. 


42 


43. 


fa = E 
e 


en un rectángulo de inspección conveniente, y a partir 
de la gráfica prediga el comportamiento de f(x) cuando 
(a) x > -00, y (b) x > +02, Confirme analíticamente 
las respuestas de los incisos (a) y (b) determinando 
(c) Lim fu, y (a) lím Fo), respectivamente. 


. Realice el ejercicio 35 si 


Xx 
e 
fo = 3 
Demuestre que e” crece más rápido que xP? para todos los 
valores positivos de p, sin importar que tan grande sea 
p, evaluando 
a et 
lim = 
xo xP 
Demuestre que In x crece menos rápido que xP para todos 
los valores positivos de p, sin importar que tan pequeño 
sea p, evaluando 


h in x 
ím 
to xP 
. (1 - ey six<o0 CC 
SF) = 3. si O < x |» determine k de 


que fsea continua enx = 0, 


. (x + py Mol sixvxo0 
Sf= 15 six =0 


modo que f sea continuaenx = 0, 


, determine k de 


e. 
Si lim (=>) = 9, determine n. 
rotwinx —= 1 
Evalúe el límite del ejemplo 3 sin emplear la regla de 


L”Hópital, sino utilizando el teorema 1.10.2 y las iden- 
tidades cos( 5 TT - 1) = sent y sen( 3 TT -= 1) = Cc0sf. 

(a) Demuestre que -lim (e? yn) = 0 para cualquier 
número entero positivo n. (b) Si f(x) = y, utilice el 
resultado del inciso (a) para demostrar que los límites de 
f y de todas sus derivadas, cuando x tiende a 0, son O, 
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44. Suponga que f(x) = e e%J91% + 1dt y gl) = x"e%. 49. Calcule lim log (x + 10) y apoye gráficamente la res- 


puesta. Sugerencia: primero exprese log,(x + 10) en 


Si lím [L2.| = 1. determine ». 


ro] g(x) términos de logaritmos naturales aplicando la ecuación 
k (3) de la sección 5.5. 
45. Si la recta normal a la curva y = xP, donde p > 0, en el 
punto (., uP) intersecta al eje x en el punto (a, 0), de- 50. Sea 
muestre que 
fo = 1 Cos Xx 
0 si0<p<0.sS Xx + sen x 
lí - = ip= 
Pared (ad del o A el te (a) Estime lim Fx), si existe, trazando la gráfica de f en 
] un rectángulo de inspección conveniente. (b) Confirme 
46. Si la recta normal a la curva y = In x en el punto (4, In u) analíticamente la respuesta del inciso (a) calculando el 
intersecta al eje x en el punto (a, 0), demuestre que límite. (c) ¿Por qué no puede emplearse la regla de 


lím (a-4y=0 L”Hópital para calcular el límite del inciso (b)? 
Ae 51. Determine cada uno de los siguiente límites: 

En los ejercicios 47 y 48, dibuje la gráfica de f determinando y 
primero los extremos locales de f y las asíntotas horizontales (a) lím (sen 12 * (b) lim (sen ») 
de la gráfica, si es que existe alguna. Verifique la gráfica en 190 AE % 


la graficadora. (0) ¿Es 0*” una forma indeterminada? Explique cómo 


47. fo) = aMr>0 48. fa) =x4,x>0 llegó a la respuesta. 


7.9 INTEGRALES IMPROPIAS CON LÍMITES - 
DE INTEGRACION INFINITOS 


Hasta aquí, en el estudio de la integral definida se ha supuesto que el integran- 
do está definido en un intervalo cerrado. En esta sección, se extenderá la 
definición de la integral definida para considerar un intervalo infinito de 
integración. A estas integrales se les denomina integrales impropias. Otro 
tipo de integrales impropias se discutirá en la próxima sección. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Considere el problema de 
calcular el área de la región limitada por la curva y = e”*, el eje y, el eje x 
y la recta x = b, donde b > 0. Esta región se muestra en la figura 1. Si 
A unidades cuadradas es el área de la región, entonces 


A 


lím y Y" Ajx 


lla[]>0 ¿2 
b 

[ e*dx 
0 


-b 


FIGURA 1 


l 
! 
SS 
I 
= 
== 
o 


=1l-e 


Si se permite que b crezca sin límite, entonces 


b 
lim [ e dx lim (1 - e7?) 
b=>+00 b>+0 


b 
lím [ e*dx= 
b—>+0 o 


— 


(1 
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+ A 
[O, 3] por [O, 2] 
y = NINT(e*,0,x) y y =1 


FIGURA 2 


Por tanto, sin importar que tan grande se tome el valor de b, el área de la región 
mostrada en la figura 1, siempre será menor que 1 unidad cuadrada. d 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 — al trazar la gráfica de 


y = NINT(e”*, O, x) y la recta y = 1 en el rectángulo de inspección de [0, 3] 
por [O, 2], como se muestra en la figura 2, se apoya la respuesta del ejemplo 
ilustrativo 1. La figura apoya la respuesta porque la recta parece ser una 
asíntota horizontal de la gráfica. 4 


La ecuación (1) establece que si b > 0, para cualquier € > 0 existe 


una N > 0 tal que 
b 
[ e*dx- 1 
0 


si b > N entonces <€ 


En lugar de (1) se escribe 


40 
[ e*dx= 1 
0 


En general, se tiene la siguiente definición. 


7.9.1 Definición de integral impropia con límite 


superior infinito 


Si f es continua para toda x > a, entonces 


+00 b 
£ f0) dx = EN] Fx) dx 


a 
si este límite existe. 


La siguiente definición trata acerca de las integrales impropias para las 
cuales el límite inferior de integración es infinito. 


7.9.2 Definición de integral impropia con límite 


inferior infinito 


Si f es continua para toda x < b, entonces 
b b 
| Fo) dx = dm / f0) dx 
o a 
si este límite existe. 
En las dos definiciones anteriores, si el límite existe, se dice que la inte- 


gral impropia es convergente. Si los límites no existen, la integral impropia 
es divergente. 


» EJEMPLO 1 Evalúe la integral, si es convergente: 


2 
dx Ñ 
M (4 — xY 


Apoye gráficamente la respuesta. 
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[-10, 2] por -1, 1] 


1 


y = nNT( 2:58) y )=05 


FIGURA 3 


Solución 


2 2 
dx = Ú dx 
AAA A PA = 
Le (A x) es], (4-12) 


Al trazar las gráficas de y = NINT(1/(4 — 1, x, 2) y la recta y = 0.5 
en el rectángulo de inspección de [-10, 2] por [-1, 1], como se muestra en 
la figura 3, donde la recta parece ser una asíntota de la gráfica. | 


La siguiente definición trata acerca de las integrales impropias para el 
caso cuando los dos límites de integración son infinitos. 


7.9.3 Definición de integral impropia con límite 


superior e inferior infinitos 


Si f es continua para todos los valores de x y c es cualquier número 
real, entonces ; 


+0 € b 
| f0) dx = | fm dx + UN / f0) dx (2) 
0 a Cc 
si los dos límites existen. 


En el ejercicio 42 se le pedirá que demuestre que cuando los límites 
existen, el miembro derecho de (2) es independiente de la elección de c. 
Cuando la definición 7.9.3 se aplica, por lo general se considera c como 0. 


DP EJEMPLO 2 — Evalúe, si existen, 
+00 r 
a | xdx (b) Am [ x dx 
Solución 


(a) De la definición 7.9.3, con c = O se tiene 


+00 0 b 
ll xdx lím | xdx + lím [ xdx 
aso b=>+00 0 
—00 a 


lim [£ 12]? + lim [2 22]; 


1453-00 S+oo 


lím (-1a?)+. lim ! p2 
a 2 ) ba+o 2 * 


Como ninguno de estos dos límites existe, entonces la integral impropia 
diverge. 
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[-10, 10) por [-1, 2] 
yy = NINT(/(7 + D,x, 0) (1 < 0) 
y, = NINTA/” + 1), 0,x) (x > 0) 
y =x/2 


FIGURA 4 


E 
ñ A 1,21 
(b) lím [ xdx lím [lx JE 


T>+0 Ty+00 
r 


, ¿lez 
Ed E E 


lim 0 


T>+o0 


0 4 


» EJEMPLO 3 Evalúe la integral, si es convergente: 


+00 
dx 
ss +1 


Apoye gráficamente la respuesta. 


Solución 


boo d 0 d b d 
- —= lím 2 + lím e 
Lo APA 1 ao]. x2+ 1 el 1 


= lím [tan]? + ¿Lim [tan”LeJ, 


a>)-o +0 


= lím (tan?0-tanla + lím (tan! b - tan 0) 
a>3-o bo+o 


=0- lím (tanta + lim (tanto) - 0 
a>—o b> +0 


e 


= A 
A fin de apoyar la respuesta se trazan las gráficas de 


NINT(1/(2 + 1), x, 0) (1 < 0) 
NINT( (2 + 1), 0,0) (% > 0) 


Y1 
Y) 


y la recta y = 1/2 en el rectángulo de inspección de [—10, 10] por [-1, 2], 
como se muestra en la figura 4. El hecho de que la recta y = 7/2 parece ser 
la asíntota de las gráficas de y; y y, apoya la respuesta. 


> EJEMPLO 4 Evalúe la integral si es convergente: 


+o0 
[ xe * dx 
0 


Solución 


+00 b 
| xe dx = lim [ xe *dx 
b=>+0w 
0 0 
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FIGURA 5 


A fin de evaluar la integral se utiliza integración por partes con u = x y 
dv = e”* dx, de modo que du = dxyv = —e *. Así, 


+00 
, Po pp 

xe *dx lím [-xe *-e *] 

ó b=> +00 (0) 


lím (=be”? - e? + 1) 


il 


b—>+00 
Ll ia, 
== lim 20491 5) 
Con objeto de calcular ¿óm a se aplica la regla de L”Hópital porque 
+0 e 
lím b = +00 y lím e? = +00. De este modo se tiene 
br +00 b—=> +00 
E O 
¿Li > — ¿Ln e? 
=0 
Por tanto, de (3), 
+o0 
[ xe *dx=1 d 
0 


» EJEMPLO 5 ¿Es posible asignar un número finito para repre- 
sentar la medida del área de la región ubicada a la derecha de la recta 
x = l, debajo de la gráfica de y = 1/x y por arriba del eje x? 


Solución La región se muestra en la figura 5. Sea L el número que se 
desea asignar a la medida del área de la región limitada por las gráficas de las 
ecuaciones y = 1/x,y = 0,x = 1yx = b,donde b > 1. Entonces 


A 


l 
Ms 


l 
_——= 
= 
= |— 
Sa 
> 


Así, seaL = ¿óm A, si este límite existe. Pero 
=> +00 
dl 1 
lím A lím =dx 
b=> +00 b=> +00 1 Xx 


lím [Inb — ln 1] 
b—> +00 


= +00 


Por tanto, no es posible asignar un número finito para representar la medida 
del área de la región. d 


» EJEMPLO 6 ¿Es posible asignar un número finito para re- 
presentar la medida del volumen del sólido generado al girar la región del 
ejemplo 5 alrededor del eje x? z 


Solución El elemento de volumen es un disco circular que tiene un es- 
pesor de A;x y un radio de 1/w, en la base. Sea L el número que se desea asig- 
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nar a la medida del volumen, y sea V la medida del volumen del sólido gene- 
rado al girar alrededor del eje x la región limitada por las gráficas de 
y = lfxy =0,x = lyx = b,dondeb > 1. Entonces 


n 1 2 
V= lim Val) Ax 
a 


Seal = ¿óm Y, si el límite existe. 


> +00 
b 
lim V= lima] 
b=>+0 b>+0 x? 
b 
= li a 
5, lim | | 
= 1 lim LE + ) 
b=>+0 


Por tanto, se asigna 7 para representar la medida del volumen del sólido. «4 


» EJEMPLO 7 


+00 
Determine si | sen x dx es convergente o divergente. 
0 


Solución 


+00 b 
senxdx = lím sen x dx 
o b>+0 0 


b 
= lím [-cos x] 
b>+0 10] 


Il 


¿Lim (-cosb + 1). 


Para cualquier número entero », conforme b toma todos los valores de nx 
a 2n1, cos b toma todos los valores de —l a 1. En consecuencia, ¿im cos b 
. . . . . 509 
no existe. Por tanto, la integral impropia es divergente. 4 


El ejemplo 7 ilustra el caso en el cual la integral impropia es divergente 
y el límite no es infinito. 

Una aplicación de la integral impropia con un límite de integración infi- 
nito se refiere a la probabilidad. La probabilidad de que un evento particular 
ocurra es un número del intervalo cerrado [O, 1]. Si es seguro que el even- 
to ocurra, entonces la probabilidad de su ocurrencia es 1; si el evento nunca 
ocurrirá, entonces la probabilidad es O. Cuanto más seguro se esté de que un 
evento ocurrirá, su probabilidad estará más cercana a 1. 

Suponga que el conjunto de todos los resultados posibles de una situa- 
ción particular es el conjunto de todos los números x del intervalo 7. Por ejem- 
plo, x puede ser el número de minutos del tiempo de espera para una mesa 
en cierto restaurante, el número de horas de vida de un cinescopio, o el nú- 
mero de pulgadas de la estatura de una persona. En ocasiones es necesario 
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FIGURA 6 


determinar la probabilidad de que x esté en algún subintervalo de /. Por 
ejemplo, se puede desear determinar la probabilidad de que una persona 
tendrá que esperar entre 20 y 30 min para una mesa en un restaurante, O 
la probabilidad de que de que el cinescopio de una televisión dure más de 
2 000 horas, o la probabilidad de que alguien elegido al azar tenga una altura 
entre 66 pulg y 72 pulg. Estos problemas implican la evaluación de la inte- 
gral de una función denominada función de densidad de probabilidad. En 
la sección 5.6 se trató la función normal estandarizada de densidad de pro- 
babilidad. Las funciones de densidad de probabilidad se obtienen a partir 
de experimentos estadísticos. Se dará aquí una discusión breve e informal de 
estas funciones con el fin de mostrar como surgen las integrales impropias. 

Una función de densidad de probabilidad es una función f que tiene 
como dominio al conjunto R de los números reales y que satisface las dos 
siguientes condiciones: 


1. f(x) > 0 para toda x en R 
+o0 
2. j foydx=1 


Se considerará aquí la función de densidad exponencial definida por 


_Jke** sixz>0 
so =( 0x<0 0 


donde k > 0. Para verificar que esta función es una función de densidad 
de probabilidad se mostrará que se cumplen las dos condiciones. 


1. Six <0 f(x) = 0six > 0, f(x) = ke"*%, y comok > 0, ke"** > 0, 


+00 0 +00 
2. | fo) dx = | FO) dx + [ FO) dx 
aa —o0 0 


0 +00 
= | 0dx + | ke dx 
00 0 


0+ lim - Pescado] 
0 


5 


b— +00! 


b 
_prkx 
¿im [e], 
lim (227 + 1) 
b=+0 


=1 


Si f es tirta función de dérisidad de probabilidad de cierto evento, en- 
tonces la próbabilidad de que el evento ocurrirá en el intervalo cerra- 
db [a, $] se denotir por Pí[t, 51) y 


b 
Pia, BI) -| Fx) dx 


a 


La figura 6 muestra la gráfica de la función de densidad exponencial. Como 
[7 ke“*! dx = 1, la medida del área de la región limitada por y = ke“**, 
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el eje x y el eje y, es 1. La medida del área de la región sombreada en la figu- 
ra es P(la, b)). 


» EJEMPLO 8 Para cierto tipo de baterías, la función de densi- 
dad de probabilidad de modo que x horas es la vida de una batería elegida al 
azar está dada por 


six>0 


(5) 
0 0x<0 


Calcule la probabilidad de que la vida de una batería elegida al azar (a) esté 
entre 15 y 25 horas, y (b) sea por lo menos 50 horas. 

Solución La función definida por (5) es de la forma (4) con k = a: 
(a) La probabilidad de que la vida de una batería elegida al azar esté entre 15 
y 25 horas es P([15, 25)), y (b) la probabilidad de que por lo menos será de 
50 horas es P([S0,.+00]). 


ze 16 gy 


25 
l 
¡NE 
15 


25 1 
zz -x/60 (2 
[ enel 0d) 


(a) P(US, 257) 


25 
15 
= —e725/60 y ¿-15/60 


tí 


E e-s160] 


= 0.120 
b 
(b) P([SO, +00]) = lim fl ze "(9 dx 
3 )s9 
= tim [.-x/60 
= pim. | E | 


I¡ 


lím (=e7b160 4 ¿-30/60) 


b—+00 


O + e-50/60 


0,435 


tl 


4 


EJERCICIOS 7.9 AR | 


En los ejercicios 1 a 18, determine si la integral impropia es 
convergente o divergente, y si es convergente, evalúela. Apo- 


ye gráficamente la respuesta. 


+0 

1. j Bdx 
0 
0 

3. j 15% dx 
das 

5, j x2 "dx 
0 


PS 
; 


0 
¡l x2e* dx 


Hed 
7. f x cosh x dx 8. 


xdx 9 IS x dx 10 (E 3x dx 
s Y9-x o (3 + 2Y 
+00 +o0 
27 dx 11. f 20% p. j Es 
A 12+9 . *Inx 
+00 +00 
E í B. j eb dx mM. j xe * dx 
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15. 


17. 


19. 


20. 


21. 


22. 


23. 


25. 


26. 


27. 


dx 
x(ln x)? 


dx 
16 + x? 


+00 
/ 
+00 
j Inxdx 
l 


Evalúe, si existe: 


+00 
(a) f sen x dx 


. fb 
Demuestre que si ¡E FG) dx es convergente, entonces 


eo 
16. ] 


fos 
18. j e*cosx dx 
0 


(b) lim sen x dx 


r 
ra+o Y, 


pe . FG=x) dx también es convergente y tiene el mismo 
valor. 
Pruebe que la integral impropia Ja x(1 + 12y? dx es 


convergente y que la integral impropia [7 x(1 + x2y! dx 
es divergente. 
+00 
Demuestre que la integral impropia ] E es conver- 
1 x 


gente si y sólo sip > l. 

Determine si es posible asignar un número finito para 
representar la medida del área de la región limitada por 
la curva cuya ecuación y = 1/(e* + e”*) y el eje x. Si 
puede asignarse un número finito, determínelo. 


Determine si es posible asignar un número finito para 
representar la medida del área de la región limitada por el eje 
x, la recta x = 2 y la curva cuya ecuación es y = 
1/(x? - 1D). Si se puede asignar un número finito, de- 
termínelo. 


Determine si es posible asignar un número finito para re- 
presentar la medida del volumen del sólido generado al 
girar alrededor del eje x la región ubicada a la derecha de 
la recta x = 1 y limitada por la curva cuya ecuación 
es y = 1142 y el eje x. Si puede asignarse un número 
finito, determínelo. 


Determine si es posible asignar un número finito para 
representar la medida del volumen del sólido generado al 
girar alrededor del eje x la región limitada por el eje x, el 
eje y, y la curva cuya ecuación es y = e7?*, Si puede 
ser asignado un número, determínelo. 


Para la batería del ejemplo 8, calcule la probabilidad de 
que la vida de una batería elegida al azar sea (a) no más 
de 50 horas, y (b) por lo menos 75 horas. 


Para cierto tipo de lámparas, la función de densidad de 
probabilidad de que x horas sea la vida de una lámpara 
elegida al azar está dada por 


1 ,-x/40 


f) = (os 
0 


sixz=0 
six<0 
Determine la probabilidad de que la vida de una lámpara 


elegida al azar (a) esté entre 40 y 60 horas, y (b) sea por lo 
menos 60 horas. 


29. 


31. 


32. 
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En cierta ciudad, la función de densidad de probabilidad 
para que x minutos sea la duración de una llamada tele- 
fónica elegida al azar está dada por 


Ll -x/3 


fo) = ¡$ 
0 


six>0 
six<0 


Determine la probabilidad de que una llamada telefónica 
durará (a) entre 1 min y 2 min, y (b) por lo menos 5 min. 


Para cierto aparato doméstico, la función de densidad de 
probabilidad de que necesite servicio después de x meses 
de comprado está dada por 


sixz=0 


10) = 0.02070.02x 
0 six<o0 


Si el aparato está garantizado por un año, ¿cuál es la proba- 
bilidad de que un aparato elegido al azar no necesitará 
servicio durante este periodo de garantía? 


Suponga que un cohete se lanza desde la superficie de la 
Tierra, sin considerar toda resistencia excepto la de grave- 
dad. Si y millas por segundo es la velocidad necesaria para 
escapar del campo gravitacional de la Tierra, entonces 


+00 
y? = 28gR? j 1? dx 
R 


donde g es la gravedad constante medida en millas por 
segundo por segundo en la superficie de la Tierra y R 
millas es el radio de la Tierra. Con g = 0.006094 y 
R = 3963, aproxime la velocidad de escape con tres 
dígitos significativos. 


Si fes una función de densidad de probabilidad, entonces 
la media (o valor promedio) de las probabilidades está 
dado por 


j xf() dx 


si existe. Calcule la media de las probabilidades obtenidas 
a partir de la función de densidad exponencial (4). 


Los ejercicios 33 a 36 muestran una aplicación de las integra- 
les impropias en el campo de la economía. Suponga un flujo 
de ingresos continuo para el cual el interés se. compone con- 
tinuamente a una tasa anual de 100% y 0) dólares es el 
ingreso anual en cualquier lapso de t años. Si el ingreso con- 
tinúa indefinidamente, el valor presente, V dólares, de cual- 
quier ingreso futuro está dado por 


33, 


Y = j fé dt 
0 


Un flujo continuo de ingresos decrece en el tiempo, y en £ 
años el número de dólares del ingreso anual es 1000 - 2”. 
Determine el valor presente de este ingreso si se conti- 
núa empleando indefinidamente una tasa de interés del 
8% compuesto continuamente. 


Suponga que el dueño de parte de una propiedad de una 
empresa la tiene en arrendamiento permanente, de ma- 


nera que la renta se pague a perpetuidad. Si la renta anual 
es de $12 000 y el valor monetario es 10% compuesto 
continuamente, determine el valor presente de todas las 
rentas futuras. 


El British Consol es un bono sin vencimiento y proporcio- 
na al poseedor una suma global de pago al año. Determi- 
nando el valor presente de un flujo de pagos anuales de R 
dólares y utilizando la tasa de interés corriente de 100:%, 
compuesto continuamente, demuestre que el precio justo 
de venta de uno de estos bonos, es R/¡ dólares. 


El flujo continuo de utilidades de una empresa crece con 
el tiempo, y a los t años el número de dólares de la utilidad 
anual es proporcional a t. Demuestre que el valor presente 
de la compañía es inversamente proporcional a ¿?, don- 
de 1001% es la tasa de interés compuesta continuamente. 


. La distancia de un punto masa P (toda la masa está con- 


centrada en P) desde un alambre largo de masa uniforme 
es b unidades. El número de unidades de fuerza gravi- 
tacional sobre P debida al alambre es F donde 


+00 
F= 240] 
o (bp? 


donde k es una constante positiva. Demuestre que F = 
2k/b; esto es, F varía inversamente a b. 


dx 
+ 12y/2 


La distancia de un punto masa P desde una superficie pla- 
na delgada de masa uniforme, es b unidades. El número 
de unidades de fuerza gravitacional sobre P debida a la 
superficie es F donde 


e dx 
F = 2kb E 
E x? 4 p? 


donde k es una constante positiva, Demuestre que F = 
27rk, lo cual indica que la fuerza gravitacional es inde- 
pendiente de la posición de P y de su distancia desde la 
superficie. 


Determine un valor de p para el cual la siguiente integral 


+00 


impropia es convergente: j PESE 
e  x(nx)? 


40. 


41. 


42. 


43. 
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Determine un valor de » para el cual la integral impropia 


PG. 


la integral para este valor de n. 


3x 
212 + nm 


) dx sea convergente, y evalúe 


Determine un valor de a para el cual la integral impropia 


nx? 1 y 
en ran dx sea convergente, y evalúe 
1 x 


la integral para este valor de n. 


Suponga que f es continua para todos los valores de x. 
Demuestre que si 


lim [ftYdx =Ly Um [fujdx= M 
a>-o b=>+0w 
entonces si d es cualquier número real, 


lim [íf)dx+ lim [¿f9dx=L+M 
a>-o b=+0 


Sugerencia: 16d f0 dx = 103 fo dx + le FO) dx 


[fo dx = [$00 dx + ? $0) dx 


Una función de densidad uniforme de probabilidad está 
definida por 


0 six<c 
f = E sicscsd 
0 sid<x 


donde c < d. Demuestre que esta función es una función 
de densidad de probabilidad. 


Explique la diferencia entre 


j fodx y lim J FO) dx 


si fes continua para todos los valores de x. 


7.10 OTRAS INTEGRALES IMPROPIAS 


Otro tipo de integrales impropias es aquel cuyo integrando tiene una discon- 
tinuidad infinita en los límites de integración. Para llegar a la definición de 


lím 
FIGURA 1 hall>o E 


integral impropia con una discontinuidad ¡infinita en su límite inferior, se in- 
vestigará lo que significa en términos geométricos. 

La figura 1 muestra la región acotada por la curva cuya ecuación es 
y = 1/Wx, el eje x, el eje y y la recta x = 
finito a la medida del área de esta región, estaría dado por 


4. Si es posible asignar un número 
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[0.00001, 4] por [-1, 5] 
2(1) = NINT(1//x,14) (0<t<4) 


y=4 


FIGURA 2 


Si este límite existe, es la integral definida denotada por 


4 
dx 
0 ; (1) 
[ Vx 
Sin embargo, el integrando es discontinuo en el límite inferior O. Además, 
lim. 1//x = +00, por lo que se establece que el integrando tiene una 
> 


discontinuidad infinita en el límite inferior. Esta integral es impropia, y su 
existencia puede determinarse a partir de la siguiente definición. 


7.10.1 Definición de integral impropia con una 


discontinuidad infinita en su limite inferior 


Si f es continua en toda x del intervalo semiabierto por la izquierda 
(a,b), ysi lím |fG09 | = +00, entonces 


b b 
j F0) dx = | F0) dx 
a t 


si este límite existe. 


D EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Se determinará si puede asig- 
narse un número finito a la medida del área de la región de la figura 1. De 
la discusión anterior a la definición 7.10.1, la medida del área de la región 
dada será la integral impropia (1) si existe. Por la definición 7.10.1, 


4 
O 
a 50 o Jx 


l 
— 
3 
159] 
- 
_ 
= 
N 
(A 


lim (4 - 241) 
1t>0+ 


=4-0 
=4 
Por tanto, se asigna el número 4 a la medida del área de la región dada. 4 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 — se apoya la respuesta del 


ejemplo ilustrativo 1 al trazar la gráfica de 
g() = NINT(1/V/x,1,4) (0<1<4) 


y la recta y = 4 en el rectángulo de inspección de [0.00001, 4] por [--1, 51, 
como se muestra en la figura 2. Observe que ira, g(t) parece ser 4. 4 
>» 


Si el integrando tiene una discontinuidad infinita en el límite de inte- 
gración superior, se aplica la siguiente definición para determinar la exis- 
tencia de la integral impropia. 


[1, 1.99999] por [-1, 2] 


2) = NINTAJY4 12,119 (1<1<2) 
y =x3 


FIGURA 3 
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7.10.2 Definición de integral impropia con una 


discontinuidad infinita en su límite superior 
Si f es continua en toda x del intervalo semiabierto por la derecha 
la, b), y si lim. |f69 | = +00, entonces 
ye pro 
| foOdx = ¿Áím fi dx 
a 


¡E 
a, 


si este límite existe, 


» EJEMPLO 1 Evalúe la integral, si es convergente: 


2 
l dx 
1 4 = 1? 
Apoye gráficamente la respuesta. 


Solución El integrando tiene una discontinuidad infinita en su límite 
superior. De la definición 7, 10.2, 


2 
/ _ e _ e 
1 4 = Y 12 1 A- y? 


E A NU 
1327 2 2 


TR _R 
2 6 
E 
3 


Se traza la gráfica de 
g(0) = NINT1/44 - 12,1,9 (1<r1<2) 


y la recta y = 7/3 en el rectángulo de inspección de [1, 1.99999] por 
[-1, 2], como se muestra en la figura 3. El hecho de que Jm g(t) parece ser 
11/3 apoya la respuesta. Ñ 


Si una discontinuidad infinita ocurre en un número interior del intervalo 
de integración, la existencia de la integral impropia se determina a partir de 
la siguiente definición. 


7.10.3 Definición de integral impropia con una 


discontinuidad infinita en un número interior 


Si f es continua en toda x del intervalo [a, b] excepto en c, donde 
a < e <b,ysi lim |f(x)| = +00, entonces : 


b t b 
| FW dx = so | Fo) dx + EN] FO) dx 
a a Ss 


si los dos límites existen. 


630 CAPÍTULO 7 TÉCNICAS DE INTEGRACIÓN, FORMAS INDETERMINADAS E INTEGRALES IMPROPIAS 


» EJEMPLO 2 Evalúe la integral, si es convergente: 


de 
o. (4-1? 


Solución El integrando tiene una discontinuidad en 1. Al aplicar la de- 
finición 7.10.3 se tiene 


2 t 2 
[il rl 
vo 4-1 EJ (1 1. (1) 

1 2 
m[- 3] + tim[- 2] 
SL ox-=1llpo s-*L x- 11, 


lí E -1)+ lim e E | 
tai tl sol+ sl 


Como ninguno de estos límites existe, la integral impropia es divergente. 4 


Il 
5 


l 
5 


D EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 Suponga que al evaluar la 


integral del ejemplo 2 no se hubiese considerado la discontinuidad del inte- 
grando en 1. Entonces se habría obtenido 


2 
1 | silla 
x -1lo 1 


Esto es claramente un resultado incorrecto. Como 1/(x — 1)? nunca es ne- 
gativo, la integral de O a 2 no puede ser un número negativo. 


» EJEMPLO 3 Evalúe la integral, si es convergente: 


1 
[ xInxdx 
0 


Solución Como el integrando es discontinuo en el límite inferior, se 
procede como sigue, aplicando integración por partes: 


1 1 
xlnxdx = lím xInxdx 
0 >0+ ] 


) 
= lim [3 x? In x - q] 
>o+1 2 4 


1 


Il 


A AS 1,2 
Mmm [5 ln 1 z 12 Int+22) 


En consecuencia, 


Íl 


1 
[ xIinxdx = 0-— 173 lím (21n: +0 Q) 
o (>0+ 


A fin de evaluar el límite 


lim Int= dm 12 
(30+ i>0+ 1 
2 


E 
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se aplica la regla de L*Hópital, en vista de que lím In + = -0 y 
lím 1/12 = +00. dí 
1>30+ 
1 
lím LE lím — 
>0+ 1 S20t_Z 
t 3 


l 
T= 
$3 

I 
ni 

(| 


l 
o 


Por tanto, de (2), 


1 
[ x Inxdx =-| , d 
0 


» EJEMPLO 4 Evalúe la integral, si es convergente: 


+00 
dx 
L xyx? -1 
Solución Esta integral tiene el límite superior infinito y una disconti- 
nuidad infinita del integrando en el límite inferior. Se procede como sigue: 
2 b 


= lím ———= + 


13 dx pa dx 
E E TS 


4 a1.,P y O 
= lim [sec x] + lím [sec x] 
1>1+ 1 b—=+0 2 


= lím (sec!2 — seclr +  lím (sec! b — sec”! 2) 
tal? bo+ow 


= lr-— límsec!tt+ lim secib-— lg 
3 iait 3 


b=+0 


La integral del ejemplo 4 se denomina integral impropia de tipo mixto. 


EJERCICIOS 7.10 


En los ejercicios 1 a 26, determine si la integral es convergente Td 4 
o divergente. Si es convergente, evalúela y apoye gráficamente 3 


dx 

a AX 4. EE 
2 - y? 

la respuesta. Ss yx -9 o v16- x 


1 f dx 2. f< 5 f 5 6 f de 
o VT=x o 13% 2 V16- 22 a (2 + 3) 
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m2 ax 1 1 1 
7 f sec 9d0 8. == 27. j dx 28. j xinxdx 29, j x" 0? x dx 
já 2 14 - y? 0 0 0 
"de =2 30. Demuestre que es posible asignar un' número finito para 
2. o ps 10. o tan 6d0 representar la medida del área de la región acotada por la 
curva cuya ecuación es y = l/fx, la recta x = 1 y los 
par dy 2 dx ejes x y y, pero que no es posible asignar un número fini- 
11. o I=semy 12. o Gr 122 to para representar la medida del volumen del sólido de 
revolución generado si esta región se gira alrededor del 
+o 4 eje x. 
13. j _ A 14. j HE 
2. 14124 o 21 -3 31. Determine si es posible asignar un número finito para 
+0 2 representar la medida del volumen del sólido generado al 
15. / lnxdx 16. _ A girar alrededor del eje x la región limitada por la curva 
0 o y2x - x? suya ecuación es y = MÍ, la rectax = 8 y los ejes x y y. 
0 1 b 
d. 
17. f — 18. f S 32. Considere la integral impropia A, donde 
a (wep 1 A a (x-a) 
2 dx + b > a. Determine si la integral es convergente o diver- 
19. = 20. NE dx gente en cada caso: (a)0 < n < LOs = 1;(0)1 > 1. 
2 0 * Si la integral es convergente evalúela. 
21 ? dz 22 ? x dx 33. Utilice integración para verificar que la longitud de la 
din amos "do lx circunferencia x? + y? = a? es 214. 
2 2 dx 2 / I dx 34. Explique la diferencia entre 
pox a? — 1 o xy4 - x? de 1 dx 
lím = +  lím = 
25 f” dx 2 f dy 5307 J] X s>0+ sg * 
y An 1 Jy-2 y 
En los ejercicios 27 a 29, determine el valor de n para el cual — 1 
la integral impropia converge, y evalúe la integral para estos lím f dx f de 
valores de n. ES r A 
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1. ¿Qué es la integración por partes? En la respuesta incluya $. Responda la sugerencia 6 para una potencia con exponente 


la fórmula para integración por partes. entera positivo, par o impar, de la tangente o cetangente. 
2. Invente un ejemplo en el que se aplique integración por 9. Responda la sugerencia 6 para una potencia con exponente 

partes donde el integrando contenga el producto de dos positivo par de la secante o cosecante, 

funciones. 10. Responda la sugerencia 6 para una potencia con exponente 
3. Invente un ejemplo en el que se aplique integración por positivo impar de la secante o cosecante. 

partes don:e el integrando contenga un logaritmo. 11. Describa el procedimiento para integrar un: producto de 
4. Invente un ejemplo en el que se aplique integración por potencias de tangente y secante si el exponente de la se- 

partes donde el integrando contenga una función trigo- cante es un entero positivo par. Invente un ejemplo que 

nométrica inversa. ilustre la respuesta. 


12. Responda la sugerencia 11 si el exponente de la tangente 


5. Invente un ejemplo de una integral en el que se requiera la 
es un entero positivo impar. 


aplicación repetida de la integración por partes. 


6. Describa el procedimiento para integrar una potencia con 13. ¿Qué sustitución debería efectuarse si el integrando con- 
2 


exponente positivo impar de seno o coseno. Invente un tiene una expresión de la forma Ya? — u? ? Explique 
ejemplo que ilustre la respuesta. por qué funciona esto. 

7. Responda la sugerencia 6 para una potencia con expo- 14. Responda la sugerencia 13 si el integrando contiene una 
nente positivo par de seno o coseno. expresión de la forma Ja? +? . 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


21. 


25, 


26. 


27. 


28. 


29. 


30. 


31. 


32, 


Responda la sugerencia 13 si el integrando contiene una 
expresión de la forma yu? — a? . 


¿Cómo se descompone una fracción en fracciones parcia- 
les si el denominador tiene sólo factores lineales y ningu- 
no de ellos se repite? Invente un ejemplo que ilustre la 
respuesta. 


Responda la sugerencia 16 si el denominador tiene úni- 
camente factores lineales y algunos se repiten. 


Responda la sugerencia 16 si los factores del denominador 
son lineales y cuadráticos, y además ninguno se repite. 


Responda la sugerencia 16 si los factores del denomina- 
dor son lineales y cuadráticos y algunos de los cuadráticos 
se repiten. 


¿Qué es el crecmiento logístico? Invente una ecuación 
diferencial que describa el crecimiento logístico y pro- 
porcione su solución. 


Dibuje una curva de crecimiento logístico. ¿Cómo se 
compara esta curva con la curva de crecimiento exponen- 
cial y la curva de crecimiento limitado? 


Si un integrando contiene potencias con exponentes raciona- 
les de una variable x, ¿qué sustitución se efectuaría para evaluar 
la integral? Invente un ejemplo que ilustre la respuesta. 


Si un integrando es una función racional de sen x y cos x, 
¿qué sustitución se efectuaría de modo que el integrando 
sea una función racional de una variable z? Invente un 
ejemplo que ilustre la respuesta. 

¿Qué se entiende por expresión en forma cerrada de una 
integral indefinida? 


¿En qué condiciones se necesita aplicar técnicas de inte- 
gración antes de utilizar una tabla de integrales para eva- 
luar una integral indefinida? Invente un ejemplo que 


. lustre la respuesta. 


¿Qué es una fórmula de reducción? invente un ejemplo 
que muestre el uso de una fórmula de reducción para eva- 
luar una integral indefinida. 


Liste los diferentes tipos de sustituciones estudiadas 
como técnicas de integración. 


Establezca la regla del trapecio para aproximar el valor de 
una integral definida de una función f en el intervalo cerra- 
do (a, b]. ¿Qué condición necesaria debe satisfacer la fun- 
ción f a fin de aplicar la regla del trapecio? Interprete 
geométricamente la regla del trapecio. 


Responda la sugerencia 28 para la regla de Simpson en 
lugar de la regla del trapecio. 


Explique la diferencia entre un error de truncado y un 
error de redondeo cuando se aplica la regla del trapecio o 
la regla de Simpson. 


¿Que se quiere dar a entender cuando se dice que la fun- 
ción f/g tiene la forma indeterminada 0/0 en el número a? 


LD y fla 


tiene la forma indeterminada 0/0 en a. Invente un ejem- 


Establezca la regla de L*Hópital para lim 
xa 8(x) 
plo que ilustre el uso de esta regla. 


33. 


34 


35. 


36. 


37. 


38. 


39, 


41. 


42. 


43. 


45, 
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Invente un ejemplo en el que se emplee la regla de 


10) 


L'Hópital para calcular el límite lim donde tanto 


*—”>a 


flg como f'[g' tienen la forma indeterminada 0/0 en a. 


SF) 


Establezca la regla de L'Hópital para lim =— si flg 
xa 8(X) 


tiene una de las siguientes formas indeterminadas: 
(+00)/(+00), (+00)/(-00), (-00)/(+00) y (-00)/(-00). 
Invente un ejemplo que ilustre el uso de esta regla. 


¿Cómo se calcula el lim f(1)8% si la función definida por 


xr >3a 
f(0% tiene la forma indeterminada 0% en a? Invente un 
ejemplo que ilustre la respuesta. 


Responda la sugerencia 35 si la función definida por 
fo)? (0 tiene la forma indeterminada (+00) en a. 


Responda la sugerencia 35 si la función definida por 
$098 tiene la forma indeterminada 1*” en a. 


Si fes continua para toda x > a, defina la integral impro- 
pia Je f(x) dx. Invente un ejemplo que ilustre esta defini- 
ción para el cual la integral impropia sea (i) convergente, 
y (ii) divergente. 


Si fes continua para toda x < b, defina la integral impro- 
pia Je f(x) dx. Invente un ejemplo que ilustre esta defini- 
ción para el cual la integral impropia sea (i) convergente, y 
(ii) divergente. 


Si fes continua para todos los valores de x, defina la inte- 
. . ee . . 
gral impropia ¿lada F() dx. Invente un ejemplo que ilustre 


esta definición para el cual la integral impropia sea 
(1) convergente, y (ii) divergente. 


Invente un ejemplo de una integral impropia divergente 
donde el límite no es infinito. 


¿Qué es una función de densidad de probabilidad? Si f es 
una función de densidad de probabilidad para la ocurren- 
cia de un evento particular, defina P([a, b]), la probabi- 
lidad de que el evento ocurrirá en el intervalo cérrado 
[a, b]. Invente un ejemplo que ilustre esta definición. 


Si f es continua en toda x del intervalo (a, b], y si 
AN | fol = +00, defina la integral impropia da fodx. 
Invente un ejemplo que ilustre esta definición para el cual 
la integral impropia sea (i) convergente, y (ii) divergente. 

Si f es continua en toda x del intervalo [a, b), y si 
lóm | F()] = +00, defina la integral impropia 1 FW) dx. 


Invente un ejemplo que ilustre esta definición para el 
cual la integral impropia sea (i) convergente, y (ii) di- 
vergente. 


Si fes continua en foda x del intervalo (a, b] excepto en c, 

donde a < e < b,y3i lim |fco] = +00, defina la 
E 

integral impropia la f(x) dx. Invente un ejemplo que ilus- 

tre esta definición para el cual la integral impropia sea 

(1) convergente, y (ii) divergente. 
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> EJERCICIOS DE REPASO PARA EL CAPÍTULO 7 


En los ejercicios 1 a 50, evalúe la integral indefinida y utilice 
la graficadora para apoyar la respuesta numérica o gráfica- 


mente, según lo desee. 


1 j tan? 4x cos? 4x dx 


dx 


Xx 
3. f o 
yd - e* 
5, Pues dx 
7 f cos? Zxdx 
9 | Ea 
(x - 1 
11. | senisen 3xdx 
dx 
w/f a 
15. S (sec 3x + csc 31)? dx 


3 
m | PH1+8 
t? + 41% +4t 


4 
19. J e 
n-1 


21. j sen? 3x-cos? 3x dx 


23, 


dr 
j 13 -4r-r? 


2 | 4 + 1-2 


2 
2. j 5-34, 
> 4 


dx 
f ura 


: f di 
. PRE 
21% + St +3 


. | Hltta 


Vx + 1-1 


XxX 


10. 


dy 
Jy +1 


n. f cosacos2010 


14, f: y2t - 1? di 


16. | _£_ 
e*-1 


18.. f 0erdr 


y? 
20. j A dy 
XxX 


22. f tsen?21dt 


dx 


3-51? + 8x - 4. 


x? cos x dr 


sen Y COS Xx y 
4 +senóx Lia 


29. 


ee 
1 + cos? x + cos? ed 


31. 


qe 
j 
J 


26. | —2-d 
Es » 


du 
2. j — a 
ls u5/8 he ul/8 


30. 


] dx 
il dx? + x +1 


0) E PR 
x1n x(nx - 1) 


33. j y4t - di 4. f St + SEEN 
dix +31? 


dx dx 
e ¡E A j S + 4c0s 2x 


37. 


er 1 — 1 
——— 4 38. dt 
j fa zz Qe?* e j JE +1 


39. f cot? 3 x esc? 3 x dx 40. 


j _ A 
x1Ú5x-6-x? 
41. x2semtxdx 42. COX gy 

. 3 + 2 sen x 


43. j =D M4. f cos x In(sen x) dx 


sen x - 2csc x 


h 3t 
45. | —=2—= ad di 46. f tan x sen x dx 
sen 31 0d 3t - a 


3 di 
47. sen”! Y21 48. | In(x? + D)dx 

/T= 21 

Ñ dx . dx 
ps PA ls 


ES 


En los ejercicios 51 a 54, evalúe la integral indefinida. 


51 ES nxdx ] 52, fiar sect dxin>0 


53. Penas 54. Al tan xdx 


En los ejercicios 55 a 84, determine el valor exacto de la inte- 

gral definida. Si lo desea, apoye la respuesta utilizando NINT 

en la graficadora. . 
E 16 

55. / 42+2cosxdx 56. 1d 

0 


yo 


op 
57. je EA 58. j e 
1 14 '4x? o ete? 


x/2 y 
59. La 60. / sen? t cos? t dt 
4 + rra 0 
243 1 5 
61. li — dx 62 / E dx 
(16 - x PERO o (l1+x) 
go dl 
63. [7 sect x dx 64. ' Sax 
/ 0 AS 0 243x142 
2 
65. e cob 2y dy 66. / (Qx + 12) dx 
112 0 


I E 2 
67. / 2y + y? dy 68. j (In x)? dx 
0 1 


2241 7 
o. | AE A E ”. / EA 


313 5 VI 2 - y? 


XxX +x 


10 par 
71. / logo Vex dx 72. j | senx — cosx| dx' 
l 0 
2 3 /a/2 
73. / 1 dx 74. j xe" cos x? dx 
(+0 0 
E n/a 
75. j [cos x| dx 76. f ¡tanS x| dx 
0 -af4 
12 2xd 1 
77. / 2% 78. | 1 + x2 dx 
o x*x=x*-x>+1 0 


79, 


A ds dx 
—=——d x 80. 
ll VJ ax / cost 3x 


=/2 zx sen; 
81. / A y ! —— dt 
o 1R2+lcost 2mja 1 + cos 51 


16 3 
PAR dr 
83. 4 = Vx dx 4. / a 
0 v 0 (r + 2ZWVr +1] 
En los ejercicios 85 y 86, determine un valor aproximado para 
la integral empleando la regla del trapecio con n = 4. Expre- 


se el resultado con tres cifras decimales. 
2 
85. j V1+ x2dx 
0 


En los ejercicios 87 y 88, determine un valor aproximado para la 

integral del ejercicio indicado, empleando la regla de Simpson 

con'n = 4. Exprese el resultado con tres cifras decimales. 

87. Ejercicio 85 88. Ejercicio 86 

89, Obtenga un valor aproximado de la siguiente integral me- 

* diartte dos métodos y exprese el resultado con tres cifras 

decimales: (a) utilice la regla del trapecio con n = 4; 
(b) emplee la regla de Simpson con n = 4: 


12 cos » 
j COS X y 
mo + 


90. Los valores de función f(x) de la siguiente tabla se obtu- 
vieron experimentalmente.:Con la suposición de que f es 
continua en'el intervalo [1, 3], aproxime Ñ FG) dx me- 
diante (a) la regla del trapecio, y (b) la-regla de Simpson. 


12 14 16 18 20 22 24 26 2.8 3.0 
6.4 60 65 6.8 6.7 6.4 


9/5 


Vl+ x? dx 


x 1 


52 57 58 63 6.1 


En los ejercieios 91 a 98, haga lo siguiente: (a) trace la grá- 
fica de f en la graficadora y establezca a qué valor parece 
que se aproxima f(x) conforme x tiende a a; (b) confirme ana- 
líticamente la respuesta del inciso (a) calculando el límite 


lim fG0). > 


x>4a 
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9L. fa) = mr a 92. fa) = e 
a=0 a=0 
93. 0 = BA 
y a -2x +4x-8 
a=2 
_ COS TX _ _sen2x 
US 2x -1 1% Ms x - sen5Sx 
a=! . a=0 
3 
e -3x +2 
SAO AT AO 
a=1 
e 2 
9. fx) = Ir 98. f(x) = — 


-3 et —1 
a=3 a=0 y 


En los ejercicios 99 a 106, haga lo siguiente: (a) estime el lími- 


“te, si existe, trazando la gráfica de la función en un rectángulo 


de inspección conveniente; (b) confirme analíticamente la res- 
puesta del inciso (a) calculando el límite. 


99, lim Mn) 100. —lím PX 

. x>0* In(cot x) 1>+0o0 X 

101. Im 102. lim x9* 
x>+0o e* , x>0+ 

103.  lím (sen? "* 104. lim xe* 
x>1n/2 x>3-0 

105. — lim tan 2x 106. lím(_1__1 
x>0*+ sen? x x>x/21 1 — sen x cos? x 


En los ejercicios 107 a 118, determine si el límite existe, y apo- 
ye gráficamente la respuesta. 


e- (491 


107. lím (esc? x — 17?) 108. lim 
x>0 x>0 Xx 
EG al 
109. tim PUED 110. “dim rin 241 
1>+0 p1/2 ó x>+00 x-1l 
11. lim (1 +49. * 12. lim (1 + ed 
20 y>+0 
A nd 
143, Mim BPM. 14, tim E 
1>+0 In(x + In x) x>0 4x3 
“115. ara va 116. lim (sen xYU* 
8>r/2 Sec O — 1 5 x>0l xy 
117. lim (e - a 118. lim (sen? xyn* 


x>)+0 ->1/2 


En los ejercicios 119 a 132, determine si la integral impropia es 
convergente o divergente. Si es convergente, evelñela y apoye 
gráficamente la respuesta. 


0 
mf _dx 
Le lx - 2Y 


a 
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al4 
123. / cot? 0d9 
0 


3 
125, j 4 dx 


00 


1 2 
127. / (LESA 
0 Xx 


+00 d 1 1 
129. j —__E— 10. j 22 dy 
eo AX 44 eS o * 


1 0 
131. j _— 132. j — 
o A+X 3 13 -2x-x? 


133, Determine los valores de n para los cuales la integral 
impropia 


converge, y evalúe la integral para estos valores de ». 


134, Evalúe si existe: 


r 


lim senh x dx 


r>3+0 


(a) ] senh xdx (b) 


— 


135. La densidad lineal de una barra de 3 m de longitud en un 
punto a x metros de un extremo es ke ** kilogramos por 


metro. Calcule la masa y el centro de masa de la barra. 


136. Detemine el centro de masa de una barra de 4 m de longi- 


tud si la densidad lineal en el punto ubicado a x.metros 
del extremo izquierdoes 49 + x? kilogramos por metro. 


137. Calcule la longitud de arco de la parábola y? = 6x 


desde x = 6 hastax = 12. 


138. Determine el área de la región acotada por la curva 


y = sem? 2x, la rectax = z 43 y el eje x. 
139. Calcule el área de la región encerrada por un lazo de la 
curva x? = y41 - y? 
Obtenga la longitud de arco de la curva y = In x desde 
x= lhastax = e. 


140. 


141. Determine el volumen del sólido de revolución generado 
al girar alrededor del eje y la región limitada por la cur- 


va y = In2x, el eje x y larectax = e. 


142. La región del primer cuadrante limitada por la curva 


- 5 - e , el eje x y el eje y, se gira alrededor del 
x+ 


eje x. Calcule el volumen del sólido generado. 


143. Dos sustancias A y B reaccionan para formar la sustancia 
C, y la tasa de variación de C es proporcional al producto 
de las cantidades de A y B que aún no se combinan en 
cualquier instante dado. Inicialmente se tienen 60 libras 
de la sustancia 4 y 60 libras de la sustancia B, y para 


formar $ lb de C se requieren 3 lb de A y 2 lb de B. Des- 


144. 


145. 
146. 


147. 


148. 


149. 


150. 


151. 


152, 


pués de 1 hora, se han formado 15 Ib de C. (a) Si x libras 
de C se han formado a las + horas, obtenga una expre- 
sión de x en términos de 1. (b) Calcule la cantidad de la 
sustancia C formada después de 3 horas. 


Un tanque tiene la forma del sólido de revolución gene- 
rado al girar alrededor del eje x la región limitada por la 
curva y = Inx, el eje x y las rectas x = eyx = e?, Si el 
tanque está lleno de agua, calcule el trabajo realizado al 
bombear toda el agua a la parte superior del tanque. La 
distancia se mide en pies. Considere la parte positiva del 
eje x verticalmente hacia abajo. 


Determine el centroide de la región del ejercicio 139, 


Determine el centroide de la región acotada por el lazo 


(bucle) de la curva y? = x? — x2, 


Determine el centroide de la región acotada por el eje y 
y las curvas y = Sen x — cos x y y = Sen x + COS x, 
desdex = O hastax = 3%. 


Determine el centroide de la región del primer cuadran- 
te limitada por los ejes coordenados y la curva y = cos x. 


El extremo vertical de una artesa mide 3 pie de ancho en 
la parte superior y 2 pie de profundidad, y tiene la forma 
de la región limitada por eje x y un arco de la curva 
y = 2sen Pnx. Si la artesa está llena de agua, calcule 
la fuerza debida a la presión del agua en el extremo. 


Un tablero tiene la forma de una región limitada por una 
recta y un arco de la curva senoidal. Si el tablero se su- 
merge verticalmente en agua de modo que la recta que 
es la frontera inferior esté a 2 pie bajo de la superficie 
del agua, calcule la fuerza debida a la presión del agua 
sobre el tablero. 


En una ciudad, cuya población es de 12 000 habitantes, la 
tasa de crecimiento de una epidemia dé gripe es con- 
juntamente proporcional al número de personas que tiene 
la gripe y el número de personas que aún no la han 
contraído, (a) Si hace 5 días 400 personas de la ciudad 
tuvieron la gripe y ahora 1 000 personas la tienen, obten- 
ga un modelo matemático que describa la epidemia. 
(b) Trace la gráfica del modelo matemático qn la grafi- 
cadora. Estime a partir de la gráfica (c) cuántas personas 
se espera que tengan gripe mañana, y (d) en cuántos días 
la mitad de la población tendrá la gripe. (e) Demuestre 
que si la epidemia no es controlada, la población com- 
pleta tendrá la gripe tres meses y medio después. 


El ejercicio 106 de los ejercicios de repaso para el capítu- 
lo 1, y el ejercicio 78 (b) de los ejercicios de repaso para 
el capítulo 3, tratan la Siguiente situación: un estanque 
puede soportar 10000 peces de modo que la tasa de 
crecimiento de la población de peces es conjuntamen- 
te proporcional al número de peces presentes y a la dife- 
rencia entre 10 000 y la cantidad de peces presentes. (a) Si 
el estanque contenía inicialmente 400 peces, obtenga un 
modelo matemático que exprese el número de peces pre- 
sentes como una función del número de semanas en que 
la población de peces ha estado creciendo. Determine 
cuántos -peces se tendrán después de (b) 10 semanas, 
(e) 25 semanas, y (d) 1 año. (e) Utilice la respuesta del 


153. 


154, 


155. 


156. 


157. 


ejercicio 78 (b) de los ejercicios de repaso para el capítu- 
lo 3, para determinar el número de la semana en que la 
tasa de crecimiento de la población de peces es máxima. 


Determine si es posible asignar un número finito para 
representar la medida del área de la región ubicada a la 
derecha del eje y limitada por la curva dy? = xy? - 
x? = ( y su asíntota. Si puede ser asignado un número, 
determínelo. 


Determine si es posible asignar un número finito para 
representar la medida del área de la región acotada por 
el eje x, la recta x = 1 y la curva cuya ecuación es 
2xy — y = 1. Si puede ser asignado un número finito, 
determínelo. 


Determine si es posible asignar un número finito para 
representar la medida del área de la región del primer 
E 


cuadrante y debajo de la curva cuya ecuación es y = e”. 
Si puede ser asignado un número finito, determínelo. 


En cierta universidad la función de densidad de proba- 
bilidad para que la duración de una llamada telefónica 
sea de x minutos está dada por 


04e 4% six>=0 


109 = (9 six <0 


¿Cuál es la probabilidad de que una llamada telefónica 
elegida al azar dure (a) entre 2 y 3 min; (b) no más de 
3 min; (c) por lo menos 10 min? 


Suponga que una empresa particular tiene un flujo con- 
tinuo de ingresos y que a los t años a partir de ahora, el 
número de dólares del ingreso anual está dado por 
1000: — 300. ¿Cuál es el valor presente de todos los 


158. 


159. 


160. 


161. 


162. 
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ingresos futuros si la tasa de interés es del 8% compuesta 
continuamente? Sugerencia: consulte el párrafo anterior 
al ejercicio 33 de la sección 7.9. 


Sea 


fa) = sixvx0 


-1 six=0 
(a) Demuestre que f es continua en 0. (b) Demuestre que 
fes diferenciable en O calculando f'(0). 
Para la función del ejercicio 158, calcule, si existe: 
(a) lím f(0;(b) lím foo. 
x>-0 


x>+0 
Sea 


Ea sixx0 


-1 six=0 
(a) ¿Es fcontinua en 0? 
(b) Calcule  lím f(x), si existe. 
x>+0 


(a) Demuestre que lím (x"/e*) = 0 para cualquier nú- 
x>+00 


mero positivo n. (b) Calcule lim, (e7lx/ xn, donde n es 
x>0 

cualquier número positivo, considerando x = 1/f y 
utilizando el resultado del inciso (a). 

Considere la integral 15 Ñ (2? + bx + c) dx, donde b, 
ec y d son constantes. Suponga que esta integral se aproxi- 
ma mediante la regla del trapecio con n = k. (a) De- 
muestre que el error de la aproximación es exactamente 
-36/k?. (b) ¿Cúal es el menor valor de k tal que la 
aproximación es exacta con una cifra decimal? 


Aproximaciones La a AM Capítulo 


S 


VISIÓN PRELIMINAR 


| objetivo principal de este capítulo es aproxi- 
ES] E mar funciones mediante series de potencias. Sin 
: embargo, antes del estudio de las series de po- 
| tencias se preparará el terreno, Se iniciará con el estudio 
de aproximaciones polinomiales en la sección 8.1, con én- 
fasis en los polinomios de Taylor, los cuales se generali- 
zarán después en la sección 8.9. 

En la sección 8.2 se trata la función sucesión, la cual 
es una función cuyo dominio es el conjunto de números en- 


Aproximaciones 
sica: mediante: 
IDAS fórmula: de Jo 
8.2. Sucesiones 

8.9 . Series infinitas de términos 


«constantes teros positivos y cuyo contradominio consiste de los ele- 

BA: Series infinitas de términos. mentos de la sucesión, En el suplemento de la sección 8.2 
encontrará la demostración de la equivalencia de conver- 

positivos... gencia y sucesiones monótonas acotadas [teoremas 8.2.10 


y 8.2.13) basada en la propiedad de completez de los nú- 
meros reales. En la sección 8.3, se define la suma de una 
serie infinita como el limite de un tipo particular de suce- 
sión. En esta sección también se tratan los teoremas acerca 
de series infinitas. Los criterios de convergencia de series 
infinitas se presentan en la sección 8.3 así como en la sec- 
ción 8.4, donde se consideran series de términos positivos, 
y en la sección 8.5 en la que se estudian series cuyos 
términos son positivos y negativos. La sección 8.6 contiene 
un resumen de los criterios de convergencia y divergencia 
estudiados en las secciones 8.3 a 8.5. 

Después de la introducción a las series de potencias en 
la sección 8.7, aprenderá en las secciones 8.8 a 8.10 a utili- 
zar dichas series pora expresar como series infinitas muchas 
funciones; por ejemplo: funciones racionales, trigonométri- 
cas, exponenciales y logarítmicas. Las series de potencias 
se aplican a fin de aproximar números irracionales tales 
comoN/29, TT, e, In 5 y sen 0.3, así como para apro- 
ximar integrales definidas cuyo integrando no tenga 
antiderivada en forma cerrada. Por ejemplo, las series 
de potencias pueden emplearse con el objeto de 
calcular valores de integrales como: 


05 1 0.1 
[ e Pd [ cos x? dx [ In(l + sen x] dx 
o o o 


Además, Jas soluciones de muchas ecua- 
ciones diferenciales pueden expresarse como series 
de potencias. 


8.5... Series infinitas. de lérminos. 
positivos y negafivos.: 
Resumen de criterios: sobre: 
convergencia y divergencia 
de series infinitas. >. CASOS 
8.7. Series de psa 
8,8 inte 


Bo. 
8,10 


logaritmos naturales. 
“binomial: 
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8.1 APROXIMACIONES POLINOMIALES MEDIANTE 
LA ' FÓRMULA DE TAYLOR 


Mientras que los valores de funciones polinomiales pueden determinarse 
efectuando un número finito de adiciones y multiplicaciones, otras funciones, 
entre ellas las funciones logarítmicas, exponenciales y trigonométricas, no 
pueden evaluarse tan fácilmente. En esta sección se mostrará que muchas 
funciones pueden aproximarse mediante polinomios y que el polinomio, en 
Jugar de la función original, puede emplearse para realizar cálculos cuando 
la diferencia entre el valor real de la función y la aproximación polinomial 
es suficientemente pequeña. 

Varios métodos pueden emplearse para aproximar una función dada 
mediante polinomios. Uno de los más ampliamente utilizados hace uso de la 
fórmula de Taylor, llamada así en honor del matemático inglés Brook Taylor 
(1685-1731). El teorema siguiente, el cual puede considerarse como una 
generalización del teorema del valor medio, proporciona la fórmula de Taylor. 


8.1.1 Teorema 


Sea f una función tal que f y sus primeras n derivadas son continuas en 
el intervalo cerrado (a, b]. Además, considere que f"+1(x) existe para 
toda x del intervalo abierto (a, b). Entonces existe un número z en el 
intervalo abierto (a, b) tal que 


p) = 109: L2L6-a)+ LD ay 3 


, Lo PE indeed O 
(b- a) e 0 


La ecuación (1) también se cumple si-b.< a; en tal caso [a, b] se 
reemplaza por [b, a], y (a, b) se sustituye por (b, a). 


Observe que cuando n = 0, (1) se convierte en 


FO) =f() + FIDE - a) 


donde z está entre a y b. Esta es la conclusión del teorema del valor medio. 
La demostración del teorema 8.1.1 se presentará posteriormente en esta 
y "? sección. Si en (1) se reemplaza b por x, se obtiene la fórmula de Taylor: 


SS fo) = 10+E20-ns E o EA 


n del ze Vie PS Í es 
Rbla ay + Es al La - ye (2) 
donde z está entre a yx ya 


La condición en la que se cumple (2) es que f y sus primeras n deri- 
vadas sean continuas en un intervalo cerrado que contenga a a y x, y la 
(n + 1)-ésima derivada de f exista en todos los puntos del intervalo abierto 
correspondiente. La fórmula (2) puede escribirse como 


SO) = Pa) + Ralx) (3) 
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donde 


Y '"n (n) 
Pr(x) = sar Liar Dota Day (4) 


RA) = LEDO y ayi donde z está entre a y x (5) 
A a lt. a y 


P,(x) se denomina polinomio de Taylor de n-ésimo grado de la función fen 
el número a, y R,(x) se llama residuo. El término R,(x), dado en (5), se deno- 
mina forma de Lagrange del residuo, llamada así en honor al matemático 
francés Joseph L. Lagrange (1736-1813). 

El caso especial de la fórmula de Taylor que se obtiene al considerar 
a = 0Oen(2)es 


, .” (n n+1 
0) = F0) + LD x+ L 2 E > EMO) + LA rl 


n! (n +1) 


donde z está entre O y x. Esta fórmula recibe el nombre de fórmula de 
Maclaurin, en honor al matemático escocés Colin Maclaurin (1698-1746). 
Sin embargo, la fórmula fue obtenida por Taylor y por otro matemático 
inglés, James Stirling (1692-1770). El polinomio de Maclaurin de r-ésimo 
grado para una función f, obtenido a partir de (4) con a = 0, es 


/ " .. (a) 
py = 10 0, ¿LO 24... 0 (6) 


De este modo, una función puede aproximarse por medio de un polinomio 
Po de Taylor en un número a o por un polinomio de Maclaurin. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 se calculará el polinomio 


[-3, 3] por [0, 4] de Maclaurin de n-ésimo grado para la función exponencial natural. Si 
FG) = e*, entonces todas las derivadas de f en x son iguales a e* y las deri- 


fO=e* 
vadas evaluadas en cero son 1. Por tanto, de (6), 
Polo) = 1 
2. y A 
FIGURA 1 P() = 1414 FEF 4H]... 48 (7) 


2! 3! n 
Así, los primeros cuatro polinomios de Maclaurin de la función exponencial 
natural son 
P000) =1 


P)=1l+x 
2 


PO =1+x+ 7x1 
Po) =1+x+ 1124 lx? 
[23, 3] por [O, 4] Las figuras l a 4 muestran la gráfica de f(x) = e* junto con las gráfi- 
fo=e cas de Po(x), P¡(x), Po(x) y Pxíx), respectivamente, trazadas en el rectángulo 


de inspección de [-3, 3] por [0, 4]. En la figura 5 se muestran las gráficas de 
los cuatro polinomios de Maclaurin y la gráfica de f(x) = e* en el mismo 
FIGURA 2 sistema coordenado. Observe cómo los polinomios aproximan e* para 


Plio=1+x 
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f JJ P. 


[33, 3] por [0, 4] 


fa = e 
PAx)=1+x+ 10 
FIGURA 3 


[23, 3] por [0, 4] 
fa) = e 
PO = 1x4 0 dx 


FIGURA 4 


valores de x cercanos a cero, y note que conforme n se incrementa, la 
aproximación mejora. Las tablas 1 y 2 proporcionan los valores de e*, P,(x) 
(cuando n es igual a 0, 1, 2 y 3) y e* — Pr(x) para x = 0.4 y x = 0.2, 
respectivamente. Observe que con estos dos valores de x, a medida que x 
está más cerca de 0, es mejor la aproximación para un P,(x) específico. «4 


Tabla 1 Tabla 2 
n Le P,(0.4)  e%% - P,(0.4) n ea? P,(0.2)  e%? - P,(0,2) 
0 1.4918 í 0.4918 0 12214 1 0.2214 
1 1.4918 1.4 0.0918 1 12234 1.2 0.0214 
2 1.4918 1.48 0.0118 2 12214 1.22 0.0014 
3 114918 1.4907 0.0011 3 12214 1.2213 0.0001 


De (5), la forma de Lagrange del residuo, cuando P,,(x) es el polinomio de 
Maclaurin de n-ésimo grado para la función exponencial natural, es 


RO) = ñ 2 Di a+ donde z está entre O y x (8) 


En particular, si P3(x) se emplea para aproximar e*, entonces 


Ra) = S xi donde z está entre 0 y x 


e? = Pix) + R3Q) 


» EJEMPLO 1 Utilice un polinomio de Maclaurin para determinar 


el valor de Ve con una exactitud de cuatro cifras decimales. 


Solución Si FG) = e*, entonces el polinomio de Maclaurin de n-ésimo 
grado de f está dado por (7) y la forma de Lagrange del residuo está dada por 


(8). Si se considera x = z en (8), entonces 


K,(3) = et ON donde 0 <z < 
"2 (a+ DIV 2 


ni 


1 el/2 
Ka (2) | TES VRT 


1 2 1 
RBabzl |< = 
,(2) | 2 Has DO 241)! 


Debido a que el valor de Ve se aproximará con cuatro cifras decimales, se 
desea que [Ral sea menor que 0.00005; EXT será menor que 
0.00005 si 1/2%(n + 1)! < 0.00005. Cuando n = 5, 


l e 1 Ñ 
2% + Dt (32)(720) 


0.00004 
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[-1, 1] por (-0.0001, 0,0001] 


y = 0.00005 y y = -0.00005 
FIGURA 6 


[=6, 6] por [-4, 4] 
fix) = senx 
PD =x 


FIGURA 7 


[56, 6] por (4, 4] 


FA) = senx 


3 
POD) =x-% 
(a) x 6 


FIGURA $ 


f 


Como 0.00004 < 0.00005, se considera Ps( 3) como la aproximación de Ve 
con una exactitud de cuatro cifras decimales. De (7), 


sa ¡AE 
PAD = 13578 


de donde se obtiene V/e = 1.6487. d 


» EJEMPLO 2 Estime en la graficadora los valores de x para los 
cuales Ps(x) aproxima e* con uña exactitud de cuatro cifras decimales. 


Solución Si Ps(x) aproxima a e* con una exactitud de cuatro cifras 
decimales, entonces 


|e* — Ps(2)| < 0.00005 


La figura 6 muestra la gráfica de y = e*. — Ps(x), es decir, 


y= e (1 +x 413921 + 19/31 + x%4! + 15/51) 


y las rectas y = +0.00005 trazadas en el rectángulo de inspección de [-1, 1] 
por [-0.0001,0.0001]. Al emplear el procedimiento de intersección 
(intersect), o los de rastreo y aumento (trace y z0om-in), de la graficadora, 
se determina que la curva y la recta y = 0.00005 se intersectan cuan- 
do x = -0.5824 y x = 0.5667. De esta forma, se concluye que cuando 
0.5824 < x < 0.5667, Ps(x) aproxima e* con una exactitud de cuatro 
cifras decimales. 

Esta respuesta apoya la conclusión del ejemplo 1 de que PL 3) apro- 
xima a /e con una exactitud de cuatro cifras decimales. 4 


D EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Ahora se determinará el 


polinonio de Maclaurin de n-ésimo grado para la función seno. Si f(x) = sen x, 
entonces 


FO) = cosx FO) = -senx FO) = —cos x 
fx) = senx fÓx) = cosx FO) = -senx 
y así sucesivamente. De esta forma, f(0) = 0, 
f0)=1  fW0)=0 f0)=-1 f£W0)=0 fÓX0)=1 
etcétera. De (6), 
EA na al 
P. 0) = xXx as TI 1) Ca-Di 
De esta forma, Py) = 0, 
Pi =x PAD =x 
3 3 
PD = 1% Pao) = 1-% 
E AN A 
Ps) = x 6 +0 Pd = x é +10 
E A e 30 a A 
PAD = + 560 Pee) = x= +120 7 3040 


y así sucesivamente. 
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Las figuras 7 a 10 muestran la gráfica de la función seno junto con las 
gráficas de sus polinomios de Maclaurin de grados 1, 3, 5 y 7, respectivamente, 
trazadas en el rectángulo de inspección de [-6, 6] por [-4, 4]. La figura 11 
muestra las gráficas de estos cuatro polinomios de Maclaurin y la gráfica de 
FG) = sen x dibujados en el mismo sistema coordenado. Observe que las 


aproximaciones polinomiales mejoran conforme n se incrementa. 
[ES 6] por [-4, 4] DP EJEMPLO 3  () Determine la exactitud cuando se utiliza el 
f0) = senx polinomio de Maclaurin de grado 7 de la función seno, P7(x), para aproximar 
e a sen 0.5. (b) Apoye gráficamente la respuesta del inciso (a). (e) Calcule P7(0.5) 
0 ti para aproximar sen 0.5 con una exactitud en el número de cifras decimales 
FIGURA 9 considerado en la respuesta del inciso (a). 
Solución 


(a) De (3)con f(x) = senxyn = 7, se tiene 
senx = Pa) + Ria) 
Así, 
sen 0.5 = P1(0.5) + Ry(0.5) 
donde, de (5) conx = 0.5 y a = 0, 


1-6, 6] por [-4, 4] 8) 
Ho A le R0.5) = E (0.5) donde z está entre O y 0.5 
x x? x . 
ICE = 0.0000001 sen z 
FIGURA 10 
Como |senz| < 1, entonces 
Po? |R,(0.5)| < 0.0000001 
Poo 47 PP) 


Psx) Por tanto, se concluye que cuando P+(0.5) se emplea para aproximar 
sen 0.5, el valor es aproximado a seis cifras decimales. 

(b) A fin de apoyar la respuesta del inciso (a), debe mostrarse que cuando 
x =0.5, |Ry(x)] < 0.0000001. Como Ry(x) = sen x — Py(x), y del 
cálculo del ejemplo ilustrativo 2, para la función seno, 


SS MN 300,5 7 
1 PT e 
dd PIC) = 78 +10 7 5040 
FIGURA 11 se trazan las gráficas de 
. y dl 
= == A A = + 
y = sen x (- o tío 30m) Y ? +0.0000001 
en el rectángulo de inspección de [—1, 1] por [—0.0000002, 0.0000002], 
como se muestra en la figura 12. Si se utiliza el procedimiento de inter- 
sección (intersect), o los de rastreo y aumento (trace y z00m-in), de la 
graficadora, se determina que la curva y las rectas se intersectan en los 
puntos donde x = +0.6921. Como -0.6921 < 0.5 < 0.6921, se ha 
apoyado la respuesta del inciso (a). 
(1, 1 por (-0.0000002, 0.0000002] (c) Al sustituir 0.5 por x en la expresión para P+(x), se tiene 
A ? 3 5 7 
y = senx (1 + hp) as _ (0.5 (0.5) _ (0,5) 
6 “120 5040 Px(0.5) = 0.5 ERRE 5 040 


y = 0.0000001 y y = -0.0000001 
FIGURA 12 


0.47942553 
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eL 2 ml 3 
po (3) dE) Ay Al a) 


[Ex 11] por [-2, 2] 


FG) = cosx 
Pda) = 142 - Na = 17) - 
2 3 
; 2(x - e) + 142 6H - lm 


FIGURA 13 


Del inciso (a), este cálculo es preciso con seis cifras decimales. Por tanto, 


sen 0.5 = 0.479426 d 


> EJEMPLO 4 Determine el polinomio de Taylor de tercer grado 
de la función coseno en 27 y la forma de Lagrange del residuo. Trace las gráfi- 
cas del polinomio y de la función coseno en el mismo rectángulo de inspección. 


Solución Sea f(x) = cos x. Entonces de (4), 


Como f(x) = cos x, f(x) = —sen x,f"(x) = —cos x,f"(x) = sen x, 
Sm= 142 fm =-142 fm =-142 fUlm= 142 
Por tanto, 


Pío = 142 - 12 1m- ¿12 - im + ¿42(x - Lay 


Como f(x) = cos x, de (5) se obtiene 


Ra(x) = (cos Mx — jm dondezestá entre ¿7 yx 


Debido a que [cos z| < 1, se concluye que |Rx(x)| < (x — ¿m' para 
toda x. 

La figura 13 muestra las gráficas de Px(x) y de f(x) = cos x trazadas 
en el rectángulo de inspección de [-7, 11] por [-2, 2]. Observe cómo la gráfica 
del polinomio aproxima la gráfica de la función coseno cerca de x = ¿T d 


> EJEMPLO 5 Utilice el polinomio de Taylor de tercer grado de 
la función coseno en 3%, determinado en el ejemplo 4, para calcular un 


valor aproximado de cos 47?, y determine la exactitud del resultado. 


Solución 47? - 5 rr rad. Por tanto en la solución del ejemplo 4 se 
considerax = GT Y Xx ¿T= ¿TY 

cos 47% = 12[1- ¿2 - H¿mY? + UDI + RAID O 
donde 

Ri Tm) = ¿cos (y my? donde IA<Z¿< QT 


Como 0 < cosz <.l, 


0< RAL 7) < 


ES L (4 my* < 0.00000007 (10) 


Si se considera 5 r = 0.0349066, de (9) se obtiene 
cos 47% = 0.681998 


lo cual tiene una exactitud de seis cifras decimales debido a la desigual- 
dad (10). 


Ahora se demostrará el teorema 8.1.1. Se conocen varias demostra- 
ciones de este teorema, aunque ninguna está bien motivada. La siguiente 
demostración utiliza el teorema de del valor medio de Cauchy (7.7.3). 
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Demostración del teorema 8.1.1 Sean F y G dos funciones defini- 


das por 
2” (n-1) (n) . 
FCO = F) - FO) - FO - x Ea b-xi-... “e 57 (b IS Ln (b-x" (1 
, 1] 
-yy+ 
a = LEE (12) 


Entonces se deduce que F(b) = 0 y G(b) = 0. Al diferenciar (11) se obtiene 


" e bid y Y Y) 
A A EAS AR 


. 2! 2! 3! 
APIS EAN ODA IUCN 
3! EOS (n - 1)! (n - 1) 
ALO YU ADO 
n! n! 


Al reducir términos semejantes se observa que la suma de cada término 
impar y el siguiente término par es igual a cero; de modo que sólo queda el 
último término. Por tanto, 


D 
Fx) = LO y (13) 
Si se deriva en (12) se obtiene 
Gt) =-L(-xy" (14) 
n: 


Al verificar la hipótesis del teorema del valor medio de Cauchy se ob- 
serva que 
(i) F y G son continuas en [a, b]; 
(ii) F y G son diferenciables en (a, b); 
(iii) para toda x en (a, b), G(x) + 0. 
De modo que, por la conclusión del teorema, 


F(b)-F(a) _ FU(2) 
G(b)-Gía) * GUz) 


donde z está en (a, b). Pero F(b) = 0 y G(b) = 0. Por lo que 


(2) 
Su ) 
para alguna z en (a, b). 

Si se considera x = a en (12),x = z en (13) y x = zen (14), y si se 
sustituyen en (15) se obtiene 


_ _ JD) e »|- ni [A 
MOE E AR Gold 


F(a) = G(a) (15) 


(n +1)! 
(n+1) 
Fa) = ARO ay 16) 
Six = aen (11), resulta 
í) 1 (n) 
Ro =J0 10 -100-0- Lor. - EL at DO ay 


Al sustituir de (16) en la ecuación anterior, se tiene 
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O) =f0) +00 - a + L2 a LO e O ol 


(n+1)! 


lo cual es el resultado deseado. El teorema se cumple si b < a debido a que 
la conclusión del teorema del valor medio de Cauchy no se afecta si a y b 
se intercambian. a 


Existen otras formas del residuo de la fórmula de Taylor. Dependiendo 
de la función, puede convenir emplear una forma del residuo más que otra. 
El teorema siguiente, llamado fórmula de Taylor con forma integral del 
residuo, expresa el residuo como una integral. 


8.1.2 Teorema Fórmula de Taylor con forma integral 
del residuo 


Si fes una función cuyas primeras n + 1 derivadas son continuas en un 
intervalo cerrado que contiene a a y x, entonces f(x) = Pd + Ra(o, 
donde P,,(x) es el polinomio de Taylor de n-énesimo grado de fen a y 
R,(x) es el residuo dado por 


Ra (x) = z | (1 - y fdo de 


a 


La demostración de este teorema se deja como ejercicio (vea el ejer- 
cicio 40). 

Se ha visto cómo una función puede aproximarse mediante una suce- 
sión de polinomios de Taylor. Los valores de estos polinomios para una valor 
dado de x puede considerarse como una sucesión de números, tema de la 
siguiente sección. El polinomio de Taylor de n-ésimo grado es la suma de 
n + 1 términos, y conforme n crece sin límite, la suma puede o no aproxi- 
marse a un límite. Tales consideraciones forman las bases de las series in- 


finitas, definidas en la sección 8.3 y es el tema principal de este capítulo. 


EJERCICIOS 8.1 


En los ejercicios | a 10, determine el polinomio de Maclaurin del 
grado indicado para la función f con el residuo en la forma de 
Lagrange. Trace las gráficas de f y del polinomio en el mismo 
rectángulo de inspección y observe cómo la gráfica del poli- 
nomio aproxima la gráfica de f cerca del punto donde x = 0, 

1 


Lo... = z 
y 3? grado 4 2 fx = 43 grado 5 


> 


fo 


3. f() = e *; grado 5 4. f(x) = tan x; grado 3 

5. f(x) = cos x; grado 6 6. f(x) = cosh x; grado 4. 

7. fx) = semhx, grado4 8. f(x) = er grado 3 

9 fa = (+ R, grado 3 

10. 6) = (1 - 978, grado 4 

En los ejercicios 11 a 18, determine el polinomio de Taylor del 
grado indicado en el número a para la función fcon el residuo en la 
forma de Lagrange. Trace las gráficas de f y del polinomio en 


el mismo rectángulo de inspección y observe cómo la gráfica del 
polinomio aproxima la gráfica de f cerca del punto donde x = a. 


11, fQ) = Pg = 4; grado 3 
12. f) = Vx;a = 4; grado 4 
13, f() = senxja = ¿T; grado 3 
14. f(x) = cosxja = =x, grado 4 
15. f(x) = Inxja = 1; grado 5 
16. f(x) 
17. f() = IÍncosx;a = = Ñ grado 3 


In(x + 2);a = —1; grado 3 


18. f() = x senxja = 31; grado 5 


19. Calcule el valor de e con una exactitud de cinco cifras 
decimales, y demuestre que la respuesta tiene la exactitud 
requerida. Apoye gráficamente la respuesta. 


20. Realice el ejercicio 19 para el valor de e 


21. Calcule sen 31? con una exactitud de tres cifras decimales 
empleando un polinomio de Taylor y demuestre que la 
respuesta tiene la exactitud requerida. Apoye gráficamen- 
te la respuesta. 


22. 


25. 


27. 


28. 


29, 


30. 


31. 


32. 


33, 


Calcule cos 59% con una exactitud de tres cifras decima- 
les empleando un polinomio de Taylor y demuestre que la 
respuesta tiene la exactitud requerida. Apoye gráficamen- 
te la respuesta. 


. Estime el error que resulta cuando cos x se sustituye por 


1,2 g 

RS! lx] < 0.1. 

Estime el error que resulta cuando sen x se sustituye por 
x- qe si |x| < 0.05. 


Estime el error que resulta cuando v1+x se sustituye 
por] + jxsi0< x <0.01. 


. Estime el error que resulta cuando 1/Vx se sustituye por 


Leo 
3% 5 


2 2 
- Mx- 
¿e D. 
Estime el error que resulta cuando e* se sustituye por 
l+x+ Ga si |x| < 0.01. 


E lx si 0.99 < x< 1.01. Sugerencia: sea 3 - 


Utilice el polinomio de Maclaurin para la función defini- 
da por f(0) = In(l + x) para calcular el valor de ln 1.2 
con una exactitud de cuatro cifras decimales. 


Emplee el polinomio de Maclaurin para la función defi- 
nida por 
fo = In 


l+x 
1- 


para calcular el valor de In 1.2 con una exactitud de cuatro 
cifras decimales. Compare el cálculo con el del ejercicio 28, 


= 


Demuestre que si0 < x < > entonces 


3 
Xx 
3 + R(x) 


donde |R()] < 0" 


senx = x- 


Utilice el resultado del ejercicio 30 para determinar un 


valor aproximado de pa 


sen x? dx, y estime el error. 
Demuestre que la fórmula (1 + xP? = 1 + 
con tres cifras decimales si-0.03 < x < 0, 


1/2 


3x es exacta 


Demuestre que la fórmula (1 + Y ¿* esexacta 


= ]- 
con dos cifras decimales si -0.1 < x < 0, 
Dibuje la gráfica de y = sen x y y = mx en el mismo 
sistema de ejes. Observe que si m es positivo y cercano a 
cero, entonces las gráficas se intersectan en un punto cuya 
abscisa está cerca de 1. Determinando el polinomio de 


35. 


37 


38. 


39 


3 


41. 


42. 
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Taylor de segundo grado en r para la función f definida por 
FG) = sen x — mx, muestre que una solución aproxima- 
da de la ecuación sen x = mx, donde mn es positivo y está 
cerca de cero, está dada porx = x/(l + m). 


Emplee el método descrito en el ejercicio 34 para deter- 
minar una solución aproximada de la ecuación cot 
x = mxcuando m es positivo y está cerca de cero. 


(a) Utilice el polinomio de Maclaurin de primer grado para 
aproximar e* si O < k < 0.01. (b) Estime el error en tér- 
minos de k. 


Aplique la fórmula de Taylor para expresar el polinomio 
PO =x*-14+212-3x+1 
como un polinomio en potencias de x — 1. 


(a) Derive término a término el polinomio de Maclaurin de 
n-ésimo grado para e* y compare el nuevo polinomio con 
el polinomio para e”. (b) Integre término a término el 
polinomio de Maclaurin de n-ésimo grado para e*, deter- 
mine la constante de integración y compare el nuevo po- 
linomio con el polinomio para e”. 


(a) Derive término a término el polinomio de Maclaurin de 
n-ésimo grado para sen x y compare el nuevo polinomio 
con el polinomio para cos x. (b) Integre término a término 
el polinomio de Maclaurin de n-ésimo grado para sen x, 
determine la constante de integración y compare el nuevo 
polinomio con el polinomio para —cos x. 


Demuestre el teorema 8.1.2. Sugerencia: del teorema 4.7.2 
[ f(D di = fo) — fa). Resuelva para f(x) e integre 


f F'(0) dt por partes considerando u = f(1) y dv = dl. 
Repita este proceso, y el resultado deseado se deduce me- 
diante inducción matemática. 


(a) Demuestre que los términos del polinomio de Maclaurin 
de n-ésimo grado de una función impar contienen sólo 
potencias impares de x. (b) Demuestre que los términos 
del polinomio de Maclaurin de n-ésimo grado de una 
función par contienen sólo potencias pares de x. 


Cuando se emplea un polinomio de Taylor en potencias de 
x — 4 para aproximar un valor de función en un número 
particular x,, ¿qué hechos influyen en la elección de a? 
lustre la respuesta para las funciones definidas por 
FO) = ey 8200 = senx. 


8.2 SUCESIONES 


Sin duda, ha encontrado sucesiones de números en sus estudios anteriores de 
matemáticas. Por ejemplo, los números 


2,4,6,8, 10 


forman una sucesión. Esta sucesión se denomina finita porque tiene un últi- 
mo número. Si un conjunto de números que forman una suceción no tiene 
último número, se dice que la sucesión es infinita. Por ejemplo, 


(1) 
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es una sucesión infinita; los tres últimos puntos indican que no hay último 
número en la sucesión. Como el Cálculo trata con sucesiones infinitas, la 
palabra “sucesión” en este texto significará “sucesión infinita”. Se iniciará el 
estudio de esta sección con la definición de función sucesión. 


8.2.1 Definición de función sucesión 


Una función sucesión es una función cuyo dominio es.el conjunto 
EZ IA) 
de todos los números enteros positivos. 
Los números del contradominio de una función sucesión se denominan 


elementos. Una sucesión consiste de los elementos de una función sucesión 
listados en orden. 


[> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 sea fla función definida por 


fin) = n n € [1,2,3,4,...) 
2n+1 


Entonces fes una función sucesión, y 


(M=] f0=3 f0=3 SO0=i f6)=Í 


y así sucesivamente. Los elementos de la sucesión definida por f son A 5 
, > $» etcétera; y la sucesión es la (1). Algunos de los pares ordenados 
de la función sucesión fson (1, 3),(2, 9,(3, 9, (4, 9), y (5, Í). 4 

Por lo general, cuando los elementos se listan en orden se indica el 
n-ésimo elemento f(n) de la sucesión. De este modo, los elementos de la 


sucesión (1) pueden escribirse como 


1234 _n_ 
3057 9% 241 


Puesto que el dominio de cada función sucesión es el mismo, puede em- 
plearse la notación (f(n)) para denotar una sucesión. Así, la sucesión (1) 
puede denotarse por (n/(2n + 1)]. También se utiliza la notación de su- 
bíndice (a,) para expresar una sucesión para la cual f(n) = a. 

La gráfica de una función sucesión puede trazarse de varias maneras en 
la graficadora (consulte el manual del usuario). Si la graficadora carece de 
ese procedimiento, una alternativa para graficar la sucesión (f(n)) consiste 
en trazar la gráfica de la función f(x) correspondiente, donde x es un núme- 
ro real y x > l; entonces las coordenadas y de la gráfica para valores 
enteros positivos de x son los elementos de la sucesión. En el ejemplo si- 
guiente se muestra otro procedimiento para graficar una función sucesión, 
el cual emplea el modo paramétrico-punto. 


D EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 A fin de trazar la gráfica de 


la función sucesión del ejemplo ilustrativo 1, primero asegúrese de activar la 
graficadora en modo paramétrico-punto. Después considere 


1 
21 +1 


x=t y y= 


[0, 25] por fO, 1] 


fm) 
(1,1 1 
"ele 
e. 3 4 5 
: , ! hn 
o] 1.2.3. 4. 05 
FIGURA 2 
Fm) 


í NO e y 
2 3 4 


FIGURA 3 


[0, 1] por [O, 3] 
t 


Y= 


=2 
2t+1 pr 


FIGURA 4 


> fm) 


EN 
alto 
pu 
Oia AT 
[a +25 
ni 0 
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y asigne los siguientes valores a los parámetros para el rectángulo de inspec- 
ción: fmín = Ll, fmáx = 25, lstep = l, Xmín = 0, Xmáx = 25, Xs01 = l, 
Ymin = 0, Ymáax = 1 Y Ysa = 0.5. La gráfica que se obtiene se muestra en la 
figura 1. Recuerde que las coordenadas y de los puntos son“los elementos 
de la sucesión. e! 


Se dice que la sucesión 

4],09,03,..., Ap... 
es igual a la sucesión 

birb2,b3,..., bp... 


si y sólo si a; = b; para todo número entero positivo ¿. Recuerde que una 
sucesión consiste de un ordenamiento de elementos. Por tanto, es posible 
que dos sucesiones tengan los mismos elementos y que sean diferentes. Esta 
situación se muestra en el ejemplo ilustrativo siguiente. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 La sucesión (1/n) tiene 


como elementos los recíprocos de los números enteros positivos 
1.1 1 1 
A o 2 
"234 n 2) 


La sucesión para la cual 


2 s ; 
AE oo si n es impar 
l si n es par 
tiene como elementos 
1 1 1 
Ll. b3lbq... (3) 


Los elementos de las sucesiones (2) y (3) son los mismos, sin embargo, las 
sucesiones no son iguales. Las gráficas de las funciones sucesiones para 
las sucesiones (2) y (3) se muestran en las figuras 2 y 3, respectivamente. 4 


Los puntos correspondientes a los elementos sucesivos de una suce- 
sión pueden trazarse sobre una recta numérica. Esto se muestra en la figu- 
ra 4 para la sucesión (1), sobre la recta horizontal y = 2. Para obtener esta 
figura se activó la graficadora en modo paramétrico-punto y se consideró 


e AN 
rr e 


con los siguientes valores para los parámetros del rectángulo de inspección: 
mín = L, tmáx = 10, Ístep = L, Xxmín =0, Xmáx = L, xsal = 0.5, Ymín = 0, 
Ymáx = 3 y Ys = 1. En figura 5, se han ubicado en una recta numérica 
los cinco puntos que representan los primeros cinco elementos de la su- 
cesión. Observe en las figuras 4 y 5 que los elementos consecutivos de 
la sucesión están cada vez más cerca de Si aunque ningún elemento de la 
sucesión tiene el valor de 5 Intuitivamente se observa que un elemen- 
to estará tan cerca a 5 como se desee al considerar el número del ele- 
mento lo suficientemente grande. O dicho de otra manera, se puede hacer 
|n/Qn + 1) - 5 | menor que cualquier múmero positivo € dado conside- 
rando n suficientemente grande. Debido a esto, se dice que el límite de la 
sucesión (n/(2n + 1)) es L 
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En general, si existe un número L tal que |a, — L| es arbitrariamen- 
te pequeño para una n suficientemente grande, se dice que la sucesión (a) 
tiene el límite L. 


8.2.2 Definición del limite de una sucesión 


Una sucesión [a,) tiene el límite L si para cualquier € > 0 existe un 
número N > 0 tal que si n es un número entero y 

sin > Nentonces |a, — L| < € 
y se escribe 

lím a, = 


n>+0. 


Compare esta definición con la definición 3.7.1 del límite de f(x) con- 
forme x crece sin límite. Las dos definiciones son muy idénticas; sin em- 
bargo, cuando se dice que lím f(x) = L, la función f está definida para 

x= +00 
todos los números reales mayores que algún número real r, mientras que 
cuando se considera lím a,, se restringe n a los números enteros positivos. 
n>3+0 


El teorema siguiente se deduce inmediatamente de la definición 3.7.1. En el 
ejercicio 56 se le pedirá que escriba la demostración formal. 


8.2.3 Teorema 


Si ¿Lim 0 =- L, y rf: está «defiivida para todo número entero positivo, 


emtotices también ¡im fm) = L, cuando n se restringe a los núme- 
ros enteros positivos. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 Se aplica el teorema 8.2.3 a 
la sucesión (1) donde f(n) = n/(2n + 1), de modo que f(x) = x/Qx + 1. 


lím ím 
x>+e 2x +1 o ES LA 


L 
2 
Así, del teorema 8.2.3, Lim f(n) = | cuando n se restringe a los números 


.. 2 
enteros positivos. e! 


pe EJEMPLO ILUSTRATIVO 5 Considere la sucesión 
[(ED*+*!/n]. Observe que el n-ésimo elemento de esta sucesión es (-1)1+!/n, 
y que -1)*+l es igual a +1 cuando n es impar, y es igual a—1 cuando n es par. 
En consecuencia, los elementos de la sucesión pueden ser escritos como 


1=L 1 1.1 cnt” 
A ii ao NO 
La figura 6 muestra los puntos correspondientes a los elementos sucesivos 
de la sucesión ubicados en una recta numérica. En la figura, a; = 1, a, = 
| =, H a = Y e! 1 pe 1 
Tz> d3 = 3 dy = 7 as = 5> dg = ra) a = 7 dg = E» dy = 3» 
410 = —5: El límite de Je sucesión es 0, y los elementos oscilan alrede- 


dor de o. 4 


fu) = 


[1, 20] por [0, 4] 


e > 


FIGURA 7 


y=2 
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Ni + 


l 
== a 
E! 1 
a= 4 a9= 7 
FIGURA 6 


Si una sucesión (a,) tiene un límite, se dice que la sucesión es convergente, 
y 4, converge a ese límite. Si la sucesión no es convergente, es divergente. 


» EJEMPLO 1 Determine si la sucesión es convergente o di- 


vergente y apoye gráficamente la respuesta: 


4n? 
2n2 +1 
Solución Se desea determinar si lím 4n?/(2n? + 1) existe. Se con- 


sidera f(x) = 4x2/(Qx? + 1), y se investiga OS) 
4x2 =z 4 


1 
x>3+ow 2x2 +1 x>3+ow 2 


' 
Ej 


= 2 


Por tanto, por el teorema 8.2.3, , ámm fm) = = 2. De este modo, la sucesión 


dada es convergente y 4n2/(2n? Y 1) converge a 2. 

La figura 7 muestra la gráfica de f y la recta y = 2 trazadas en el rec- 
tángulo de inspección de [1, 20] por [0, 4] apoya la respuesta debido a que 
la recta parece ser una asíntota horizontal de la gráfica de f. 

También se puede apoyar la respuesta trazando la gráfica de la función 
sucesión correspondiente y observando que las coordenadas y de puntos su- 
cesivos están cada vez más cerca de 2. d 


» EJEMPLO 2 Determine si la sucesión es convergente o di- 
vergente: 


nsen E 
n 


Solución Se desea determinar si lím n sen(7/n) existe. Se considera 
f0) = x sen(1/x) y se investiga lim A. Como f(x) puede escribirse 
como [sen(x/x)1/(1/x) y lim sen(x/x) = 0 y lím (1/x) = 0, puede apli- 
carse la regla de L'Hópital a fin de obtener E 
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z 
== cos = 
lím fx) = lim — 
x—=>+00 x>3 +0 Sl UN 
y) 
= lím cos? 
xX>+0 
= TI 


Por tanto, lim f(n) = 7. Así, la sucesión es convergente y n sen(/n) 
converge a T. d 


» EJEMPLO 3 Demuestre que si |] < 1, entonces la sucesión 


(r”)] es convergente y r” converge a cero. 


Solución Primero se considera r = O. Entonces la sucesión es (0) y 
lím O = O. De este modo, la sucesión es convergente y el n-ésimo ele- 


n—>+00 


mento converge a cero. 

Ssi0< |r | < 1, se debe demostrar que se cumple la definición 8.2.2 
con £ = O. Por tanto, debe probarse que para cualquier € > O existe un 
número N > O tal que si n es un número entero y 


sin>N entonces [rr -0|<e (4) 
eS sin>N entonces Ir]ln<e 
S sin>N entonces Inlr|"< Ine 
S sin>N entonces  nin|r|< Ine 
Como 0 < [r| < 1,In[»| < 0. La proposición anterior es equivalente a 
In€ 
in |-] 


sin > N entonces n> 


Por tanto, si N = In€/In|r |, se cumple (4). En consecuencia, lim r” = 0, 
.. n—+00 
De modo que la sucesión [r”) es convergente y r” converge a cero. d 


El teorema siguiente incorpora los teoremas de límites para sucesiones 
que son análogos a los teoremas de límites para funciones. Las demostra- 
ciones se omiten debido a que son semejantes a las demostraciones de los 
teoremas correspondientes para límites de funciones. 


8.2.4 Teorema 


Si (an) y [b,) son sucesiones convergentes y ces una constante, éntonces 


(1) La sucesión constante (c) tiene a c como su límite 
(ii) ¡lim ca, =c lím a; : 
iD im (0 tb) = lin at ln ds 


(iv) lim a,b, = (ln. aa Him ba; 


(dm 2 nO si tm dy 2 0, y cada, + 0 
+ 9 mm » *0y In 0. 


» EJEMPLO 4 Aplique el teorema 8.2.4 para demostrar que la 
sucesión 


z E 
| 4n sen | 
2n? +1 n 


es convergente, y determine su límite. 
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Solución El n-ésimo elemento de la sucesión puede escribirse como 


3 2 
E E 
2n? +1 n 2n? +1 n 


En el ejemplo 1 se mostró que la sucesión (4n?/(2n? + 1)] es convergente 
y que lim [4n2/Qn? + 1)] = 2. En el ejemplo 2 se mostró que la su- 
cesión [n sen(xm/n)] es convergente y que ,Hóóm [n sen(/n)] = 7. En con- 
secuencia, por el teorema 8.2.4(iv), 


» 2 2 
lim qn «nsnfi= Im 4n lim nsení 
n>+=| 2n? +1 n arto 292 +] n++o n 
=2: 7 
Por tanto, la sucesión es convergente y su límite es 27. 4 


Cierto tipo de sucesiones reciben nombres especiales. 


8.2.5 Definición de sucesiones creciente y decreciente 


Una sucesión (a,) es 
(i) creciente si a, < a,,, para toda n; 
(li) decreciente si a, > a,,1 para toda n. 
Una sucesión es monótona si es creciente o decreciente. 


Si 4, < 4, (un caso especial de a, < a,,1), la sucesión es estricta- 
mente creciente; y si a, > a,,1, la sucesión es estrictamente decreciente. 


» EJEMPLO 5 Aplique la definición 8.2.5 para determinar si la 
sucesión es creciente, decreciente o no es monótona: 


a (a) o lo (e 
n+1 n n 


Solución 


(a) Los elementos de la sucesión son 


n n+1 
2241 2n +37 


2.314 
5 7'9 


Note que a, , ¡ se obtiene de a, reemplazando n porn + 1. 

Vea los cuatro primeros elementos de la sucesión y observe que 
los elementos se incrementan conforme n crece. De esta manera, se 
sospecha que, en general, 


n < n+l (5) 
2n+1 7 2n+3 


La desigualdad (5) puede verificarse si es posible encontrar una desi- 
gualdad de la cual se sepa que és válida. Al multiplicar cada miembro 
de (5) por Qn + 1)Qn + 3) se obtienen las siguientes desigualdades: 


IA 


nQn + 3) < (n + DGn + 1) 
2n? + 3n < 2n? + 3n + 1 (6) 
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La desigualdad (6) claramente se cumple ya que el miembro derecho 
excede en 1 al miembro izquierdo. Por tanto, se cumple la desigual- 
dad (5); así, la sucesión dada es creciente. 

(b) Los elementos de la sucesión son 


_ 


o n+1 


para toda n, la sucesión es decreciente. 
(c) Los elementos de la sucesión pueden escribirse como: 


1 1 1 (pa+1 (pat? 
223 4000? on ?on+1l 


n..o 


Debido a que ay = l y az= —¿, a] > az. Pero az = 3; de modo 
que a, < az. De manera más general, considere los tres elementos 
consecutivos 


(pat! (-p.+2 (pr 


a = a = 
n n+l n+1 n+2 n+2 


Ay = 


Si nes impar, entonces 4, > Any] Y Any] < Ap+2; por ejemplo, a; > a) 
y az < az. Si nes par, entonces a, < Gnyj Y An+] > An+23 por ejem- 
plo, az < az y az > ay. En consecuencia, la sucesión no es creciente 
ni decreciente; de modo que no es monótona. 4 


Las respuestas del ejemplo 5 pueden apoyarse gráficamente al trazar 
la gráfica de la función sucesión correspondiente. La figura 1 apoya la res- 
puesta del inciso (a) de que la sucesión es creciente, y la figura 2 apoya la 
respuesta del inicio (b) de que la sucesión es decreciente. 

Para muchas sucesiones ( f(n)) se puede determinar si la sucesión es 
monótona calculando f'(x) y aplicando el teorema 3.4.3, como se muestra en 
el ejemplo ilustrativo siguiente. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 6 


(a) Para la sucesión (n/(2n + 1)) del ejemplo 5(a) considere 


_ Xx 4 > 1 
A O a e 


Como f'(x) > O para toda x > 1, entonces la sucesión es creciente. 
(b) Para Ja sucesión (1/n) del ejemplo 5(b) considere 


fo=l y fum=-2 


1 

x Xx 

Debido a que f(x) < 0 para toda x => 1, entonces la sucesión es de- 
creciente. 4 


8.2.6 Definición de cotas inferior y superior de una 


sucesión 


El número C es una cota inferior de la sucesión (a,) si C < a, para to- 
dos los números enteros positivos n; el número D es una cota superior 
de la sucesión (a,) sí a, < D para todos los números enteros positivos . 
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D EJEMPLO ILUSTRATIVO 7 El número cero es una cota 


inferior de la sucesión (n/(2n + 1)) cuyos elementos son 


12.34 PEER 
A O sl DR 
1 


Otra cota inferior de esta sucesión es 30 En realidad, cualquier número que 


sea menor que o igual a z es una cota inferior de esta sucesión. 4 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 8 — Para la sucesión (1/n) cu- 


yos elementos son 


11 1 1 1 
A 
el número 1 es una cota superior; también 26 es una cota superior. Cualquier 
número que sea mayor que o igual a 1 es una cota superior de esta sucesión, 


y cualquier número no positivo servirá como cota inferior. 4 


Observe en los ejemplos ilustrativos 7 y 8 que una sucesión puede te- 
ner muchas cotas superiores e inferiores. 


8.2.7 Definición de máxima cota inferior y minima 


cota superior de una sucesión 


Si A es una cota inferior de una sucesión (a,) y si A tiene la propiedad 
de que para cada cota inferior C de (a,), C < A, entonces A es la 
máxima cota inferior de la sucesión. De manera semejante, si B es 
una cota superior de una sucesión (a,) y si B tiene la propiedad de que 
para cada cota superior D de (a,), B < D, entonces B es la mínima 
cota superior de la sucesión. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 9  paralasucesión (2/(2n + 1)) 


del ejemplo ilustrativo 7, z es la máxima cota inferior debido a que cada 


cota inferior de la sucesión es menor que o igual a 3. Además, + es una cota 


superior de la sucesión porque 


n 1 


2n+1 27,1 
n 


< 


ni 


para toda n, y como cada cota superior de la sucesión es mayor que o igual 
a za este número es la mínima cota superior de la sucesión. 


D EJEMPLO ILUSTRATIVO 10 La mínima cota superior 
de la sucesión (1/n) del ejemplo ilustrativo 8 es 1 ya que cada cota supe- 
rior de la sucesión es mayor que o igual a 1. La máxima cota inferior de esta 
sucesión es O. 4 


8.2.8 Definición de una sucesión acotada 


Una sucesión es acotada si y sólo si tiene una cota superior y una cota 
inferior. 
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Como la sucesión (1/n) del ejemplo ilustrativo 10 tiene una cota su- 
perior y una cota inferior, es acotada. Esta sucesión también es decreciente 
y en consecuencia es una sucesión monótona acotada. Además, como 
im (1 [n) = 0, está sucesión es convergente. El teorema 8.2.10, el cual se 
deduce rápidamente, garantiza que una sucesión monótona acotada es con- 
vergente. En contraste, la sucesión [n] es monótona porque es creciente, 
pero no es acotada ya que ¿óm_  = +oo, 


La siguiente propiedad es una de las más importantes del sistema de 
los números reales y se empleará en la demostración del teorema 8.2.10. 


8.2.9 Axioma de completez* | 


Todo conjunto no vacío de números reales que tiene una cota inferior 
tiene una máxima cota inferior. También, todo conjunto de números 
—AAMAMANN<>] reales que tiene una cota superior tiene una mínima cota superior. 

La segunda oración del enunciado del axioma de completez no es ne- 
cesaria porque puede demostrarse a partir de la primera oración. Aquí, se 
incluyó en el axioma con el fin de agilizar la discusión. 

* (2.4) Suponga que (a,,) es una sucesión creciente acotada, y sea D una cota 

superior de la sucesión. Si los puntos (r, ay) se ubican en un sistema de 

* (1, a) coordenadas cartesianas rectangulares, estos puntos estarán debajo de la 

recta y = D. Además, como la sucesión es creciente, los puntos estarán 

NAAA A ASÍ cada vez más cerca de D a medida que rn aumenta. Vea la figura 8. Por tanto 

los elementos crecen hacia D conforme n crece. Entonces, intuitivamente 

parece que la sucesión (a,) tiene un límite que es D o un número menor que 

D. En realidad esto es lo que ocurre y se garantiza en el teorema siguiente, 
el cual se demuestra en el suplemento de esta sección. 


8.2.10 Teorema 


Una sucesión monótona acotada es convergente. 


FIGURA 8 


Este teorema establece que si (a, ) es una sucesión monótona acotada, 
entonces existe un número £ tal que lím a, = £, pero no indica como 
n> +oo 


determinarlo. Por esta razón, el teorema 8.2.10 se llama teorema de existen- 
cia. Muchos conceptos importantes en matemáticas están basados sobre 
teoremas de existencia. En particular, para muchas sucesiones el límite no 
puede determinarse mediante el uso directo de la definición o por medio de 
teoremas de límites, sin embargo, el conocimiento de que tal límite existe 
es importante para los matemáticos. 

Si lee la demostración del teorema 8.2.10, aprenderá que el límite de 
una sucesión creciente acotada es la mínima cota superior B de la sucesión. 
Por tanto, si D es una cota superior de la sucesión, lím a, = B < D. Se 
tiene, entonces, el teorema siguiente. pis 


8.2.11 Teorema | 


Sea (a, ) una sucesión creciente, y suponga que D es una cota superior 
de esta sucesión, entonces (a, ) es convergente y 
lim a, <D 


n—+0 


* N. de T. Otros nombres empleados para este axioma son: de continuidad, de completitud, de plenitud y del supremo. La importancia consiste 
en que, geométricamente, el enunciado del axioma garantiza que la recta numérica real (o eje numérico) no tiene agujeros, es decir, es continua. 
Este hecho, aunque no se hace explícito, es la base para el desarrollo de la geometría analítica. 
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En la demostración del teorema 8.2.10, para el caso cuando la sucesión 
monótona acotada es decreciente, el límite es la máxima cota inferior. El 
siguiente teorema se deduce en forma similar a la del teorema 8.2.1 1. 


8.2.12 Teorema 


Sea (a,) una sucesión decreciente, y suponga que C es una cota inferior 
de esta sucesión, entonces (a,) es convergente y 


lím a, >= C 
n—+0 


» EJEMPLO 6 Aplique el teorema 8.2.10 para demostrar que la 
sucesión es convergente: 


bs) 


2% e 
Solución Los elementos de la sucesión son 


21 22 23 24 2n 2n+1 
1? 212 312 41 Canas DOC 
donde 1! = 1, 2! = 2,3! = 6, 4! = 24, En consecuencia, los elementos 
de la sucesión pueden escribirse como 
42 2n 2n+l 
E E (a+ Dr 07” 


Entonces a; = az > az > ay; de modo que la sucesión puede ser decre- 
ciente. Debe verificarse si a, > a,,1; esto es, se debe determinar si 


n n+] 

A A N M 
es Mn + 1)! > 2% +12! 
S 2n(n + 1) > 2- 2n! 
an+1>2 (8) 


Cuando n = l, la desigualdad (8) se convierte en 2 = 2, y se cumple obvia- 
mente (8) cuando n > 2. Como la desigualdad (7) es equivalente a (8), se infiere 
que la sucesión dada es decreciente y por tanto monótona. Una cota superior para 
la sucesión es 2, y una cota inferior es O. Por tanto, la sucesión es acotada. 

En consecuencia, la sucesión (2”/n!) es una sucesión monótona acota- 
da, y por el teorema 8.2.1D es convergente. 4 


El teorema 8.2.10 establece que una condición suficiente para que una 
sucesión monótona sea convergente ésta debe ser acotada. Esta condición 
también es necesaria y se establece en el siguiente teorema, cuya demos- 
tración se presenta en el suplemento de esta sección. 


8.2.13 Teorema 


Una sucesión monótona convergente es acotada. 


Los teoremas 8.2.10 y 8.2.13 son recíprocos uno del otro y juntos esta- 
blecen que: para una sucesión monótona, las propiedades de convergencia y 
de acotamiento son equivalentes. Este hecho será muy útil al estudiar series 
infinitas al final de este capítulo. 
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EJERCICIOS 8.2 


En los ejercicios 1 a 20, escriba los primeros cuatro elementos de 
la sucesión y determine si es convergente o divergente. Si la su- 
cesión converge, calcule su límite y apoye gráficamente la 
respuesta. 


1 Jo+1 2 2n? +1 3 n+1 
"lan-1 3-1 ; n 
e +!) É 2] E z) 
28 + +1 ñ 
7. Es 8. (1080 a > 1 9. (tanhn) 
n 
10. (senh n) 1. sent 2. san 
n+1 Z sen n 
1 
13. ¿]==—) 14. (Yn+1- Ya 
Va? lo -) Eon ds 
n 
15. ( + -) | Sugerencia: lím(l + ah = €. 
3n x>0 


n 
16. € + 2) | Ver sugerencia de ejercicio 15. 
n 


hn 
7. (2/18, (3) 19. E 20. (cos nx) 


En los ejercicios 21 a 24, estime en una graficadora el límite de 
la sucesión convergente. Confirme analíticamente la estimación. 


21. (a) 2 (b) a) 
24:08) E (o) ma 
20 2e) ola 
24. (a) l (b) e 


25. Demuestre que las sucesiones 


5 d (E) 


son divergentes, pero que la sucesión 


n? AN n? 
n+3 n+4 


es convergente. 


26. Demuestre que la sucesión (n/c”) es convergente si 
|c | > 1 y divergente si0 < [c| < 1. 


En los ejercicios 27 a 42, determine si la sucesión es creciente, 
decreciente o no es monótona. 


m. [9 3 (2-1) 
4da+5 4n - | 


30. (sen nx) 


Tn. 40. (n? + (yn) 
.-(2n — 5) 
Js q 35... (2 2) 
2. 
En los ejercicios 43 y 44, determine si la sucesión es acotada. 


43. a 44. 13 - (197) 


En los ejercicios 45 a 54, demuestre que la sucesión es convergen- 
te empleando el teorema 8.2.10. 


45. La sucesión del ejercicio 27. 


46. 5] 47. EN 
3gn+l 


=2-4-6-... (2) 
48. La sucesión del ejercicio 34. 
49. La sucesión del ejercicio 35. 
50. La sucesión del ejercicio 38. 
51. La sucesión del ejercicio 41. 
52. La sucesión del ejercicio 42. 
53, El 
55. Invente un ejemplo de una sucesión que sea acotada y con- 
vergente pero no monótona. 


54. (UM, k > 1 


56. Demuestre el teorema 8.2.3. 


u 
E 


Considere la sucesión 


a y b son constantes yb + 0 


Determine si la sucesión es convergente o divergente. Si la 
sucesión es convergente calcule su límite. 
58. Demuestre que si la sucesión (a,) es convergente, en- 


tonces lím a, es único. Sugerencia: suponga que 
n—+00 


lím, 4, tiene dos valores diferentes, L y M, y muestre 
n>+ 

que esto es imposible si se toma € = Ñ jL - M| en la 
definición 8.2.2. 

Demuestre que si |r| < 1, entonces la sucesión (nr”) 


es convergente y nr” converge a cero. 


e 


60. Demuestre que sí la sucesión (a,) es convergente y 


lím a, = L, entonces la sucesión (|a,|) es conver- 
n>+00 


gente y lim Ja, | = |2]. 
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61. Demuestre que si la sucesión (a,) es convergente y 63. Explique que significa cuando se dice: “Para una función 
lím = £, entonces la sucesión (a,?) también es con- monótona, las propiedades de convergencia y de acota- 


62. 


Nod +oo 


vergente y lim ar = [?, 
N-3 +00 


miento son equivalentes”. 


64. Si la sucesión (a,) es divergente, ¿puede concluirse que 


Demuestre que la sucesión (a,) es convergente, donde lím a, = +00? Justifique la respuesta e ilústrela me- 
+00 
a, > Oparatodan y a,,, < ka, con0<k< l. diante un ejemplo. 


8.3 SERIES INFINITAS DE TERMINOS CONSTANTES 


Una parte importante del estudio del Cálculo trata sobre la representa- 
ción de funciones como “sumas infinitas”. Realizar esto requiere extender la 
operación familiar de adición de un conjunto finito de números a la adición 
de una infinidad de números. Para llevar a cabo esto, se estudiará un proceso 
de límite en el que se consideran sucesiones. 

Suponga que asociada a la sucesión 


Uy, Un, Ur... ¿Uno 


se tiene una “suma infinita” denotada por 


Uy + U4U)+ Ugo... 4 Uyho... 


Pero ¿qué es lo que significa esta expresión? Esto es, ¿qué debe entenderse 
por la “suma” de un número infinito de términos, y en qué circunstancias 
dicha suma existe? Para tener una idea intuitiva del concepto de tal suma, 
suponga que un trozo de cuerda de 2 pie de longitud se corta a la mitad. Una 
de estas mitades de 1 pie de longitud se aparta y el otro se corta a la mitad otra 
vez. Uno de los trozos resultantes de 5 pie de longitud se aparta y el otro se 
corta a la mitad, de modo que se obtienen dos trozos, cada uno de z pie de 
longitud. Uno de los trozos de z pie de longitud se aparta y el otro se corta a 
la mitad obteniéndose dos trozos, cada uno de ; pie de longitud. Otra vez, uno 
de los trozos se aparta y el otro se corta a la mitad. Si se continúa este 
procedimiento en forma indefinida, el número de pies de la suma de las 
longitudes de los trozos apartados puede considerarse como la suma infinita 


1,1 
473 


++ gto, l +... -<(d 


qu 
Como se inició con un trozo de cuerda de 2 pie de longitud, nuestra intuición 
nos indica que la suma infinita (1) debe ser 2. En el ejemplo ilustrativo 2 
se demuestra que en realidad esto es así. Sin embargo, se necesitan algunas 
definiciones preliminares. 

A partir de la sucesión 


47], 49,43, ..., Uns... 
se forma una nueva sucesión (s,) sumando sucesivamente elementos de (u,,): 


$ =u » 
$% =u¡ + 4) 

$3 =u¡ + 4) + Uy 

S4 = 4 + 4) + Uz + u - 


Sn = Uy + 49 + Uz + Ug +... + Un 
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La sucesión (a,) obtenida de esta manera a partir de la sucesión (s,) es 
una sucesión de sumas parciales llamada serie infinita. 


8.3.1 Definición de serie infinita 


Si (u,) es una sucesión y 
Sh = Uy + Uy + Uq +...+ Un 


entonces (s,) es una sucesión de sumas parciales denominada serie 
infinita y se denota por 


+0. 
Y dy = 4 + 094034. ..+ Un +... 


Los números tt;, 42, 43, ..., Un, ... Son los términos de la serie infinita. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Considere la sucesión ( 1 (2a=14; 


Lira 1 


ARS RE 


A partir de esta sucesión se forma la sucesión de sumas parciales: 


s=1 s=1 
E 1 So 
2=1+> Ss 2 
E = 1 

di Ss sn 
ES E NO - 15 

4=1+3+t7+t3 SD Ss 3 
ale al esa 

id ST SD s 16 
_ 1 1 1 1 1 

Sa=1+3+3+3+_.+2. + 1 

Esta sucesión de sumas parciales (s,) es la serie infinita denotada por 

$ 1 _ A A AA 

2 A 


Observe que esta es la suma infinita (1) obtenida al principio de esta sección 
en la discusión de la cuerda de 2 pie de longitud cortada repetidamente. Esta 
serie es un ejemplo de una serie geométrica, la cual se discutirá posterior- 
mente en esta sección. 4 


Cuando (s,) es una sucesión de sumas parciales, entonces 
Si = 41 + 4444... + Un] 

De modo que 

Sa = Sp-1 + Uy 


Esta fórmula se utiliza en el ejemplo siguiente. 


» EJEMPLO 1 Sea la serie infinita 


é,  _ 1 
2 tn 3 era 


n=1 
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(a) obtenga los primeros cuatro elementos de la sucesión de sumas parciales 


1s,) » y 
(b) determine una fórmula para s, en términos de n. 


Solución 


(a) Comos, = Sp-1 + Un 


$5 = 4 $5%=5] +40 $3 =$ + uz $4 = 53 + Uy 
1 1 1 2 1 3 1 
= =”_— = 24 — = =4+ — =Z =4 —— 
1.2 2 2-3 3. 3.4 4 4.5 
di cal A 2 =2 a 
2 3 4 a+ Ss 
(b) Como uz = PEE se tiene, mediante fracciones parciales. 
1 1 
UYK= +-— 
KT Ek k+1 
Por tanto, 
I 1 1 t 1 
q4=l=3  1Ma=3703  4M=373 
u = l E U,= 1_ 1 
11 n-1 n Ri n n+1 
De esta forma, COMO Sy = Uy + 49 +... + Un] + Un, 


(1) +) a) 


Al eliminar los paréntesis y reducir los términos semejantes se obtiene 


1 
n+1 


Si = 1- 


Si se considera n como 1, 2, 3, y 4 en esta ecuación, se verá que los 
resultados anteriores son correctos. 4 


El método empleado en la solución del ejemplo anterior se aplica a 
sólo un caso especial. En general, no es posible obtener una expresión de 
este tipo para sy. ; 


8.3.2 Definición de la suma de una serie infinita 


Considere que Y” u, denota una serie infinita dada para la cual (s,) es 


n=1 
la sucesión de sumas parciales. Si lím s, existe y es igual a S, enton- 
ces la serie convergente y S es la suma de la serie. Si lím s, no exis- 
te, entonces la serie es divergente, y la serie no tiene suma. 


En esencia, esta definición establece que una serie infinita es convergente 
si y sólo si la sucesión de sumas parciales correspondiente es convergente. 
Si una serie infinita tiene una suma S, también se dice que la serie converge a $. 

Observe que la suma de una serie convergente es el límite de una su- 
cesión de sumas parciales y no se obtiene mediante adición ordinaria. Para 
una serie convergente, se utiliza el símbolo 
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+0 
2, ln 
n=1 

con el propósito de denotar tanto la serie como la suma de la serie. El uso 


del mismo símbolo no debe crear confusiones porque la interpretación co- 
rrecta será evidente en el contexto en el que se emplea. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 La serie infinita del ejem- 


plo ilustrativo 1 es 


liz 1,1,1,1 l 
> A H+.o..+ ho... (2) 


oo. + 51 (3) 


Para determinar si la serie (2) tiene una suma, debe calcularse lím s,. A fin de 
na +00 
determinar una fórmula para s, se utiliza la identidad algebraica 


a” - b”= (a - biarl + ar?2b + ar3p2 +...+ abr? + pri) 


Si se aplica esta identidad cona = 1 yb = l se tiene 


1 1 1 1 1 1 
da = (13) (0+ d+ ++ y] 
fi dle 
E El 1 zi 
e Ss +7 1 


Al comparar esta ecuación y (3) se obtiene 


Sh = 21-2,) 


Como  lím A = (, se tiene 


n= +00 


lim s, = 2 


M => + 00 


Por tanto, la serie infinita (2) tiene la suma 2. . 4 


» EJEMPLO 2 Determine si la serie infinita del ejemplo 1 tiene 
una suma. 


Solución En la solución del ejemplo 1 se mostró que la sucesión de 
sumas parciales para la serie dada es (s,) = (1 — 1/(1 + 1)). Por tanto, 


lím s, = tim (1- . ] 


n—> +00 n>+00 n+1l 
=1 
Por lo que la serie infinita tiene una suma igual a 1, y se escribe 


+0 = 


n=1 


¡A O E: 1 
ad A A A ES 
1 


8.3 SERIES INFINITAS DE TÉRMINOS CONSTANTES 663 


» EJEMPLO 3 Exprese con notación sigma la serie infinita de- 
notada por la sucesión de sumas parciales siguiente: 


e 
(sn) E ES 


También determine si la serie infinita es convergente o divergente; si es 
convergente, obtenga sú suma. 


l .. 1 1 ; 
Solución Comos; = ¿»entonces uy = ¿.Sin > 1, entonces 


Un = Sn 7 Sn-1 


2n 


Por tanto, la serie infinita es 


= 
3 
a 
= 
úl 


n—>+0 n>+00 21 


la serie es convergente y su suma es 0. 4 


Como se mencionó anteriormente, en la mayoría de los casos no es posi- 
ble obtener una expresión para s, en términos de n; por lo que se tienen otros 
métodos para determinar si una serie infinita dada tiene una suma o no, o, 
equivalentemente, si una serie infinita dada es convergente o divergente. 


Si la serie infinita _ u, es convergente, entonces lím 4, = 0. 
a =l n—+ 


Demostración Sea (s,) la sucesión de sumas parciales de la serie dada y 
denote la suma por S. De la definición 8.3.2, lím s, = S y lím sy-( = $. 


n>+00 


Como u, = Sah — Sp-1» entonces 


lím u, =  lím (s, — Sp-1) 
m4. n—+oo : 
= líms,- lím S,-1 
n—+00 n— +00 
=S-S 
=0 » 


El teorema 8.3.3 proporciona un criterio simple para la divergencia de 
+00 


una serie: si lím u, + 0, entonces Y u, es divergente. 


aA>S)+0 
n=1 
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» EJEMPLO 4 Demuestre que las dos series siguientes son diver- 
gentes: 


5,10 ,17 
CTRA 


É nm +1 a 
(a) y a A 
n=1 


(b) SEI A in 


n=1 


Solución 
2 
(a) límu,= lím -Z+1 
n—>+00 n-++00 n 
l+ q 
= lím ph 
n—+00 
=1 
0 


Por tanto, por el teorema 8.3.3, la serie es divergente. 


(b) lim Un = lim (-1)+13, el cual no existe. Por tanto, por el teorema 
8.3.3, la serie es divergente. 4 


El recíproco del teorema 8.3.3 es falso. Esto es, si lím uy = 0, no se 
N—=>+0 


infiere que la serie sea necesariamente convergente. En otras palabras, es 

posible tener una serie divergente para la cual lim Un = 0. Un ejemplo de 
5 n—>+00 

tal serie es 


1 1 
o 
air mn 


denominada serie armónica. Claramente, lím (1 [n) = 0, pero esta serie 
. . ST 
diverge, lo cual se demostrará a continuación como un teorema. 


FIGURA 1 


8.3.4 Teorema 


La serie armónica es divergente. 


Demostración El n-ésimo término, 1/n, de la serie armónica puede inter- 
pretarse geométricamente como el número de unidades cuadradas del área de 
un rectángulo que tiene ancho de 1 unidad y una altura de 1/n unidad. Vea la 
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figura 1, la cual muestra n rectángulos que circunscriben la región limitada supe- 
riormente porla gráfica de y = 1/x, inferiormente por el eje x y lateralmente por 
las rectas x = 1 y x = n + 1. La suma de las áreas de los n rectángulos es 


1,1 1 
din ai 


la cual es s,,, la n-ésima suma parcial de la serie armónica. El área de la región es 


di 
/ he = In(n + 1) 


Por tanto, 
Sn > In(n + 1) 


De modo que la sucesión (s,) no está acotada. Pero como (s,) es una 
sucesión creciente, y de la sección 8.2 se sabe que convergencia y acotamien- 
to son propiedades equivalentes de una sucesión monótona, se deduce que la 
sucesión de sumas parciales (s,) es divergente. Por tanto, como su sucesión 
de sumas parciales diverge, la serie armónica diverge. n 


Una serie infinita de la forma 


Mes 
Y arrl=a+ar+ ar? +...+ ari +... (4) 


n=1 


se denomina serie geométrica. La serie infinita (2), discutida en los ejemplos 


ilustrativos 1 y 2, es una serie geométrica con a = 1yr= ]. 


8.3.5 Teorema 


La serie geométrica converge alasumaa/(1 — r) si |r| < 1,ydiverge 
si [r| A 


Demostración La n-ésima suma parcial de la serie geométrica (4) está 
dada por. 


Sh=al +r+1r?+...+ rl) (5) 
De la identidad 

lor (1D + r+ ro... 4 rl) 
(5) se puede escribir como 


n= 2 iran (6) 


En el ejemplo 3 de la sección 8.2, se mostró que lím r” = Osi|r| < 1.Por 
tanto, de (6), si |r| < 1 


; -_4 
lím s, = 


n— +02 ] =r 
Así, si |r| < 1, la serie geométrica converge y su suma es a/(l — r). 
Sir = +1, el límite: del n-ésimo término no es cero. En consecuencia, la 
serie geométrica diverge cuando |r| = 1. 
Si |r| > 1, limar"! = a lim r””!. Es claro que lim r"! 0 
n—>+00 n>+0 - n— +02 
porque | r””! | puede hacerse tan grande como se desee tomando n suficiente- 


mente grande. Por tanto, por el teorema 8.3.3, la serie es divergente. Esto 
completa la demostración. 1] 
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El ejemplo siguiente ilustra cómo puede aplicarse el teorema 8.3.5 para 
expresar un número decimal infinito periódico como una fracción común. 


» EJEMPLO 5 Exprese 0.3333 .. . como una fracción común. 


Solución 
NS 3 EN 

0.3333... = 50 + 100 + 1000 + 16 000 +...+ 107 a 
Esta es una serie geométrica en la cual a = a y r= L. Como |r] < 1,se 
deduce del teorema 8.3.5 que la serie converge y su suma es a/(1 — r). Por 
tanto, 

3 
0.3333...= —L 


al 
l 
3|- 


de! 


Se concluye esta sección con cuatro teoremas que extienden ciertas pro- 
piedades de las sumas infinitas a series infinitas convergentes, El primero de es- 
tos teoremas establece que si una serie infinita se multiplica término a término 
por una constante diferente de cero, la convergencia o divergencia no se afecta. 


8.3.6 Teorema 


Sea c cualquier constante diferente de cero. 


. 
(1) Si la serie Y' u, es convergente y su suma es $, entonces la serie 


40 n=1 


Y cu, también es convergente y su suma es c + $. 


+ 40. 
(ii) Si la serie y u, es divergente, entonces la serie 54 cu, también es 
n=l 


divergente: ' 


+0 
Demostración Sea s, la n-ésima suma parcial de la serie Y u, . Por 
A=l 


tanto, sy = 4 + 4) +... +. La n-ésima suma parcial de la serie y CUn 
n=1 


es c(4y + Uy +...+ Uy) = CSp. 


+00 
Demostración de (i) Silaserie Y' u, es convergente, entonces lím s,, 
Par 


a=1 


existe y es $. Por tanto, 
lím cs, =C lim s, 


+0 n> +00 


c-S 


+00 


En consecuencia, la serie y cu, es convergente y su suma es c + $. 


n=1 


+00 
Demostración de (ii) Si la serie Y” u, es divergente, entonces lim s,, 


n=t 
- +00 


no existe. Ahora suponga que la serie y cu, es convergente. Entonces 
n=1 
lím cs, existe. Pero s, = cs,/c; de modo que 
n>+00 
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lím s, = lím (cs) 


n—+00 
A lím (cs,) 
C n—+0o n 
Por tanto, lím s,, existe, lo cual es una contradicción. En consecuencia, 
n— +00 


te 
la serie y cu, es divergente. 


n=1 


» EJEMPLO 6 Determine si la serie es convergente o divergente: 


1 
E 4n 
Solución 
das 
A E 0 AE a 
rada dr SES 


+00 


Como y 1 es la serie armónica y es divergente, entonces por el teorema 


4 


n=1 
8.3.6(ii) con c = j, la serie dada es divergente. 


Otra propiedad de las sumas finitas es 


A 


Y (a tb) = Y az + Dos 


k=1 k=1 k=1 
y su extensión a series infinitas convergentes está dada por el teorema 


siguiente. 


8.3.7 Teorema , 


+. + 
Si y An y y b, son series infinitas convergentes cuyas sumas son 
ml n=1 

S y T, respectivamente, entonces 


(1) Y (a, + b,) es una serie convergente y su suma es $ + T; 
nl . 
+. 

(i) Y (a, — b,) es una serie convergente y su suma es 5 — 7. 


n=1 Un 


La demostración de este teorema se deja como ejercicio (vea el ejerci- 


cio 60). 
El teorema siguiente es un corolario del teorema anterior y en ocasiones 


se utiliza para demostrar la divergencia de una serie. 


8.3.8 Teorema 


Sila serie Y a, es convergente y la serie $, », es divergente, entonces 
n=1 a! 


la serie ), (a, + b,) es divergente. 


¿n=l 
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+0 


Demostración Suponga que Y' (a, + b,) es convergente y su suma es 
n=1 
He 
S. Sea T la suma de la serie y a, . Entonces, como 
n=l 
+00 +00 
Y b, = Y Ka, + by) - ar] 
n=1 n=] 
qe 


se concluye del teorema 8.3.7(ii) que yA b, es convergente y su suma es 


n=] 


ds 
S — T.Peroesto es una contradicción a la hipótesis de que y b, es divergente. 
n=1l 
6 


En consecuencia, Y' (a, + b,) es divergente. n 


n=1 


» EJEMPLO 7 Determine si la serie es convergente o divergente: 


S (2-4) 


n=1 


dos 
Solución Enel ejemplo 6, se demostró que la serie y E es divergente. 
n=1 


+6 
Como la serie —L. es una serie geométrica con |r| = 1 < l, es conver- 
gr 4 


n=l 


gente. En consecuencia, por el teorema 8.3.8, la serie dada es divergente. 4 


+00 +00 +0 
Si las dos series y Un y y b,, son divergentes, la serie yy (A, + bp) 
n=1 n=1 n=1 
puede ser convergente o divergente. Por ejemplo; si a, = 1 y b, = z, 
entonces a, + b,= 2 y y 2 es divergente. En cambio, si a, = dl y 
n n n E n n n 
hos 


b, = -2, entonces Gn + by = 0y y 0 es convergente. 


n=1 


El teorema final de esta sección establece que la convergencia odivergencia 
de una serie infinita no se afecta al cambiar un número finito de términos. 


8.3.9 Teorema 


Si Y a, y Y, b, sondos series infinitas, que difieren únicamente en sus 
n=l n=] 


primeros m términos (es decir, a; = bysik > m), entonces las dos series 
son convergentes o ambas son divergentes. 


Demostración Sean (s,) y (1, ) las sucesiones de sumas parciales de las 
+00 +00 
series Y' a, y ), br respectivamente. Entonces 


n=1 n=1 


Sn = 4 +02 +...+ Ay + Amps] + Opa) +... + Gp 


ta = by + b3+...+ By + Bss + ma ++ Dn 
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Como az = b; si k > m, entonces sin > m, 
Sa 7 tn = (41 +42 +...+ Gm) — (b¡ + b2+...+ Bm) 
De modo que ] 
sin > m entonces S, — tp = Sm lm (7) 
Se desea demostrar que los dos límites Lóm Sn Y Lim ta existen o 


no existen. 
Suponga que lím t, existe. De (7), 


sin > m entonces ss, = ty + (Sp — tm) 
Así, 


lím s, = lim ta + (Sm 7 tm) 


n—+ +00 
En consecuencia, cuando lím 1, existe, lim s, existe y las dos series con- 
n—+o00 n—+00 
vergen. 
Ahora, Suponga que lím t, no existe y que lím s, existe. De (7), 
n—+00 n—+00 
sin > m entonces ty = Sp + (tm — Sm) 


Como lím s, existe, se infiere que 
1 +00 


lím 1, = lím sn + (im — Sm) 


n— +00 


de modo que lkim_f, debe existir, lo cual es una contradicción. En consecuen- 
Ad 
cia, si lim t, no existe, entonces lím S, tampoco existe, y las dos series 
n— +00 n oo 


divergen. L 
» EJEMPLO 8 Determine si la serie es convergente o divergente: 


$ 1 
Lia 


Solución La serie dada es 


la cual puede escribirse como 


1 1 1 1 
RN (8) 


Ahora la serie armónica, la cual se sabe que diverge, es 


La serie (8) difiere de la serie armónica sólo en los primeros cuatro términos. 
En consecuencia, por el teorema 8.3.9, la serie (8) también es divergente. « 


» EJEMPLO 9 Determine si la serie es convergente o divergente: 


y ler ] 


gr 


n=) 
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Solución La serie dada puede escribirse como 


[cos 37 + 2] , [[cos 3 7 + 2] y cos x +21), Ucos ¿7 +29, 


3 32 33 34 
[cos ¿ x + 21 , Ecos 7 +2] [cos¿im +2] 
A A a Y —XMIIN FP. 
35 36 37 
IS IO IPN | A MR A) 
e io o dior de dor de lo dor A 9 
39.33. 394.9sm_3-0837) 3 6) 


Considere la serie geométrica con a = 3 y r= ]: 


Zed 2 2 2 2 2 2 (10) 


E ES 
la cual es convergente. Como la serie (9) difere de la serie (10) únicamente en 


los primeros cinco términos, entonces, por el teorema 8.3.9, la serie (9) tam- 
bién es convergente. 


Como consecuencia del teorema 8.3.9, en una serie infinita dada se puede 
sumar O restar un número finito de términos sin afectar su convergencia o 
divergencia. Por ejemplo, en el ejemplo 8 puede considerarse que la serie dada 
se obtuvo de la serie armónica al restársele los primeros cuatro términos. Puesto 
que la serie armónica es divergente, entonces la serie dada es divergente. En el 
ejemplo 9 se puede considerar la serie geométrica convergente 


Lirl+Zr+... (11) 


y Obtener la serie dada (9) al sumarle cinco términos. Como la serie (11) es 
convergente, entonces la serie (9) es convergente. 


EJERCICIOS 8.3 


En los ejercicios 1 a 8, determine los primeros cuatro elementos 
de la sucesión de sumas parciales (s,), y obtenga una fórmula 
para s, en términos de n. También determine si la serie infinita es 
convergente o divergente; si es convergente, calcule su suma. 


4005 


1 
ó Le E Zn 


+0 


$ 5 2 
E a (3n + DGn — 2) Ye E (4n — 3N4n +1) 


En los ejercicios 9 a 13, exprese con la notación sigma la serie 
infinita que es la sucesión de sumas parciales. También deter- 
mine si la serie es convergente o divergente; si es convergente, 


obtenga su suma. 
n? 
10. (s,) = E 
n+1 


AS En | 


1. (s,) = El 12. (s,) = (3%) 


13. (s,) = (InQn + 1)) 
En los ejercicios 14 a 24, escriba los primeros cuatro términos de 


la serie infinita y determine si la serie es convergente o divergen- 
te. Si la serie es convergente, calcule su suma. 


14. a 15. E 

Le fo dd 
16. yo +0 17. (3) 18. y == 
19. Yin! 20. E 21. Fonz 
22. uns 2 Yer 24 > 


En Los ejercicios 25 a 44, determine si la serie es convergente o 
divergente. Si la serie es convergente, obtenga su suma. 


$ 1 
26 Y 


31. 


33, 


35. 


37. 


39. 


41. 


43. 
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2 33 2 
Z= 29. = 30. = 
25 2 2 
+00 A 4on n 
1)  =X4) 
£37 Esa 
[sen + 3] [eh +1] 
+0 sen +3 Hs cos +1 
y a 
q" 2" 
»=1 n=1 
S(1 1 éf1, 1 
o 36. += 
22 +3) ta) 
(1,1 ft 1 
di 38. (2 - 2) 
Dla+z) la 
(0” + e”) 40. Y (27 + 3 
Al n=1 


3-22 </(s 4 
A 44. E 
sl Dia) 


En los ejercicios 45 a 48, exprese el número decimal infinito 
periódico como una fracción común. 


45. 
47. 
49. 


50, 


51. 


0.2727 27 ... 46. 2.0454545 ... 
1.234 234 234 ... 48. 0.4653 4653 4653 ... 


La trayectoria de cada oscilación, después de la primera, del 
disco de un péndulo es 0.93 de la trayectoria de la oscilación 
anterior (de un lado al otro lado). Si la trayectoria de la 
primera oscilación fuere de 56 cm y la resistencia del aire 
lleva eventualmente al péndulo al reposo, ¿qué distancia 
recorre el disco del péndulo antes de alcanzar el reposo? 


Despúes de que una mujer que viaja en bicicleta retira sus 
pies de los pedales, la rueda delantera gira 200 veces durante 
los primeros 10 s. Posteriormente, en cada periodo de 10s, la 
rueda gira cuatro quintas partes de las veces que giró en el 
periodo anterior. Determine el número de giros de la rueda 
antes de que la bicicleta se detenga. 


Se deja caer una pelota desde una altura de 12 pie, y cada vez 
que toca el suelo rebota hasta una altura de tres cuartos de la 
distancia desde la cual cae. Determine la distancia total 
recorrida por la pelota antes de que alcance el estado de 
reposo. 


52. 


53. 


54, 


55 


56. 


57. 


58 


59. 


61 


¿Cuál es la distancia total recorrida por una pelota de tenis 
antes de que alcance el estado de reposo si se deja caer desde 
una altura de 199 pie y si, después de cada caída rebota has- 
ta una altura de 11/20 de la distancia desde la que cae. 


(a) Demuestre que una pelota llegará al suelo en VA/4 
segundos si se deja caer desde una altura de h pies. (b) Utilice 
el resultado del inciso (a) para determinar cuánto tiempo 
empleará la pelota del ejercicio 51 para dejar de rebotar. 


Utilice el resultado del inciso (a) del ejercicio 53 para 
determinar cuánto tiempo empleará la pelota de tenis del 
ejercicio 52 para dejar de rebotar. 


Los lados de un triángulo equilátero miden 4 unidades. Se 
construye otro triángulo equilátero dibujando segmentos de 
recta que unen los puntos medios de los lados del primer 
triángulo. Si este proceso puede repetirse un número ilimita- 
do de veces, ¿cuál es el perímetro total de todos los triángu- 
los que se forman? 


Determine una serie geométrica infinita cuya sumasea 6 y tal 
que cada término sea cuatro veces la suma de los términos 
subsecuentes. 


Trace en la graficadora la sucesión de las primeras 100 sumas 
parciales de la serie armónica. A partir de la gráfica estime 


25 1 so ñ EN 1 e 
02; ma; oz, me 


Trace en la graficadora la sucesión de las primeras 1000 
sumas parciales de la serie armónica. A partir de la gráfica 
estime 


250 1 500 1 750 1 e 
DA o? > oz, e 


Utilice la graficadora, en cualquier forma que desee, para 
determinar el primer elemento de la sucesión de sumas 
parciales de la serie armónica el cual es menor que 10. 


. Demuestre el teorema 8.3.7. 


(a) Si una serie infinita es divergente, ¿puede concluirse que 
su n-ésimo término no se aproxima a O conforme n crece sin 
límite? (b) Si el n-ésimo término de una serie infinita no se 
aproxima a O conforme n crece sin límite, ¿puede concluirse 
que la serie es divergente? Justifique las respuestas de los 
incisos (a) y (b) indicando un teorema o dando un ejemplo. 


8.4 SERIES INFINITAS DE TERMINOS POSITIVOS 


Las series infinitas, cuyos términos son positivos, tienen propiedades especiales. 
En particular, la sucesión de sumas parciales de dichas series es creciente y tiene 
una cota inferior O. Si la sucesión de sumas parciales también tiene una cota 
superior, entonces la sucesión es monótona y acotada. Como el acotamiento y 
la convergencia de una sucesión monótona son propiedades equivalentes, 
entonces, la serie es convergente. De este modo, se tiene el teorema siguiente. 
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8.4.1 Teorema 


Una serie infinita de términos positivos es convergente si y sólo si su 
sucesión de sumas parciales tiene una cota superior. 


» EJEMPLO 1 Demuestre que la serie es convergente aplicando el 
teorema 8.4.1: 


E. ib 
A=l nm! 
Solución Se debe obtener una cota superior para la sucesión de sumas 


parciales de la serie y Ll 
a! 


n=l 


1 1 1 
=1 =1+— =1+—+ 
% 32 1-2 E 121.23 
1 1 1 
Sn= 1+ — + Ho + 1 
” 1.2 1.2-3 ¡PRA M 


yr= 2 


A l (2) 


Por el teorema 8.3.5, la serie geométrica con a = l y r = a tiene la 
suma af(1 — r) = 2. En consecuencia, la suma (2) es menor que 2. Observe 
que cada término de la suma (1) es menor que o igual al término correspondiente 
de la suma (2); esto es, 

lg IL 

Ko 2k1 

Esto es cierto porque k! = 1 - 2 - 3 -...- k, que, además del factor 1, 
contiene k — 1 factores cada uno mayor que o igual a 2. En consecuencia, 


n 


1 y l 
Sn = =—<S SET <2 
k=l K! k=1 2 
Delo anterior, (s,) tiene la cota superior 2. Por tanto, por el teorema 8.4.1, 
la serie dada es convergente. 


En el ejemplo 1, se compararon los términos de la serie dada con los de una 
serie convergente. Este peocedimiento es un caso particular del siguiente 
teorema conocido como criterio de comparación. 


8.4.2 Teorema Criterio de comparación 


Sea la serie ), u, una serie de términos positivos. 


() Si y v, es una serie de términos positivos que es convergente, 
a=1 


y Un < V, para todos los números enteros positivos n, entonces 


+ 
Y, u, es convergente. 


n=1 
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(ii) Si Y, w, es una serie de términos positivos que es divergente, y 
n=1 


Un 2 W, para todos los números enteros positivos n, entonces 


$. 
Y, u, es divergente. 


mal 


Demostración de (i) Sean (s,) la sucesión de sumas parciales de la serie 


+00 +0 
y Un Y 1£,) la sucesión de sumas parciales de la serie y Y, - Puesto que 
a=1 n=1 

o 

y y, es una serie de términos positivos que es convergente, del teorema 8.4.1 
n=1 

se infiere que la sucesión (t,) tiene una cota superior; sea B esta cota. Como 
u, < v, para todos los números enteros positivos n, se puede concluir que 


Sn € th < B para todos los números enteros positivos rn. Por tanto, B es una 


+00 
cota superior de la sucesión (s,,). Debido a que los términos de la serie y Ur 


+00 n=1 


son positivos, se deduce del teorema 8.4,1 que y u, es convergente. 


n=1 


es 
Demostración de (ii) Suponga que Y u, es convergente. Entonces, 
+00 +0 n=1 
como Y u, y Y w, son series infinitas de términos positivos, Y Wy £ 4 
n=1 n=1 +00 
para todos los números enteros positivos n, se deduce del inciso (i) que A Wa 
a=1 
es convergente. Sin embargo, esto contradice la hipótesis; de modo que la 


+00 
suposición es falsa. Por tanto y u, es divergente. n 


n=1 


Como se indicó en la sección 8.3, la convergencia o divergencia de una 
serie infinita no se afecta al descartar un número finito de términos. Por tan- 
to, cuando se aplica el criterio de comparación, Si 4¿ < w¡ 0 4 > w; 
cuando ¿ > mm, entonces el criterio es válido independientemente de cómo se 
comparan los primeros m términos de las dos series. 


» EJEMPLO 2 Determine si la serie es convergente o divergente: 


du 
4 
La. 


Solución La serie dada es 
4 A 4 ñ 4 4 4 


A 
4 10 28 82 3+1 


Al comparar el n-ésimo término de esta serie con el n-ésimo término de la serie 
geométrica convergente 


a a a a 
3 9 27 81 39 3 
se tiene 

4 4 
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para cada número entero positivo n. Por tanto, por el inciso (i) del criterio de 
comparación, la serie dada es convergente. 4 


» EJEMPLO 3 Determine si la serie es convergente o divergente: 


1 
E da 
Solución La serie dada es 
hos 
AS A A ee 
Ai ml, o, E 


n=1 


Si se compara el n-ésimo término de esta serie con el n-ésimo término de la serie 
armónica divergente se tiene 


ei A para cada número entero positivo n 

n n 

Así, por el inciso (ii) del criterio de comparación, la serie dada es divergente. 
El teorema siguiente, conocido como criterio de comparación por paso al 


límite, es una consecuencia del criterio de comparación y a menudo es más fácil 
de aplicar. 


8.4.3 Teorema Criterio de comparación por paso 


al límite 


Sean y Un y y Y, dos series de términos positivos. 


n=! n=1 


(i) Si lim a => O, entonces las dos series son convergentes o 


n + Y 


ambas series son divergentes, 


ZE : z a ase +. 
(ii) Si ia = 0, y si Y, v, converge, entonces ) u, converge. 


a=1 nl 


Il 


+00, y si Y v, diverge, entonces Y 4, diverge. 


(Hi) Si lim “2 
n— +0 Ya 


A 


c, existe N > O tal que 


Demostración de (i) Como lím (u,/v») 


sin > N entonces He <f£ 
Ya 2 
S sin>N entonces -£< M-¿< £ 
2 y 2 
S sin>ÑN entonces E ug de (3) 
2 Ya 2 
De la desigualdad derecha de (3), 
Uy < 3 CY (4) 


+00 +00 
Si de v, es convergente, también lo es y A CV, - De la desigualdad (4) y del 
n=) n=] 
+0 
criterio de comparación se infiere que y u, €s convergente. 


n=1 
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De la desigualdad izquierda de (3), 


<a ] (5) 
Cc 


Si y u, €s convergente, también lo es y a u, . De la desigualdad (5) y 
m=1 mel € 
+00 


del criterio de comparación se deduce que y y, es convergente. 


n=) 
+00 +00 


Si Y v, es divergente, se puede demostrar que Y' u, es divergente al 
n=1 e n=1 
suponer que y u, es convergente y obtener una contradicción al aplicar la 


n=] 


desigualdad (5) y el criterio de comparación. 


+00 +00 
De manera semejante, si Y u, es divergente, se deduce que Y, v, es 
a=1 n=1 


divergente ya que se puede obtener una contradicción de la igualdad (4) y el 
+00 
criterio de comparación si se supone que y y, es convergente. 
n=] 
Por tanto, se ha demostrado el inciso (1). Las demostraciones de los incisos 
(11) y Gii) se dejan como ejercicio (vea los ejercicios 57 y 58). ” 


CUIDADO: Asegúrese de aplicar el inciso (ii) del criterio de comparación por 


oa , u . 
paso al límite correctamente. Cuando lim  = O, la convergencia de la se- 


AT+0 Y 


+00 +00 
rie PS Vn implica la convergencia de la serie y u, , pero la divergencia de la 
n=l n=] 
serie en y no implica que la serie en u diverja. 


» EJEMPLO 4 Resuelva el ejemplo 2 mediante el criterio de com- 
paración por paso al límite. 
Solución Sean u, el n-énesimo término de la serie dada y 


a=1 


E ps 
341 ia 


pi eS . a 4 
el n-ésimo término de la serie geométrica convergente y cu Por tanto, 


n=1 


4 
hm ln = lim 3"+1 
+0 Yy A>+00 5 

gn 


are 14 37" 


1 


En consecuencia, por el inciso (i) del criterio de comparación por paso al 
límite, la serie dada es convergente. 


H 


» EJEMPLO 5 Resuelva el ejemplo 3 por medio del criterio de 
comparación por paso al límite. a 

Solución Sean u, el n-énesimo término de la serie dada A A y Y, el 
n-ésimo término de la serie armónica divergente. Entonces  *=! 3 
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1 

5 u, Z 
lim 2 = lím Ya 
n—>+00 Va n>+0. 1 
n 
= lím Yn 

n>+0 
= +00 


Por tanto, por el inciso (iii) del criterio de comparación por límite, la serie dada 
es divergente. « 


» EJEMPLO 6 Determine si la serie es convergente o divergente: 


Sm 


+ 
= 


a 
z 


Solución Enel ejemplo 1 se demostró que la serie Y L es convergente. 
n 


nio? 


: 2% dió 3 
Por el criterio de comparación por paso al límite con 4, = - Y YA = z 
n n 
an 
u : ! 
lim 2 = lim E 
n>+00 Ya n— +00 1 
n! 
= lim n? 
A +00 
= +00 


El inciso (111) del criterio de comparación por paso al límite no es aplicable en 


+0 
este caso porque ys Y, converge. Sin embargo, existe una forma en que el 
n=1 

criterio de comparación por paso al límite puede emplearse. La serie dada 
puede escribirse como 

13 23 3 43 53 n3 

m+ 21 TE a 

Debido a que el teorema 8.3.9 permite restar un número finito de términos 
sin afectar el comportamiento (convergencia o divergencia) de una serie, se 
descartan los primeros tres términos y se obtiene 


ES (n + 3) 
IN TN E 

3 

Ahora sea 4, = GE y, como antes, sea v, = L. Entonces 
(n + 3)! n! 

(n + 39 
lím ln lím CEA 
n3+0% Vy A +00 A 

n! 
 (1+39n! 


im 
n>3+o (n + 3)! = 


lim (a + 33n! 
n>3+0 ni(n + 1)n + 2Xn + 3) 
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im —(1 + 3)? 
a+ (a + 11 + 2) 


n? + 6n +9 
a>+o n2 + 3n +2 
1+6,2 
= lim n_A 
Ea 
uta n n 


Del inciso (i) del criterio de comparación por paso al límite, la serie dada es 
convergente. 4 


Antes de establecer el siguiente teorema, se presenta un ejemplo ilustra- 
tivo de un caso particular. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Considere la serie geométrica 


ll, 1,1, 41 1 1 
Lil A m0 6 
E 2* 2n-1 (6) 


la cual converge a 2, como se demostró en el ejemplo ilustrativo 2 de la sección 
8.3. Una forma de reagrupar los términos de esta serie es 


(1,2) + (1+1) + (L+2)+...+ ( l +25) + 
2 4 8 16 32 gacl "2.41 


la cual es la serie 


A (7) 


2 8 32 
Como la serie (7) es una serie geométrica con a = > yr= FE es conver- 
gente y su suma es 
a. -.2 
l-5r 1- 
=2 


Se ha mostrado que la serie (7), la cual se obtiene de la serie convergente 
(6) al reagrupar los términos, también es convergente, y su suma es igual a la 
de la serie (6). Se 


8.4.4 Teorema 


Si Y u, es una serie convergente de términos positivos, entonces sus tér- 
a=1 

minos pueden reagruparse en cualquier manera, de modo que la serie resul- 

tante también será convergente y tendrá la misma suma de la serie original. 


Demostración Sea (s,) la sucesión de sumas parciales para la serie 
convergente de términos positivos dada. Entonces lím s, existe; sea $ este 


+00 R>+0 


límite. Considere una serie y Y, Cuyos términos se obtienen al reagrupar los 


n=] 
+0 +00 


términos de y u, en alguna forma. Por ejemplo, y v, Puede ser la serie 


n= n=1 
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uy + (us) + uz) + (La + Us + ug) + (u7 + Ug + Ug + 10) Picar 
o bien la serie 


(uy + 49) + (uz + us) + (us + ug) + (u] + ug) Abal 


hen 

etcétera. Sea (1, ) la sucesión de sumas parciales de la serie y Y y. Cada suma 
a=1 

parcial de la sucesión (t,,) es también una suma parcial de la sucesión (s,,). 

Por tanto, conforme m crece sin límite, también lo harán. Como lím s, = $, 


+00 


se concluye que lím 1,, = S. Esto demuestra el teorema. a 
n—+00 


El teorema 8.4.4 y el siguiente establecen propiedades de la suma de series 
de términos positivos, similares a las propiedades que se cumplen para la 
suma de un número finito de términos. 


8.4.5 Definición de función 


+ 
Si Y u, es una serie convergente de términos positivos, entonces el 


n=] 
orden de los términos puede ser modificado, y la serie resultante también 
será convergente y tendrá la misma suma de la serie original. 


Demostración Sea (s,) la sucesión de sumas parciales de la serie 


+00 
convergente de términos positivos dada, y sea lim s, = S. Sea y YA Una 
n—>+00 


n=1 
+0 


+00 
serie formada al reordenar los términos de la serie Y”, u . Por ejemplo, Y v,, 
puede ser la serie a=1 n=1 


Uy + Uz + Uy + Uy + Ug + Us + ... 


Sea (t,,) la sucesión de sumas parciales de la serie y Y, - Cada suma parcial 
de la sucesión (+, ) será menor que $ porque es la suma de n términos de la serie 
infinita y u, . Por tanto, $ es una cota superior de la sucesión (t,,). Además, 

n=1 00 
como todos los términos de la serie s Y, SOn positivos, (f,) es una sucesión 
monótona creciente. En ni cuentia por el teorema 8.2.11, la sucesión (t,,) 
es convergente, y óm th = T < S. Ahora, como la serie dada y u, puede 
obtenerse a partir de la serie y Y” Mediante una reordenación de los térmi- 
nos, se puede emplear el Amo argumento y concluir que S < T. Como las 
dos desigualdades T < S y S < T se cumplen, se concluye que S = T. 


Esto demuestra el teorema. a 


La siguiente serie, conocida como serie p o serie hiperarmónica, se 
emplea con frecuencia en el criterio de comparación: 

E O donde p es una constante (8) 

12 22 3P n? = 

En el ejemplo ilustrativo siguiente se demuestra que la serie p diverge si 
p < 1 yconvergesip > 1. 
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> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 — sip = 1,la serie p es la se- 


rie armónica, la cual diverge. Sip < 1, entonces nP < n; de modo que 
A para cada número entero positivo n 
n 


Por tanto, por el criterio de comparación, la serie p diverge sip < 1. 
Sip > 1, se agrupan los términos como sigue: 


1 1 l 1 1 1 l 1 1 1 
ip + (5+3) + (5+2+ +3) + (+ b+.+ 5) his (9) 


Considere la serie 


1,2,4,8 2n-1 
TUE TE ST 


(10) 
Esta es una serie geométrica cuya razón es 2/2? = 1/2?”!, el cual es un nú- 
mero positivo menor que 1. En consecuencia, la serie (10) es convergente. 
Ahora se reescriben los términos de la serie (10) para obtener 


1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
rl) lord lloró) (1D) 


Al comparar la serie (9) y la serie (11) se observa que la suma de cada grupo de 
términos en cada conjunto de paréntesis después del primero, es menor en (9) 
que en (11). Por tanto, porel criterio de comparación, la serie (9)es convergente. 
Como (9) es sólo un reagrupamiento de los términos de la serie p cuandop > 1, 
se infiere del teorema 8.4.4 que la serie p es convergente sip > 1. 


Observe que la serie del ejemplo 3 es la serie p donde p = a < 1, por 
tanto es divergente. 


» EJEMPLO 7 Determine si la serie es convergente o divergente: 


+00 


l 
A (m2 4 2y1/3 


Solución Debido a que para valores grandes de n el número n? + 2 
está cercano al número »?, entonces el número 1/(n2 + 2)! estará cerca del 


1 


+oo 
número 1/n2/3. La serie $ es divergente ya que es la serie p con 


2/3 
n=| A 
p= z < 1. Del criterio de comparación por paso al límite con u, = 
1 y als 
(m2 + 2)1/3 A m2 13" 
ls 
2 1/3 
im Y -=  lm (a+ YA 
n>+0 Yy N>)+0oo 1 
n2/3 
2/3 


2 1/3 
lím ( ds ) 
RT+o n? 00 
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>” 


> 


FIGURA 1 


250 y - da 


FIGURA 2 


ii 
l= 
38 

ATA 
— 
+ 
po! 
rr 
= 
U 


Por tanto, la serie es divergente. 4 


En ocasiones se emplea otro teorema, conocido como criterio de la 
integral, para determinar la convergencia de una serie infinita de términos 
positivos, dicho teorema utiliza la teoría de las integrales impropias. 


8.4.6 Teorema Criterio de la integral 


Sea f una función continua, decreciente, y de valores positivos para toda 
x => 1. Entonces la serie infinita 


$ £(m) =D +£) +18) +...+ f(m) +... 


n=] 
es convergente si la integral a FG) dx existe, y es divergente si 


lím f: FO) dx = 


br +on 


Demostración Si ¡es un número entero positivo e ¿ > 2, entonces, por 
el teorema del valor medio para integrales (4.6.3), existe un número c tal que 
i-=-1l<cs<iliy 


j fo dx = fc) - 1 (12) 


Puesto que fes una función decreciente, 
fi-D2=f0) > f 


y de (12), 
fi-D> j FO) de > K() 
il 


Por tanto, si n es un número entero positivo y n > 2, entonces 


Esi=0 2 Y 10d $ 10) 
¿ ¡=2 


o Ys 2 [sou = Y/O -40 (13) 


i=1 


Las figuras 1 y 2 muestran la interpretación geométrica de la discusión 
anterior para n = 6. La figura 1 muestra la gráfica de una función f que 
satisface la hipótesis. La suma de las medidas de las áreas de los rectángulos es 
FD +10) + fG8) + £(6) + £(S), la cual es el miembro izquierdo de la 
desigualdad (13) cuando n = 6. Es claro que la suma de las áreas de estos 
rectángulos es mayor que la medida del área proporcionada por la integral 
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definida cuando n = 6. En la figura 2, la suma de las medidas de las áreas de 
losrectángulos sombreadosesf(2) + f(3) + f(4) + f(S) + f(6), la cuales el 
miembro derecho de la desigualdad (13) cuando n = 6. Esta suma es menor 
que el valor de la integra! definida cuando n = 6. 

Si la integral impropia existe, sea L su valor. Entonces 


j fo) dx < L (14) 
] 


Del segundo y tercer miembro de la desigualdad (13) y de (14) se tiene 


Y 0 <A + j food <f(D) + L (15) 
í=1 1 


400 
Considere ahora la serie infinita y f(n). Sea [s,) la sucesión de sumas 


n=] 


parciales de la serie, donde s, = y Ff(i). De (15), (s,) tiene la cota supe- 


i=l +00 
rior f(1) + L. En consecuencia, por el teorema, 8.4.1, la serie y f(n) es 
convergente. n=1 


b 
Suponga que sin, | FG) dx = +09, De (13), 
1 


a-1 n 
Y fi) 2 | sa 
i=l 1 


para todos los números enteros positivos n. Por tanto, 


¿Li = in 2,0 


= +o 


+00 
En consecuencia, la serie y f(n) es divergente. n 


n=1 


» EJEMPLO 8 Determine si la serie es convergente o divergente: 
+00 
y ne” 
n=1 

Solución Sea FG) = xe”. Entonces 


EX - 16 * 


Xi -x) 


FU) 


Como f(x) < 0 si x > 1l, se deduce del teorema 3.4.3 que f es decreciente 
six > 1. Además, fes continua y de valores positivos para toda x > 1. Así, 
se satisface la hipótesis del criterio de la integral. Al aplicar integración por 
partes se tiene - 


fuera = - Ha + 1) + C 
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En consecuencia, 
+00 
a , - b 
f xe*dx = ¿im AS + D); 


b>+o0 e 


Como lím (b + 1) = +00 y pám e? = +00, se puede emplear la regla de 


b>+. +00 


L"Hópital para obtener 
lím b+i_ lím L 
b>o+eo e b>o+w e 
=0 
Por tanto, 
+00 
j xe *dx = 2 
e 
1 
De este modo, la serie dada es convergente. 4 


Si el índice de la suma para una serie iniciaconn = kenlugarden = 1, 
el criterio de la integral se modifica como sigue: 


Si fes una función continua, decreciente y de valores positivos para toda 
hos 
x > k, entonces la serie infinita y f(n) es convergente si la integral im- 


n=k 
+00 b 
propia ! f(x) dx existe, y es divergente si ¿cima j Fx) dx = +00, 
+0 
k k 


La demostración es idéntica a la del teorema 8.4.6. 


» EJEMPLO 9 Determine si la serie es convergente o divergente: 


+00 


1 
As 


Solución La función f definida por 


1 
xvin x 


fo) = 


es continua y de valores positivos paratodax > 2. También, si2 < x, < x», 
entonces f(x) > f(x); de modo que f es decreciente para toda x > 2. 
Por tanto, se puede aplicar el criterio de la integral. 


+00 b 
dx oa 112 dx 
—. 1 In y 22 
J xvIn x IX ») x 


¿[2/1 x | 


l 


5 


lim [2/n 5 — 2/1 2] 
b>+0 Ñ 
= +00 


Así, la serie dada es divergente. 4 


8.4 SERIES INFINITAS DE TÉRMINOS POSITIVOS 683 


EJERCICIOS 8.4 


En los ejercicios 1 a 24, determine si la serie es convergente o 
divergente aplicando el criterio de comparación o el criterio de 
comparación por paso al límite. 


1. 


3, 


13. 


15, 


17, 


19. 


21. 


+00 1 2 1 
2 n2” : 2 v2n +1 
1 O 
— 4 
E z 47 +1 
+ +0 
3n +1 3 
6 
L 2 +5 2 Mn+n 
. de 
cos” n 1 
8 E A 
2 35 » In(r +1) 
€ 1 SÁ |sen | 
—— 10. — 
2 n? + 4n 2 n 
É ni Á 1 
1. oras 
2.2 2 
+0 +oo O" 
> E 14. (n- 1! 
en + 3 sa (a + 1)! 
yn 16. y sen Y 
a (Qn)! n 
ÁÚ Jose a] S 1 
=— 18. 
2 n n= + Ya 
ES , E 27m 
—= 20. == 
2 ñ n? -=1 m1 n! 
$ E nm Y ha 
iS 2 
£ 2n -dn a A+ 1 
E hn $ 1 
24, 
Ln? 42 ra 


En los ejercicios 25 a 32, aplique el criterio de la integral para 
determinar si la serie es convergente o divergente. 


25. 


27. 


29. 


31. 


+0 1 +0. 2 
26. — 

A Ly 

yo +0 

1 n 

28. 

2 (a + 2 qu -2 

S 4 S 2n+3 
30. 

taa 2 

y e3 32, pen 

El | 


En los ejercicios 33 a 48, utilice cualquier método para determi- 
nar si la serie es convergente o divergente. 


36. 


39. 


42. 


45. 


47. 


49. 


50. 


51. 


52. 


53. 


54, 


55. 


56. 


57 
58 
59 


. 


. 


qoo 


Ye” 


n=l 


37. 38. 


+0 
Ave 
a=l 


+oo poo +00 
J5 40. y cot”! n 41. y csch n 

n=2 A a=l n=) 

hab pnl a 43 $ eln 44 y p2 

A E sech* n 

LE n+1 LE np EE 

+oo 3 +00 1 
1 p3 ] 46. Y 

2 n 2 n(In ny? 

y (a + 1? y 1 

a (a + 2)! y (a + 2)Xn + 4) 

Si y An y y b, son dos series convergentes de términos 
a=1 n=) 


positivos, emplee el criterio de comparación por paso al 


+0 
límite para demostrar que la serie Y a,b, también es 
convergente, dd 
Utilice el criterio de la integral para demostrar que la serie p 
diverge sip < 1 y converge sip > 1. 


1 


se 
Demuestre que la serie y es convergente si y sólo 


ln)? 
sip > 1. 2 00) 
e 1 
Demuestre que la serie Y ————————- €s convergente 
Ñ 2 n(la nMin(in 37 E 


si y sólo sip > 1. 


+00 
Demuestre que la serie y laz es convergente si y sólo si 
p>l. mm" 
Si s, es la k-ésima suma parcial de la serie armónica, de- 
muestre que In(k + 1) < s, < 1 + Ink. Sugerencia: 


Ll sl<lso<mesx<m+ 1. Integre 


m+l x mo. . 
cada miembro de la desigualdad de ma m + 1; considere 


que m toma sucesivamente los valores 1, 2,...,n — 1, y 
sume los resultados. : 


Utilice el método del ejercicio 54 para estimar la suma 


1 1 1 1 
“-* 700 


Suponga que fes una función tal que f(n) > 0 para cual- 

quier número entero positivo n. Además suponga que si p 

es algún número positivo, entonces lim nPf(n) existe y es 
n>+o 


+en 
positivo. Demuestre que la serie y f(n) es convergente si 
n=) 


p > 1, y divergente si0 < p < 1. 

Demuestre el teorema 8.4.3(11). 

Demuestre el teorema 8.4.3(ii). 

Explique por qué el teorema 8.4.1 no se cumple para una serie 
infinita de términos positivos y negativos. Sugerencia: 


e 
considere la serie y (or*L 


n=l 
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8.5 SERIES INFINITAS DE TERMINOS POSITIVOS Y NEGATIVOS 


Un tipo de series infinitas que constan de términos positivos y negativos es el 
de las series alternantes, cuyos términos son, alternadamente, positivos y ne- 
gativos. 


8.5.1 Definición de serie alternante 


Sia, > 0 para todos los números enteros positivos n, entonces la serie 


Y (1 a, = a-a+a-a+...+ Ca +... (1) 


y la serie 
Y (-1)a, = -a] EN - a+ >. + Cito. (2) 
n=l 

se denominan series alternantes. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Un ejemplo de serie alter- 


nante de la forma (1), donde el primer término es positivo, es 


+0 
ay do 1 l 
2D n ; 2*3 


n=1 


+...+ (1yo+! Ds 
n 
Una serie alternante de la forma (2), donde el primer término es negativo, es 
Yen a+ dodo toas.. 4 
n! ! ! nm 


El teorema siguiente, denominado criterio de las series alternantes, 
establece que una serie alternante es convergente si los valores absolutos de sus 
términos decrecen y el límite del n-ésimo término es cero. El criterio también 
se conoce como el criterio de Leibniz para series alternantes debido a que 
Leibniz lo formuló en 1705, d 


8.5.2 Teorema Criterio de las series alternantes 


Suponga que se tiene la serie alternante Ss (Da, [o » cora,), 
nl n=] 


donde a, > 0 y 41 < a, para todos los números enteros positivos n. 
Si ,Limn_ 0, = O, entonces la serie alternante es convergente. 


Demostración Suponga queel primer término de la serie es positivo. Esta 
suposición no hace que se pierda generalidad ya que si este no es el caso, 
entonces se descarta el primer término, lo cual no afecta la convergencia de 


+0 
la serie. De este modo se tiene la serie afernante y (-1)*+T q, . Considere la 
suma parcial asi 


S2n = (ay — a) + (az — ay) +...+ (A2p-1 — 47m) 
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Como por hipótesis a,,; < a,, cada cantidad dentro de los paréntesis es 
positiva. Por tanto, 

0<58<58<586<...<%9<:+... : (3) 

También se puede escribir s), como 

Son = ay — (47 — a3) — (04 — as)... — (47-27 Gp-1) - Gp 


Como 4,+¡ < 4,, otra vez cada cantidad dentro de los paréntesis es positiva. 
Por tanto 


$3 < aj para cada número entero positivo n (4) 
De (3) y (4), 
0< 5, < aj para cada número entero positivo n 


De modo que la sucesión ([s7,) es acotada. Además, de (3), la sucesión 
([s2n) es creciente. Como (s>, ) es una sucesión monótona acotada, entonces es 
convergente. Suponga que $ es el límite de esta sucesión; estoes lím s2n = $. 

n>+0 


Entonces, por el teorema 8.2.11, $ < a¡. Como S7p41 = $27 + Gzn+], EN- 
tonces 


; = 6 : 
¡O same = ¿MO san + 100,001 
Pero, por hipótesis, im ap 1 0; de modo que in 82041 5 ,ám_52p- Por 


tanto, la sucesión de sumas parciales de los términos pares y la sucesión de 
sumas parciales de los términos impares tienen el mismo límite S. 
Ahora se mostrará que lím s, = S.Como lím s,, = $, entonces para 
ñR>+o0 AST+0 


cualquier € > O existe un número entero N;, > O tal que 
si 2n > N, entonces |s,,- S|<e 


Como lím sa, + 1 = $, entonces existe un número entero Nz > O tal que 
n—+% 


si 2n + 1 >Nz entonces |57;, - S|<e€ 


SiN es el mayor de los dos números enteros N, y N», entonces se infiere que si 
n es cualquier número entero, par o impar, y 


sin > N entonces |s,-S|<e€ 


Por tanto, lím s, = S; de modo que la serie alternante es convergente. 


» EJEMPLO 1 Demuestre que la siguiente serie alternante es con- 
vergente: 


$ +1 1 
Len 


Solución La serie dada es 


l 
n+1 


A ho 
3 n 


ai 


Como 


14 l para todos los números enteros positivosn,y lim 1 - 0, 
n + n . , . . n—>+00 n 
entonces, por el criterio de las series alternantes, la serie dada es conver- 


gente. 4 
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» EJEMPLO 2 Determine si la serie es convergente o divergente: 


er n+ 2 


n(n +1) 


Solución La serie dada es una serie alternante. 


ias n+2 
ajo A n>+o n(n + 1) 
1 2 
CA 
n n? 


Antes de que se pueda aplicar el criterio de las series alternantes, también debe 


z a 
mostrarse que a,,¡ < 4, 0, equivalentemente, q < 1 
n 


n+3 
Ansi _ (n+ ln +2) 
An a n+2 

n(n +1) 


_ n(n +3) 
Tn +2 


n + 3n 
n+4n+ 4 


< 1 


Por el criterio de las series alternantes, la serie dada es convergente. 4 


8.5.3 Definición del residuo después de k términos 


Si una serie infinita es convergente y su suma es $, entonces el residuo 
después de k términos, se obtiene al aproximar la suma de la serie 
mediante la k-ésima suma parcial sz, denotado por R;, es 


Ri=S == > 


Esta definición se emplea en el enunciado del siguiente teorema, el cual 
proporciona un método para determinar una cota superior para el error come- 
tido cuando la suma de una serie convergente se aproxima mediante la suma de 
un número finito de términos de la serie. 


8.5.4 Teorema 


Considere la serie alternante 
E corta «Fea, 
n=1 n=1 


donde a, > 0 y an,¡ < 2, para todos los números enteros positivos n, y 
md = O. Si Ry es el residuo obtenido al aproximar la suma de la se- 
rie € mediante la suma de los primeros k términos, entonces IRi | < Ak+1: 
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La demostración de este teorema se presenta en el suplemento de esta 
sección. A fin de mostrar el contenido del teorema, éste se aplica en el siguiente 
ejemplo ilustrativo a una serie alternante cuya suma exacta se puede calcular. 


D EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Considere la serie geométri- 


en A 
cacona=1l yr= -3: 


+00 AA 1 1 1 e dl 
y (-!) A) Ei 


Por el teorema 8.3.5, la suma de esta serie es 


1 2 


IED 3 
= 0.66667 


con cinco dígitos significativos. Suponga que se aproxima la suma de la serie 
mediante los primeros diez términos: 


e 37 ES BEA ES ES A A 
l1=3+3 ti673a ta mts" sm = 0.66602 


L 
8 


El error es 0.66667 — 0.66602 = 0.00065. El teorema 8.5.4 establece que el 
error es menor que el valor absoluto del onceavo término, el cual es 


ra = 0.0098 
y 0.00065 < 0.00098. d 


» EJEMPLO 3 Una serie para calcular In(1 + x) si x está en el 


intervalo (1, 1] es 
O 
nt E n 


Obtenga una cota superior para el error cuando se utilizan los tres primeros 
términos de esta serie para aproximar el valor de In 1.1. 


Solución Se emplea la serie dada con x = 0.1 para obtener 


(0.92 (010% (0.04 
5) + 3 4 isa 


Esta serie satisface las condiciones del teorema 8.5.4; de modo que si Ry es la 
diferencia entre el valor real de ln 1.1 y la suma de los tres primeros términos, 
entonces 


In1.] = 01 


|R3| < 0.000025 


De esta forma, la suma de los tres primeros términos dará un valor de ln 1.1 con 
una exactitud de al menos cuatro cifras decimales. De los tres primeros términos 
se obtiene 


In 1.1 = 0.0953 d 


Si todos los términos de una serie se sustituyen por sus valores absolutos 
y la serie resultante es convergente, entonces se dice que la serie original es 
absolutamente convergente. 
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8.5.5 Definición de convergencia absoluta 


Laserie infinita $ u, esabsolutamente convergente silaserie s | a | 


n=1 nal 


es convergente. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 Considere la serie 
Ney a A (5) 


Esta serie será absolutamente convergente si la serie 


ds 
2 2 2 2 2 
Lira Z+. 
2 3n 33 gr 
es convergente, Como ésta es la serie geométricaconr = | < l,entonces es 


convergente. Por tanto, la serie (5) es absolutamente convergente. 4 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 4  Enelejemplo 1 se demostró 
que la serie 
y (pr! z 


es convergente. Esta serie no es absolutamente convergente debido a que la 
serie de valores absolutos es la serie armónica, la cual es divergente. 4 


La serie del ejemplo ilustrativo 4, en ocasiones llamada serie armónica 
alternante, es un ejemplo de una serie condicionalmente convergente. 


8.5.6 Definición de convergencia condicional 


Una serie que es convergente, pero no absolutamente convergente, se 
denomina condicionalmente convergente. 


La importancia de la convergencia condicional se muestra en el ejem- 
plo ilustrativo siguiente. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 5 Considere la serie armónica 


alternante: 


1 1 1 1 1 
E 
la cual es condicionalmente corrvergente. Se reordenarán y agruparán los 


términos de esta serie como sigue: 


hot Ett. (6) 


-H-=h+ (1 l)-1 SN 1 AN 

(1-3 G707i+G67i07u++. 

= dead dc Le 

= 274+50 8+07 + 

od E OS A A 

dl O) (7) 


Observe que la serie entre paréntesis anterior es la misma que la serie (6). 
Debido a que la serie (6) es convergente, tiene una suma igual a In 2, según el 
ejemplo 3 donde x = 1. La serie (7) también tiene una suma, pero evidente 
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mente la suma de la serie (7) es un medio de la suma de la serie (6). Esta situación 
se presenta debido a que la serie (6) es sólo condicionalmente convergente en 
vez de ser absolutamente convergente. 


Del ejemplo ilustrativo 5, parece que no se puede cambiar el orden de los 
términos de una serie condicionalmente convergente y preservar la suma. Sin 
embargo, recuerde del teorema 8.4.5 que para una serie convergente de términos 
positivos, se puede cambiar el orden de los términos sin afectar la suma de la serte. 

El teorema siguiente permite demostrar que una serie infinita de términos 
positivos y negativos es convergente, mostrando que es absolutamente con- 
vergente. 


8.5.7 Teorema 


+0 + 
Silaserie Y' | u, | esconvergente, entonces laserie ” u, esconvergente. 


Demostración Siacada miembro de la desigualdad 
= | 44, | <S Uy < | 26, | 
se le suma lu, |, se obtiene 
0<S Un + Jun] < 2]u,| (8) 
+o0 +00 
Como la serie Y' |u, | es convergente, también lo es la serie Y'2 | 4]. 


n= n=] 


Entonces, mediante la desigualdad (8) y el criterio de comparación, se concluye 


+00 + 
que la serie $ (ua + | Un | ) es convergente. La serie Sa, puede escribirse 


n=1 nz=l 


como 
+0 
a, 
n=1 
+o0 
Qin 
n=1 


El miembro derecho de la igualdad anterior es la diferercta de dos series 


+0 


convergentes. Por tanto, Y un es convergente. ” 


n=1 


Y (un + | 47, | = PAD) 
n=] 


2 (un + Jun) = 2145! 
n=1 


a=1 


» " EJEMPLO 4 Determine si la serte es convergente o divergente: 


+oo 


Solución — Al denotar la serie dada por Y' u,, se'tiént” 


n=i 
+00 1 1 1 1 1 1 Ll 
Va A 
n=1 


ll. il l l 


O 
2.8 9 32 50 36: -98* '** 
Esta es una serie de términos positivos y hegativos. Se puede'detostrár que esta 


serie es convergente si se prueba que es absolutamente convergente. 
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+= los 1 
S un | = y ese 4H 
n=i n 


<= 1 para toda n, entonces 


Como | cos + 


Icos z nal 1 , ad 
—_3— £ -7 Para todos los números enteros positivos n 
n n 


La serie y L es la serie p, con p = 2, y es convergente. De modo que, por 


a=1 


el criterio de comparación, y | Un | es convergente. Por tanto, la serie dada es 
n=1 


absolutamente convergente; en consecuencia, por el teorema 8.5.7, es conver- 
gente. 


Observe que los términos de la serie y | | ni crecen ni decrecen 


monótonamente. Porejemplo, |u4| = 3, Jus. PE 2, |u6| = 2;demodo 


E 
que |us| < [uy], pero |u5] > Jus]. 4 


El criterio de la razón, presentado en el siguiente teorema, se emplea re- 
gularmente para determinar si una serie dada es absolutamente convergente. 


8.5.8 Teorema Criterio de la razón 


Sea Y u, una serie infinita para la cual cada u, es diferente de cero: 


ml 


() si lim |“:L| = L < 1,entoncesla serie es absolutamente con- 
vergente; 

(ú) si lim E =L>10si im e = +00, la serie es 
divergente; 

(ii) si lim cast = 1, no se puede concluir nada acerca de la con- 
nia e de ab criterio. 


Demostración de (i) Setiene porhipótesisquel < 1.SeaRunnúmero 


Un+1 


talquel <R < 1.SeaR - L = €< 1.Como lím = L, existe un 
n-—+0 Un 
número entero N > O tal que 
sin > N entonces || “2tl|- Ll <€ 
Un 
Por tanto, 
sin > NentoncesO < || <L+€=R (9) 
Un 
Considere que n toma los valores sucesivos N, N+1N+2,...,etcé- 


tera. De (9) se obtiene 
| a+ | < R | uy | 
[uy+2 | < R|uy,,] < Ruy] 
|uy+3 | < R]uy,2 | < R?|uy | 
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En general, 


Juwsx] < RE|uy| para cada número entero positivo k (10) 
La serie 

500 

Y Juy|RE= fuy|R + Juy]R? +...+ Juy]R" +... 

4 


es convergente porque es una serie geométrica cuya razón es menor que 1. 
De modo que, de (10) y del criterio de comparación se infiere que la serie 


o “ boo 
y | uw+x | es convergente. La serie S | uyy | difiere de la serie Y | u, | 
k=1 k=l n=1 


+00 
únicamente enldos primeros N términos. Por tanto, y | u, | es convergente; por 
n=1 


lo que la serie dada es absolutamente convergente. 


Un+l 
Un 


Ml=L>1l 0 lm 


n—+0 


Demostración de (ii) Si límm 


+00, entonces en cualquier caso existe un número entero N >. 0 tal que si 


Un+1 


n > N, entonces > 1.Sintomalos valores N, N + 1,N + 2,...,y 


Un 
así sucesivamente, se obtiene 


[ys1 | > ]4y] 
lun] > lvl > Juy| 
Iws3] > Juns2] > Jun] 


De esta manera, si n > N, entonces |u,| > |uy|. En consecuencia, 
lim u, + 0; por lo que la serie dada es divergente. 
n—>+00 


Demostración de (iii) Si se aplica el criterio de la razón a la serie p, 


se tiene 
tl 
u P 
lím [EL [=> tim [MDP 
n—+. Un n—>+0 >» 
n? 
n Y 
= lím ( ) 
a>+> in +1 
=1 n] 


Puesto que la serie pdivergesip < 1 yconvergesip > 1,seha mostrado 
que es posible tener series tanto convergentes como divergentes para las cuales 


Un+1 
Un 


lím = 1. Esto demuestra el inciso (iii). 


n>+00 


» EJEMPLO 5 Determine si la serie es convergente o divergente: 


$ -1 n+1 A 
2 e 


.. +1 
Solución :, = E Y Un = Er? a Por tanto, 
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Uni n+ 1 . 2" 
Un ¿Ty 
=> n+1 
2n 
De modo que 
u l+ 1 
lim [Hél| = lim —2 
n>+0| Un note 2 


Por tanto, por el criterio de la razón, la serie dada es absolutamente convergen- 
te y en consecuencia, por el teorema 8.5.7, es convergente. 4 


» EJEMPLO 6 En el ejemplo 2 se mostró que la serie 


y CI" 42 


A n(n + 1) 


es convergente. ¿Es esta serie absolutamente convergente o condicionalmente 
convergente? 


Solución Afin de verificarla convergencia absoluta se aplicará el criterio 
de la razón. En la solución del ejemplo 2, se mostró que 


lt65 +11 _ n? + 3n 


lu, | n +4n+4 


En consecuencia, 


Un+1 
Un 


3 


lím 
n> + 


3 
n 
+ 


4 
n? 
=1 
De modo que el criterio de la razón falla. Como 
n+2 
n(n +1) 


n+2 1 
n+1l n 


| 47 | 


> 


a | 


+0 
puede aplicarse el criterio de comparación. Puesto que la serie y l es la serie 
+0 n=1 ñ 


armónica, la cual diverge, se concluye que la serie y | Un | es divergente, y 
+o n=1 


en consecuencia, y us ho es absolutamente convergente. Por tanto, la serie es 


condicionalmente convergente. de! 
Observe que el criterio de la razón no incluye todas las posibilidades para 
lim 
n— +00 
de tales casos está más allá del alcance de este libro. 
La demostración del criterio de la razón se basó en el uso del criterio de 
comparación con series geométricas. Otro criterio cuya demostración es similar 
es el criterio de la ratz. 


porque es posible que el límite no exista y no sea +00. La discusión 


Un+i 
Un 
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8.5.9 Teorema Criterio de la raíz 


qe 
Sea Yu una serie infinita para la cual cada u, es diferente de cero: 


nal 


(M si tim "lun| = L < 1, entonces la serie es absolutamente con- 


vergente; 
(ib) si ¿Mim Jn =L>1lo0si lím Vlu,| = +00, la serie es 
divergente; 


Gi) si ¿no lN lun): 1, no se puede concluir nada acerca de la con- 
vergencia a partir de este criterio. 


Debido a la semejanza de la demostración del criterio de la rafz con la 
demostración del criterio de la razón, se deja la primera como ejercicio (vea los 
ejercicios 50 a 32). 


» EJEMPLO 7 Aplique el criterio de la raíz para determinar si la 
serie es convergente o divergente: 


Y (nr? 
n=1 


2n+1 
p2n 


Solución Al aplicar el criterio de la raíz se tiene 


2n+1 Y 1/n 
CANES 


2+(1/n) 
lim 2 e 
n—»+o0 n 
=0 
< 1 


Por tanto, por el criterio de la raíz, la serie dada es absolutamente conver- 
gente. En consecuencia, por el teorema 8.5.7, la serie es convergente. 4 


Los criterios de la razón y de la raíz están íntimamente relacionados. Sin 
embargo, el criterio de la razón generalmente es más fácil de aplicar; si los 
términos de la serie contiene factoriales, este es ciertamente el caso. En el 
ejercicio 49 se presenta una serie para la cual el criterio de la razón falla pero 
se puede aplicar el criterio de la raíz para mostrar su convergencia. Si los 
términos de una serie contienen potencias, como en el ejemplo 7, aplicar el 
criterio de la raíz puede ser más ventajoso que aplicar el criterio de la razón. 
El ejemplo siguiente proporciona otra serie para la cual conviene más aplicar 
el criterio de la raíz. 


DP EJEMPLO 8 Determine si la serie es convergente o divergente: 
+00 


1 
2 [In(a + DJ - 


Solución Todos los términos de la serie son positivos, entonces 
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Am : 1 
lí E = 1 e e AP 
Prcertoll hu ra [In(a + DJ” 
, 1 
nro lan + D 
=0 
< 1 
Por el criterio de la raíz, la serie dada es convergente. 4 


EJERCICIOS 8.5 


En los ejercicios 1 a 14, determine si la serie alternante es 


n+1 n 
convergente o divergente. 27 ye 5 Q ay 2% ye 0 ETE + 1)? 
n+1 l -]1y 1 
1. 2 En” 2n 2. 2% 1) n? En los ejercicios 29 a 48, determine si la serie es absolutamente 
ES des convergente, condicionalmente convergente o divergente. Justi- 
3. Y 1)" 3 4. Y (En 4 fique la respuesta. 
a=1 ni +1 n=l 3n - 2 
ÉS y (_2Y $ ay Y 
E ds 29. (2) % Yu 
. 6 Fertsa 205 e 
dd an la 3 Y yr 2 32. n(2) 
7. AS D 8. y la 2 an 2 
hon E 2 
n nn je 
9. Si par! => 10. 2» a 33, Zo 34. AS D Er 
mn) 
4 + 
aq Y da 35. Y (ar A 36. Y (1 
11. 2 Ss n. AS yo 2 er AS ) Ea 
te 5 » gn $ 1- 2senn -1y 
ES 14. yc ya O se 38. 3 eE 
n=] 
39 YE ww Far 2 
En los ejercicios 15 a 22, obtenga una cota superior para el error asi e a=1 p 
si la suma de los primeros cuatro términos se emplea como una eos 
aproximación de la suma de la serie infinita. 41, y (ad nn wr 42. Z az. 
na 1 == 2 +00 pa 
15, Ena 16. (A sen In yt 
2 % 2 5 a, yn 4 et 
n=1 n=2 
€ 1 $ n py 2» 
NN £ eo ( 1) 
2! rr: 2! TE as. Y ñ E 
5 pa " Lan)" " e” 
Y Ya 2 Y ayL e 
n=. á 12 ds En” $1-3:5-..-(Qn-1) 
47. = E A oo 
21 AS pan 22 SS pl Pi Ls Lia 2) 
j (m TEN j 2! de y 
49. Considere la serie y ¡ma Muestre que el criterio 
n=1 
En los ejercicios 23 a 28, calcule la suma de la serie infinita, con de la razón falla para esta serie. (b) Utilice el criterio de laraíz 
una exactitud de tres cifras decimales. para determinar si la serie es convergente o divergente. 
5d - E 50. Demuestre el inciso (1) del criterio de la raíz (teorema 8.5.9). 
23. yc py” 24. El py” pr Sugerencia: como L < 1, sea R un número tal que 
he e L<R<l,yseR - L=.€ < l. Muestre que existe 
yal 2 ú Ntal in > N, ent < RP”. 
25. $ py" , 26. Y (1) H un número entero que si n entonces | u, | 


Después utilice el criterio de comparación. 
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51. Demuestre el inciso (ii) del criterio de la raíz. Considere la 


+00 
z AE . Muestri i - 
sugerencia para el ejercicio 50. 53. Demuestre que si y u, es absolutamente convergente, en 


a=l 
+00 


2 
* 7 * 1 tonces Y u, es convergente. 
las dos series y- y Y 3 Sugerencia: determine des 
n 
a=1 


nm=l 


52. Demuestre el inciso (iii) del criterio de la raíz aplicándolo a 


54. ¿Sospecha que el recíproco del ejercicio 53 es verdadero o 
0 : 2 ¿inma ¿SOspi q pi y 
o Yn considerando Mín = e pie larela falso? Justifique la respuesta demostrándola si el recíproco es 
de L”Hópital para calcular lím LA verdadero o dando un contraejemplo si es falso. 


a+» py 


AA A A A A A APA A A A A A 
8.6 RESUMEN DE CRITERIOS SOBRE CONVERGENCIA 
Y DIVERGENCIA DE SERIES INFINITAS 


En las secciones 8.3 a 8.5 se presentó una variedad de criterios para determinar 
la convergencia odivergencia de una serie infinita de términos constantes. A fin 
de adquirir destreza en el reconocimiento y aplicación del criterio apropiado, 
se requiere de práctica considerable, la cual se obtendrá realizando los ejerci- 
cios de esta sección. Como ayuda, se listan a continuación los criterios y se 
aconseja que sean aplicados en el orden indicado. Si un paso particular no es 
aplicable o no puede inferirse ninguna conclusión, continúe con el siguiente. 
Por supuesto, en ocasiones pueden aplicarse más de un criterio, sin embargo, 
debe elegirse el más eficaz. 


1. Calcule lím u,.Si lím u, + 0,entonceslaserie diverge.Si lím u, = 0, 
n—+00 n—>+00 n>+0 


no puede inferirse ninguna conclusión. 
2. Examine la serie a fin de determinar si corresponde a uno de los siguientes 
tipos especiales: 


() Una serie geométrica: y ar"! Converge ala suma 7 2 


sir | < 1; 


a=1 
diverge si |r| = 1. 


(ii) Una serie p: y > (donde p es una constante). Converge si p > l; 
n=1 


diverge sip < 1. 


(iii) Una serie alternante: Y Enya, o Y (1) As. Aplique el crite- 
n=1 n=] 


rio de las series alternantes (teorema 8.5.2): si a, > 0, y Ay4] < Gp 

para todos los números enteros positivos n, y si lím a, = 0, enton- 
: n—>+00 

ces la serie alternante es convergente. 


+00 


3. Aplique el criterio de la razón (teorema 8.5.8): Sea y u, una serie infinita 


para la cual cada u, es diferente de cero: 4 
. . A u 4 
() si lím “a+l| = L < 1, la serie es absolutamente convergente; 
n>3+00 Un 
Y si A Unz+l so Un+1 : 
(ii) si lim =£>losi lím = +00, la serie es 
n>+| Uy -+eo| Un 


divergente; 
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... : . u, . . . 
(iii) si lím “2:l| = 1, nada se puede inferir acerca de la convergencia a 
n>+00| Un 
partir de este criterio. 


4. Apliqueel criterio de laraíz (teorema 8.5.9): Sea y u, una serie infinita para 


a=1 


la cual cada u, es diferente de cero: 


(D) si lim Xlu,] = £ < 1, la serie es absolutamente convergente; 
n-—>)+00 : 
(id) si lim Xlu,| = L > 1,osi lím Vlu,| = +00 la serie es diver- 
n— +00 n>+00 
gente; 
(iii) si lim <Ju,| = 1, nada se puede inferir acerca de la convergencia a 
n— +. 


partir de este criterio. 


5. Aplique el criterio de la integral (teorema 8.4.6): Sea f una función que es 
continua, decreciente y de valores positivos para toda x => 1. Entonces la 
serie infinita 


Y Am = DADA ABD. A AMA... 


n=t 


+00 
es convergente si la integral impropia j FG) dx existe, y es divergente si 
1 


b 
sio, || FO dx = +0, 
1 


to 
6. Aplique el criterio de comparación (teorema 8.4.2): Sea la serie S sn una 
serie de términos positivos. n=1 
+00 


(1 Si Y v, es una serie de términos positivos de la cual se sabe que 
n=1 
converge, y si u, < v, para todo número entero positivo n, entonces 
+00 
y u, es convergente. 


n=1 


+0 
(ii) Si Y w, es una serie de términos positivos de la cual se sabe que 
n=1 


diverge, y si u, > vw, para todo número entero positivo n, entonces 


400 
S un es divergente. 


nm=1 


o aplique el criterio de comparación por paso al límite (teorema 8.4.3): Sean 


+00 +0 
Yu, y Y v, dos series de términos positivos. 
n=1 n=t 


a . , u . 
(i) Si lím = = c > 0, entonces las dos series son convergentes o 
n 


n>+0o y 


ambas series son divergentes. 


+00 + 0 


eso 1 2 . 
(ii) Si lím  =0ysi Y v, converge, entonces Su, converge. 
A+ Va n=1 - n=Í 
+0 +0 
(iii) Si lím  = +00y si SY va diverge, entonces Su, diverge. 
n>+0 Yy 


n=l a=1 
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EJERCICIOS 8.6 


Losejercicios siguientes proporcionan una revisión de las seccio- 
nes 8.3 a 8.5, 


En los ejercicios 1 y 2, muestre los primeros cuatro elemen- 
tos de la sucesión de sumas parciales (s,), y obtenga una 
fórmula para s, en términos de n. También determine si la serie 
infinita es convergente o divergente; si es convergente calcule 


su suma. 
2n-1 
2n +1 


+on 
7 
+1 
a=i 4 
En los ejercicios 3 a 12, determine si la serie es convergente o 
divergente. Si la serie es convergente obtenga su suma. 


3. $ (3) a Yer 


n-1 
5. 2. 6. 


2. S in 


Y Ed” + (y 


n=0 
+00 
y cos” z x 
n=0 


Sugerencia: calcule la suma, pri- 


1 
? 2, (3n — DGn + 2)' 


mero determine la sucesión de sumas parciales. 
Sai 
245 


had [ sen 22 +2] 
n 
AA 


10. 


11. 


En los ejercicios 13 a 30, determine si la serie es convergente o 
divergente. 


o $72 A 
15. Y cos) 16. y : a 
17. o 18 Lu 
19. For In? 20. o 
21. Dr 22. y 

23. y (4-2) A. o 


25. 


27. 


29. 


É ñ E |sec nl 
26. 

2 1+2 Inn 2, pd 

Jar a Ens 

n= p=l 

to 2 

s 1 30. y (a +2) 

a 2” + senn (a + 3)! 


En los ejercicios 31 a 40, determine si la serie es absolutamente 
convergente, condicionalmente convergente o divergente. Justi- 
figuela respuesta. 


31. 


33. 


35, 


37. 


39. 


42. 


43. 


= nn? E na 52n+1 
2 y 32. 2 D EAT 


M4. 


Y e pr e 


a=1 


AS pr” l 


ENDA 


Er at E, yn v2n- 1 
2 o 36. Y) —— 


Y oy 2 
2D " 


$ _qya-1 1 
38. 2 2 mara 


-1 si n es un cuadrado perfecto 
n 


+0 
y Cr» donde c, = 


=1 na 
Ñ L sin no es un cuadrado perfecto 
n 


-1 y Ln es un número entero 
n 


40 
y Cy donde c, = 
m=1 . pa 
si ln no es un número entero 


n? 4 


. Exprese el número decimal infinito periódico 1.324 24 24... 


como una fracción común. 


Una pelota se deja caer desde una altura de 18 pie, y cada vez 
que toca el suelo rebota hasta una altura de dos tercios de la 
altura del rebote anterior. Calcule la distancia total recorrida 
por la pelota antes de alcanzar el reposo. 


Utilice el resultado del inciso (a) del ejercicio 55 de la sección 
8.3 para determinar cuánto tiempo empleará la pelota del 
ejercicio 42 en alcanzar el reposo. 


. La trayectoria de cada oscilación del disco de un péndulo, 


después de la primera, es 80% de la trayectoria de la oscila- 
ción anterior, de un lado al otro. Si la trayectoria de la primera 
oscilación es de 18 pulg y la resistencia del aire hace que 
eventualmente al péndulo alcance el estado de reposo, 
¿qué distancia recorre el disco del péndulo antes de que 
alcance el reposo? 
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8.7 SERIES DE POTENCIAS 


Las series infinitas que se han estudiado hasta este momento han con- 
sistido sólo de términos constantes. Ahora se tratará un tipo importante de 
series de términos variables denominadas series de potencias, las cuales 
pueden considerarse como una generalización de una función polinomial. En 
las secciones restantes de este capítulo se estudiará cómo pueden emplear- 
se las series de potencias para calcular valores de función tales como sen x, 
e”, Inx y Yx, las cuales no se pueden evaluar mediante las operaciones 
aritméticas conocidas y empleadas para determinar valores de funcio- 
nes racionales. 


8.7.1 Definición de una serie de potencias 
Una serie de potencias en x — a es una serie de la forma 


co + alx-a + cera? +. + ea a+... (1) 


+00 

Se utiliza la notación y Cp (4 — a)” para representar la serie (1). (Ob- 

serve que por ca. al escribir el término general se considera 

(x — ay = 1, aún cuando x = a. Si x es un número particular, la serie de 

potencias (1) se convierte en una serie infinita de términos constantes. Un 

caso especial de (1) se obtiene cuando a = 0, de modo que la serie se trans- 
forma en una serie de potencias en x, la cual es 


co 


+ 


ES A O (2) 


a 
0] 
=] 


Además de la serie de potencias en x — a y x, se tienen series de poten- 
cias de la forma 


y CALóGoOT" = co + 01909 + dot? +... + có” +... 
n=0 


donde $ es una función de x. Tales series se denominan series de potencias 
en 4(x). En este libro se tratarán exclusivamente series de potericias de la 
forma (1) y (2), y cuando se emplee el término “serie de potencias” se enten- 
derá alguna de estas dos formas. El estudio de la teoría de series de potencias 
se limitará a las series del tipo (2). La serie de potencias más general (1) 
puede obtenerse de (2) mediante la traslación x = x — a; por tanto, los re- 
sultados pueden aplicarse a la serie (1). 

En el estudio de series infinitas de términos constantes se trató la cues- 
tión de convergencia o divergencia de las series. Al estudiar series de po- 
tencias se tratará la cuestión: ¿qué valores de x hacen que la serie de potencias 
converja? Para cada valor de x en el que la serie de potencias converge, la 
serie representa el número que es la suma de la serie. Por tanto, una serie de 
potencias en x define una función que tiene como dominio todos los va- 
lores de x para los cuales la serie de potencias converge. 

Se utiliza la notación P,(x) a fin de representar la suma parcial de la 
serie de potencias cuya potencia mayor es n. Esta notación es consistente 
con el uso de P,,(x) en la sección 8.1 para representar el polinomio de Taylor 
de grado n. 


[2, 2] por (-1, 10] 


1 
fa = PE 


10 
Pi = Y 
a=0 


FIGURA 1 
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> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Considere la serie geomé- 


+00 

trica en la que a = l y r = x, la cual es y x” . Por el teorema 8.3.5 esta 
n=0 

serie converge a la suma 1/(1 — x) si |x| < 1. Por tanto, la serie de poten- 


+0 
cias y x” define la función fpara la cual f(x) = 1/(1 — x) y cuyo dominio es 
n=0 


el intervalo abierto (-1, 1). De esta manera se escribe 


E si |x| < 1 (3) 
-x 


La figura 1 muestra las gráficas de 


10 

fo=- y Poo = Y» 
l=-x n=0 

trazadas en el rectángulo de inspección de [-2, 2] por [-1, 10]. Observe que 

la gráfica de P¡o(x) aproxima la gráfica de f cuando |x| < 1, lo cual apoya 

el hecho de que la serie de potencias converge a 1/(1 — x) si |x| < 1. 4 


La serie de potencias (3) puede emplearse para formar otra serie de 
potencias cuyas sumas pueden determinarse. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 — si en (3) se sustituye x 


por —x, se tiene 


2 


lox+ilod EDO si lx|< 1 (4) 


Al reemplazar x por x2 en (3) se obtiene 


A e si |x| < 1 (5) 

-x 

Si se sustituye x por —x? en (3) resulta 

loto E = > si |x| < 1 66) 
l+x y 


En los ejercicios 1 a 3 se le pedirá que apoye gráficamente el hecho de 
que las series de potencias (4) a (6) convergen a la función racional corres- 
pondiente si |x| < 1. 

Ahora se mostrará, por medio de tres ejemplos, cómo el criterio de la 
razón puede emplearse para determinar los valores de x para los cuales una 
serie de potencias es convergente. Algunas series, como la del ejemplo 2, 
convergen para cada valor de x. Por supuesto, toda serie de potencias (2) 
es convergente para x = 0, pero, como se verá en el ejemplo 3, algunas 
series no convergen para ningún otro valor de x. 


» EJEMPLO 1 Determine los valores de x para los cuales la se- 
rie de potencias es convergente: —. - 

AS] (pat 2" 
1 n3P 


n= 
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Solución Para la serie dada, 


Ryn a+ a+! 
u = ayer 12%x u = (y X 
CUA gr Y m+1= ED (+ par 
De modo que 

lím Un+l - , 2n+1 yn+l . n3n 
n+0| Uy a+to|(n + 1)39+1> 251 

amm 2 n 

ln 

= 3lx] 


Por tanto, la serie de potencias es absolutamente convergente cuan- 
do 2 |x| < 10, equivalentemente, cuando |x| < 3. La serie es divergente 


cuando 3 |x| > 1 o, equivalentemente, cuando |x| > 3. Cuando 3 |x| 7 1 
2 


(es decir, cuando x = +3), el criterio de la razón falla. Cuando x = la 
serie de potencias dada se convierte en la serie armónica alternante 

121_,1_1 1 

E SITE 

1.2.3 4 ED n 
la cual es convergente, como se mostró en el ejemplo 1 de la sección 8.5. 
Cuando x = —¿se tiene 

e A 

1.2.3 4 n 


la cual es la negativa de la serie armónica, que es divergente. Por tanto, se 


concluye que la serie de potencias dada es absolutamente convergente 
cuando -¿ <x< 5 y es condicionalmente convergente cuando x = 5. 


Si x < —¿ox > 3, la serie es divergente. d 

Cuando se emplea n! en la representación del n-ésimo término de una 
serie de potencias, como en el ejemplo siguiente, se considera 0! = 1, de 
modo que la expresión para el n-ésimo término estará definida cuando n = 0. 


» EJEMPLO 2 Determine los valores de x para los cuales la 


serie de potencias es convergente: 


0 
Solución Para la serie dada, 
qn+l 
(n +1)! 


de modo que al aplicar el criterio de la razón se tiene 


Un = “7 Y Un+1= 


, 7 , n+1 t 
lim (Bi = fi Z ds 
n>+0| Uy aoteal(n + 1). yx” 
= lxl lím 
n>+0w HN + 
=0 
< 1 7 


Por tanto, la serie de potencias dada es absolutamente convergente para 
toda x. 
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» EJEMPLO 3 Determine los valores de x para los cuales la 
serie de potencia es convergente: 


res 
de nx” 
n=0 


Solución Para la serie dada, Un = Mix" y un, = (a+ Dx + Al 
aplicar el criterio de la razón se tiene 


(a+ Dian! 


Hs lim 
nx" 


n>+00 


lím |(n + 1)x| 
n—>+0 


ds six=0 
+0 sixxo0 


Se deduce que la serie de potencias es divergente para todos los valores de 
x excepto 0. d 


» EJEMPLO 4 Utilice el criterio de la raíz a fin de determinar 
los valores de x para los cuales la serie de potencias es convergente: 


+00 
Ene 
n=1 


Solución _ A fin de aplicar el criterio de la raíz se calcula lím a |. 
nR>+00 


lim Inx"| = lim |x| (7) 
n—>+00 n>+% 
Para determinar lim n?/”, sea y = n3/7, Entonces In y = ¿im n. Así, 
A+ 
lím ny = lim 3118 8) 
n—+0 n> +0 n 


A fin de calcular el límite lateral derecho de (8) primero se obtiene 


dr 8 d A 
lím In 2. donde los valores de z son números reales. Como lím In z = 
Z>+0 z 2340, 


+00 y lim z = +00, se aplica la regla de L”Hópital obteniéndose 


Z>+00 

lím 2Z = tim 2 

z7+to 2 23) +0w0 2 
=0 


De este modo, por el teorema 8,2,3,  lím ENS 0; en consecuencia, de 


(8) se tiene A e 


lím Iny = 0 
n>+0 
lím y = 1 
n—+0 


Al sustituir este resultado en (7) se obtiene  - 


lim 2 [n3xr| = |x| 
n>+0 
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En consecuencia, la serie de potencias es absolutamente convergente cuan- 
do |x| < 1. La serie es divergente cuando |x| > 1. Cuando x = 1, la serie 


+00 
de potencias dada se convierte en y n3, la cual es divergente porque 


n=1 


lim »? + 0. De manera similar, la serie de potencias es divergente para el 
n>+0 


valor x = —l. d 


Refiérase al ejemplo 1, el cual proporciona una ilustración del teore- 
ma siguiente. La serie de potencias en ese ejemplo es convergente para 
x= 7 y es absolutamente convergente para todos los valores de x para los 

3 


cuales |x| < 3 


8.7.2 Teorema 


+0 
Si la serie de potencias Y, cyx” es convergente parax = x, (x, + 0), 


=0 
entonces es absolutamente convergente para todos los valores de x 
para los cuales |x| < |x| . 


+00 
Demostración Si A Cnx¡" es convergente, entonces lím c,x,” = 0. 


n>+00 
n=0 


Por tanto, si se toma € = 1 en la definición 3.7.1, entonces existe un núme- 
ro entero N > 0 tal que 
sin > N entonces |cyx,"|< 1 


Ahora, si x es cualquier número tal que |x| < |x, |, y sin > N, entonces 


n 
| cpx” | = Cpx” - 
Xx 
”n 
[ajax] e |c,x1”| E] 
n 
n< 2 9 
len] < 0) 
La serie 
+00 n Ñ 
y ¡2 (10) 
n=N x1 
es convergente porque es una serie geométrica con r = |xf/x,] < 1 (ya 


+0 
que |x| < |x,1). Compare la serie y [cr x"|, donde |x| < |x|, con la 
n=N 


+0 
serie (10). De (9) y el criterio de comparación, y lc, x” | es convergente 


n=N 
para |x| < |x,|. Por tanto, la serie de potencias dada es absolutamen- 
te convergente para todos los valores de x para los que |x | < [xy | z un 


El teorema siguiente es un corolario del teorema 8.7.2. La serie de po- 
tencias del ejemplo 1, otra vez proporciona una ilustración del contenido del 


serie convergente para 
ES] <R 


=R 0 R 


¿«<_--_ AAA ANA <A --=.__ a, 
serie divergente para |x] >R 


FIGURA 2 
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teorema debido a que la serie es divergente para x = =3 así como para los 


valores de x para los que |x| > |-3| 


8.7.3 Teorema 


Si la serie de potencias 2 Cn x” es divergente para x = x,, entonces 
=0 
es divergente para todos los valores de x para los que |x| > |.x,]. 


Demostración Suponga que la serie de potencias dada es convergente 
para algunos números x para los cuales |x| > |x) . Entonces, por el teo- 
rema 8.7.2, la serie debe converger cuando x = x2. Sin embargo, esto con- 
tradice la hipótesis. Por tanto, la serie de potencias dada es divergente para 
todos los valores de x para los que |x| > [x>|.. n 


A partir de los teoremas 8.7.2 y 8.7.3, se demuestra el siguiente teore- 
ma importante de la sección. 


8.7.4 Teorema 


ER 

Sea do Cn x” una serie de potencias. Entonces sólo una de las siguien- 
=0 

tes condiciones se cumple: 


(1) la serie converge sólo cuando x = 0; 
(ii) la serie es absolutamente convergente para todos los valores de x; 
(ili) existe un número R > O tal que la serie es absolutamente con- 
vergente para todos los valores de x tales que |x| < R y es 
divergente para todos los valores de x tales que |x| > R. 


Demostración Si x se sustituye por cero en la serie de potencias dada, 
se tiene cy +0+0+..., la cual obviamente es convergente. Por tanto, 
+oo 
toda serie de potencias de la forma A Cn x” es convergente cuando x = 0. 
n=0 
Si este es el único valor de x para el cual la serie converge, entonces se cum- 

ple la condición (1). 

Suponga que la serie dada es convergente para x = x,, donde x, x 0. 
Entonces, por el teorema 8.7.2, la serie es absolutamente convergente para 
todos los valores de x tales que |x] < |x, |. Ahora, si además no existe nin- 
gún valor de x para el cual la serie sea divergente, entonces la serie es abso- 
lutamente convergente para todos los valores de x. Esta es la condición (ii). 

Si la serie dada es convergente para x = xy, donde x, x< 0 y es diver- 
gente para x = xz, donde |xz| > |x|, por el teorema 8.7.3 la serie es 
divergente para todos los valores de x tales que |x| > ES | . En consecuen- 
cia, |xp| es una cota superior del conjunto de valores de |x| para los 
cuales la serie es absolutamente convergente. Por tanto, por el axioma 
de completez (8.2.9), este conjunto de números tiene una mínima cota supe- 
rior, la cual es el número R de la condición (iii). Esto demuestra que sólo se 
cumple una de las tres condiciones, a 


La figura 2 ilustra en la recta numérica el inciso (iii) del teorema 8.7.4. 


704 CAPÍTULO 8 APROXIMACIONES POLINOMIALES, SUCESIONES Y SERIES INFINITAS 


serie convergente para 
lx -a | <R 


la=R a a+R) 


serie divergente para > 
lx-a|] > R 


FIGURA 3 


+00 +0 
Si en lugar de la serie y Cn x” se tiene la serie y Cp (x — a)”, enton- 
n=1 n=0 
ces en las condiciones (i) y (iii) del teorema 8.7.4 debe sustituirse x por 
x — a. Así las condiciones se transforman en 


(i) la serie converge sólo cuando x = a; 

(iii) existe un número R > 0 tal que la serie es absolutamente conver- 
gente para todos los valores de x tales que |x - a| < Ryes di- 
vergente para todos los valores de x tales que |x E a| > R. (Vea 
la figura 3 en la que se muestra una ilustración de esto en la recta 
numérica). 


El número R de la condición (iii) del teorema 8.7.4 se denomina radio 
de convergencia de la serie. Si se cumple la condición (i), R = 0; si se 
cumple la condición (11), se escribe R = +00. SiR > 0, el conjunto de todos 
los valores de x para los que una serie de potencias es convergente se llama 
intervalo de convergencia de la serie de potencias. 


»e EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 Para la serie de potencias 


del ejemplo 1, R = 5> y el intervalo de convergencia es Ej» 51. En el ejem- 
plo 2, R = +0x, y el intervalo de convergencia se escribe como MES +00). «4 


Si el radio de convergencia de una serie de potencias en x es R, donde 
R > 0, el intervalo de convergencia es (R, R), [FR, R], (ER, R] o [ER, R), 
mientras que para una serie de potencias en x — a, el intervalo de conver- 
genciaes (a — R,a + R),[a — R,a + Rl,(a — R,a + R]oja — R,ja + R). 

Una serie de potencias dada define una función que tiene el intervalo de 
convergencia como su dominio. Á continuación se resume el procedimiento 
para determinar el intervalo de convergencia. 


Procedimiento para determinar el intervalo de conver- 


gencia de una serie de potencias enx a 


1. Aplique el criterio de la razón (o en ocasiones el criterio de la raíz) 
para determinar el radio de convergencia R de la serie. Algunas se- 
ries convergen absolutamente para todos los valores de x, 'como 
en el ejemplo 2, donde R = +00, y algunas otras convergen alo en 
un número, como en el ejemplo 3, donde R = 0. 

2. Si R > 0, la serie converge absolutamente para toda x en el in- 
tervalo (a — R,a + R) y diverge para |x — a| > R. Verifique la 
convergencia en los extremos del intervalo (a — R, a + R) me- 
diante los métodos resumidos en la sección 8.6; por supuesto, 
ninguna conclusión acerca de la convergencia en los extremos 
puede inferirse del críterio de la razón o del criterio de la raíz. 


» EJEMPLO 5 Determine el intervalo de convergencia de la serie 


+00 


y n(x - 2y 


n=1 


Solución La serie de potencias dada es 


A-2D+ 2-2 +... + nx 2 + (n+ DA - 24148... 
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Al aplicar el criterio de la razón se tiene 


(1 + DG - 2yu+1 
n(x - 2y" 


Un+1 
Un 


z 


= lím 


lím 
n>+0 


n+1 


= |x - 2] 


La serie dada será absolutamente convergente si |x - 21 < l o, equi- 


valentemente, -1 <x-2< 1,obien,1 < x< 3. 
+00 
Cuando x = 1, la serie es y (-1Y n, la cual es divergente debido a que 


n=1 
+00 


lím u, + 0. Cuando x = 3, la serie es sy n, la cual es también divergen- 


n—>+00 
n=1 


te ya que lím u, + 0. Por tanto, el intervalo de convergencia es (1, 3). 
n>+0 


Así, la serie de potencias dada define una función que tiene el intervalo 
(1, 3) como su dominio. d 


» EJEMPLO 6 Determine el intervalo de convergencia de la serie 


+0 


xq” 
e 


n=1 


Solución La serie de potencias dada es 


2 3 1 
E RA y E Rs 
2412 2422 2432 24m  2+(n+ 1) 


Si se aplica el criterio de la razón se obtiene 


lim [fut] = ant 24m? 
n>+0] Uy nato [2 + (n + 1)? x” 
, 24 n 
= |x| lim 


n>+> 24 n?+2n +1 
= |x| 


De esta manera, la serie dada será absolutamente convergente si |x| < lo, 
equivalentemente, -1 < x < 1. Cuando x = 1, la serie es 


1 1 1 1 
+ + O 
2+12 2422 24232 24 nm? 


1 
o Ed 
2 n? 


+... 


Como para todos los números enteros n, y puesto que 


+n 
+0 1 
y 3 €s una serie p convergente, entonces, por el criterio de comparación, 
n 
n=1 
la serie de potencias dada es convergente cuando x = 1. Six = —l, la se- 


2 (q 
rie es y dEl) , la cual es convergente debido a que se ha mostrado que 
12 3+ n? 


es absolutamente convergente. En consecuencia, el intervalo de convergen- 
cia de la serie de potencias dada es [-1, 1]. d 


Se ha mostrado que el criterio de la razón no revelará nada acerca de la 
convergencia o divergencia de una serie de potencias en los extremos del 
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intervalo de convergencia, además en un extremo puede ser absolutamen- 
te convergente, condicionalmente convergente o divergente. Si una serie de 
potencias converge absolutamente en un extremo, se puede demostrar que la 
serie es absolutamente en cada extremo (vea el ejercicio 37). También se pue- 
de demostrar que si una serie de potencias converge en un extremo y diverge 
en el otro, la serie es condicionalmente convergente en el extremo en que 
converge (vea el ejercicio 38). Para algunas series de potencias, la convergen- 
cia o divergencia en los extremos no puede determinarse mediante métodos 


de Cálculo elemental. 


EJERCICIOS 8.7 


1. 


(a) Apoye gráficamente en la graficadora el hecho de que 
1 
l+x 
[x] < 1, trazando las gráficas de f y P,p(x) en el mismo 
rectángulo de inspección. (b) Utilice la serie (4) para de- 
terminar una representación en serie de potencias para 


la serie de potencias (4) converge a f(x) = si 


Ll y apoye gráficamente la respuesta. 

l+2x 

(a) Apoye gráficamente en la graficadora el hecho de que 
la serie de potencias (5) converge a f(x) = => si 

=x 

|x | < 1, trazando las gráficas de f y P¡g(x) en el mismo 
rectángulo de inspección. (b) Utilice la serie (5) para de- 
terminar una representación en serie de potencias para 


2 y apoye gráficamente la respuesta. 
- 4x 


(a) Apoye gráficamente en la graficadora el hecho de que 


la serie de potencias de (6) converge a f(x) = 7 l 7 si 
+x 


ES] < 1, trazando las gráficas de f y P¡g(x) en el mismo 
rectángulo de inspección. (b) Utilice la serie (6) para de- 
terminar una representación en serie de potencias para 


79m y apoye gráficamente la respuesta. 
+ 9x 


(a) Utilice la serie (4) para determinar una representación 


en serie de potencias para f(x) = 


mente en la graficadora el hecho de que la serie de poten- 
cias del inciso (a) converge a f(x), si lx! < 1, trazando 
las gráficas de f y P,y(x) en el mismo rectángulo de ins- 
pección. 


En los ejercicios 5 a 32, determine el intervalo de convergen- 
cia de la serie de potencias. 


5. 


11. 


13. 


+00 y" 6 +00 E 7. +00 Es 
nl an +1 ont -3 
had n?x" hd 27 x” hiel xd” 
9 10. 

n=0 2” n=1 n? 2 27 n 
+oo +00 2 
DA 2 Yara 
n=1 3" n=] (Qn)! 
$ (pa! Xx 14 Ent ln 

(2n - 1)! : p2n 


19. 


21. 


23. 


25. 


27. 


29. 


33. 


- - =p? 
B=BL 2.CYX p5= 


$ (x + 3)" 16 $ de 
2, 2” Zo + 1)57 


rr 18. +1 (+ 1)? E 
y D (Qn - 1)320-1 yc D 


S (yr (x-D 
n=l n 


20. DA 


(a + 127 
+00 +00 mu 
An 
2, (sen 2n)x 22. 2 71 
n Ho + sy 
ay Xx 24. (x 
yc ) n(In nía ny? 2 n? 
E yn? E 12 
SEa-1y 2. Y" 
a 3 E n+3 
$ ln n(x - 5) 28 Y 
n=1 n+1 a=t A 
= 1-3-5-...-Qn-D> 
-] y" n+1 
200 ET 
Srta 3" O E 
rn - . 
n=1 Ñ 2, n” 
Y (911.3. 5- Qn-Doa 
2-4-6-...-2n 


a=1 
La descripción del estado de vapor de un gas ideal, útil en 


la ingeniería de refrigeración, se determina en termodi- 
námica mediante las ecuaciones viriales de estado: 


B Cc D 
Z=1+ vitynty + 
Z =1+BP + TP? + DP? + 
donde B, C, D,...B, C,D,... son constantes, y donde 


Z es el factor de compresibilidad, V y P son, respectiva- 
mente, las medidas del volumen y de la presión del gas. 
Además, Z = PV/RT, donde T es la medida de la tempe- 
ratura del gas y R es la constante universal de los gases. A 
través de la comparación de las dos series de potencias, 
demuestre que 


D+2B? - 3BC 
RT? 


RT RT? 
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hoo ; i 4 
: : 38. Demuestre que si una serie de potencias converge en un 
M. Si y a, es una serie absolutamente convergente, de- qe dl ; a 
= extremo de su intervalo de convergencia y diverge en el 
= 400 A 2d 
m nces la s es condicio: - 
muestre que y a, x” es absolutamente convergente lO EXUSImO sentonces JE: sena. es CO NciIonalmertte con 
Perl vergente en el extremo en que converge. 
cuando |x| <l 
39. Demuestre que si el radio de convergencia de la serie de 
35, Si a y b son números enteros positivos, determine el tos 
: h z y 
radio de convergencia de la serie de potencias potencias y u, x” es r, entonces el radio de convergencia 
n=1 
esa (+ a)! + a)! de la serie de potencias $ Un mes Jr. 
ni(a + TON n=1 
ceda 4 40. Suponga que la seri i x” es conver- 
36. Demuestre que si lim Y, lu,| = L (L 4 0), entonces el (a) Suponga q serie de potencias 2 Sa s e 
n— +0 n= 
A , pea Ñ gente para x = 2. Explique por qué se puede concluir que 
radio de convergencia de 2” u,x".es 1/L. la serie es convergente para x = l, pero no necesaria- 
=1 . 
6 mente converge para x = 3. (b) Suponga que la serie 
37. Demuestre que si una serie de potencias es absolutamente € 


convergente en un extremo de su intervalo de conver- 
gencia, entonces la serie es absolutamente convergente 


y c, (x — 4)” es convergente para x = 2. Explique por 


n=1 a $ 
qué se puede concluir que la serie es convergente para 


en cada extremo. = 3 pero no necesariamente converge parax = 1 


A Asssnnsnsssnnnnaansnnnnaansn A 
8.8 DIFERENCIACIÓN E INTEGRACIÓN DE SERIES DE POTENCIAS 


A partir de series de potencias se pueden obtener otras series de potencias 
mediante la diferenciación e integración. En esta sección aprenderá que si 
R (donde R 4 0) es el radio de convergencia de una serie de potencias que 
define una función f, entonces f es diferenciable en el intervalo abierto 
(ER, R) y la derivada de f puede obtenerse al diferenciar la serie de poten- 
cias término a término. Además, se mostrará que f es integrable en todo 
subintervalo cerrado de (-R, R), y la integral de f se obtiene al integrar la se- 
rie de potencias término a término. Primero, se establecerán dos teoremas 
preliminares. 


+0 
Si Y c,x” es una serie de potencias cuyo radio de convergencia es 
n=0 

R > 0, entonces Z nchx""1 también tiene a R como su radio de con- 


vergencia. =1 


Este teorema, cuya demostración se presenta en el suplemento de es- 
ta sección, establece que la serie, obtenida al diferenciar cada término de una 
serie de potencias término a término, tendrá el mismo radio de convergen- 
cia que la serie dada. En el ejemplo ilustrativo siguiente se verifica el teo- 
rema para una serie de potencias particular. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 


tencias 


Considere la serie de po- 


2 13 n+2 


9 


qn+ x 


id ———— ae ENEE 
i id as. aia 
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El radio de convergencia se determina aplicando el criterio de la razón. 


tm [n+1| (n + 192 19+2 
n>+0| Un RT+00| (n + 2) 1n+1 
2 
E |x] lim ” +2n+1 
n>+oo[pé + 4n+4 
= |x| 


En consecuencia, la serie de potencias es convergente cuando |x| < 1; de 
modo que su radio de convergenciaesR = 1. 
La serie que se obtiene al diferenciar término a término la serie anterior es 


$ = xn 
(n+1? — En+l 
2 3 n n+1 
=1+l4%4+£z+%... Xx Sa 
2.3 a Patel as? 


Si se aplica el criterio de la razón a esta serie de potencias se tiene 


lím Until (n + par+l 
n>+>| Un R>+% (n + 2)x" 
= |x| lim[252| 
RT +00 


= |x| 
Esta serie es convergente cuando |x| < 1; así, su radio de convergencia es 
R' = 1.ComoR = R', se ha verificado el teorema 8.8.1 para esta serie. d 


8.8.2 Teorema 


Si el radio de convergencia de la serie de potencias Y cyx” es 
n=0 


R > 0, entonces R también es el radio de convergencia de la serie 
Y nín — Depx"?, 


n=2 
Mi 


Demostración El resultado deseado se deduce cuando el teorema 8.8.1 


+00 
se aplica a la serie Y, nc,x"7!. . 
n=1 
Ahora se establecerá el teorema importante acerca de la diferenciación 
término a término de una serie de potencias. Los teoremas 8.8.1 y 8.8.2 
desempeñan un papel crucial en la demostración de este teorema, la cual se 
proporciona en el suplemento de esta sección. 


+. 
Sea Y cx” una serie de potencias cuyo radio de convergencia es 
n=0 


R > 0. Sifes la función definida por 
fo = $ ear 
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entonces f(x) existe para cada x del intervalo abierto ER,R) y 


fm = $ ncpx””! 


n=l 


En el teorema 8.8.3, si la serie para f(x) converge en R (o —R), enton- 
ces R (o —R) está en el dominio de f'. La demostración de este hecho está 
más allá del alcance de este libro. 

El ejemplo siguiente es una aplicación del teorema 8.8.3. 


» EJEMPLO 7 sea fla función definida por la serie de poten- 
cias del ejemplo ilustrativo 1. (a) Determine el dominio de f; (b) escriba la 
serie de potencias que define a f' y obtenga su dominio. 


Solución 


ho n+1 
af = Y ESG 

La + 1) 
El dominio de fes el intervalo de convergencia de la serie de potencias. 
En el ejemplo ilustrativo 1 se mostró que el radio de convergencia de la 
serie de potencias es 1; esto es, la serie converge cuando |x| < 1 
Considere ahora la serie de potencias cuando |x| = l. Six = 1, la 
serie es 

1,1 1 


1 Zoco... ——S 
nido 88 roda 


la cual es convergente debido a que es la serie p con p = 2. Cuando 


+0 ¿ qyna+l 
x = -l, se tiene la serie y El) , la cual es convergente debido a 
(n + 1? 
n=0 
a que es absolutamente convergente. En consecuencia, el dominio de f 
es el intervalo [—1, 1]. 


(b) Del teorema 8.8.3, f' está definida por 


+0 


fo = Y) 2 e 


SEn+l 


y f(x) existe para todo x del intervalo abierto (--1, 1). En el ejemplo ilus- 
trativo 1 se mostró que el radio de convergencia de la serie de potencias 
de (1) es'1. Ahora considere la serie de potencias de (1) cuando 
x= t1l.Six = 1, la serie es 


1,1,1 1 
l + y 1 E er A 
la cual es la serie armónica, y por tanto es divergente. Cuando x = —1, la 
serie es 
cn IE! 2 pa 1 
1 3+3 a dl dos E 


que es la serie armónica alternante convergente. Por tanto, el dominio de 
f'es el intervalo [—1, 1). ¿ 4 


El ejemplo 1 ilustra el hecho de que si una función f está definida me- 
diante una serie de potencias, y esta serie de potencias se deriva término a 
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término, la serie que resulta, la cual define a f', tiene el mismo radio de 
convergencia pero no necesariamente el mismo intervalo de convergencia. 


» EJEMPLO 2 Obtenga una representación en serie de po- 


tencias de 


EA 
(1 - x 
Solución Se aplicará el teorema 8.8.3. De (3) de la sección 8.7 se tiene 


1 


7 =l+x+2e 0d si |x|] < 1 
=x 


Al diferenciar ambos extremos de la ecuación anterior se obtiene 


1 


SS silxi<1 «4 
O > 


» EJEMPLO 3 Demuestre que para todos los valores reales de x 


te yn 
x= Ea 
e Lal 
n=0 0" 

3 n 

2 ox Xx 

=1l+x4+ ++ += + 

«TAE ml 


Solución En el ejemplo 2 de la sección 8.7 se mostró que la serie de 


+o y 
potencias y en es absolutamente convergente para todos los valores de x. 
n=0""* 


Por tanto, si fes la función definida por 
+00 yn 
fo = YE 2) 
o A 
el dominio de f es el conjunto de todos los números reales; es decir, es el 


intervalo de convergencia es (-oo, +00). Del teorema 8.8.3, para todos los va- 
lores reales de x, 


to, n-1 
FUN — nx 
fm = 2 n! 
a=1 
: n 1 eS S ES 
Debido a que — = =D la ecuación anterior puede escribirse como 
n! n - 1)! 


YA — x” 
fo = LE D! 
o fa= 1 + 
De esta igualdad y (2), f(x) = f(x) para todos los valores reales de x. Por 
tanto, la función f satisface la ecuación diferencial 


dy _ 
da ? E 


para la cual, como se mostró en la sección 5.6, la solución general es 
y = Ce”. En consecuencia, para alguna constante C, f(x) = Ce”. De (2), 
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F(0) = 1. (Recuerde que se consideró x0 = | aún cuando x = 0 por con- 


veniencia al escribir el término general). Por tanto, € = 1; de modo que 
$00) = e*, por tanto, se tiene el resultado deseado. : 4 


Observe que P,(x) de la serie de potencias para e* en el ejemplo an- 
terior, es el polinomio de Maclaurin de grado n para e* obtenido, en el ejem- 
plo ilustrativo 1 de la sección 8.1. En la sección 8.9 se verá que esta serie se - 
denomina serie de Maclaurin para e*. 


» EJEMPLO 4 (a) Del resultado del ejemplo 3, obtenga una re- 
presentación en serie de potencias de e*, (b) Utilice la serie del inciso (a) 
para determinar el valor de e”! exacto con cinco cifras decimales. Compare 
el resultado con el valor obtenido en una calculadora. 


Solución 
(a) Six se sustituye por —x en la serie para e*, se obtiene 
2 3 n 
TS “_ XA py 
er =1 + 5 gr tro RED +... 
para todos los valores reales de x. 
(b) Six = 1 en la serie para e”*, se tiene 


1 121,1.1,1_1,1_1,1 


e l-1+7 ta stay TN 


2.374 


1 - 1 + 0.5 — 0.166667 + 0.041667 — 0.008333 + 0.001389 — 
0.000198 + 0,000025 - 0.000003 + 0.0000003 —... 


1 


Esta es una serie alternante convergente para la cual | Un+1 | < | Un | . 
De modo que si los primeros diez términos se emplean para aproximar 
la suma, por el teorema 8.5.4, el error es menor que el valor absoluto del 
onceavo término. Al sumar los diez primeros términos se obtiene 
0.367880. Si se redondea a cinco cifras decimales resulta 


el = 0,36788 


En la calculadora se obtiene el mismo valor con cinco cifras de- 
cimales. d 


En el cálculo con series infinitas se presentan dos tipos de error. Uno es 
el error proporcionado por los términos restantes después de los primeros n. 
El otro es el error de redondeo que ocurre cuando cada término de la serie 
se aproxima mediante un decimal con un número finito de cifras. En particu- 
lar, en el ejemplo 4 se pidió el resultado con una exactitud de cinco cifras 
decimales; de modo que cada término se redondeó a seis cifras decima- 
les. Después de calcular la suma, se redondeó este resultado a cinco cifras 
decimales. Por supuesto, el error debido al residuo puede reducirse al consi- 
derar términos adicionales de la serie, mientras que el error de redondeo 
puede reducirse utilizando más cifras decimales. 

Si toma un curso de ecuaciones diferenciales, aprenderá que es posible 
expresar las soluciones de muchas ecuaciones diferenciales como series 
de potencias. En el ejemplo siguiente se tiene esta situación. 
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» EJEMPLO 5 Demuestre que 


y=x+ YA (3) 
: : : d2y 
es una solución de la ecuación diferencial a 7 y+x=0 


Solución La serie de potencias de (3) es convergente para todos los 
valores de x. Por tanto, por el teorema 8.8.3, para toda x 


Dari NE 8 O 
dx e da 2 (Mm-1)! 
too n-1 es n-2 
=1 Xx ES Xx 
Lam 2 0 
+0 pp” 
=> y 


d? + _n +0 q 
ER E o-ilx+ El+x 


En consecuencia, la ecuación diferencial es satisfecha; de modo que (3) es 
una solución. 


El teorema siguiente, que trata la integración término a término de una 
serie de potencias, es una consecuencia del teorema 8.8.3. 


8.8.4 Teorema 


+. 
Sea $ c,x” una serie de potencias cuyo radio de convergencia es 
n=0 


R > 0. Sifes la función definida por 


fa) = $ yx" 


n=0 , 


entonces f es integrable en cada subintervalo cerrado de (=R, R), y 
la integral de f se evalúa integrando término a término la serie de po- 
tencias dada; es decir, si x está en (-R, R), entonces 


n=0” 


xXx 
e + Cn n+1 
[ f0d= Y PO 
Además, R es el radio de convergencia de la serie resultante. 


Demostración Sea g la función definida por 


+00 


20) = y Cn qn+l 


pan +1l Z 


Como los términos de la representación en serie de potencias de f(x) son 
las derivadas de los términos de la representación en serie de potencias de 
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8(x), las dos series tienen, por el teorema 8.8.1, el mismo radio de conver- 
gencia. Por el teorema 8.8.3 

280) = FG) para cada x en (-R, R) 


Por el teorema 8.8.2, f(x) = g"(x) para cada x en (-R, R). Debido a que f 
es diferenciable en (-R, R), f es continua en ese intervalo; en consecuencia, 
fes continua en cada subintervalo cerrado de (-R, R). Del segundo teore- 
ma fundamental del Cálculo, se concluye que si x está en (-R, R), entonces 


[ FU di 
0 


e / FO dt 
0 


gx) — 8(0) 


Il 


8(x) 


+0 


C, 
y n ibi n 
non + 


El teorema 8.8.4 se emplea con frecuencia para calcular una integral 
definida que no puede evaluarse directamente obteniendo una antiderivada 
del integrando. Los ejemplo 6 y 7, que a continuación se presentan, ilustran 
esta técnica. La integral definida que aparece en estos dos ejemplos es similar 
a la que representa la medida del área de una región bajo la “curva normal 
de probabilidad”. 


» EJEMPLO 6 (a) Obtenga una representación en serie de po- 


Xx 
tencias de [ Pa y determine su radio de convergencia. (b) Trace en el 
0 


el mismo rectángulo de inspección las gráficas de NINT(e”?, O, x) y el poli- 
nomio que consiste de los primeros diez términos diferentes de cero de la 
serie del inciso (a). 

Solución 

(a) Del ejemplo 4, 


ea 2 $ ED 
para todos los valores de x. Si x se sustituye por £?, se tiene 
TN 2, 14 62% 
e =l1l-4*4+3]->7+...+ El) E para todos los valores de £ 
! n! 


Al aplicar el teorema 8.8.4, se integra término a término la ecuación an- 
terior obteniéndose 


x 2 +00 Xx ¡2n 
eTd= Y CIAT dt 
n! 
0 a=0 JO 


¡y x2n+l al 
A o 


La serie de potencias representa la integral para todos los valores de x; 
por tanto, el radio de convergencia R es +00, 
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(b) Puesto que el desarrollo en serie de potencias de 18 e” dt contiene sólo 


potencias impares de x, la suma de los primeros diez términos distintos 
de cero está dada por P¡g(x). 
La figura 1 muestra las gráficas de 


NINT(7%,0,x) y Pg) = Ye 
A A A Ed 
trazadas en el rectángulo de inspección de [-5, 5] por [-5, 5]. Observe 
[=5, 5] por [-5, 5] cómo la gráfica del polinomio aproxima la gráfica de la integral. 4 
FG) = NINT (077, 0,0) 
9 an > EJEMPLO 7 (a) Utilice el resultado del ejemplo 6 para calcu- 
Pto = Y A 
20 ni(2n +1) 112 
lar con una exactitud de tres cifras decimales el valor de [ e? dr. 
FIGURA 1 0 


(b) Apoye la respuesta del inciso (a) empleando NINT en la graficadora. 


Solución 
(a) Se sustituye x por > en la serie de potencias obtenida en el ejemplo 6 a 
fin de obtener 


1/2 
[ e? di 
0 


Esta es una serie alternante convergente con lun+1 | < ¡PA |. Así, 
si se emplean los primeros tres términos para aproximar la suma, por el 
teorema 8.5.4, el error es menor que el valor absoluto del cuarto término. 
De los primeros tres términos se tiene 


12 
| e? dt = 0.461 
0 


0.5 — 0.0417 + 0.0031 — 0.0002 +... 


a 


(b) En la graficadora se obtiene 
NINT(e7*?, 0,0.5) = 0.461 


con tres cifras decimales, lo cual apoya la respuesta del inciso (a). 4 


» EJEMPLO 8 Obtenga una representación en serie de poten- 
cias de tan”! x. 


Solución Dela serie (6) de la sección 8.7, se tiene 


ED sia] < 1 


63 
1 x3 x? p2n+l 
d=x- ok... 1)" Me 
[a a tor Ei 
Por tanto, , 
PO 4) 4 
an x= Ll 2n +1 si |x| < (4) 


Pig 


[-2, 2] por [-3, 3] 
fu) = tam x 
pan! 


9 
Pig) = YE" am 


n=0 


FIGURA 2 
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Aunque el teorema 8.8.4 permite concluir que la serie de potencias (4) 
representa a tan”! x sólo para valores de x tales que | x | < 1, el intervalo de 
convergencia de la serie de potencias es [—1, 1] y la serie de potencias re- 
presenta a tan”! x para toda x en su intervalo de convergencia. Se le pedirá 
que demuestre esto en el ejercicio 82 de los ejercicios de repaso para este ca- 
pítulo. Por tanto, 


Ll 2n+1 
“les qa A 
SÍ 20D 2n +1 
A : 
a er la si |x] < 1 (3) 


La figura 2 muestra las gráficas de 


q2n+1 


9 

= tan] P = -1)" 
FO) nx y 19(x) 2 e ara 
trazadas en el rectángulo de inspección de [-2, 2] por [-3, 3]. Observe que 
la gráfica del polinomio aproxima a la gráfica de tan”! x cuando |x| < 1, lo 
cual apoya (5). 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 — six = 1en(5) entonces 


R=z14-1,1_1 qm 1 
a 1 Al e AA | 


La serie del ejemplo ilustrativo 2 no es adecuada para calcular 7 debido 
a que converge muy lentamente. El ejemplo siguiente proporciona un 
mejor método. 


» EJEMPLO 9 Demuestre que 


ES 
A = tan 2 
Aplique esta fórmula y la serie de potencias para tan”! x del ejemplo (8) para 


calcular el valor de 7, con una exactitud de cinco dígitos significativos., 


Solución Sean a: = tan”! 5 y B = tan” 3. Entonces 
tan Q + tan B 


mas cudian ed 1 — tan Q tan $ 


TE 
tan 4 
Por tanto, como0 < 4+ fB< 3x, 


=0+8 
=tan!z + tam! (6) 


>lA ala 
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De ta fórmula (5) conx = 3 


1 - 1-11) 1-11) PLD" By” (0" 
ta 3537312) *3l2 m2) +92 m2) + asta) * 
= 0.500000 — 0.041667 + 0.006250 — 0.001116 + 0.000217 — 0.000044 + 0.000009 — 0.000002 +... 


Como la serie es alternante y | Un+1 | < | Un , Entonces, por el teorema 
8.5.4, si los primeros siete términos se emplean para aproximar la suína de la 
serie, el error será menor que el valor absoluto del octavo término. Por tanto, 


tan! = 0.463648 


1 
2 


De la fórmula (5) conx = a 


1_1(1P 00) _ 1) 11) - 11" 
E 13) +93 13) * 
O. 


333333 — 0.012346 + 0.000823 - 0.000065 + 0.000006 — 0.0000005 +... 


tam! 


R 


Si se utilizan los primeros cinco términos para aproximar la suma, 


tan!] = 0.321751 
Al sustituir los valores de tan”! 3 y tan”! 3 en (6) se tiene 


Z = 0.463648 + 0.321751 
= 0.78540 


Si se multiplica por 4 se obtiene, con cinco dígitos significativos, IT = 
3.1416. 


EJERCICIOS 8.8 | 


En los ejercicios 1 a 10, haga lo siguiente: (a) obtenga el ra- 13. Obtenga una representación en serie de potencias de 


dio de convergencia de la serie de potencias y el dominio de 1 si |x| < 1, diferenciando término a término la 
F: (b) verifique el teorema 8.8.1 para la función f escribiendo (1 + xy ? 
la serie de potencias que define a la función f' y calculando su serie (4) de la sección 8.7. 
radio de convergencia; (c) determine el dominio de f". 14. Obtenga una representación en serie de potencias de 
YY -v 1x7 si |x| < 1, diferenciando término a término 
1. fx) = Z mE 2. f(x) = 20D A (+ 2y A 
la serie (6) de la sección 8.7. 
31 /0= YE 4 70 = FE 15, Sea coshx= Y 7 oda x. Obt 
. 2 . 21 . Sea cosh x = 2 para toda x. enga una re- 
ho 2-1 “o 2n presentación en serie de potencias para senh x integran- 
S fa = y Col ño = y Xx do término a término la serie dada de O a x. 
= Qn - 1) (m1? . . : 
mo ” 16. Obtenga una representación en serie de potencias para 
to a E y2n-2 tanh”! x integrando término a término de O a x la repre- 
7. FO) = 2 (a + DGx - 1 8. fx) = 2 Ena sentación en serie de potencias para (1 — 12)”, 
17. (a) Utilice el resultado del ejemplo 3 para obtener una 
E (x - 1)” + - 3y ión en serie de potencias para e*”. (b) Derive 
9. - (x — 1) 10. - qa (3) representaci p p 
1 2 n3" So) 2 D n(n —- 1) término a término la serie obtenida en el inciso (a) 


11. Utilice el resultado del ejemplo 2 para obtener una repre- para determinar una representación en serie de poten- 


cias para xe*”. , 
ha] rn 
sentación en serie de potencias de . 18, Sea f definida (1) = 19 2. (a) De- 
(1-0 f porf z ) 3" (n + 2) 
12, Utilice el resultado del ejemplo 3 para obtener una re- termine el dominio de f. (b) Obtenga f'(x) y determine el 


presentación en serie de e dE, dominio de f". 
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19, Utilice el resultado del ejemplo 4(a) para obtener el valor 
de 1//e con una exactitud de cinco cifras decimales y 
compare el resultado con el valor obtenido en una 
calculadora. 


2 . e +00 - yn e y 
0. Sif(a) = y (1) > calcule f( $) con una exactitud 


: n=0 , 
de cuatro cifras decimales. 


21. Utilice los resultados de los ejemplo 3 y 4(a) para obtener 
una representación en serie de potencias de (a) senh x y 
(b) cosh x. 


22. Demuestre que cada serie de potencias de los incisos (a) y 
(b) del ejercicio 21 pueden obtenerse una a partir de la 
otra mediante diferenciación término a término. 


En los ejercicios 23 a 27, demuestre que la serie de potencias 
es una solución de la ecuación diferencial. 


+ 3r dy 
23. y = Exit -2y=0 
A dx 
+0 1 dy 
A. y= mm. 2 y m0 
il Arm” a 
+on n 2 
CEDULA anar. y 
25. = m1. Deza == 0 
id 2 1) Apr 
+oo 2n gl 
26. = + -]y Ae OOiR . ey - =0 
ES 2, a (2)! * dx? ES 
+00 
2" ni d?y dy 
27. = 1 “ty 2n+1.£.2 ay = 
dl z a O 
28. Utilice el resultado del ejemplo 2 para obtener la suma de 
+0 
la serie - 
25 


En los ejercicios 29 a 32, obtenga una representación en serie 
de potencias de la integral y determine su radio de conver- 
gencia. Apoye gráficamente la respuesta. 


Xx Xx 
29. / e di NN 
0 o +4 
Xx 
dt 


O 


x 
32. | tanlr dr 
2 
En los ejercicios 33 a 36, calcule con una exactitud de tres ci- 
fras decimales el valor de la integral mediante dos métodos: 
(a) utilice el segundo teorema fundamental del Cálculo; (b) 
emplee el resultado de ejercicio indicado. 


1 
33. / e' dt, ejercicio 29 34. 
0 


sd 
| : 
y %> 


36. [ tan”! 1 dr, ejercicio 32 


MES 
5 e 30 


% ejercicio 31 


37, Sea 1-1 


fo = ! 
1 sit=0 


sitx0 


(a) Demuestre que f es continua en O. (b) Obtenga una 
representación en serie de potencias de lo FU) dt y deter- 
mine su radio de convergencia. (e) Trace en el mismo 
rectángulo de inspección las gráficas de NINT(, 0, x) 
y el polinomio que consiste de los primeros diez térmi- 
nos diferentes de cero de la serie del inciso (b). 


38. Realice el ejercicio 37 si 


5] 
lan: £ sitx0 


FO = 
1 sit=0 


39. Para la función del ejercicio 37, utilice la serie del inciso 
(b) de ese ejercicio para calcular 6 FC) dt con una exacti- 
tud de tres cifras decimales y apoye la respuesta em- 
pleando NINT en la graficadora. 

40. Para la función del ejercicio 38, utilice la serie del inciso 
(b) de ese ejercicio para calcular le . F(1) dt con una exac- 
titud de tres cifras decimales y apoye la respuesta em- 
pleando NINT en la graficadora. 

En los ejercicios 41 a 46, calcule con una exactitud de tres cifras 

decimales el valor de la integral definida empleando series, y 

apoye la respuesta empleando NINT en la graficadora. 


12 1/3 
41. / a. 42. / 
o 1+x 0 


1/2 1/2 
43. [ tan! x? dx 4. [ e dx 
0 0 


l+x4 


4 


u 


1 112 
E [ xsenh /x dx 46. [ cosh x? dx 
0 0 


47. Utilice la serie de potencias de (4) para calcular tan”! 3 


con una exactitud de cuatro cifras decimales, y compare 
el resultado con el valor obtenido en una calculadora. 


48. Si fx) = Ec y EA 


con una exactinid de tres pra decimales. 


E »> 


con una decmd de a Se decimales. 


370) = 0, calcule f(3 5) 


49. Si (1) = q g(0) = 0, obtenga g(1) 


50. Obtenga una serie de potencias para xe* al multiplicar 
la serie para e* por x; después integre, término a término 
de 0 a 1, la serie resultante para demostrar que 


A 
a (a + 2) 2 


(a) Obtenga una representación en serie de potencias para 
267%. (b) Al diferenciar término a término la serie del 


51 


. 


+00 
aa 1 + 2 en 
inciso (a), demuestre que y (a) e 4 


n=i 


52. (a) Obtenga una representación en serie de potencias para 
2. (b) Al diferenciar término a término la serie del 
+00 


pd n e 
inciso (a), demuestre que 2 Him 1 
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53. 


54. 


55. 


56. 


Al integrar, término a término de O a x, la representa- 
ción en serie de potencias para £ tan”? £, demuestre que 


2n+) 


TE | A 
2 pa an Den+D ” ¿102 + 1)tan lx — 1] 


para toda x, y f(0) = 1. (b) Verifique el resultado del 


inciso (a) resolviendo la ecuación diferencial dy = 2xy 
o dx 
condición inicial y = 1 cuando x = 0. 


. . 57. Suponga que una función f tiene la representación en serie 
(a) Obtenga una representación en serie de potencias para o 
er, (b) Al diferenciar término a término dos veces la de potencias y cx”. Si fes una función par, demuestre 
serie de potencias del inciso (a), demuestre que n=0 . 
so que c, = O cuando n es impar. 
+1 2n+1_ . . . . 
Y ED” 2%! - 58, Determine la serie de potencias en x de f(x) si f(x) = 
s n=1 la funció , l . . - f00), F(0) = 0 y F(0) = 1. También, determine el 
uponga que la función f tiene la representación en serie radio de convergencia de la serie resultante. 
$00 
de potencias Y' c,x”, donde el radio de convergencia es 59, Suponga que la constante O tiene una representación en 
n=0 +00 
R>0. Si fx) = f(x) y F(0) = 1, obtenga la serie de serie de potencias y Cn *”, donde el radio de convergen- 
potencias empleando sólo propiedades de series de po- a=0 
tencias. No utilice nada acerca de la función exponencial. ciaes R > 0. Demuestre que c, = 0 para toda n. 
(a) Utilice únicamente propiedades de las series de po- 60. Discuta la importancia de la diferenciación e integración 


tencias para obtener una representación en serie de 
potencias de la función f si f(x) > 0 y f(x) = 2x f(x) 


de series de potencias. Incluya en la discusión un ejem- 
plo de cómo se aplica cada operación. 


8.9 SERIES DE TAYLOR 


Se ha visto cómo ciertas funciones racionales así como algunas funcio- 
nes trascendentes, tales como e* y tan”! x, pueden expresarse como series 
de potencias. Ahora se mostrará cómo obtener representaciones en series de 
potencias de funciones que tienen derivadas de todos los órdenes, es decir, 
funciones que son infinitamente diferenciables. 

Suponga que f es una función definida mediante una serie de poten- 
cias; esto es, 


fO=c,+ 0x4 ox? cod. + lo... 4) 


cuyo radio de convergencia es R > 0. De las aplicaciones sucesivas del teo- 
rema 8.8.3, f es infinitamente diferenciable en (-R, R). Las derivadas con- 
secutivas de f' son 


FO) = ci + 2c7x + 3c31? + dex. e ep lo : (2) 
FW) = 2er) + 2: 3031 + 3 -4cax? 4... + (n— Mncpx"? +... (3) 
FO) =2-3034+2:3 -deygx+... + (n — 2Mn — Dncyx3 +... (4) 
Om =2-3-deo +... + (1 - 3 — 2 - Dncpxa* +... (8) 


etc. Six = Oen (1) — (5), 
F0) =cp9 F(0) =cy f0) = Ze, f"(0) = 3lcz FO) = Alca 


De modo que 


”t 77 4 0 
o =f0 a=f0 q= LO ¿=- LO ¿- EQ 


En general - 


£0) : A. 
n = — y Para todo número entero positivo n 
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Esta fórmula también se cumple cuando n = 0 si se considera f(W(0) 
como f(0) y 0! = 1. Por lo que de esta fórmula y de (1), la serie de potencias 
de fen x se puede escribir como 


SEN On 00) + F0)x + LO 24... + LO qn AE 0 


1 
n=0 qe 


En un sentido más general, considere la función f como una serie de 
potencias en x — a; €es decir, 


+0 
y Cn (x — ay 
n=0 


Co +0 laa) + olaa) +... + cola a+... (7) 


il 


Fo) 


Si el radio de esta serie es R, entonces f es infinitamente diferenciable en 
(a — R,a + R). Las derivadas sucesivas de la función (7) son 


f() =C1 + 2cx - a) + 3ex(x — a? + 4egla —- O +... + mer la - ar +. 
f(x) = 2c, + 2: 30g[x — a) + 3 de fx - a? +... + (n— Dncplxa - ay? +... 
FO) =2 + 303 + 2-3 de dx -a)+... + (n- 2Xn — 1ncr(x — a?3s.. 


etc. Si se considera x = a en la representaciones de series de potencias de f y 
en sus derivadas, se tiene 


cp=fía) «=fía)  c,= e oz e) 
y en general 
(1) 
Cn = fa) (a) 8) 


n! 


De esta fórmula y (7), la serie de potencias de f en x — a puede escribir- 
se como 


SEO -oy=f0+500-09+ L0- Pr. PO... 0) 


n=0 


La serie (9) se denomina serie de Taylor de f en a. El caso especial de 
(9), cuando a = 0,es (6), y se llama serie de Maclaurin. 

Observe que la n-ésima suma parcial de la serie infinita (9) es el poli- 
nomio de Taylor de grado n de la función f en el número a, estudiado en la 
sección 8.1. 


» EJEMPLO 1 Calcule la serie de Maclaurin para e”. 


Solución Sif(x) = e%, fW(0) = e* para toda x; por tanto, FUX0) = 1 
p p 
para toda n. Así, de (6) se tiene la serie de Maclaurin: 


2 3 
Zig a E A (10) 


4 
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Observe que la serie para e* del ejemplo anterior es la misma que la 
del ejemplo 3 de la sección 8.8. 


» EJEMPLO 2 (a) Obtenga la serie de Taylor para sen x en a. 
(b) Utilice la respuesta del inciso (a) para escribir la serie de Taylor de sen x 
en 17. 

4 


Solución 

(a) Si f(x) = sen x, entonces f(x) = cos x, f'(x) = —sen x, f"(x) = 
—cos x, [(W(x) = sen x, y así sucesivamente. De este modo, de la fórmu- 
la (8), cy = sen a, cy = cos a, c, = (=sen a)/2!, c3 = (cos a)/3!, 
c4 = (sen a)/4!, etc. La serie de Taylor requerida se obtiene de (9), y es 


senx = sena + (cos aXx — a) — cena E - (00s a EZ + (en a) EZ DÉ +... 
(b) Cona = 7 en la serie anterior, se tiene 
senx = sen 7 + (cos ¿míx - 17) — (sen pedal. (cos E a + (sen A +. 
a Es LL A a 


er = 


Se puede deducir que una representación en serie de potencias de una 
función es única. Esto es, si dos funciones tienen los mismos valores de fun- 
ción en algún intervalo que contiene a a, y si las dos funciones tienen una 
representación en serie de potencias en x — a, entonces estas series deben ser 
la misma debido a que los coeficientes en la series se obtienen a partir de los 
valores de las funciones y sus derivadas en a. Por tanto, si una función tiene 
una representación en serie de potencias en x — a, esta serie debe ser su se- 
rie de Taylor en a. En consecuencia, la serie de Taylor para una función dada 
no se obtiene empleando la fórmula (9). Cualquier método que proporcione 
una serie de potencias en x — a que representa la función, será la serie de 
Taylor de la función en a. : 


Y - EJEMPLO 3 Utilice la serie (10) a fin de obtener la serie de 


Taylor para e* en a. 


Solución Primero se escribe e* = e%e%72 y después se utiliza la serie 
(10) donde x se reemplaza por x — a. Por tanto, 


ie di A e aya 
ela EE SE ¿A GA A E A +... 4 


Una cuestión natural que surge es: Si una función tiene una serie de 
Taylor en x — a cuyo radio de convergencia es R > O, ¿esta serie represen- 
tará la función para todos los valores de x del intervalo (a — R,a + R)? Para 
la mayoría de las funciones elementales la respuesta es sí. Sin embargo, exis- 
ten funciones para las cuales la respuesta es no. El ejemplo siguiente muestra 
este hecho. 


[-3, 3] por [-2, 2] 
¿Je? sixzro 
pee (e six =0 
y =1 
FIGURA 1 
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» EJEMPLO 4 Sea f la función definida por 


ell? sixzo0 


100 = (e six=0 


Obtenga la serie de Maclaurin para f, y demuestre que converge para todos 
los valores de x, y que sólo representa a f(x) cuando x = 0. 


Solución Observe que f es continua en x = O porque lim e? =0 
> 
y F(0) = 0. A fin de obtener f'(0), se aplica la definición de derivada. 


F(0) = lím 


im 
1>0 er? 
Como lím (1/x) = +00 y lím el? = +00, puede emplearse la regla 
x>0 x>0 
de L”Hópital. Por tanto, 


al 
. A , e 
10= ma 3 
Xx 
Ea Xx 
— 150 2e 1? 
=0 


Por medio de un método semejante, empleando la definición de derivada y 
la regla de L*Hópital, se obtiene O para cada derivada. Así, F“W(0) = 0 para 
toda n. Por tanto, la serie de Maclaurin para la función dada es 0 + 0 + 
0+...+0+.... Esta serie converge a O para toda x; pero, si 
x*0f00) 0, 


La figura 1 muestra la gráfica de la función del ejemplo 4 y su asíntota 
horizontal y = 1 trazadas en el rectángulo de inspección de [-3, 3] por [-2, 2). 
Observe que la gráfica es tangente al eje x el origen, lo cual apoya el hecho de 
que f'(0) = 0, Lo “plano” de la gráfica en el origen es consistente con el he- 
cho de que las derivadas de orden superior también son cero cuando x = 0. 

El teorema siguiente proporciona un criterio para determinar si una 
función está representada por su serie de Taylor. 


8.9.1 Teorema 


Sea funa función tal que f y todas sus derivadas existen en algún in- 
tervalo (a — r, a + r). Entonces la función está representada por su 
serie de Taylor 


para toda x tal que Ix-al < r si y sólo si 


E E PASASE 
Lim R(x) = im (n + 1)! Cr dá 


=0 
donde cada 2, está entre x y a. 
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Demostración En el intervalo (a — r, a + r), la función f satisface la 
hipótesis del teorema 8.1.1, entonces 


FO) = Pax) + Ra(x) " (12) 
donde P,,(x) es el polinomio de Taylor de n-ésimo grado de f en a y R,(x) es 


el residuo, expresado como 


fuDa) n 
Ro e ar (13) 


donde cada z, está entre x y a. 
Ahora bien, P,,(x) es la n-ésima suma parcial de la serie de Taylor de 
fen a. De modo que si se demuestra que lím P,(x) existe y es igual a f(x) si 
n—>+0 


y sólo si Lim _Ra(x) = (), el teorema se habrá demostrado. De (12), 
Pal) = 0) — Ralx) 

Si ¿dB (1) = 0, se deduce de esta ecuación que 
,Lóm Pro) = f0) —  lím RaQo) 


= fío) -0 
= f(x) 


Ahora, dada la hipótesis de que lim P,(x) = f(x) se desea demostrar que 
lim R,(x) = 0. De (12), mo 
> +00 


Rato) = FO) -— Pr(x) 


Así, 
lím R¿0) = f00) — lím PG) 
n>+0 n=>+0 
= 0 - fm 
=0 
Esto demuestra el teorema. ] 


El teorema 8.9.1 también se cumple para otras formas del residuo R,(x) 
además de la forma de Lagrange. 

A menudo es difícil aplicar el teorema 8.9.1 debido a que los z,, son 
arbitrarios. Sin embargo, en ocasiones puede obtenerse una cota superior 
para R,(x), y puede ser posible demostrar que el límite de la cota superior es 
cero conforme n — +00, El límite siguiente es útil en algunos casos: 


lim Á =0 para toda x (14) 


n>+0 n! 
Esto se deduce del ejemplo 2 de la sección 8.7, donde se demostró que la serie 


> a 
de potencias Ss — es convergente para todos los valores de x, y en conse- 
En 
cuencia, el límite de su n-ésimo término debe ser cero. De manera similar, 


+00 n 
x-a 
como Ss Ea es convergente para todos los valores de x, entonces 
n! - 


n=0 


lim L£9 
n>+0 n! 


=0 para toda x (15) 
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» EJEMPLO 5 Aplique el teorema 8.9.1 a fin de demostrar que 
la serie de Maclaurin de e*, obtenida en el ejemplo 1, representa la función 
para todos los valores de x. 


Solución La serie de Maclaurin de e* es la serie (10) y 


en 


CET 


qn+l 


Ra(x) = 


donde cada z,, está entre O y x. 

Se debe demostrar que lím R, = 0 para toda x. Se tienen tres casos: 
x>0:x<0yx=0. Se 

Six > 0, entonces 0 < z, < x; en consecuencia, e*n < e*, por lo que 


en n+1 


n+1 x_ XA 
in rr AS) 
n+1 
De (14), lím %— = í 
e (14), ¿im a+D O, y así, 
lima 


noto (n+ Di 
Por tanto, de (16) y del teorema de estricción se infiere que lim R,(x) = 0 
n>+0 


Six < 0,entoncesx < z, < 0 y 0 < ein < 1.Portanto,six”*! > 0, 


eán n+1 an 


A 


y six"*! < 0, entonces 


qn + en 


 n+l 
asma. 0 


n+1 
En cualquier caso, como lim -2-—— = 0, se concluye que lím R, =0. 
n>+00 (n + 1)! n>+0 


Por último, si x = 0, la serie tiene la suma de 1, la cual es e%. En 
consecuencia, la serie (10) representa e* para todos los valores de x. d 


Del ejemplo anterior se puede escribir 


xn 
> == 
5 e 
A x? x 
=l+x+ a+ + para toda x 


y esto concuerda con el ejemplo 3 de la sección 8.8. 


» EJEMPLO 6 Demuestre que la serie de Taylor para sen x en a, 
obtenida en el ejemplo 2(a), representa la función para todos los valores de x. 


Solución — Se aplicará el teorema 8.9.1; esto es, se demostrará que 


lím Ro) = (a — aya+! 
n>+0 1 


il 
o 
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[Ex 17] por [?2, 2] 


fa) = senx 


PQ) = 2 + (x- La] 


FIGURA 2 


[-x, 11] por (2, 2] 


f(x) = senx 


[Ex, 2] por [-2, 2] 


fa) = senx 


FIGURA 4 


Comof(x) = sen x, entonces £01+ D(z, ) será uno de los números: cos 2, Sen z,,, 
COS 2 O —sen z,. En cualquier caso, | FODR)| < 1. Por tanto, 


lx S aja+! 
<|R £€ ——— 17 
50 
lx E aj"+! . 
De (15), lím =——_— = O, Así, por el teorema de estricción y (17) se 
n>+00 (n + 1” 
deduce que lím R,(x) = 0, d 


En el ejemplo 2(b), se obtuvo la serie de Taylor (11) para sen x en 27 
del ejemplo 6 se sabe que esta serie representa sen x para todos los valores de 
x. La gráfica de la función seno y de los polinomios de Taylor P¡(x), Px(x), 
Px00, Patx) y Ps(x) en ¿a están trazados en las figuras 2 a 6, respecti- 
vamente. Observe cómo aproximan las gráficas de los polinomios la gráfica 
de la función seno en ¿7 y cómo las aproximaciones mejoran conforme n 
se incrementa. 


» EJEMPLO 7 Utilice la serie de Taylor para sen x en qa para 
calcular el valor de sen 47 con una exactitud de cuatro cifras decimales. 
Compare el resultado con el valor de sen 47? obtenido en una calculadora. 


Solución Primero se expresa sen 47? en radianes: 47” equivale a 


47 . - 47 ei a tal : 
¡30 F rad. De la serie (11), con x = i56 TY X ¿T= ¿Tse tiene 


senha = 142 + 142: 3 -242 Km? - 102 - Uga +... 


= ¿1201 + 0.03490 — 0.00061 — 0.000002 + ...) 


Si se considera y2 = 1.41421 y se emplean los tres primeros términos de la 
serie, se obtiene 


sen Sr = (0.70711)(1.03429) 
= 0.73136 


Al redondear a cuatro cifras decimales se tiene sen 47” = 0,7314. El error 
cometido al utilizar los tres primeros términos es Rx 5 Tr) y de (17), 


Ly 
Ra (22 5) | < LW - 0.0001 
3! 
Entonces, el resultado está entre 0.73136 — 0.00001 y 0.73136 + 0.00001; 
esto es, el resultado está entre 0.73135 y 0.73137. Así, con una exactitud de 
cuatro cifras decimales, se tiene 


Ur 
sen ¡y T = 0.7314 


En la calculadora se obtiene sen 47? = 0.731354, lo que, con cuatro ci- 
fras decimales, concuerda con el resultado anterior. d 


Si se considera a = O en la serie de Taylor para sen x, obtenida en el 
ejemplo 2(a), se tiene la serie de Maclaurin: 


E % do Ep” x2n+l 
a 


=x- + =-H +... paratodax 


[-x, a) por [-2, 2] 
fa = 


pl 
b-: 


FIGURA 5 


sen x 


lá 


Po = 


í 
ai 
LL 

' 
YN 


[+x, 11] por [-2, 2] 
FO) = senx 
ly 
7 La E 1) 
0 A 21 
E 
SA A 
L y5 
=D 
l 51 | 
FIGURA 6 
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Al diferenciar término a término esta serie (vea el ejercicio 1), se obtiene 
la serie de Maclaurin para cos x: 


+eo 


(1y q 
cos x = ——— 
2 (2n)! 
2 Z 6 
Xx x x 
dE Pi para toda x 
» EJEMPLO 8 Utilice series para evaluar con cinco cifras 
decimales 
1 
/ Sen X gy 
03 


Apoye la respuesta empleando NINT en la graficadora. 


Solución No puede obtenerse una antiderivada de la integral en térmi- 
nos de funciones elementales. Sin embargo, de la serie de Maclaurin para 
sen x se tiene 


senx - l.snx 

Xx Xx 
= Us E E LN ) 
x E TN 
A o E 
_ II 


lo cual es cierto para toda x + O. Al emplear la integración término a tér- 
mino resulta 


1 1 
3 5 7 9 
sen X y O - x E: es e 
li E AS TEN e 


(1 — 0.0555555 + 0.0016667 — 0.0000283 + 0.0000003 —... ) 
-— (0.5 — 0.0069444 + 0.0000521 — 0.0000002 +...) 


El 


Cada conjunto de paréntesis contiene una serie alternante convergente con 
|tn+1 | < PA l. En el primer grupo de paréntesis se emplean los prime- 
ros cuatro términos debido a que el error obtenido es menor que 0.0000003, y 
en el segundo conjunto, se utilizan los tres primeros términos, donde el error 
obtenido es menor que 0.0000002. Al realizar los cálculos y redondear a 
cinco cifras decimales resulta 


1 
¡A 


En la graficadora se obtiene 


2 dx = 0.45298 


NINT((sen x)[x, 0.5, 1) = 0.45298 


lo cual apoya la respuesta. 
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EJERCICIOS 8.9 . 


1. Obtenga la serie de Maclaurin para cos x diferenciando 
término a término la serie de Maclaurin para sen x. 


2. Obtenga la serie de Maclaurin para senh x aplicando la 
fórmula (6), y demostrando que la serie representa a 
senh x para todos los valores de x. 


3. Obtenga la serie de Maclaurin para cosh x aplicando la 
fórmula (6), y demostrando que la serie representa a 
cosh x para todos los valores de x. 


4. Obtenga la serie de Maclaurin para cosh x efectuando ope- 


raciones sobre las series de Maclaurin para e* y e*. 


5. Obtenga la serie de Maclaurin para senh x realizando ope- 


raciones sobre las series de Maclaurin para e* y e”. 


6. Obtenga la serie de Maclaurin para senhx diferencian- 
do término a término la serie de Maclaurin para cosh x. 
También diferencie la serie de Maclaurin para senhx a 
fin de obtener cosh x. 


7. Obtenga la serie de Taylor para e* en 3 utilizando la serie 
de Maclaurin para e”. 


8. Obtenga la serie de Taylor para e”* en 2 utilizando la serie 
de Maclaurin para e”. 


En los ejercicios 9 a 14, obtenga una representación en serie 
de potencias para la función en el número a, y determine su 
radio de convergencia. Apoye la respuesta en la graficadora. 
9 fix) = Inxja 1 10. f0) 
1. fo = YVxza=8 12. f() = senxa = [7 
13. fa) = cosxa = ¿7 1M. fo) =2%a=0 
15. Obtenga la serie de Maclaurin para sen? x. 


Sugerencia: sen? x = za - cos 2x). 


Vxia 1 


16. Obtenga la serie de Maclaurin para cos? x. 


Sugerencia: cost x = 3a + cos 2x). 


17. Determine los tres primeros términos diferentes de cero 
de la serie de Maclaurin para tan x. 


18. Determine los tres primeros términos diferentes de cero 


de la serie de Taylor para cot x en 57. 


19. Utilice la respuesta del ejercicio 17 y la diferenciación 
término a término para obtener los tres primeros térmi- 


nos diferentes de cero de la serie de Maclaurin para sec? x. 


20. Emplee la respuesta del ejercicio 18 y la diferenciación 
término a término para obtener los tres primeros términos 


diferentes de cero de la serie de Taylor para esc? x en 3 T. 


21. Utilice la respuesta del ejercicio 17 y la integración tér- 
mino a término para obtener los tres primeros términos 
diferentes de cero de la serie de Maclaurin para Ín sec x. 


22. Utilice la respuesta del ejercicio 18 y la integración tér- 
mino a término para obtener los tres primeros términos di- 


ferentes de cero de la serie de Taylor para In sen x en m 


En los ejercicios 23 a 28, utilice una serie de potencias para 
calcular con la exactitud indicada el valor de la cantidad y 
compare el resultado con el obtenido en una calculadora. 


23, 
24. 
25. 
26. 
27. 
28. 
29, 


cos 587; cuatro cifras decimales. 
fe; cuatro cifras decimales. 
3/30; cinco cifras decimales. 
senh E cinco cifras decimales. 
In(0.9); cuatro cifras decimales. 
23/29 ; tres cifras decimales. 


Emplee la serie de Maclaurin para e* a fin de calcular el 
valor de e con una exactitud de siete cifras decimales, y 
demuestre que la respuesta tiene la exactitud requerida, 


En los ejercicios 30 a 33, utilice series para evaluar con una 
exactitud de tres cifras decimales la integral definida. Apoye 
la respuesta empleando NINT en la graficadora. 


30. 


32. 


34. 


35. 


! 1/2 
[ Vie” dx 31. [ sen x? dx 
0 0 


1 0.1 
/ cos /x dx 33. Ñ In(l + sen x) dx 
0 0 


(a) Obtenga la serie de Maclaurin para E f(t) dt, donde 


sen £ 
FO = ! 
l sit=0 


sitH0 


Observe que f es continua en O debido a que lím O = 


F(0). (b) Trace en el mismo rectángulo de inspección las 
gráficas de NINT(f(£), O, x) y del polinomio de Maclaurin 
que consiste de los diez primeros términos diferentes de 


cero de la serie del inciso (a). (e) Aplique la serie del inciso 


(a) para calcular L F(0) dt con una exactitud de tres 
cifras decimales y apoye la respuesta empleando NINT 
en la graficadora. 


(a) Obtenga la serie de Maclaurin para la 8(1) dt, donde 


1 - cos £ 
8) = £ 
0 sit=0 


sitxo0O 


Observe que g es continua en O debido a que 
lim g(t) = g(0). (b) Trace en el mismo rectángulo de ins- 
pección las gráficas de NINT(g(+), O, x) y del polinomio 
de Maclaurin que consiste de los diez primeros términos 
diferentes de cero de la serie del inciso (a). (e) Aplique la 
serie del inciso (a) para calcular IN g(t) dí con una exacti- 
tud de tres cifras decimales y apoye la respuesta emplean- 
do NINT en la graficadora. 


La función E definida por 


e ] -R 
El) = z/. di 


se denomina función error, y es importante en estadística 
matemática. Obtenga la serie de Maclaurin para la función 
error. 


8.10 SERIES DE POTENCIAS PARA LOGARITMOS NATURALES Y SERIE BINOMIAL 727 


37, Determine a, (n = 0, L, 2, 3, 4) de modo que el polino- FO) = 4 - 5x1? + 2x- 3 


mio 


fu) = 3 - 1717 + 351? - 32x + 17 


se escriba en la forma 


JO = ax — Dt aa 1 + 
aya — DY + ax - 1) + a 


se escriba en la forma 
FO = ax + 2 + ax + DY? + ala + 2) +0 


39. Cuando se utiliza una serie de Taylor de una función f en 
a para calcular un valor de función particular, ¿qué es lo 
que determina la elección de a? Invente un ejemplo para 


38. Determine a, (n = 0, 1,2, 3) de modo que el polinomio ilustrar la respuesta. 


8.10 SERIES DE POTENCIAS PARA LOGARITMOS NATURALES 
Y SERIE BINOMIAL 


e 


In(1 + 1) 


Se concluye el estudio de series infinitas en esta sección al considerar y apli- 
car dos series básicas: (i) la serie para calcular logaritmos naturales y (ii) la 
serie binomial. 

A fin de obtener la serie para calcular logaritmos naturales, primero se 
determinará una representación en serie de potencias de In(l + x), en el 
ejemplo ilustrativo siguiente É 


l> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Considere la función f de- 


finida por 


O A 
UE 


Una representación en serie de potencias para esta función está dada por la 
serie (4) de la sección 8.7, la cual es 


1 . 
E E si |1[ < 1 


Al integrar término a término se obtiene 


xXx +oo Xx 
LH Y | era si ]x|<1 
A 1+1 »=0 Jo 
Por tanto, 
2 3 +1 
ma Er EE +... En Ea Ho.  siJx]<l 
babes n 
= Y EOUHE- si |x| <1 (1) 
n=1 n 
Como |x| < 1, |1 + x] = 1 + x. Por esta razón no son necesarias 
las barras de valor absoluto al escribir In(1 + x). 5] 


En el ejemplo ilustrativo 1, el teorema 8.8.4 permite concluir que la serie 
de potencias (1) representa la función sólo para valores de x en el intervalo 
abierto (—1, 1). Sin embargo, la serie de potencias es convergente en el ex- 
tremo derecho 1, como se mostró en el ejemplo 1 de la sección 8.5. Cuando 
x = —1l, la serie de potencias se transforma en la negativa de la serie armó- 
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[-2, 2] por (-10, 10] 
fo) = inl+x 
l-x 
Po) = 2x 


FIGURA 1 


2, 2] por [-10, 10] 


fa) = Im 112 
l=x 
Pax) = 2(: + 2) 


FIGURA 2 


( 


[22, 2] por [-10, 10] 


f0) = In E 


3 5 
eo = + E 2) 
il NE: 


FIGURA 3 


ll1+r 2er... + ENTIM de - | 


nica y es divergente. En consecuencia, el intervalo de convergencia de la serie 
de potencias (1) es (-1, 1]. 

En el ejemplo ilustrativo siguiente se muestra que la serie de poten- 
cias (1) representa In(l + x) en x = 1 al probar que la suma de la serie 


_qa-1 
y UE es In 2. 
n 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Para la serie infinita 


$ Cn 
y “——- la n-énesima suma parcial es 
n 
n=1 
1,1_1 11 
=1l-2+2-==+...+04)!- 2 

$ 2374 CU (2) 

De la definición 8.3.2 se deduce que si se muestra que lím s, = In 2, se 
PER 

habrá probado que la suma de la serie es ln 2. e 

De álgebra, se tiene la siguiente fórmula para la suma de una serie 
geométrica finita: 


pr n 
a+ar+ar + ars. + ar ol = añ ar 
=P 
De esta fórmula, cona = 1 y r = —f, se obtiene 
o 
A O A 
I+¿ 
lo que puede escribirse como 
Pi 1 pr 
Lot+ BB Ems 4 (py 
ED 1++¿ 60 1+: 


Al integrar de O a 1 resulta 

dt pr 

' TES Epa! [ rd 
de donde, 


pr 


ado O 


1 
E A A 
4 n o 


Con respecto a (2), se observa que el miembro izquierdo de (3) es s,,. Si se 
considera 


R, = (yl de di 
o E 
se puede escribir (3) como 


Sa =1n 2 +R, (4) 


Como 


< t" para toda £ en [0, 1], entonces, por el teorema 4.6.1, se obtiene 


1+¿ 


a l 
ds | mas 
pi+! 0 
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En consecuencia, 


1 1 
0< Ir, =| Lars | mar= 
E lA en Cl 


n>+0 9 + 
tricción se infiere que lím R, = 0, Por tanto, de (4), 
N>T+00 


Como  lím L L> O, de la desigualdad anterior y del teorema de es- 


lim s, = In2 + lím R; 
n—>+00 
In 2 


ota (5) 
= In2 d 


De los ejemplos ilustrativos 1 y 2 se puede concluir que la serie de po- 
tencias (1) representa In(1 + x) para toda x en su intervalo de convergen- 
cia (1, 1]. 

Aunque la suma de la serie (5) es In 2, esta serie converge muy len- 
tamente para aplicarla en el cálculo de In 2. Se necesita otra serie para el 
cálculo de logaritmos naturales, y ahora se procederá a obtenerla. 

De (1) 


2 3 
nl + x= x- ie =...+ Eye Fu para xen (-1,1] (6) 


Si x se sustituye por —x en esta serie, resulta 


3 4 
o a ir paraxen[-1,1) (7; 


Al restar término a término (7) de (6) se obtiene 


+ qa si lr]<1 (8) 


Las gráficas de f(x) = E 


. y de los polinomios P¡(x), P3(x), Ps(x) y 


Px(x) de la serie (8) se han trazado en las figuras 1 a 4, respectivamente, mos- 
trando cómo las gráficas de los polinomios aproximan la gráfica de f 
cuando |x| <l. 

La serie (8) puede emplearse para calcular el logaritmo natural de cual- 
quier número positivo. Para aplicar la serie al cálculo de In y se considera 


l+x y-1 
= = < 9 
y 3 y entonces  x y y |x| l (9) 


» EJEMPLO 1 Calcule ln 2 con una exactitud de cinco cifras 
FIGURA 4 decimales y compare el resultado con el obtenido en una calculadora. 
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In 2 


1 
=2(3+ 


a 


Solución De(9), siy = 2, entonces x = |. Por tanto, de (8), 


A A O 


1 
+ *—3+ti—sT +... 
NS E E ) 


1,1 1 l ] 
81 * 1215 * 15309 * 177147 * 1948617 * 2) 


= 2(0.333333 + 0.012346 + 0.000823 + 0.000065 + 0.000006 + 0.000001 + ...) 


(a + by" = a” + mamlb + 


m(m — D É, 


l+ mx + 


( 


mím — lm — 


m(m-— D m-2,2 
al bi + 


Al utilizar los primeros seis términos del paréntesis, multiplicar por 2, y re- 
dondear a cinco cifras decimales se obtiene 


In 2 = 0.69315 
4 


lo que concuerda con el valor obtenido en la calculadora. 

A fin de obtener la serie binominal, primero se considera el teorema del 
binomio estudiado en álgebra. El teorema del binomio expresa (a + b)”, 
donde m es un número entero positivo, como la suma de potencias de a y b 
como sigue: 


mím — 1)- 


-(m-k+D, 


—kpk 
m moApk + 


+ + bp” 


Al considerar a = 1 y b = x, y aplicar el teorema del binomio a la expre- 

sión (1 + x)”, donde m no es un número entero positivo, se obtiene la serie 

de potencias 

2 mím — 1)(m - 2)- 
Da y. 4 rm — D)(m — 2) 


Ñ mo n+Don 


3! (10) 
Esta es la serie de Maclaurin para (1 + x)” denominada serie binomial. 
Para determinar el radio de convergencia se aplica el criterio de la razón y 
se obtiene 

m(m-1)-... (mon +Dm-"), 

(n + 1)! 

-(m-n+1) 
0 


Un Fl 
Un 


lim 


n> +00 


múm -—1)- 


xn 


m-n 
n+1 


mo 


|x| 


Por lo que la serie es convergente si |x| < 1. A continuación se demostrará 
que la serie representa (1 + x)” para todos los números reales m si x está en 
el intervalo abierto (-1, 1). Esto no se hará calculando R,(x) y mostrando que 
su límite es cero porque eso resulta bastante difícil, como pronto lo verá si lo 
intenta. En lugar de esto, se empleará el siguiente método. Sea 


m(m-—1)-...- 


= (m-n 4D on 


10) =1+ Y 


n=1 


[2]: < (1D 
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Se desea demostrar que f(x) = (1 + x)”, donde |x| < 1. Por el teore- 


ma 8.8.3, 
om 4D [lx] <1 (12) 


fo) = Y UM 1) A 


n=l 


Al multiplicar ambos miembros de (12) por x, por el teorema 8.3.6, se obtiene 
(13) 


xf o = E mím - 1) E -n+ D yn 


n=1 
Si se reescribe el miembro derecho de (12), resulta 
coc lm-n ED ona 


YA — € m(m - D> 
FfoO=m+ 2 al 


Al expresar esta suma con el límite inferior disminuido en 1, y sustituyendo n 


porn + 1, se tiene 
-(m-n+ Dn 


, É múím — 1) - 
109 =m+ X(m-=2) = 
En (13) se multiplica el numerador y el denominador por n para obtener 
va $ mm-D-...:(m-n+1) 
xfa) = y n 7 xr 


n=1 


La serie para f(x) y xf'(x) son absolutamente convergentes para 
|x| < 1, Así, por el teorema 8.3.7, se pueden sumar término a término y la 


serie resultante también será absolutamente convergente para |x| < 1. De 
la adición, 


(+ 00) = m + ) mím — 1) - = (m-=n + De 
n=1 . 


Debido a (11), la expresión entre corchetes es f(x), entonces 


(1 + 0 = mf) 
FO m 


fx) l+x 
El miembro izquierdo de la ecuación anterior es D,[In £G0)]; así, 


d _ om 
GO = 


Sin embargo, también se sabe que 


a m- MR 
q Un (1 +07 az 


Como In f(x) y In(l + x)” tienen la misma derivada, entonces difieren por 


una constante. En consecuencia, 
inf) = In +37 + C 
De (11), (0) = 1. Por tanto, € = 0; de modo que 


fo = (1 + 1” 
Así, se ha demostrado la siguiente forma general del teorema del binomio. 
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8.10.1 Teorema del binomio 


Si m es cualquier número real, entonces 


A O ER 


U 
ed n: 


para todos los valores de x tales que |x| < 1. 


4,21 por 54,21 Si m es un número entero positivo, la serie binomial termina después de 
fa) = sen! x un número finito de términos. 
PAD =x+ re + GA + 1 
FIGURA 5 » EJEMPLO 2 Exprese como una serié de potencias en x: 


1 
v4l+ x 


Solución Dei teorema del binomio, cuando |x| < 1 


1 EN EpC? 103793, 


TS 
(l+x = ll x+ 31 31 a 
EEE E 
n! 
A 1.3 2 _1:3:5 
= ] 342 e E qe hoi E 
y AD 


» EJEMPLO 3 Del resultado del ejemplo 2, obtenga una serie 
binomial para (1 — x2y1/2, y utilícela para determinar una serie de potencias 
para sen”! x. Apoye gráficamente la respuesta. 


Solución Se sustituye x por —x2 en la serie para (1 + xJU2 y se ob- 
tiene, para |x| < 1, 


o A EE A LAA O o 
2 h 


Za ty pa 2! 


Al integrar término a término resulta 


x di Se O e A E y RAS 
o vl- +? e o o E O AN 2"! 2n +1 
Por tanto, 
E $1:3:5:...:-(Qn-1) g2n+l 
Ga E E <1l 
sen*x=x+ 2, FT 271 Para |x| 
La figura 5 muestra las gráficas de 
E, -l = 13 EU] 7 
fo) =sen"x y Pia) =x+ A Ot r 


en el rectángulo de inspección de [-2, 2] por [-2, 2]. El hecho de que la gráfi- 
ca de Py(x) aproxima la gráfica de f para |x | < 1 apoya la respuesta. 4 
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» EJEMPLO 4 Aplique la serie de potencias obtenida en el 


ejemplo 3 para calcular sen”! 0.35 con una exactitud de cuatro cifras deci- 
males, y compare el resultado con el obtenido en una calculadora. 


Solución Conx = 0.35 en P-(x), considerando los primeros cuatro tér- 
minos diferentes de cero de la serie para sen”! x, se tiene 


PJ(0,35) = 0,35 + 1(0.35% + 2(0.35% + ¿(0.357 
= 0,35 + 0.00715 + 0.00039 + 0.00003 
= 0.3576 
En la calculadora se obtiene el mismo valor con cuatro cifras decimales. 4 


» EJEMPLO 5 (a) Exprese (1 - /x/2 como una serie en x. 
(b) Del resultado del inciso (a), calcule con una exactitud de tres cifras de- 
cimales el valor de 


1/4 
[ (1 - JB dx 
0 


Apoye la respuesta empleando NINT en la graficadora. 
Solución 


(a) Se aplica el teorema del binomio con m = 2 obteniéndose 


2 241 214 2d dp 7 
3 E) 3) 3 E YE YE y) . 
o e ed E EN si |x| < 1 
=14+ ix 30 ¿0 tr si |x| < 1 
Si se sustituye x por —/x, resulta 
(1 - JA = 1 AP e ¿A Ae si0<x<l 


(b) Si se integra término a término la serie anterior se tiene 


1/4 
4 71,3 1/4 
f (1 - Vx?” dx = x - ad > oa = e a 75 * do 
E O A AS A is 
CIS 8 * 16 405 " 32" 79 6 
= 0.2500 — 0.0555 — 0,0035 — 0.0006 — 0.00002 —... 
= 0.190 A 
En la graficadora se obtiene, con tres cifras decimales, 
NINT((1 - /x)28, 0, 0.25) = 0.190 
lo cual apoya la respuesta. 4 
EJERCICIOS 8.10 
En los ejercicios 1 a 4, utilice la serie de potencias (8) para 1. In3 2. 1n 0.8 3. In 1.4 4. 1n2.5 


calcular el logaritmo natural con una exactitud de cuatro 
cifras decimales y compare el resultado con el obtenido en 
una calculadora. de a > 0. (b) Utilice la ecuación del inciso (a) y la se- 


5. (a) Demuestre que ln x = In a +1In ( A = 2) don- 
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rie (1) de In(l + x) a fin de obtener la serie de Taylor 
para ln x en a, donde a > 0. 


Emplee el resultado del inciso (b) del ejercicio 5 a fin de 
obtener la serie de Taylor de In x en 1. (b) Utilice la serie 
obtenida en el inciso (a) para calcular In 0.8 con cuatro ci- 
fras decimales. Compare el cálculo con el del ejercicio 2. 


(a) Use el resultado del inciso (b) del ejercicio 5 a fin de 
obtener la serie de Taylor de ln x en 2. (b) Dado 
In2 = 0.6931, utilice la serie obtenida en el inciso (a) para 
calcular ln 3 con una exactitud de cuatro cifras decima- 
les. Compare el cálculo con el del ejercicio 1. 


Obtenga una série de potencias para In(l + ax) inte- 
grando término a término de O a x una representación en 


serie de potencias de l . 
l+ a 


En los ejercicios 9 a 18, utilice una serie binomial para obtener 
la serie de Maclaurin de la función y determine su radio de 
convergencia. Apoye la respuesta en la graficadora. 


9. 
11. 
13. 


15. 


17. 


19. 


20. 


fa) = T+x 10. f0) = G- 17? 
fa = (4491 2. [00 = Y8+x 
fo =348-1 14. (0) = (4 +0 
fo = 0+ 472 16. f() = A 
fo = 18. 10) = 5 
JUE Ar? 
(a) Exprese Ms como una serie de potencias en x, 


obteniendo primero una serie de potencias para YT + x, 
y reemplazando después x por x?. (b) Utilice el resultado 


del inciso (a) para calcular con una exactitud de tres ci- 


fras decimales el valor de pe Ya x? dx. Apoye la 


respuesta empleando NINT en la cado 


(a) Exprese (1 - 13) como una serie de potencias en x, 


obteniendo primero una serie de potencias para (1 — y 2, 
y sustituyendo después x por x”. (b) Utilice el resultado 
del inciso (a) para calcular con una exactitud de tres cifras 
decimales el valor de [e (1 - ay ? dx. Apoye la res- 
puesta empleando NINT en la graficadora. 


En los ejercicios 2l a 26, utilice series para calcular con una 
exactitud de tres cifras decimales el valor de la integral defi- 
nida. Apoye la respuesta empleando NINT en la graficadora. 


21. 


23. 


25. 


27. 


1/3 
[ Vl+ xdx 22. 
0 


1 
| 2/8 + x2dx 24. 
(0) 


12 
[ dx 
o vI+x! 


Sea 


2/5 
/ M+ x%dx 
0 

1/2 
[ dl 1? dx 
0 


26. 


dx 
f Yx? +1 


Ind +1) 
FO = t 


1 si 


sitx0 


28. 


29. 


30. 


31. 


32. 


(a) Demuestre que f es continua en 0. (b) Obtenga una 
representación en serie de potencias de 18 FU dt y de- 
termine su radio de convergencia. (c) Trace en el mismo 
rectángulo de inspección las gráficas de NINT(f(0), O, x) y 
el polinomio que consiste de los primeros diez términos 
diferentes de cero de la serie del inciso (b). 

Haga el ejercicio 27 si 


sen”! : 


sitrxoO 
KO = 

1 sit=0 
Para la función del ejercicio 27, utilice la serie del inciso 
(b) de ese ejercicio para calcular [e F(0 dt y apoye la 
respuesta empleando NINT en la graficadora. 
Para la función del ejercicio 28, utilice la serie del inciso 
(b) de ese ejercicio para calcular [e FU di y apoye la 
respuesta empleando NINT en la graficadora. 
Obtenga la serie de Maclaurin de senhH"! x integrando 
término a término la serie binomial para (1 + Ay y 
determine su radio de convergencia. 


Obtenga la serie de Maclaurin de tanh”! x integrando 
término a término la serie binomial para (1 — pay 
calcule su radio de convergencia. 


En los ejercicios 33 a 36, utilice una serie de Maclaurin para 
calcular un valor aproximado de la cantidad con una exactitud 
de cuatro cifras decimales y compare el resultado con el valor 
que se obtiene en la calculadora. En el ejercicio 35 emplee la 
serie determinada en el ejercicio 31, y en el ejercicio 36 utili- 
ce la serie obtenida en el ejercicio 32. 


33. 
35. 
37. 


. La expresión relativista para E,, 


sen”! 0.24 34. sen” (-0.62) 
senb”! (20.15) 36. tanh”! 0.27 


Al integrar término a término de O a x una representación 
en serie de potencias para In(1 — £), demuestre que 


MaS =x + (1-9 In(l 1) 


Al integrar término a término de O a x una representación 
en serie de potencias para In(1 + £), demuestre que 


Da EV 221 
¿(1 + Dn + 2) 

la medida de la energía 
Cinética de una partícula, obtenida al restar la medida de 
la energía en reposo de la medida de la energía total es 


mpc? 2 
E. = 
2 


(14) 


donde my es la medida de la masa de la partícula en re- 
poso, c es la medida de la velocidad de la luz en el vacío, y 
ves la medida de la velocidad de la partícula. Para valo- 
res pequeños de-v, comparados con ce, la medida de la 
energía cinética newtoniana está dada por 


= imp? 


E. 


40. 


Deduzca este hecho desarrollando (1 — Ye y 2 me- 
diante el teorema del binomio y sustituyendo en (14) para 
obtener 

y? 5 yS 


l 3 
E, = 7 mov + 3 + ¡go a ho... 


Obtenga la serie de Maclaurin para dt si 


Cc 
Xx 
pe 
f yl - 2 


41. 


REVISIÓN DEL CAPÍTULO 8 735 


p es un número entero no negativo. Determine el radio de 
convergencia de la serie. 


Explique cómo puede emplearse la respuesta del ejercicio 


32 a fin de obtener la serie (8) para Fr 
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» SUGERENCIAS PARA LA REVISIÓN DEL CAPÍTULO 8 


1. 


non, 


10. 


11. 


12. 


13. 


14, 


15. 


Qué es la fórmula de Taylor y en qué condiciones se cum- 
ple esta fórmula? ¿Qué es la fórmula de Maclaurin? 


¿Qué es el polinomio de Taylor de grado n y la forma de 
Lagrange del residuo para una función f? 


Invente un ejemplo en el que se calcule el polinomio de 
Taylor de grado tres y el residuo en forma de Lagrange 
pura una función racional, donde la elección de a es dife- 
rente de cero. Explique cómo se estima el error cuando el 
polinomio se emplea para calcular un valor de función. 


Responda la sugerencia 3 para una función exponencial. 
Responda la sugerencia 3 para una función trigonométrica. 
¿Qué es una función sucesión? ¿Qué es una sucesión? 


Defina el límite de una sucesión. ¿Qué significa sucesión 
convergente y sucesión divergente? Proporcione un ejem- 
plo de una sucesión convergente y muestre por qué es 
convergente; haga lo mismo para una sucesión divergente. 


Defina una sucesión creciente, y dé un ejemplo; haga lo 
mismo para una sucesión decreciente. Proporcione un 
ejemplo de una sucesión que no sea monótona. 


¿Qué es una cota inferior de una sucesión? Proporcione 
un ejemplo de una sucesión que tenga una cota inferior, 
e indique su máxima cota inferior. 


¿Qué es una cota superior de una sucesión? Proporcione 
un ejemplo de una sucesión que tenga una cota superior, 
e indique su mínima cota superior. 


¿Cuáles dos propiedades para sucesiones monótonas son 
equivalentes? Dé un ejemplo de una sucesión creciente y 
establezca esas propiedades para su ejemplo; haga lo mis- 
mo para una sucesión decreciente. 


¿Qué es una sucesión de sumas parciales de una serie 
infinita? ¿Por qué es importante esta sucesión? 


¿Qué significa serie infinita convergente y serie infinita 
divergente? Dé un ejemplo de una serie infinita convergen- 
te y muestre por qué es convergente; haga lo mismo para 
una serie infinita divergente. 


¿Qué es la serie armónica? ¿Es convergente o divergente 
esta serie, y por qué? 

¿Qué es una serie geométrica? ¡Cuáles series geométricas 
son convergentes y cuales son divergentes? Dé un ejem- 
plo de una serie geométrica convergente y dé otro de una 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


21. 


22, 


24, 


25. 


serie geométrica divergente. ¿Cuál es la suma de una serie 
geométrica convergente? Ilustre mediante un ejemplo. 


Establezca algunas propiedades de las sumas finitas que 
puedan extenderse a las series infinitas. Muestre cada una 
de estas propiedades para series infinitas proporcionando 
un ejemplo. 


Establezca el criterio de comparación. Proporcione un 
ejemplo que muestre cómo se aplica el criterio de compa- 
ración para probar que una serie infinita es convergente; 
dé otro ejemplo en el que se pruebe que una serie infinita 
es divergente. 


Responda la sugerencia 17 para el criterio de compara- 
ción por paso al límite. 

¿Qué es una serie p? ¿Cuáles series p son convergentes y 
cuales son divergentes? Dé un ejemplo de una serie p 
convergente y otro de una serie p divergente. 


Establezca el criterio de la integral. Proporcione un ejemplo 
que muestre cómo se aplica el criterio de la integral para 
probar que una serie infinita es convergente; dé otro ejem- 
plo en el que se pruebe que una serie infinita es divergente. 


¿Qué es una serie alternante? Dé un ejemplo de una serie 
alternante convergente y un ejemplo de una serie alternan- 
te que sea divergente. 


¿Qué es el criterio de las series alternantes? Proporcione 
un ejemplo que muestre cómo se aplica el criterio de las 
series alternantes para probar convergencia. 


¿Cómo se estima el error introducido cuando la suma de 
una serie alternante convergente se aproxima mediante un 
número finito de términos de la serie? Dé un ejemplo que 
ilustre la respuesta. 


Defina convergencia absoluta y convergencia condicio- 
nal de una serie infinita. Dé un ejemplo de una serie infinita 
de términos positivos y negativos, y muestre como se apli- 
ca la convergencia absoluta. Proporcione un ejemplo de 
una serie infinita de términos positivos y negativos que 
sea condicionalmente convergente. 


¿Qué es el criterio de la razón? Dé un ejemplo que mues- 
tre cómo se aplica el criterio de la razón para demostrar 
que una serie infinita es (1) absolutamente convergente, 
y (11) divergente. Proporcione un ejemplo de una serie in- 
finita para la cual no se puede hacer ninguna conclusión - 
acerca de la convergencia al aplicar el criterio de la razón. 
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26. Responda la sugerencia 25 para el criterio de la raíz. 


27. Liste y describa todos los criterio que conoce para deter- 
minar la convergencia o divergencia de una serie infinita 
de términos constantes. 


28. Defina una serie de potencias en x. Defina una serie de 
potencias en x — a. 


29. ¿Cómo se determinan los valores de x para los cuales una 
serie de potencias converge? Proporcione un ejemplo que 
ilustre la respuesta. 


30. Suponga que R es el radio de convergencia de una serie 
de potencias en x. ¿Para qué valores de x se está seguro de 
que la serie de potencias es absolutamente convergente? 
¿Para qué valores de x se está seguro de que la serie es 
divergente? ¿Para que valores de x es cuestionable la con- 
vergencia o divergencia de la serie de potencias, y cómo 
se determina la convergencia o divergencia en esos valo- 
res de x? 


31. Responda la sugerencia 30 si R es el radio de convergen- 
cia de una serie de potencias en x — a. 


32. Establezca el teorema que permite diferenciar término a 
término una serie de potencias. ¿Los intervalos de con- 
vergencia de las dos series son necesariamente el mis- 
mo? ¿Los radios de convergencia de las dos series son 
necesariamente el mismo? Dé un ejemplo que ilustre las 
respuestas. 


33. Establezca el teorema que permite integrar término a tér- 
mino una serie de potencias. ¿Los intervalos de conver- 
gencia de las dos series son necesariamente el mismo? 


¿Los radios de convergencia de las dos series son necesa- 
riamente el mismo? Proporcione un ejemplo que ilustre 
las respuestas. 


34. Dé un ejemplo en el que se obtenga una representación en 
serie de potencias de una función racional mediante la 
integración termino a término de una serie de potencias. 


35. Proporcione dos ejemplos en los que se calcule el valor de 
un número irracional (que no contenga radicales) median- 
te una serie de potencias. 


36. ¿Qué es la serie de Taylor de una función f en un número 
a? Dé un ejemplo de una función y su serie de Taylor en 
un número diferente de cero. 


37, ¿Qué es la serie de Maclaurin de una función f? Dé un 
ejemplo de una función y su serie de Maclaurin? 


38. Establezca dos razones para estudiar series de Taylor. 
Proporcione un ejemplo de cada razón. 


39. ¿Cómo se puede determinar si una función es represen- 
tada por su serie de Taylor? Proporcione un ejemplo que 
ilustre la respuesta. 


40. ¿Por qué una representación en serie de potencias de 
In(1 + x) no es conveniente para calcular el logaritmo 
natural de un número? ¿Cuál es una mejor serie para efec- 
tuar tal cálculo? Dé un ejemplo que ilustre la respuesta. 


41. Establezca la serie binomial. ¿Cómo es esta serie en rela- 
ción al desarrollo binomial estudiando en los cursos de 
álgebra? Proporcione un ejemplo particular. 


42. Dé un ejemplo que muestre la aplicación de una serie bino- 
mial a un problema diferente al del cálculo de un radical. 


» EJERCICIOS DE REPASO PARA EL CAPÍTULO 8 


Vea los ejercicios de la sección 8.6 para los ejercicios de re- 
paso de las secciones 8.3. a 8.5. Los siguientes son ejercicios 
de repaso para las secciones 8.1, 8.2 y 8.7. 8.10, 


En los ejercicios 1 a 6, obtenga el polinomio de Taylor o de 
Maclaurin del grado indicado en el número a dado para la 
función f con el residuo en la forma de Lagrange. Trace las 
gráficas de f y del polinomio en el mismo rectángulo de ins- 
pección y observe cómo la gráfica del polinomio aproxima la 
gráfica de f cerca del punto donde x = a. 
1. f0) = sen?xja = 0; grado 5 
2. fa) = a= 0; grado 4 
3 fa = ag =9; grado 4 
4. ft) = (1 +12) a = l;grado 3 
5. fx) = xet;a = 0; grado 6 
6. f = xcosxja = ¿ 71, grado 5 
7. Calcule sen? 0.3 con una exactitud de cuatro cifras deci- 
males empleando un polinomio de Maclaurin, y demues- 
tre que la respuesta tiene la exactitud requerida. Apoye 
gráficamente la respuesta. 


8. Calcule 3/e con una exactitud de cinco cifras decimales 
utilizando un polinomio de Taylor, y demuestre que la 


respuesta tiene la exactitud requerida. Apoye gráficamen- 
te la respuesta. 
en 12 


Ed - Cos Xx 
9. Evalúe lim, 4 en dos formas: 
desd: 


(a) aplique la regla de L'Hópital; (b) exprese een y 
cos x como un polinomio de Maclaurin de grado 4. 


10. Aplique la fórmula de Taylor para expresar el polinomio 
P(x) = 4x7 + 51? - 2x + 1 
como un polinomio de potencias de x + 2. 


En los ejercicios 11 a 18, escriba los primeros cuatro elemen- 
tos de la sucesión y determine si es convergente o divergente. 
Si la sucesión converge, calcule su límite y apoye gráficamen- 
te la respuesta. 


3n Ey! n?-1 
1. AG . 
la + z) ze ($ + | si E + , 
Pc 
Ina + Df. 


16 n + 3n? 
4 + 2n? 


15. (2 + 1) 


TOCA 2 


n+4 n 


En los ejercicios 19 a 22, estime en la graficadora el límite de la 
sucesión convergente. Confirme analíticamente la estimación. 


5 6n 
19. 20. 
n + 5) E a ¡ 


2. (2- a 2. 1.3 
1 + 2n n+1 
En los ejercicios 23 y 24, demuestre, aplicando el teorema 
8.2.10, que la sucesión es convergente. 
4-7 (3n — 2 


3n 1. Po 
23. 24. 
(25) l 3-6:9-...-(3n) 
En los ejercicios 25 a 36, calcule el intervalo de convergencia 
de la serie de potencias. 


+ y +00 n 
25 Y 26. YU-2 
27 2 
7. Y 2 y 
25m +1) 27 
2 Y La-3, a PERE 
. ET (x . 2 Gn mM 
¡29 pa 
de 32. Y n(2x-1y 
n=) n=1 
$ CO GD” S 
3 SODCTU DO 3 nn 
2, n2" n=l pd 


35. y (sen 2n)x" 
n=0 


yal x” 
s0 2! sd (n + 1) Inn + 1) 


En los ejercicios 37 a 40, haga lo siguiente: (a) calcule el ra- 
dio de convergencia de la serie de potencias y el dominio de f: 
(b) escriba la serie de potencias que define la función f' y 
establezca su radio de convergencia; (c) obtenga el dominio 
de f.. 


eS 2n 2 1 

= aya A ca 

37. f) = 2 WS 38 fa = 2, > 
j Y o. ESC 
39. fx) 2 a 40. fx) ES 


En los ejercicios 41 y 42, obtenga una representación en serie 
de potencias de la integral y determine su radio de conver- 
gencia. Apoye gráficamente la respuesta. 


Xx XxX 
41. [ a a | 
o + 16 :S 


En los ejercicios 43 y 44, calcule con una exactitud de tres 
cifras decimales el valor de la integral definida mediante dos 
métodos: (a) utilice el segundo teorema fundamental del 
Cálculo; (b) emplee la serie obtenida en el ejercicio indicado. 
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3 
43. | a 
o 14 +16 


Para los ejercicios 45 y 46, use la serie respectiva obtenida en 
los ejercicios 34 y 35 de la sección 8.9 para calcular, con una 
exactitud de tres cifras decimales, el valor de la integral defi- 
nida. Apoye la respuesta empleando NINT en la graficadora. 


4 
; ejercicio 41 44, / 2: ejercicio 42 
3 


sen £ 


0.5 5 
45. [ do ae EE 

o l sir=0 

Ca 12008 srzo 
46. / g(0) dt, donde g(f) = 1 

0 0 sit=0 


E 


47. (a) Obtenga una serie de Maclaurin para 1 F() dt donde 


cosh t — 1 
fo = t 
0 sit=0 


sitx0 


(b) Demuestre que f es continua en O. (c) Trace en el 
mismo rectángulo de inspección las gráficas de 
NINT(£(0), O, x) y del polinomio de Maclaurin que consis- 
te de los primeros diez términos diferentes de cero de la 
serie del inciso (a). (d) Utilice la serie del inciso (a) para 
calcular [ñ F() dt con una exactitud de tres cifras deci- 
males y apoye la respuesta empleando NINT en la 
graficadora. 


En los ejercicios 48 a 50, utilice series para evaluar con una 
exactitud de tres cifras decimales la integral definida, y apoye 
la respuesta utilizando NINT en la graficadora. 


12 
48. [ 
0 
1 
50. / e”? dx 
0 


En los ejercicios 51 a 58, emplee una serie de potencias para 
calcular con una exactitud de cuatro cifras decimales el valor 
de la cantidad y compárelo con el valor obtenido en una 
calculadora. 


51. Ye 52. sen! 0.1 
55. cos 32 56, 


49. [ Vxsen x dx 
0 


l+ a 


53. tan"! 54. 3/130 


5 
sen 0.3 57. In5 58. senh 0.3 


En los ejercicios 59 a 62, utilice dos series infinitas diferen- 
tes para aproximar el valor del número irracional con cuatro 
dígitos significativos. 

59.1 Ge 61. 3 
En los ejercicios 63 a 66, obtenga la serie de Maclaurin para 
la función, y determine su intervalo de convergencia. Apoye 
gráficamente la respuesta. 


62. In 1.3 


63. fa) = Yx+1 64. fx) = == 
65. fx) = aa>0 66. f0) = sen x 
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En los ejercicios 67 a 70, obtenga la serie de Taylor de la 
función en el número indicado , y determine su intervalo de 
convergencia, Apoye gráficamente la respuesta, 


67. f() = sen3x-! 68. f(x) = L2 


69. f(x) = In|x|;-1 70. fr) = er?;2 


dx. 


1 de 

71. Calcule lím 

n > +oo x+1 
0 

72. Obtenga la serie de Maclaurin para (1 + x)” donde n es un 
número entero positivo, y demuestre que la serie es la mis- 
ma que el desarrollo de esta expresión, la cual se deduce 
en los cursos de álgebra, mediante el teorema del binomio. 


73. Obtenga la serie de Maclaurin para cos? 


serie de Maclaurin para cos 2x. 
Sugerencia: cos 2x = 2 cos? x — 1. 


x a partir de la 


74. Obtenga los primeros tres términos diferentes de cero de 
la serie de Maclaurin para sen 2x a partir de la serie 
de Maclaurin para sen x y cos x. 
Sugerencia: sen2x = 2 sen x Cos x. 


Los ejercicios 75 a 79 tratan acerca de las funciones Jo y J; 
definidas mediante series de potencias como sigue: 


+09 2n 
Ja = AÑ 
(1) 2 nao 

bd 2n+1 
0 = A A 
15% 2 ) aa yaa 


Las funciones Jy y J, se denominan funciones de Bessel del 
primer tipo de órdenes cero y uno, respectivamente. 


75. Demuestre que J¿ y J, convergen para todos los valores 
reales de x. 


76. Demuestre que y = Jp(x) es una solución de la ecuación 


diferencial 
dy dy 
nz +7 + x= 0 


77. Demuestre que Jy(x) = —J/(x). 
78. Demuestre que D¿(xJ,00)) = xJp_0). 


79. Demuestre que y = J,(x) es una solución de la ecuación 
diferencial 


2 

2d*y dy 2_ Es 

ero io Dy=0 

80. En mecánica cuántica, la medida £ de la energía prome- 
dio por oscilador está dada por 


des 
y NonkhFe "HE /KT 
E= Ha — 
y No e PhE/KT 
n=0 
donde T es la medida de la temperatura, h es la constante 
de Plank, k es la constante universal de los gases, F es la 
frecuencia constante y Ny es el número de osciladores en 
la energía mínima. 
(a) Seax = e"*F/KT, demuestre que 


NT LES + 4x7 +) 


l+x+x2+xd+... 


(b) Utilice el resultado del inciso (a) y la serie de potencias 
para (1 — 1)? y (1 — x)? para demostrar que 


Ste 
¿RENT | 


81. Demuestre que si x = e" %%fy q = 1/kT, entonces E, 
definida en el ejercicio 80, satisface las ecuaciones: 


d a d -l 
=-— 9 E=-l 
E tee, ¿E y n(l - 1) 


82. En el ejemplo 8 de la sección 8.8 se obtuvo 


si |x| < 1. Demuestre que 


21 be +eo a q on+l 
tan! x= 20D A 
el intervalo de convergencia de esta serie de potencias 
es [-1, 1] y que la serie de potencias representa a tan”! x 
para toda x de su intervalo de convergencia. 


Ecuaciones 


asta este momento se han tratado curvas que 

H son gráficas de funciones consideradas en 

ets pe ] un sistema de coordenadas cartesianas rec- 

de Ecuaciones par: Tas: y: tangulares. En este capítulo se estudiarán otras curvas 

: : | - planas. La sección 9.1 se dedica a las curvas definidas me- 

diante ecuaciones paraméfricas, y en la sección 9.3 las 

curvas son gráficas polares definidas en términos de 
coordenadas polares. 

En el capítulo 6 se estudió como aplicar la integral 
definida para determinar la longitud de arco de la gráfica 
de una función. En la sección 9.2 se aplicará la integración 
a fin de obtener la longitud de arco de una curva definida 
mediante ecuaciones paramétricas, y en la sección 9.4 
para calcular la longitud de arco de una gráfica polar. El 
cálculo del área de una región plana limitada por grá- 
ficas polares es otra aplicación de la integración presen- 
tada en la sección 9.4. En la sección final del capítulo se 

presenta un tratamiento unificado de las secciones có- 
nicas al definir una cónica en términos de su excentri- 
cidad. 

Este estudio conduce naturalmente a las ecuaciones 
polares de las cónicas. 
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9.1 ECUACIONES PARAMETRICAS Y CURVAS PLANAS 


y=2x+5 


FIGURA 1 


Suponga que una partícula se mueve en un plano de modo que las coordenadas 
(x, y), de su posición en cualquier tiempo ft, están dadas por las ecuaciones 


x=f0 y y= 0 (1) 


Entonces, para cada número £ del dominio común de f y g la partícula se 
encuentra en el punto (f(0), g(£)) y estos puntos describen una curva plana C 
recorrida por la partícula. Las ecuaciones (1) se denominan ecuaciones 
paramétricas de C y la variable £ se llama parámetro. La curva C también 
recibe el nombre de gráfica; esto es, el conjunto de todos los puntos (x, y) que 
satisfacen (1) es la gráfica de las ecuaciones paramétricas. 

Si se elimina el parámetro + del par de ecuaciones (1), se obtiene una 
ecuación en x y y, denominada ecuación cartesiana de C. La eliminación del 
parámetro puede conducir a una ecuación cartesiana cuya gráfica contiene 
más puntos que la gráfica definida por las ecuaciones paramétricas. Esta 
situación se presenta en el ejemplo 3. 


» EJEMPLO 1 Obtenga una ecuación cartesiana de la curva de- 
finida por las ecuaciones paramétricas 


x=2t-3 y y=4t-1 
y dibuje la curva. 


Solución El parámetro £ se elimina de las dos ecuaciones al resolver la 
primera ecuación para £, obteniéndose 


y sustituirlo en la segunda ecuación: 
= 401 3, - 
y = 46 x+ 2 l 
y=2x+5 


La gráfica de esta ecuación es una recta con pendiente 2 e intercepción y 
igual a 5. Esta recta se muestra en la figura 1. Observe en las ecuaciones 
paramétricas que conforme £ crece también lo hacen x y y. Por tanto, 
una partícula que se mueve sobre esta recta va hacia arriba y a la derecha, 
indicado en la figura mediante la flecha. 


En general, la gráfica de cualquier par de ecuaciones paramétricas de la 
forma 
x=at+b y y=c+d 


dondea +0 0 c % 0, es una recta. 


» EJEMPLO 2 Obtenga una ecuación cartesiana de la gráfica de 
las ecuaciones paramétricas 


x= 2cost y y = 2sent 0O< t< 2x 
y dibuje la gráfica. 


x*+y=4 


FIGURA 2 


2 PQ cos t, 2 sen 1) 


2 


FIGURA 3 


x = cosht y y = senht 


FIGURA 4 
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.. . . . y] q” 
Solución A fin de eliminar £ de las dos ecuaciones paramétricas, se 
elevan al cuadrado los dos miembros de cada una de las ecuaciones y se su- 
man, obteniéndose 


x2 4 y? = 4cos*1 + 4sen?? 

x? + y? = 4(cos?t + sen? 1) 

x2+y=4 
La gráfica de esta ecuación es una circunferencia con centro en el origen y 
radio 2. Si se permite que t tome todos los valores del intervalo cerrado 
[0, 271], se obtiene la circunferencia completa iniciando en el punto (2, 0) y se 


recorre en el sentido contrario al giro de las manecillas del reloj, como se in- 
dica en la figura 2. 


Si bien el parámetro de un par de ecuaciones paramétricas representa 
regularmente el tiempo, esto no siempre es así. En el ejemplo 2, el paráme- 
tro £ puede representar la medida en radianes del ángulo medido a partir del 
semieje x positivo hasta el segmento de recta que une el origen con el pun- 
to (x, y) de la circunferencia, como se muestra en la figura 3. 


» EJEMPLO 3 Considere las ecuaciones paramétricas 


x=cosht y y = sem! 
(a) Dibuje la gráfica definida por estas ecuaciones, y (b) obtenga la ecuación 
cartesiana de la gráfica. 
Solución 
(a) Al elevar al cuadrado ambos miembros de las ecuaciones paramétricas 
y restando se tiene 
x2 - y? = cosh?1 - senh?£ 
De la identidad cosh? £ — senh? 1 = 1, esta ecuación se transforma en 
x2-y=1 
cuya gráfica es la hipérbola unitaria. Sin embargo, observe que para 
cualquier número real t£, cosh £ nunca es menor que !. Por tanto, la curva 
definida por las ecuaciones paramétricas consiste de sólo los puritos de 
la rama derecha de la hipérbola. Esta curva se muestra en la figura 4. La 


curva “punteada” de la figura es la rama izquierda de hipérbola unitaria. 
(b) Una ecuación cartesiana de la gráfica es 


12-y=1 x21 4 
Si una curva plana C está definida mediante una ecuación de la forma 
y = f(x), donde f es continua, entonces se pueden obtener las ecuaciones 
paramétricas para C considerando 
x=! y y=f0 
donde t está en el dominio de f. Otras sustituciones para x también pueden 


proporcionar ecuaciones paramétricas para C estipulando que x toma todos 
los valores del dominio de f. 


D EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 La parábola que tiene la 


ecuación y = x? también está definida por las ecuaciones paramétricas 
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[-4.5, 4.5) por [-3, 3] 


x= 2cost y y = 2senf 


FIGURA 5 


PO y 


FIGURA 6 


así como por las ecuaciones paramétricas 
=P y y=(fP 

Sin embargo, las ecuaciones paramétricas 
x= y y=84 


definen sólo la porción derecha de la parábola donde x => 0. 4 


Con el fin de trazar la gráfica de un par de ecuaciones paramétricas, 
consulte el manual del usuario para su graficadora particular. Algunas grafi- 
cadoras requieren que se active el modo paramétrico, mientras que otras 
graficadoras pueden emplear un formato de trazado paramétrico. En cual- 
quier caso, se necesitará introducir a la graficadora las ecuaciones que de- 
finen a x y y como funciones de t. Además, debe indicar los valores mínimo 
y máximo de 1 a considerar. Estos valores se denotarán por tmín Y tmáx- 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 A fin de trazar la gráfica de 


las ecuaciones paramétricas del ejemplo 2, se introduce 


x=>2cost y y = 2sent 


y se considera fmín = 0 y tmáx = 27. En el rectángulo de inspección de 
[-4.5, 4.5] por [-3, 3], se obtiene la circunferencia mostrada en la figura 5. «4 


Las ecuaciones paramétricas pueden emplearse para definir una curva des- 
crita por un movimiento físico. Como ejemplo, se considera una cicloide, la 
curva descrita por un punto de una circunferencia conforme esta rueda a lo 
largo de una recta. Sea a el radio de la circunferencia y sea el eje x la recta fija 
sobre la cual rueda la circunferencia. Considere al origen como uno de los 
puntos donde el punto dado P hace contacto con el eje x, después de lo cual la 
circunferencia ha rodado un ángulo de ! radianes, como se muestra en la fi- 
gura 6. La circunferencia ha rodado una distancia de |oT| unidades, la 
cual también es la longitud del arco PT de la circunferencia. Así, |oT| = al. 
Las coordenadas de C, el centro de la circunferencia, son entonces (at, a). 
Del triángulo rectángulo PAC, |PA| = asen ty |AC| = acos t. Así, 


[or] - [Pa] y y = |7C| - [ac| 


x=at-asent y y =a-acost 


Xx 


Por tanto, las ecuaciones paramétricas de la cicloide son 


x= a(t- sent) y y = a(l — cost) (2) 


donde t es cualquier número real. En la figura 7 se muestra una porción de la 
cicloide. 


x=a(t - sent) y y = a(l - cos í) 


FIGURA 7 


FIGURA 8 
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A continuación se definirán algunos términos relacionados con las curvas 
planas, los cuales se emplearán posteriormente. 


9.1.1 Definición de curva lisa 


Una curva plana C definida por las ecuaciones paramétricas 
x=f(0) y y=82g0 ast<b 


se dice que es lisa (o suave) en el intervalo cerrado [a, b] si f” y g'son 
continuas en [a, b], y F(f) y g((1) no son cero simultáneamente en E 
número del intervalo abierto (a, b). 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 Para la circunferencia del 


ejemplo 2 mostrado en la figura 2 


FO 
FW = -2sent 21) = 2cost 


H 
Ú 


2c0s f 2£(1) 2 sent 


Como f' y g'son continuas para todo 1 y F(t) y g(t) no son cero a la vez en 
cualquier número, entonces la circunferencia es una curva lisa, d 


Si un intervalo 7 puede partirse en un número finito de subintervalos en 
los que la curva Ces suave, entonces se dice que C es lisa a trozos en 1. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 Parala cicloide definida por 
las ecuaciones paramétricas (2) y mostrada en la figura 7 

FO = alt — sent) g(1) = a(l — cost) 

F() = all — cost) 2(1) = asent 
Las funciones f' y g' son continuas para todo t, pero £(£) y g(t) son iguales a 
cero si t = 27cn, donde n es cualquier número entero. Por tanto, la cicloide 


no es una curva lisa. Sin embargo, la cicloide es lisa a trozos porque es lisa en 
cada subintervalo [2 rn, 27x(n + 1)], donde n es cualquier número entero. «4 


9.1.2 Definición de curva cerrada 


Una curva plana C definida por las ecuaciones ñ 
x=f) y y= 80 as<stsb 


se dice que es cerrada si el punto inicial A(f(a), g(a)) y el punto ter- 
minal B(f(b), g(b)) coinciden. 


La figura 8 muestra una curva cerrada y lisa donde los puntos A y B 
coinciden. Una curva que no se cruza a sí misma se denomina curva simple. 


9.1.3 Definición de curva simple 


Una curva plana C definida por las ecuaciones 
1=f(0) y y=80 astsb EE 
se dice que es simple entre los puntos ATf(a), g(a)) y B(£(b), g(b)) si 


(f(41), g(t1)) es diferente del punto (f(t,), g(t9)) para todo +; y t2 dife- 
rentes del intervalo abierto (a, b). 
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(a) Simple pero no cerrada 


ED 


(b) Cerrada pero no simple 


(c) Ni simple ni cerrada 


FIGURA 9 


Las circunferencias y las elipses son ejemplos de curvas cerradas sim- 
ples lisas. La curva de la figura 8 es otro ejemplo de curva cerrada simple lisa. 
La figura 9 presenta ejemplos de curvas lisas que pueden ser simples o ce- 
rradas, o no. En (a) la curva es simple pero no cerrada; en (b) la curva es 
cerrada pero no simple, y en (c) la curva ni es simple ni es cerrada. 

Suponga que una curva lisa C esta definida paramétricamente por 


x=f(0) y y = 20) (3) 


y que este par de ecuaciones define al menos una función diferenciable k para 
la cual y = h(x). Entonces la derivada de cada función Ak, denotada por 
dy[dx, está relacionada con dx/dt y dy[dt mediante la siguiente ecuación 
dada por la regla de la cadena: 

dy _ Y as 


di " dx dt 


Si dx/dt + 0, se pueden dividir ambos miembros de esta ecuación entre 
dx|d+t y obtener 


dy 

dy _ di 

de dí WM, 
di 


Observe que esta ecuación expresa la derivada de y con respecto a x en tér- 
minos del parámetro f para toda función diferenciable h, tal que y = h(x), 
conx = f(0 y y = gl0). 


2 2 r 
Como = ey = 2(2) entonces za = 200 así de (4) 


dx? dxl dx dx? dx 

O. 

Lp MAN 

ae” Td (5) 
dt 


» EJEMPLO 4 Dadas las ecuaciones paramétricas 


x=4-P y y=P2+4t 


o dy dy, 
determine Y zm eliminar 1. 
l .. dy 0 dx o Ñ 
Solución Como q = 2 +4 y E 21, se tiene, de (4), 
dy _21+4 
dx -21 
2 


=-=-]- 2 


t 


Puesto que y” = -1 — 2/1, d(y')/dt = 2/1. Entonces de (5) 


d?y _ ¿a Pa e 
dx? dx/dt y 
_2/A _ 
21 
=-l 4 


Tabla 1 
1 x y 
4 -12 0 
3 -5 3 
2 0 -4 
-1] 3 3 
0 4 0 
l 3 5 
2 0 12 
3 =5 21 
y 


=4-P y y=8 + 4e 


FIGURA 10 


[(20, 10] por [=5, 15] 


2 


x=4-P y y=P +4 


FIGURA 11 


e B(g(b), K(b)) 


ar —+ 


FIGURA 12 
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De (4), la pendiente de la recta tangente en un punto de la curva C de- 
finida por las ecuaciones paramétricas (3) es (dy/dt)/(dx[dt). Por tanto, la 
gráfica tiene una recta tangente horizontal en un punto donde dy/dí = 0 
y dx[di + 0. La gráfica tiene una recta tangente vertical en un punto donde 
dx[dt = 0 y dy[dt 4 0. 


» EJEMPLO 5 Para la gráfica de las ecuaciones paramétricas 
del ejemplo 4 (a), obtenga las rectas tangentes horizontales y verticales, y 
(b) determine la concavidad. (c) Dibuje la gráfica. (d) Apoye la gráfica en la 
graficadora. 


Solución 
(a) Del ejemplo 4, 


x=4-pP y y =P +41 
dx __ dy 
a. el y a a 


Cuando £ = -2, dy[dt = O y dx[d1 % O. Así, la gráfica tiene una recta 
tangente horizontal en (0, -4). Cuando £ = 0, dx[dt = 0 y dy/dt x 0. 
Por tanto, la gráfica tiene una recta tangente vertical en (4, 0). 
(b) También de la solución del ejemplo 4, 
d 2y O | 


dx? pP 
Como d?y/dx? > O cuando £ < 0, entonces la gráfica es cóncava 
hacia arriba para estos valores de £. De manera semejante, la gráfica es 
cóncava hacia abajo cuando t > 0, debido a que d?y/dx? < 0. 

(c) La tabla 1 presenta valores de x y y para valores particulares de £. Con los 
puntos obtenidos a partir de estos valores, y el conocimiento de las rectas 
tangentes horizontal y vertical así como de la concavidad, se obtiene la 
gráfica mostrada en la figura 10. 

(d) La figura 11, que muestra la gráfica trazada en el rectángulo de ins- 
pección de [-20, 10] por [=5, 15], apoya la gráfica dibujada de la fi- 
gura 10. 4 


Como se indicó en la sección 7.7, donde se estableció y demostró el 
teorema del valor medio de Cauchy, ahora se dará una interpretación geo- 
métrica de este teorema. Recuerde que el teorema establece que si f y g son 
dos funciones tales que (1) f y g son continuas en [a, b] (ii), f y g son di- 
ferenciables en (a, b), y (ii) para toda x en (a, b), g(x) + 0, entonces 
existe un número z en el intervalo abierto (a, b) tal que 


Fo) fa) _ fu) 
g(b) — g(a) 8 (2) 


La figura 12 muestra una curva que tiene las ecuaciones paramétricas 
x = gl) y y = f(0), donde a < £ < b. La pendiente de la curva de la fi- 
gura en un punto particular está determinada por 


dy UU) 
O) - 


y la pendiente del segmento de recta que pasa por los puntos A(g(a), fa)) 
y B(g(b), F(b)) está dada por 
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ÍF(b) — fa) 
8(b) — g(a) 


El teorema de valor medio de Cauchy establece que las pendientes son igua- 
les para al menos un valor de t entre a y b. Para la curva mostrada en la figu- 
ra 12, cuatro valores de rf satisfacen la conclusión del teorema: f = 2j, 


t= 221 = 23Yy!= Z4 


EJERCICIOS 9.1 


En los ejercicios 1 a 10, dibuje la gráfica de las ecuaciones 
paramétricas y obtenga una ecuación cartesiana de la gráfica. 


l. x= 4cost,y = 4sent,r E [0, 21] 

2. x= 4cost,y = 4sent,t E [0, 71] 

3. x= 4c05s1, y = 4 sent;1 E 3%, 37 

4. x= 9cost,y = 4sent;t E [0,211] 

5. x= 4cost,y = 25 sent;1 E [0, 211] 

6. x=4cosf,y = 25sent;t E Ljx Lal 

7. x= 4secty=9tann1E (ix la) 

8 x= 4unty = 9sect11 E [0,113 U lx, 3m 

9 x=3-?2y=4+! 

10. x=2-Sy=1t+1 

En LoS ejercicios 11 a 16, calcule 2 y a sin eliminar el 
parámetro. Ñ 

1. x= 31 y =28P LD ox=1-Py=1+1 
13. x=Pely=:tIlnt 1 x=e*% y= 1 + cost 
15. x=acost,y=bsent 16. x = acosht, y = bsenht 


En los ejercicios 17 a 21, para la gráfica de las ecuaciones 
paramétricas (a), obtenga las rectas tangentes horizontales y 
verticales, y (b) determine la concavidad. (c) Dibuje la gráfica. 
(d) Apoye la gráfica en la graficadora. 


17. x= 42 -4ty=1-4P 
18. x= +1y=P-1 
19. x=28P, y = 4? 
20. x= 2? y = 318 
2 
2. x= A, = er ál + -1 
(la hoja de Descartes) 
22, Trace la hoja de Descartes del ejercicio 21 en la grafica- 


23. 


dora y determine la porción de la hoja zenerada cuando 
(a) 1 < —-1;(b) -1 <1<0;(c)1 > 0. 


Obtenga una ecuación cartesiana de la hoja de Descartes 
del ejercicio 21. Sugerencia: elimine 1 evaluando x? + y?. 


. Un proyectil se desplaza de modo que las coordenadas de 


su posición en cualquier instante f están dadas por las 
ecuaciones paramétricasx = 601 y y = 801 — 161?. 
Dibuje la trayectoria del proyectil y verifique la gráfica en 
la graficadora. 


25. 


27. 


32. 


33. 


Obtenga una ecuación de la recta tangente en el punto de 
la curva definida por las ecuaciones paramétricas x = 2 
sen! y y = 5cos 1, parael cuali = l7. 

Obtenga una ecuación de la recta tangente en el punto de 
la curva definida por las ecuaciones paramétricas 


x= 1+3sentyy= 2 - 5cost, parael cual! = ¿7 
dy Py dy ms 
Calcule da a Ya en el punto de la cicloide que 


tiene ecuaciones (2) para el cual y alcanza su valor máxi- 
mo cuando x está en el intervalo cerrado [0, 27a]. 
Demuestre que la pendiente de la recta tangente a la ci- 
cloide que tiene ecuaciones (2) en f£ = t, es cot 21 
Después, deduzca que la recta tangente es vertical cuan- 
dot = 2nx, donde n es cualquier número entero. 


Calcule el área de la región limitada por el eje x y un arco 
de la cicloide que tiene las ecuaciones (2). 


Determine el centroide de la región del ejercicio 29. 
Las ecuaciones paramétricas para la trocoide son 


x=at=bsent y y=a- bcost 


(a) Si a > b > 0, demuestre que la trocoide no tiene 
ninguna recta tangente vertical. Trace la trocoide en la 
graficadora para + € [-7, 1] si(bba=3 yb=l, y 
(e) a = 1 yb = 3. Dibuje lo que muestra la pantalla de la 
graficadora. Verifique que para el dibujo del inciso (b), 
donde a > b, la trocoide no tiene ninguna recta tangente 
vertical, mientras que en el inciso (c), donde a < b, la 
trocoide tiene dos rectas tangentes verticales. 


Una hipocicloide es la curva descrita por un punto P de 
una circunferencia de radio b que rueda dentro de una 
circunferencia fija de radio a, a > b.Si el origen está en el 
centro de la circunferencia fija, A(a, 0) es uno de los 
puntos en los que el punto P hace contacto con la circun- 
ferencia fija, B es el punto móvil de tangencia de las dos 
circunferencias, y el parámetro f es el número de radianes 
del ángulo AOB, demuestre que las ecuaciones paramé- 
tricas de la hipocicloide son 

a-b 


b 


x= (a -— b)cost + bcos 1 


a-b 

b 
Trace en la graficadora la hipocicloide del ejercicio 32 si 
(a)a=6yb=2 para 1 E [-7Í1l; (b) a = 12 y 
b =2parat € [-1, Al. 
Dibuje lo que muestra la pantalla de la graficadora. ¿Cuán- 
tas cúspides tiene la hipocicloide en cada caso? 


y = (a — b)sent — bsen 1 


35. 


36. 


37. 


9.2 


. Trace en la graficadora la hipocicloide del ejercicio 32 si 


(a)a=8yb=7 parat E [-87, 81); (b) a = 8 y 
b = 3 para! € [-41, 4717]. Dibuje lo que muestra la pan- 
talla de la graficadora. ¿Cuántas cúspides tiene la hipoci- 
cloide en cada caso? 


Si a.= 4b en el ejercicio 32, se tiene una hipocicloide de 
cuatro cúspides. (a) Demuestre que las ecuaciones paramé- 
tricas de esta curva son x = acos? 1 y y = a sen? 1. Trace 
en la graficadora la hipocicloide de cuatro cúspides si 
(b) a = 4parat E [-7, 71), y (c) a = 8 para! € [-x, 717]. 
Dibuje lo que muestra la pantalla de la graficadora. 

(a) A partir de las ecuaciones paramétricas del ejercicio 
35, obtenga una ecuación cartesiana de la hipocicloide de 
cuatro cúspides. (b) Utilice la ecuación cartesiana del in- 
ciso (a) para dibujar la gráfica de esta hipocicloide. 


En el ejercicio 44 de la sección 7.3, se definió la tractriz 
como la curva tal que la longitud del segmento de toda 
recta tangente desde el punto de tangencia al punto de 
intersección con el eje x es una constante positiva a. En ese 
ejercicio se obtuvo la ecuación cartesiana de la tractriz: 
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39. 


x= aq 


22 
in 4 da VEA 


- y 


(a) Demuestre que las ecuaciones paramétricas de la 
tractriz son 


! ! 
x=1t-atamh- = asech - 
a O 4 
Sugerencia: sustituya el valor de y en términos del pará- 
metro 1 en la ecuación cartesiana, simplifique utilizando 
identidades hiperbólicas, y obtenga el valor de x en tér- 
minos del parámetro f. 


(b) Utilice las ecuaciones paramétricas del inciso (a) para 


trazar en la graficadora la tractriz para la cual a = 4. 
Dibuje lo que muestra la pantalla de la graficadora. 


. Demuestre que el parámetro f de las ecuaciones para- 


métricas de la tractriz (vea el ejercicio 37) es la intercep- 
ción x de la recta tangente. 


Explique la importancia de las ecuaciones paramétricas en 
el estudio de las curvas planas. 


9.2 LONGITUD DE ARCO DE UNA CURVA PLANA 


En la sección 6.1 se obtuvo una fórmula para calcular la longitud de arco de 
la gráfica de una función. Ahora se desarrollará un método para determinar la 
longitud de arco de una curva plana general, no necesariamente la gráfica de 


una función. 


Sea C la curva definida por las ecuaciones paramétricas 


x=f0) y y=80 


y suponga que f y g son continuas en el intervalo cerrado [a, b]. Se desea 
asignar un número £ para representar el número de unidades de la longitud 
de arco de C desde £ = a hasta + = b. Se procederá como en la sección 6.1. 


PF), ¿(0)) 


y 


l PF), 81) 


P, ¡(FG - 0, 84, )) 


Pou fa), gla)) 


E E E de 


FIGURA 1 


Sea A una partición del intervalo: cerrado [a, b] formada al dividir el 


intervalo en n subintervalo eligiendo n = 
to = ayt,= by tt, Sl 


1 números entre a y b. Sean 
, tn los números intermedios: 


O<4<...< tay< ta 
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El ¡-ésimo subintervalo es [t;_¿, t;] y el número de unidades de su longi- 
tud, denotado por Aj, es t; — f¡-1, donde ¿ = 1,2,...,n. Sea l A [| la nor- 
ma de la partición, de modo que At < || A [|.. 

Asociado con cada número f; se tiene un punto P;( ON g(t;)) de C. 
Desde cada punto P;_¡ se dibuja un segmento de recta hasta el siguiente 
punto P;. Vea la figura 1. El número de unidades de la longitud del segmen- 
to de recta de P;_, a P; se denota por | PvP; | . De la fórmula de la distancia 
se tiene 


PP il = ÁLG - FP + Le) — 24-98 (1 


La suma de los números de unidades de las longitudes de los n 
segmentos es 


Y [B-,A1 
i=1 


Nuestra noción intuitiva de la longitud de arco desde £ = a hasta £ = b nos 
conduce a definir el número de unidades de la longitud de arco como el 
límite de esta suma cuando | A 1 tiende a cero. 


9.2.1 Definición de longitud de arco de una curva plana 


Sea Cla curva que tiene las ecuaciones paramétricasx = f(t) y 

= g(t). Suponga que existe un número L que tiene la siguiente pro- 
piedad: Para cualquier € > 0 existe Ú > O tal que para toda parti- 
ción A del intervalo [a, b] para la cual || A || < 4, entonces 


> [AGA] - 
i=1 


Esto se expresa como 


im Y [AA ¡Bl 


y L unidades se denomina la longiénd de urco de la curva C desde el 
punto (fa), g(a)) hasta el punto (F(b), g(b)). 


a 


Se dice que el arco de la curva es rectificable si el límite de la definición 
9.2.1 existe. Si f' y g' son continuas en [a, b], se procede como sigue para 
determinar una fórmula a fin de evaluar este límite. 

Como f' y g' son continuas en [a, b), son continuas en cada subinter- 
valo de la partición A. De modo que f y g satisfacen la hipótesis del teorema 
del valor medio en cada subintervalo [t;_,, t;]; por tanto, existen números 
z; y w; en el intervalo abierto (t;_ 1, £;) tales que 


FU) — FG) = FORA: y 80) — 8-1) = 8(w;) Ajt 
Al sustituir de estas ecuaciones en (1) se obtiene 
[PP] = Y SGHASP + [g0J4 18 
PaPil= JLGOP + le Grp Ar (2) 


donde z, y w; están en el intervalo abierto (t;.. ¡, £;). Así, de la definición 9.2.1 
y (2), si el límite existe, entonces 
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L= lím y GOR + lg 0o)R Aj (3) 
llali=o ¿= 
La suma en (3) no es suma de Riemann debido a que 2 y w; no son 
necesariamente los mismos números. Por esta razón no puede aplicarse la 
definición de integral definida para evaluar el límite de (3). Sin embargo, 
existe un teorema que puede aplicarse con el fin de evaluar este límite. Se 
establecerá el teorema sin demostración debido a que está más allá del al- 
cance de este libro. La cmo ación puede encontrarse en un texto de 
Cálculo avanzado. 


9.2.2 Teorema 


Si las funciones F y G son continuas en el intervalo cerrado [a, b], en- 


tonces la función /F? + G? también es continua en [a, b], y si A es 
una partición del intervalo [a, b], y 2; y w; son cualesquiera dos núme- 
ros de (£;_,, 1;), entonces 


b > 
y JTEGIA + (GO) PA = [ [FOR + ¡Gra 


lalo 2 


Al aplicar este teorema a (3) donde Fes f' y Ges g, se tiene 


b 
-/ ÁEOP + [e (or de 
a 


Este resultado se establece en el teorema siguiente 


9.2.3 Teorema 


Sea C la curva cuyas ecuaciones paramétricas sonx = f(1) y y = g(), 
y suponga que f* y g' son continuas en el intervalo cerrado [a, b]. Si 
L unidades es la longitud de arco de la curva C desde el punto (f(a), 
g(a)) hasta el punto (£(b), g(b)), entonces 


b 
= [ LO + [e (oP de 
a 


» EJEMPLO 1 Calcule la longitud de arco de la curva cuyas ecua- 
ciones paramétricas son 


=P y y=28 
para cada uno de los casos: (a) det = 0 a ft = l;(b)det =-2 af =0, 


Solución La curva se muestra en la figura 2 y tiene las ecuaciones 
paramétricas x = f(t) y y = g(t) donde 


fo =8B 2) = 28 
FO = 3% 20 =4 


El teorema 9.2.3 se aplica a los incisos (4) y (b) donde £, unidades es la lon- 
gitud de arco de + = 0 a t = l, y £;, es la longitud de arco de t = -2 a 
t=0. 
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1 0 
(a) La -| 191% + 1612 dt (b) L£, -| 491% + 1612 dt 
0 -2 
1 0 Ñ 
- | V12 4912 4 16 de = | 412491? +16dt 
0 -2 
1 0 
- | 14912 +16 dt - | -14912 +16 dt 
0 -2 
. : o 
= ¿OR + DON =-5 308% + 19p/] 


- 10163 - (529/?] 


= ¿105y2 - (163) 
= ¿(25 — 64) = 3 (104/13 — 64) 


61 
= 2 = 11.5 


Observe que en la tercera integral del inciso (a) se sustituyó Je por £ 
ya que O < 1 < l. En cambio, en la tercera integral del inciso (b) se 
reemplazó +/12 por —1 puesto que-2 < 1 < 0. 4 


» EJEMPLO 2 Deduzca la fórmula para determinar la longitud 
de la circunferencia de radio a al calcular la longitud de arco de 


XxX=acost y y = asent 0O<t<2x 


Solución Con ft) = a €os t y g(t) = a sen t, f(t) = —a sen t y 
21) = acos t. Si L es la longitud de la circunferencia, del teorema 9.2.3, 
se tiene 


L 


H 


21 
[ ¿Ga sen £)? + (a cos 19? dt 
0 


27 
[ Ja? (sen? 1 + cos? 1) di 
0 


21 
ya | di 
0 
27 
= at), 
= 27a 4 


Justo como ocurrió cuando se calculó la longitud de arco de la gráfica 
de una función, la integral definida obtenida al aplicar el teorema 9.2.3 fre- 


cuentemente es difícil o imposible de evaluar mediante el segundo teorema . 


fundamental del Cálculo. Sin embargo, con el procedimiento NINT de la gra- 
ficadora se puede aproximar el valor como se muestra en el ejemplo siguiente. 


» EJEMPLO 3 Trace la curva cuyas ecuaciones paramétricas son 


x=sent y y=e!l OS<ItS<T 


y calcule su longitud de arco con cuatro dígitos significativos. 
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j 


[0,2] por [0,25] 


Solución La figura 3 muestra la curva trazada en el rectánguloede 
inspección de [0,2] por [0, 25]. Sean f(t) = sen t y g(t) = e!, de modo 
que f(r) = cos t y g(t) = e!, Del teorema 9.2.3, si L es la longitud de arco 
de la curva dada, entonces, 


Tr 
L -| cos? 1 + e2 di 
0 


En la calculadora se obtiene 


x=sent y y=e Ost<x NINT (ycos? t + e?!, 0,11) = 22.40 
FIGURA 3 Conclusión: La longitud de arco es 22.40. 4 


EJERCICIOS 9.2 


En los ejercicios 1 a 14, calcule la longitud de arco exacta de 
la curva definida por el gonjunto dado de ecuaciones paramé- 
tricas. Trace la curva en la graficadora y observe si la lon- 
gitud de arco aparente que se muestra en la gráfica apoya la 
respuesta. 


a YE L 
Lox= 31 > 


2 x=38f y =2Pidt=0at=3 


2 


+ty= 1P-ndt=0at=1 


3 x='P +21y=P-2tdt=0a1t1=2 


=P y = 3Pider=-2ar=0 


. XxX 

5 x=28% y=2Pdet=lat=2 

6. x= ty = coshtider = 0at = 3 

.. x=3e*% y = -4e "det = 0at = In5 
8 x=12+3 y=31%der=lat=4 


9 x=e'cost,y = e'sentidet = 0at = 1 


10. x= Insent,y = 1 + l;det = ¿mat= lx 


M. x=tan!liy= ¿In? + l)der=0at=1 

DM. x = 2cos 1 + 1senf), y = 2(sen 1 — tcos ft); de t = 0 
at= 32 

13. x= 4sen2t y = 4cos2tide!=0at=x%xE 

M. x=e"costy=e'sentidet=0at=x 


En los ejercicios 15 a 22, utilice NINT en la graficadora para 
obtener un valor aproximado con cuatro dígitos significativos 
de la longitud de arco de la curva definida por las ecuacio- 
nes paramétricas dadas. 


l5.x=1+2y=4P + 5ndt=0a1=3 
16. x= 2 + 31, y = 2t- lider =lat=2 
17. x= 3cost,y = 2sentider=0a tf = ¿7 


18. x = 2secrt, y = 3Jtantider=0at= ¿7 


1 
4 


19. x = 8tant,y = 6sect; det inat=x 
20. x= e. y=Inrnder=lar=5 


2d.x=4-1Py=8P + 4rider=-4at=4 


22, 
23, 


4. 


25 


26 


27. 


28. 


x= 3Jly= 4Bider=-lart=1 
Calcule la longitud de la hipocicloide completa de cuatro 
cúspides: 
x=acost y y=asemt 
Calcule la longitud de un arco de la cicloide 
x=a(t- sent) y y = a(l — cos!) 


Calcule la longitud de la tractriz 
x=0-atamhl y y = asechl 
a a 


desde! = aat = la. 

Determine la distancia recorrida por una tachuela clavada 
en la llanta de una rueda de bicicleta si su radio es de 
40 cm y la bicicleta recorre una distancia de 507 m. Su- 
gerencia: la trayectoria de la tachuela es una cicloide. 

(a) Demuestre que la curva definida por las ecuaciones 
paramétricas 


x=asent y y=bcost a> b 


es una elipse. 


(b) Si C es la longitud de la elipse del inciso (a), demues- 
tre que 


m/2 
=== 
C= | ay 1 — k? sen? 1 di 
0 


donde k? = (a? — b2/a? < 1]. Esta integral se deno- 
mina integral elíptica y no puede evaluarse exactamente 
en términos de funciones elementales. 


(a) Utilice la fórmula del ejercicio 27(b) y NINT en la 
graficadora para determinar la longitud de la elipse defi- 
nida por las ecuaciones paramétricas 


x=5sent y y=4cost 


(b) Trace la elipse en la graficadora. Apoye la respuesta del 
inciso (a) determinando los perímetros del rombo inscrito 
y del rectángulo circunscrito en la elipse y mostrando que 
la longitud de la elipse está entre estos dos perímetros. 
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9.3 COORDENADAS POLARES Y GRAFICAS POLARES 


P(r, 0) 


FIGURA 1 


PQ, 3m 


(a) 


(e) 
FIGURA 2 


Hasta ahora, se ha localizado un punto en un plano mediante sus coordenadas 
cartesianas rectangulares. Otros sistemas coordenados permiten ubicar un 
punto en el plano, y el sistema de coordenadas polares es uno de ellos. Este 
sistema es importante debido a que ciertas curvas tienen ecuaciones más 
simples en coordenadas polares. Además, las tres cónicas (parábola, elipse e 
hipérbola) pueden representarse mediante una ecuación, como se verá en 
la sección 9.5. Esta ecuación se aplica en física para deducir las leyes de 
Kepler, y en astronomía, en el estudio del movimiento de los planetas. 

Las coordenadas cartesianas son números, la abscisa y la ordenada, 
que representan la distancia dirigida a partir de dos rectas fijas. Las coor- 
denadas polares consisten de una distancia dirigida y la medida de un án- 
gulo en relación a un punto fijo y un rayo fijo (o semirecta). El punto fijo se 
denomina polo (u origen) y se representa mediante la letra O. El rayo fijo 
recibe el nombre de eje polar (o recta polar), la cual se denota por OA. El 
rayo OA usualmente se dibuja horizontal y se prolonga indefinidamente 
hacia la derecha. Vea la figura 1. 

Sea P cualquier punto del plano diferente de O, Sea 6 la medida en ra- 
dianes del ángulo dirigido AOP, positivo cuando se mide en el sentido con- 
trario al giro de las manecillas del reloj y negativo en el caso contrario, que 
tiene como su lado inicial el rayo OA y como su lado final el rayo OP. Si r 
es la distancia no dirigida de O a P (esto es, r = POP | ), un conjunto de 
coordenadas polares de P está dado por r y 6, y se denotan estas coorde- 
nadas como (r, 6). 


» EJEMPLO 1 Localice cada uno de los siguientes puntos que 
tienen los conjuntos dados de coordenadas polares: (a) (2, 10; (b) (5, 37m); 
(90,30, 3, 1D, (0) (4-0, (0,7. 


Solución 


(a) El punto (2, 377) se determina al dibujar primero el ángulo que tiene 
una medida en radianes de $ 71, cuyo vértice está en el polo y su lado ini- 
cial sobre el eje polar. El punto en el lado terminal que está a 2 unidades 
del polo es el punto (2, 7. consulte la figura 2(a). De manera seme- 
jante se obtienen los puntos que se muestran en las figuras 2(b)<f). 4 


d > EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 La figura 3 muestra el pun- 


to (4, ¿ 72). Otro conjunto de coordenadas polares para este punto es (4, —¿ 11); 
vea la figura 4. Además, las coordenadas polares (4, 271) también repre- 
sentan el mismo punto, como se muestra en la figura 5. 


En realidad, las coordenadas (4, ¿7 + 2k 1), donde k es cualquier nú- 
mero entero, proporcionan el mismo punto. Así, un punto particular tiene 
un número ilimitado de conjuntos de coordenadas polares, a diferencia del 
sistema de coordenadas cartesianas rectangulares, en el cual existe una 
correspondencia uno a uno entre las coordenadas y la posición de los pun- 
tos en el plano. Un ejemplo más se tiene al considerar conjuntos de coorde- 
nadas polares para el polo. Sir = O y 0 es cualquier número real, se tiene el 
polo designado por (0, 6). 


PE, -m 
TS A 
Ñ 
E 
(£) 
FIGURA 2 
Pain) 
ix 
o 
FIGURA 3 
Pm 
A 
-21 
FIGURA 4 
Pia, Um 
17 
6 FE 
A 
FIGURA 5 
y 


FIGURA 8 
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A continuación se considerarán las coordenadas polares para las cuales r 
es negativo. En este caso, en lugar de que el punto esté en el lado terminal 
del ángulo, el punto se encuentra sobre la prolongación del lado terminal, la 
cual es el rayo desde el polo que se extiende en sentido opuesto al lado ter- 
minal. En consecuencia, si P está sobre la prolongación del lado terminal 
del ángulo cuya medida en radianes es 6, entonces un conjunto de coorde- 
nadas polares de Pes (r, 6), donde r = -[OP]. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 El punto (-4, -!7) mos- 
trado en la figura 6 es el mismo punto que (4, ¿70), (4, -¿m) y (4, Eo) del 
ejemplo ilustrativo |. Otro conjunto de coordenadas polares para este punto 
es (-4, E 71); vea la figura 7. 


0) 
P(4,- 15 PEA ¿7 
s. 


o de 
y 


FIGURA 6 FIGURA 7 4 


A menudo el ángulo se mide en radianes: de modo que un conjunto 
de coordenadas polares de un punto es un par ordenado de números reales. 
Para cada par ordenado de números reales existe un único punto al que le 
corresponde este conjunto de coordenadas polares. Sin embargo, se ha visto 
que un punto particular puede representarse mediante un número ilimitado 
de pares ordenados de números reales. Si el punto P no es el polo, y r y 6 se 
restringen de modo que r > 0y 0 <8< 2x, entonces P tiene un único 
conjunto de coordenadas polares. 

En ocasiones se desea hacer referencia a las coordenadas cartesianas 
rectangulares y coordenadas polares de un punto. Para lograr esto, se consi- 
dera el origen del primer sistema como el polo del segundo sistema, el eje 
polar como la parte positiva del eje x y el rayo para el cual 9 = ¿como la 
parte positiva del eje y. 

Suponga que P es un punto cuya representación en el sistema de coorde- 
nadas cartesianas rectangulares es (x, y), y (r, 0) es la representación en 
coordenadas polares de P. Como caso particular, suponga que P está en el 
segundo cuadrante y r > 0, como se muestra en la figura 8. Entonces 


cosg9= sen = A 
[OP | [OP | 
= AX e 
Or or 
De este modo, 
x=rc0s0 y y= rsen0 Ep) 


Estas ecuaciones se cumplen para P en cualquier cuadrante y r positivo 
o negativo. De las ecuaciones no sólo se pueden obtener las coordenadas 
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cartesianas rectangulares de un punto cuando se conocen las coordenadas 
polares, sino que también se puede obtener una ecuación polar de una curva 
a partir de su ecuación cartesiana rectangular. 

Con el fin de deducir las ecuaciones que proporcionen un conjunto de 
coordenadas polares de un punto cuando se conocen sus coordenadas carte- 
sianas rectangulares, se elevan al cuadrado los dos miembros de cada ecua- 
ción de (1), se iguala la suma de los miembros izquierdos a la suma de los 
miembros derechos, y se resuelve para r, obteniéndose 


A + y (2) 


Al dividir miembro a miembro las ecuaciones de (1) se tiene 


r sen O 
rcosO 


tan 9 = ? 
Xx 


BA 


= 


sixx0 (3) 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3  Lafigura 9 muestra el punto 


cuya representación en coordenadas cartesianas es (— /3, —1). Para obtener las 
” * coordenadas polares (r, 9), donder > 0 y 0 < 6 < 2x, se aplican (2) y (3): 


> r= 4/3 +1 tan O = TA 
=2 9 = ix (yaque 7<O0< im) 
FIGURA 9 Así, el punto es (2, 17). Se 


Una ecuación en coordenadas polares se denomina ecuación polar a fin 
de distinguirla de una ecuación cartesiana, término empleado cuando una 
ecuación está dada en coordenadas cartesianas rectangulares. 


» EJEMPLO 2 Obtenga una ecuación cartesiana de la gráfica 
que tiene la ecuación polar 


r? = 4sen 20 


Solución Debido a que sen 28 = 2 sen O cos 6, se tiene que sen 28 = 
2(y/1M(x/r), donde r < 0. Con esta sustitución y r2 = x2 + y?, se obtiene de 
la ecuación polar dada 


x2 + y2 
12 + y? 
x2 + y? 


(12 + y2y? 


«ot 


8xy 
72 
8xy 
x? + y? 
8xy d 


La gráfica de una ecuación en coordenadas polares, denominada gráfi- 
ca polar, consiste de aquellos, puntos y sólo aquellos, que tienen al menos 
un par de coordenadas polares que satisfacen la ecuación. A continuación 
se tratarán las propiedades de dichas gráficas, las cuales se obtendrán a 
mano y en la graficadora. 


IN 


FIGURA 12 


r sen 9=3 


FIGURA 13 
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La ecuación 
0 =.0 


donde C es una constante, es satisfecha por todos los puntos cuyas coordenadas 
polares son (», C) sin importar el valor de r. Por tanto, la gráfica de esta ecuación 
es una recta que contiene al polo y forma un ángulo de C radianes con el eje 
polar. Vea la figura 10. La misma recta está representada por la ecuación 


06=Cikr 


donde k es cualquier número entero. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 
(a) La gráfica de la ecuación 


0= 27 


se presenta en la figura 11, y es la recta que pasa por el polo y forma un 
ángulo de | z radianes con el eje polar. La misma recta está dada por las 
ecuaciones 


O= ix 0= ¿1 0=- 


y así sucesivamente. 
(b) La figura 12 muestra la gráfica de la ecuación 


iZ 
0 = ¿xn 


la cual es la recta que pasa por el polo y forma un ángulo de 27 ra- 
dianes con el eje polar. Otras ecuaciones de esta recta son 


as O Dil == 
0= ¿X 0= :T 0 =-¿AT = -¿A 


etcétera. d 


En general, la forma polar de una ecuación de una recta no es tan simple 
como la forma cartesiana. Sin embargo, si la recta es paralela al eje polar o 
al eje ¿ xr, entonces la ecuación es bastante sencilla. 

Si una recta es paralela al eje polar y pasa por el punto B cuyas cabrde- 
nadas cartesianas son (0, b) y cuyas coordenadas polares son (b, 371), enton- 
ces una ecuación cartesiana es y = b. Si se sustituye y por r sen 6, se tiene 


rsenó = b 


la cual es la ecuación polar de cualquier recta paralela al eje polar. Si b es 
positivo, la recta está por arriba del eje polar. Si b es negativo, la recta 
está por debajo del eje polar. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 5 — Enla figura 13 se tiene la 


gráfica de la ecuación 


rsen0 = 3 


mientras que en la figura 14 se muestra la gráfica de la ecuación 


rsen8 = -3 d 
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(3,32) 


ja] 


oi 


rsen Ó=-3 


2 


3 
¿A 


FIGURA 14 


rcos 9=3 


3 
¿A 


rcos 9=-3 


3,m) 


FIGURA 15 


to 


3 
3 


FIGURA 16 


¡ir 
] 


r=4 
FIGURA 17 


Ahora considere una recta paralela al eje 37 o, equivalentemente, per- 
pendicular al eje polar. Si la recta pasa por el punto A, cuyas coordena- 
das cartesianas son (a, 0) y cuyas coordenadas polares son (a, 0), una 
ecuación cartesiana esx = a. Al sustituir x por r cos O se obtiene 


rcosó = a 


la cual es la ecuación de cualquier recta perpendicular al eje polar. Si a es 
positivo, la recta está a la derecha del eje +7. Si a es negativo, la recta está 
a la izquierda del eje 3 T. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 6 


fica de la ecuación 


La figura 15 muestra la grá- 


rcos6 = 3 


y la figura 16 presenta la gráfica de la ecuación 


rcos 8 = -3 a 


La gráfica de la ecuación 
r=C 


donde C es cualquier constante, es una circunferencia cuyo centro está en el 
polo y su radio es | Cc | . La misma circunferencia está dada por la ecuación. 


r=-C 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 7 


gráfica de la ecuación 
r=4 


la cual es una circunferencia con centro en el polo y radio 4. La misma 
circunferencia está dada por la ecuación 


r =-4 


, 
aunque el uso de esta ecuación no es común. de! 


En la figura 17 se muestra la 


Como ocurre para la recta, la ecuación polar general de.una circunfe- 
rencia no es tan simple como la forma cartesiana. No obstante, se tienen 
casos especiales en los que una ecuación de una circunferencia merece 
considerarse en forma polar. 

Si una circunferencia contiene al origen (el polo) y tiene su centro en el 
punto de coordenadas cartesianas (a, b), entonces una ecuación cartesiana de 
la circunferencia es 


12 4 y? - 2ax - 2by =0 
Una ecuación polar de esta circunferencia es 


(r cos 6? + (rsen 9)? — 2a(rcos 0) — 2b(r sen 6) 
rA(cos? 8 + sen? 0) -2arcos O — 2brsen 6 

r? — 2arcos O — 2brsen 8 = 
r(r — 2acos O — 2b sen O) = 
r —2acos6 - 2bsen0 = 


o0oo0ooo 


r=0 


Como la gráfica de la ecuación r = 0 es el polo y el polo (r = O cuando 
0 = tan”l(-a/b)) está en la gráfica de r - 2a cos O — 2b sen O = O, una 
ecuación de la circunferencia es 
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¿7 r = 2acos 9 + 2b sen 0 


Cuando b = 0, en esta ecuación, se tiene 


(2a, 0) r=2acos 0 


O Esta es una CEnacIón polar de la circunferencia de radio la | unidades, tan- 
gente al eje > l 7, y con su centro en el eje polar o en su prolongación. Si 
a >0, la rcuntefencia está a la derecha del polo como en la figura 18, y 
sia < 0, la circunferencia se encuentra a la izquierda del polo. 

Sia = Oen la ecuación r-= 2a cos O + 2b sen Ó, se tiene 


io 
Ja 


r = 2bsen 0 


r=2acos 9 
la cual es la ecuación polar de la circunferencia de radio [5] unidades, con 


su centro sobre el eje 5 27 o en su prolongación, y es tangente al eje polar. 
Sib > O, la circunferencia está por arriba del polo, y si b < 0, la circun- 
ferencia se encuentra debajo del polo. 


FIGURA 18 


» EJEMPLO 3 Dibuje la gráfica de cada una de las siguientes 
ecuaciones: (a) r = 5cos 6; (b) r = —6 sen 6. 


Nba 


ed 
T Solución 
(a) La ecuación 


= 5cos 0 


(9) es de la forma r = 2a cos 9 con a = 5. Por tanto, la gráfica es una cir- 
cunferencia con Eno en el punto que Hiéne coordenadas polares ( 3 30) y 
1 es tangente al eje 5 l La gráfica se presenta en la figura 19. 

Jl " (b) La ecuación 


= —-6sen 09 


NOA 
E 


r=3c0s 0 es de la forma r = 2b sen O con b = -3. La gráfica es una circunfe- 
rencia con centro en el punto que tiene coordenadas polares (3, 37m) y 
es tangente al eje polar. La figura 20 muestra la gráfica. 


Lx Resumen de ecuaciones polares de rectas 
y circunferencias 


FIGURA 19 


10 C, a y b son constantes 
0.=C Recta que contiene al polo; forma un ángulo 
de C radianes con el eje polar. 
rsen0= b Recta paralela al eje polar; arriba del eje polar 
si b > 0; debajo del eje polar si b<0. 
rcosb= a Recta paralela al eje ea a la derecha del eje 
lx si a > 0; a la izquierda del eje ¿7 si 
a<o0. 
r=C Circunferencia; centro en el polo; radio C. 
> r =2acos0  Circunferencia; radio | a |; tangente al eje 37; 
centro en el eje polar o en su prolongación. 
r=-6 sen 0 r = 2bsen09  Circunferencia; radio |b|; tangente al eje po- 


á e Y . 
FIGURA 20 lar; centro en el eje 570 en su prolongación. 
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A olivia O 
232333 23 


FIGURA 21 


Antes de discutir otras gráficas polares, se establecerán los siguientes 
criterios de simetría, los cuales pueden demostrarse a partir de la definición de 
simetría de una gráfica dada en la sección del apéndice A.2. 


Criterios de simetría 


Una gráfica es 
(i) simétrica con respecto al eje polar si se obtiene una ecuación 
equivalente cuando (r, 0) se sustituye por (r, -0) o (=r, 1 — 0); 
(ii) simétrica con respecto al eje Lx si se obtiene una ecuación equiva- 
lente cuando (r, 0) se sustituye por (r, 1 — 0) o (-r, -—0); 
(ii) simétrica con respecto al polo si se obtiene una ecuación equivalente 
cuando (r, 0) se sustituye por (—r, 0) o (r, x + 0). 


D EJEMPLO ILUSTRATIVO 8 Para la gráfica de la ecuación 
r = 4c0s 20 


se aplicarán los criterios de simetría con respecto al eje polar, al eje 27 y 
al polo. 

Para el criterio de simetría con respecto al eje polar, se sustituye 
(r, 0) por (r,—0) y se obtiene r = 4 cos(-28), la cual es equivalente a 
r = 4cos 26. Por tanto, la gráfica es simétrica con respecto al eje polar. 

Para el criterio de simetría con respecto al eje Ha, se sustituye (r, 0) 
por (r, n- 0) en la ecuación dada y se obtiene r = 4 cos (2(1 — 0)) o, 
equivalentemente, r = 4cos (27 — 26), que equivale a r = 4 cos 26. Por 
tanto, la gráfica es simétrica con respecto al eje 5 T. 

Para el criterio de simetría con respecto al polo, se sustituye (r, 0) 
por (—r, 6) y se obtiene —r = 4 cos 26, la cual no es equivalente a la ecua- 
ción dada. No obstante, también debe determinarse si el otro conjunto 
de coordenadas funciona. Al sustituir (r, 0) por (r, 1 + 0) se obtiene r = 4 
cos(2 (7 + 0)) o, equivalentemente, r = 4 cos(27x + 26), que equivale a 
r = 4cos 26. Por tanto, la gráfica es simétrica con respecto al eje polo. 


Cuando se dibuja una gráfica polar, a fin de determinar si contiene al 
polo se sustituye O por r en la ecuación y después se resuelve para 6. 


» EJEMPLO 4 Dibuje la gráfica de la ecuación 
r=1-2c0s0 


Solución Como se obtiene una ecuación equivalente cuando se sustituye 
(r, 0) por (r, - 0), la gráfica es simétrica con respecto al eje polar. 

Si r = 0, se obtiene cos 9 = |, y si0 < O < r, entonces O = 17. 
Así, el punto (0, ¿77), el polo, está en la gráfica. La tabla 1 presenta las 
coordenadas de algunos otros puntos de la gráfica. A partir de estos puntos 
se dibuja la mitad de la gráfica; el resto se dibuja teniendo en cuenta su si- 
metría con respecto al eje polar. La gráfica se muestra en la figura 21. 4 


En la figura 21, la gráfica se ha dibujado en un sistema de coordena- 
das polares. En los ejercicios 51 a 60 se le pedirá que dibuje algunas gráfi- 
cas polares en un sistema de coordenadas polares. 

El teorema siguiente muestra cómo definir una gráfica polar mediante 
una par de ecuaciones paramétricas. 


[3,3] por [-2, 2] 


r=1-2c0s 6 


FIGURA 22 


r=a+bcos 0 0<7<! 
(a) caracol con lazo 
] 
¿Y 


1 
— 3 


ax 


=a+bcos8 ¿=1 
a cos ” 


(b) cardioide 


1 
2 


a e 


Fo 3 3A 


r=a+bcos 8 Lea 
(c) caracol con hendidura 


FIGURA 23 
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9.3.1 Teorema 


La gráfica de la ecuación polar r = f(0) está definida por- las ecua- 
ciones paramétricas. > 


x = fíi)cos t y y = fílsen £ 


Demostración Sea (x, y) la representación cartesiana de un punto P 
cuya representación polar es (r, 0). Entonces 


x=rcos0 y y = rsenóO 
Como r = f(0), se tiene 
x=f(6)cos 9 y y = f(0)sen Q 
Al sustituir O por + de modo que el parámetro sea /, se tiene 
x=Hfí)cost y y = f(sen t n 


Las ecuaciones paramétricas del teorema 9.3.1 son utilizadas por algu- 
nas computadoras y graficadoras para trazar gráficas polares. Otras grafi- 
cadoras permiten trazar una gráfica polar directamente de la ecuación 
r = f(0) empleando el modo polar de la graficadora. 


D EJEMPLO ILUSTRATIVO 9 Para trazar la gráfica del 


ejemplo 4 en la graficadora, se utilizan las ecuaciones del teorema 9.3.1, 
comof(9) = 1 — 2cos 6, se consideran 


x= (l-2cosf)cost y y = (1 - 2cos/f)sent 


Con la graficadora en modo paramétrico y de radianes, y 0 < 1 < 21, se eli- 
ge [-3, 3] por [-2, 2] como rectángulo de inspección y obteniéndose la grá- 
fica mostrada en la figura 22, la cual es acorde con la curva de la figura 21. 4 


La gráfica polar del ejemplo 4 y del ejemplo ilustrativo 9 se deno- 
mina limagon, palabra francesa que proviene del latín limax que significa 
caracol. Un caracol (o limacon) es la gráfica de una ecuación de la forma 


r=atbco89 o r=azt bsenó 


donde a > 0 y b > 0. Existen cuatro tipos de caracoles que dependen de la 
razón afb. 


Tipos de caracoles 


De la ecuación r = a + bcos 6, dondea > 0 y b >.0: 
1.0< , < 1 Caracol con lazo. Vea la figura 23(a). 


2 5 +1 Cardioide (forma de corazón). Vea la figura 23(b). 
3. 1< ¿ < 2 Caracol con hendidura. Vea la figura 23(c). 
4.2 ; Caracol convexo (sin hendidura). Veala figura 23(d). 


Más adelante en esta sección, cuando se estudien las rectas tangentes 
horizontales y verticales de gráficas polares, será evidente el por qué los 
caracoles del tipo 3 tienen una hendidura y los del tipo 4 no. 
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simetría, y la dirección en la que apunta. 


a>0yb>0 


la derecha. 


la izquierda. 


Ú 


A partir de la ecuación de un caracol, también se puede determinar su 


Simetría y dirección de un caracol 


r=a+bcosó0 Simetría con respecto al eje polar; apunta hacia 
r=a-=-bcos0 Simetría con respecto al eje polar; apunta hacia 


a+bsen0 Simetría con respecto al eje sx, apunta hacia 


r=a+bcos9 25 arriba. 
(d) caracol convexo r=a-bsen09 Simetría con respecto al eje 37, apunta hacia 
abajo. 
FIGURA 23 
» EJEMPLO 5 Para cada uno de los caracoles siguientes, de- 
termine el tipo, su simetría y la dirección en la que apunta, además trace el 
caracol: (a)r = 3 + 2sen0;(b)r = 2 + 2cos O;(c)r = 2 — sen 6, 
Solución 
(a) La ecuación r = 3 + 2 sen O es de la forma r = a + b sen O con 
a=3yb= 2. Como > = yl < z < 2, la gráfica es un cara- 
[-9, 9] por [=6, 6] 


r=3+ 2sen8 


FIGURA 24 


[-7.5, 7.5] por [= 


[-9, 9] por [-6, 6] y se obtiene el caracol de la figura 24. 


(b) La ecuación r = 2 + 2 cos 0 es de la forma r = a + b cos O con 


a=2yb=2. Como Í = 1, la gráfica es una cardioide. Es si- 


b 


métrica con respecto al eje polar y apunta hacia la derecha. Se traza 
la cardioide en el rectángulo de inspección de [—7.5, 7.5] por [-5, 5] 


como se muestra en la figura 25. 


(c) La ecuación r = 2 — sen 6 es de la formar = a — bsen8cona = 2 


yb = 1.Como £ = 2, la gráfica es un caracol convexo. Es simétrico 


b 


con respecto al eje 3n y apunta hacia abajo. La gráfica se presenta en 


5, 51 la figura 26. 


r=2+2c0s0 


La gráfica de una ecuación de la forma 


col con hendidura. Es simétrico con respecto al eje ¿7 y apunta 
hacia arriba. Se traza la gráfica en el rectángulo de inspección de 


FIGURA 25 
r=acosnó o r=asenn0 
és una rosa, que tiene n hojas si n es impar y 2n hojas si n es par. 
ES » EJEMPLO 6 Describa y trace la ecuación 
r = 4c0s20 
Solución La ecuación es de la forma r = a cos n6, donde n es igual 
6, 6] por [-4, 4] a 2. Como n es par, entonces la gráfica es una rosa de cuatro hojas. La lon- 


r=2-sen8 


gitud de cada hoja es 4. En el ejemplo ilustrativo 8, se demostró que la grá- 
fica es simétrica con respecto al eje polar, al eje ¿7 y al polo. La gráfica 


FIGURA 26 contiene al polo debido a que cuando r = 0 se tiene 


E 
Y 


r =4c0s 28 


FIGURA 27 


A NN 
(DN 


[-42, 42] por [-28, 28] 


r=06 0>0 
FIGURA 28 
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cos 28 = O 


de donde se obtiene, para0 < 0 < 2x, 
1 3 E = 
0= ¿A O= ¿x 0= ix 0= 11 


Se traza la gráfica en el rectángulo de inspección de [—7.5, 7.5] por 
[=5, 5] como se muestra en la figura 27. La gráfica concuerda con la des- 
cripción. 4 


Observe que si en la ecuación para una rosa se toman = 1, resulta 
r=acos0 o r= asenó 


las cuales son ecuaciones de una circunferencia. Por tanto, una circunfe- 
rencia puede considerarse como una rosa de una hoja. 

Otras gráficas polares que a menudo se presentan son las espirales 
(consulte los ejercicios 37 a 40) y las lemniscatas (vea los ejercicios 41 a 
44). La gráfica del ejemplo siguiente se denomina espiral de Arquímedes. 


» EJEMPLO 7 Describa y trace la ecuación 
r=08 06>0 


Solución Observe primero que la gráfica no es simétrica con respecto 
a los ejes ni respecto al polo. Además, conforme 0 crece, también lo hace —. 
Cuando r = 0, O = 0; de modo que el polo está en la gráfica. Cuando 
0 = nx, donde n es cualquier número entero, la gráfica intersecta al eje 
polar o a su prolongación, y cuando 6 = ¿NA, donde n es cualquier nú- 
mero entero impar, la gráfica intersecta al eje ¿a o a su prolongación. Se 
traza la gráfica en el rectángulo de inspección de [-42, 42] por [-28, 28], 
como se muestra en la figura 28, la cual concuerda con la descripción. d 


Una fórmula para determinar la pendiente de una recta tangente a una 
gráfica polar la proporciona el teorema siguiente. 


9.3.2 Teorema 


Si m es la pendiente de la recta tangente a la gráfica de r = f(0) en el 


punto (+, 0), entonces ? 
sen O dr + rcos0 
An tre 
r 
cos O qa "sn 0 


Demostración Del teorema 9.3.1, la gráfica de r = f(0) está definida 
por las ecuaciones paramétricas 


x= fí6)cos0 y y = f(0)sen 6 


en donde Bes el parámetro. De la fórmula (4) de la sección 9.1, se tiene 


dy 

dy 48 

dx dx ] 
de 


TOTO MONCONO. 
f6) cos 6 + f(O)-sen 6) 
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r=2-senó 


FIGURA 29 


Al sustituir dy/dx por m, f(8) por r y £'(0) por dr[d0, se obtiene 


sen 0 e + rcos 0 A A 
dr 
cos O de "Sn 0 
La fórmula del teorema 9.3.2 puede emplearse para determinar dónde 
una gráfica polar tiene rectas tangentes horizontales y verticales. Esta infor- 
mación es útil cuando se dibujan gráficas polares. El procedimiento se mues- 
tra al aplicarlo, a dos de los caracoles del ejemplo 5, en el siguiente ejemplo 


ilustrativo y en el próximo ejemplo. 


m x= 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 10 El caracol del ejemplo S(c) 


tiene la ecuación 
r=2- senó 
Con este valor de r y dr[d98 = —cos 6, por el teorema 9.3.2, se tiene 


_ sen Ó(-cos 6) + (2 — sen 0) cos O 
cos O(-cos 0) — (2 — sen 6) sen 9 


sen Ó cos O + 2 cos O — sen 6 cos O 
cos? 9 — 2 sen O + sen? O 


2 cos O — 2 sen O cos O 
-(1 — sen? 0) — 2 sen O + sen? 6 


2 cos 6(1 — sen 9) 


== - - 4 
2 sen? 0 - 2 sen0 - 1 (4 


Las rectas tangentes horizontales de este caracol ocurren cuando m = 0. 
Así, se iguala a cero el numerador de (4) y se resuelve para 0. 


2 cos 6(1 — sen0) = 0 


cosg0 = 0 l-senó6 =0 
0 = ¿1 0O= ¿xn sen0 = 1 
0 = 32 


Por tanto, la curva tiene una recta tangente horizontal en los puntos (1, 1 70) 
y (3, 37). Las rectas tangentes verticales ocurren cuando el denominador 
de (4) es cero y el numerador es diferente de cero. Al resolver la ecuación 
que resulta se obtiene 


2 sen? 0 - 2sen0- 1=0 
sen 0 = bh vb? - dac 
2a 
IE 
4 
sen 0 = 1.3660 sen O = -0.3660 
no hay solución 0 = 3,51 0 = 5.91 


En consecuencia, la curva tiene una recta tangente vertical en los puntos que 
tienen coordenadas polares (2.37, 3.51) y (2.37, 5.91). La figura 29 muestra 
el caracol y las rectas tangentes horizontales y verticales. 4 


or=3 + 2sen0 


FIGURA 30 
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» EJEMPLO 8 Determine los puntos en los que el caracol del 
ejemplo 5(a) tiene rectas tangentes horizontales y verticales. Dibuje la gráfica 
y muestre sus rectas tangentes. ? 


Solución El caracol tiene la ecuación 


r=3 + 2sen0 


Con este valor de r y dr[d8 = 2 cos 6, por el teorema 9.3.2, se tiene 


_ senóG(2 cos 0) + (3+2sen0)cosB + 
— cos 6(2 cos 0) — (3 + 2 sen 0) sen O 


2sen8cos89 + 3c058 + 2 sen 6 cos O 
2 cos? 9 - 3 sen O — 2 sen? O 


4 sen O cos 9 +3 cos 0 
2 — 2 sen? 6 — 3 sen O — 2 sen? O 


_ __ Cos 6(4 sen O +3) 
4 sen? 9 + 3 sen 8 - 2 


(5) 


A fin de determinar las rectas tangentes horizontales se iguala el numerador 
de (5) a cero. Al resolver para O se tiene 
cos O(4sen08 + 3) = 0 

cosó =0 4sn0 +3=0 

0 = ¿RE 0 = 3H senó = — 

8 = 3.99 0 = 5.44 


De este modo, la curva tiene una recta tangente horizontal en los puntos 
1 
(S, ¿m, (1, 2, (2,3.99) y (3, 5.44), 
Las rectas tangentes verticales se determinan al igualar a cero el de- 
nominador de (5). Al resolver la ecuación resultante se obtiene 


4sen? 0 + 3sen0-2=0 
sen 8 = -b + Vb? -— 4ac 
2a 
- 3H 441 
8 
sen 9 = 0,4254 sen Q = -1.1754 
0 = 0.44 80 = 2.70 no hay solución 


Por tanto, la curva tiene una recta tangente vertical en los puntos de coorde- 
nadas polares (3.85, 0.44) y (3.85, 2.70). 

La figura 30 muestra el caracol y las rectas tangentes horizontales y 
verticales. 4 


Observe en la figura 30 que el caracol tiene una hendidura. Este hecho 
se manifiesta debido a las cuatro rectas tangentes horizontales. El caracol 
de la figura 29 no tiene hendidura; sólo tiene dos rectas tangentes hori- 
zontales. 
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EJERCICIOS 9.3 


En los ejercicios 1 a 4, ubique los puntos que tienen el con- 
junto dado de coordenadas polares. 


L (a) 6, 1m 6) (,3m () (1,7) 
(a) (4, Em) (e) (5, Lm 

2. (a) (4, 11) (b) (3,37) (o) (1,37) 
(dd 03m (o) (5,7) 

3. (a) (1,-32) (b) 3,-¿m) () 1,32 
(d Ein () (2,-¿m 

4. (a) (S,.-3m (b) (Q,-2m () (5,72) 
(d 2, ¿m (e) 64,-im) 


En los ejercicios 5 y 6, obtenga las coordenadas cartesia- 
nas rectangulares de los puntos cuyas coordenadas polares se 
indican. 

5. (a) (3,7) (b) (42,-¿1) 
(0) (4,37) (dd) l,-¿m 
6. (a) (2,31) 


() (2,-1m 


(b) El, y) 
(d) 0,1m 
En los ejercicios 7 y 8, obtenga un conjunto de coordenadas 


polares de los puntos cuyas coordenadas cartesianas rectan- 
gulares se proporcionan. Considere r > 0 y 0 < 0 < 2r. 


7. (ad) (1,-D (b) 43,1) 
(e) (2,2) (d) ES, 0) 

8. (a) (G,-3) (b) El, 43) 
(c) (0, -2) (d) (2,-243) 


En los ejercicios 9 a 12, obtenga una ecuación cartesiana de la 
gráfica que tiene la ecuación polar indicada. 


9. (a) r? = 2sen20 (b) r? = cos 8 
10. (a) r?cos20= 10  (b) r? = 4cos 20 
6 
11. (a) rcos0 = -1 b AAA 
ed q 2-3sen0 
4 
12. (a) r = 2sen30 b = —— 
0 olé 3 -2c0s89 


En los ejercicios 13 a 20, dibuje la gráfica de la ecuación. 


13. (a) 0 = ix (b) r = Lx 
14. (a) 0= ¿zx (b) r= ¿z 
15. (a) 0 = 2 (b) r =2 


16. (a) 0 = -3 -3 


m 

CA 

= 
“ 
il 


17. (a) rcosó0=4 (b) r = 4c0s9 


Il 


18. (a) rsen0 = 2 (b) r = 2senQ 

19. (a) rsen0 = -4 (b) r = -4sen6 

20. (a) rcos0 =-S (b) r=-Scos0 

En los ejercicios 21 a 30, determine el tipo de caracol, su sime- 


tría y la dirección en la que apunta. Trace el caracol. 


21, r = 4(1 — cos 6) 22. r = 3(1 — sen 0) 


23. r= 21 + sen 0) 24. r= Al + cos 0) 
25. r=2-3sen0 26. r=4-3sen0 
27. r=3-2c0s0 28. r=3-4c0s0 
29. r=4+2sen0 30. r=6+2c0s0 


En los ejercicios 31 a 50, describa y trace la gráfica de la 
ecuación, 


31. r = 2sen 30 32. r= 4sen50 
33. r = 2c0540 34. r=3c0s20 
35. r = 4sen20 36. r = 3c0s30 


37. r = e? (espiral logarítmica) 
38. r = e%3 (espiral logarítmica) 
¿(espiral recíproca) 

40. r = 20 (espiral de Arquímedes) 
41. r? = 9 sen 20 (lemniscata) 


42. r? = l6cos 26 (lemniscata) 
-25 cos 20 (lemniscata) 


+] 
p 
Z 
137 
0 


44. -4 sen 20 (lemniscata) 
45. r = 2 sen Ótan 0 (cisoide) 
46. r? = 80 (espiral de Fermat) 


47. r = 2sec 8 — 1 (concoide de Nicómedes) 
48. r = 2csc 68 + 3 (concoide de Nicómedes) 
49. r = |sen 28| 50. r = 2 |cos0| 


51. Las gráficas polares pueden dibujarse en papel polar en el 
que utiliza un sistema de coordenadas polares como se 
muestra en la figura 21. Construya un sistema de estos con 
regla, compás y transportador. En este sistema dibuje la 
gráfica der = 1 + 4sen 0. 


52. Siga las instrucciones del ejercicio 51 para la gráfica de 
r=2+c0s0, 


En los ejercicios 53 a 60, determine los puntos en los que la 
gráfica tiene rectas. tangentes horizontales y verticales. Dibu- 
je la gráfica y muestre sus rectas tangentes. Para los dibujos 
puede emplear un sistema de coordenadas polares tal como el 
sugerido en el ejercicio 51. 


53, 
55. 
s7. 
59, 


r=4+3senQ 
r=4-2c0s68 
r = cos 26 

r? = 4sen20 


9.4 LONGITUD DE ARCO Y ÁREA DE UNA REGIÓN PARA GRÁFICAS POLARES 765 


54. r=2+c0s0 é r=3 E r=2c0s0 
56. r=3-2sen0 2 2 3 1 o 
58. r = 2sen30 A OS 
60. r? = 28 r = 2sen 30 r = 2cos 20 
EN o. 64. 
r=4senó r= 2senó0 


En los ejercicios 61 a 64, trace las gráficas de las dos ecuacio- 


nes en el mismo rectángulo de inspección. Después utilice los 
procedimientos intersección (intersect), o rastreo y aumento 


65. Explique por qué existe una correspondencia uno-a-uno 
entre la posición de un punto en el plano y sus coordenadas 


(trace y zoom-in), para aproximar a dos dígitos significativos cartesianas rectangulares, pero no existe dicha correspon- 
las coordenadas cartesianas rectangulares de los puntos de dencia para las coordenadas polares del punto. En su 


intersección de las gráficas. En la sección 9.4 se estudia un 
método analítico para obtener los puntos de intersección de 


gráficas polares. 


explicación muestre dos puntos como ejemplos: uno en el 
primer cuadrante y el otro en segundo cuadrante. 


9.4 LONGITUD DE ARCO Y AREA DE UNA REGIÓN 
PARA GRAFICAS POLARES 


de 


La fórmula del teorema 9.2.3 para la longitud de arco £ de una curva C, 
cuyas ecuaciones paramétricas son x = f(t) y y = g(f), desde el punto 
(Ka), g(a)) al punto (£(b), g(b)) es 


b 
L = l JOR + le oP dr 
a 


donde f' y g' son continuas en el intervalo cerrado [a, b]. Al sustituir f'(1) 
por dx/dt y g'(t) por dyfdt, esta fórmula se transforma en 


LE Pftey. (ya (1) 


Suponga que se desea obtener la longitud de arco de una curva C cuya 
ecuación polar es r = F(8). Si (x, y) es la representación cartesiana de un 
punto P de C y (r, 0) es una representación polar de P, entonces del teorema 
9.3.1, las ecuaciones paramétricas de C, donde 6 es el parámetro, son 


x= F(6)cos 8 y y = F(8)sen 0 0 


Por tanto, si F* es continua en el intervalo cerrado [a, f], la fórmula para la 
longitud de arco de C se obtiene a partir de (1) considerando t = 6, de 
modo que 


e [SD o 


De las ecuaciones paramétricas (2), 


dx - FB)cos 8 - F(O)sené y LB = F(B)sen 6 + F(8)cos 6 
d6 dé 
De donde, 


dx 2 dy 2 ” » 
rra (F'(O)cos 6 — F(B)sen 0)? + (F'(O)sen O + F(O)cos 0 
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r = 2(l + cos 0) 


FIGURA 1 


El miembro derecho de esta ecuación puede simplificarse de manera que 


de 2 (2) A , 2 2 A 
(E) (E) =P + 1700) (4) 


En el ejercicio 50 se le pedirá que verifique esta ecuación. Al sustituir de (4) 
en (3) y reemplazar F (0) por dr/d8 y F(0) por r, se obtiene la fórmula si- 
guiente para la longitud de arco de una gráfica polar: 


» : 
y ¡(ar 2 
aj 5 +r2d0 (5) 


» EJEMPLO 1 Calcule la longitud de arco de la cardioide 
r= 2(1 + cos 0). 


Solución La cardioide se muestra en la figura 1. Para calcular la longi- 
tud de la curva completa se permite que O tome los valores de 0 a 27 0 
puede emplearse la simetría de la curva y obtenerse la mitad de la longitud 
considerando que O toma los valores de O a 7. 

Ar = 
” d6 
de O a x y multiplicar por 2 se tiene 


Como r = 2(1 + cos 0) -2 sen 6. Al sustituir en (5), integrar 


(yl 
hi 


Tr 
2/ J (2 sen8)? + 4(1 + cos 9)? de 
0 


Tr 
a sen? O + 1+ 2 cos 9 + cos? 6 de 
0 


T 
25 | Y1 + cos 6 de 
0 


A fin de evaluar esta integral, se utiliza la identidad cos? JO = 
X1 + cos 0), de modo que vl+cosg = v2|c0s10|. Puesto que 0 < 
0<x,0< 30 < l1; entonces cos 18 > 0. Por tanto, VI +cos9 = 
/2 cos ¿0. Así, 


ya] 
Il 


Tr 
e2/ V2cos 1046. 
0 


T 


16 sen 19 


= 16 


Como sucedió con las fórmulas anteriores para la longitud de arco, la 
fórmula para la longitud de arco de una gráfica polar conduce, la mayoría 
de las veces, a una integral definida difícil o imposible de evaluar me- 
diante el segundo teorema fundamental del Cálculo. Sin embargo, la grafi- 
cadora proporciona un valor aproximado, como se muestra en el siguiente 
ejemplo. 
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[-6, 6] por [-4, 4] 


r=2-sen0 


FIGURA 2 


FIGURA 3 


FIGURA 4 


» EJEMPLO 2 Obtenga la longitud de arco del caracol 


r=2-senóO 


Solución Este caracol se trazó en el ejemplo 5(c) de la sección 9.3. La 
figura 2 muestra su gráfica. De (5), 


2x1 an? 
= gr 2 
L ñ (Es 
27 ] 


cos? O + (2 — sen 0)? de 


0 


27 
= cos? O + 4 — 4 sen 6 + sen? O d6 
0 
2x7 
= /5 — 4 sen 6 d0 
0 


En la graficadora se obtiene 
NINT(/5 - 4 sen 9,0,27) = 13.36489322 


De modo que, con cinco dígitos significativos, la longitud del caracol -es 
13.365. d 


A continuación se desarrollará un método para calcular el área de una 
región acotada por dos rectas que pasan por el polo, y una gráfica polar. 

Sea f una función continua y no negativa en el intervalo cerrado [a, BJ]. 
Sea R la región limitada por la curva cuya ecuación es r = f(0) y por las 
rectas 0 = Q4y 0 = HB. Laregión R es la región AOB mostrada en la figura 3. 

Considere una partición A de [a, B] definida por 


a=0<0,<60,<...<6,1<0,<...< 0, 1<08,=B 


De este modo se tienen n subintervalos de la forma [8,_;¡, 6;], i = 1, 
2,...,n. Sea w; un valor de O en el ¿-esimo subintervalo [6;.. , 0;]. Vea la 
figura 4, donde el ¡-ésimo subintervalo se muestra junto con 6 = w;. La me- 
dida en radianes del ángulo entre las rectas O = 6,_¡ y 6 = 0, se denota 
por A;0. El número de unidades cuadradas del área del sector circular de 
radio f(w;) unidades y ángulo central de medida A;8 radianes está dada por 


3Lf£0w)1? A/0 4 


Existe un sector circular como este para cada uno de los n subinterva- 
los. La suma de las medidas de las áreas de estos n sectores circulares es 


3[AwpRA10 + 3[f6w)1270 + ... + ¿[Aw)PAO +... + F[(w)12A,9 


la cual puede expresarse, empleando la notación sigma, como 
Y LP AJO a 
i=1 


Sea || A || 1a norma de la partición A;-esto es, [| A]| es la medida del 
más grande A;6. Entonces, si A unidades cuadradas es el área de la región R, A 
es el límite de la suma de Riemann (6) cuando l All tiende a O, el cual es 
una integral definida como se establece en el teorema siguiente. 
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9.4.1 Teorema 


Sea R la región limitada por las rectas 8 = ay 0 = By la curva cuya 
ecuación es r = f(0), donde f es continua y no negativa en el inter- 
valo cerrado [a 8]. Entonces, si A unidades cuadradas es el área de la 


región R, 
ES 5 3 
A= lim, ¿VOIP A8 
B ; 
=> / [OY 40 
a 


» EJEMPLO 3 Calcule el área de la región limitada por la car- 
dioide del ejemplo 1: r = 2 + 2cos 0. 


Solución La región junto con un elemento de área se muestra en la figu- 
ra 5. Como la gráfica es simétrica con respecto al eje polar, se consideran 
los límites para O de O a 7, que determinan el área de la región acotada por 
la curva que se encuentra arriba del eje polar. Después, el área de la región 
completa se obtiene al multiplicar esa área por 2. Así, si A unidades cuadra- 
das es el área requerida, entonces 

A 


2 lim Y 1Q + 2cosw)? A/0 


llai>o ¡3% 


A 


$" 


rx 
2/ 3Q + 2 cos 0) d9 
0 . 


Tr 
«| (1 + 2 cos 9 + cos? 9) de 
0 


rx 
4[0 + 2sen0 + 30 + ¿sen20), 


4T+ 04 ¿40 0) 
67 d 


r=24+ 2c0s59 


FIGURA-5 


Ahora considere la región acotada por las rectas 9 = í y 0 = f$ y las 
dos curvas cuyas ecuaciones son r = f(0) y r = g(0), donde f y g son 
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FIGURA 6 


continuas en el intervalo cerrado [a, B] y f(6) > g(6) en [a, B]. Vea 
la figura 6. Se desea calcular el área de esta región. Para este fin, se conside- 
ra una partición del intervalo [a, 8] con w; como valor de $ en el ¿-ésimo 
subintervalo [6;..,, 6]. La medida del área de un elemento es la diferencia de 
las medidas de las áreas de los sectores circulares: 


[fp Aj0 — ¿emp AO = E Awp1? - [e(w)1?) A/0 


La suma de las medidas de las áreas de los n elementos está dada por 


n 


lim Y L[f6)P — [80912 A/O 


llalloo 
En consecuencia, si A unidades cuadradas es el área deseada de la región, se 
tiene 

A= lím Y U(f6wp)P - [g(w)2) 4/0 


fali=0 ¡3 


Como f y g son continuas en [a, HB], también lo es f — g; por tanto, el límite 
existe y es igual a una integral definida. Así, 


B : 
A=1 | (LAO)? — [e(0112 40 
a 


» EJEMPLO 4 Calcule el área de la región dentro de la circunfe- 
rencia r = 3 sen Ó y fuera del caracol r = 2 - sen 6. 


Solución Primero se determinan los puntos de intersección de las dos 
curvas. Al igualar los miembros derechos de las dos ecuaciones, se tiene 


3sen0 = 2 — senO 
sen 6 
0 = 


Ma ni 


a 
T 0 = ¿T 


F(0) = 3 send 
2(0) = 2- sen 9 


FIGURA 7 
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53, 3] por [-2, 2] 


r=2-sen?29 y r=1 


FIGURA 8 


Si se considera f(0) = 3 sen 0 y g(0) = 2 — sen 6, entonces la ecua- 
ción de la circunferencia es r = f(0) y la ecuación del caracol es r = g(6). 

En lugar de tomar los límites de ¿ma ¿1 se empleará, la propiedad de 
simetría con respecto al eje ¿ x, por lo que se considerarán los límites de ¿ra 
+, y luego se multiplicará por 2. Entonces, si A unidades cuadradas es el 
área de la región dada, 


A 


2 lim, Y LUSOP — [6000 4/0 


i=1 


I 
eN 
1 


r/2 : 
sf 1AOY - 18(0)1> de 


[9 sen? 6 — (2 — sen6)?] d6 


rl2 mn xp 
s| sen? 0 d6 + e] sen 0 d8 — a d0 
x/6 Ajó 


11 
a 
a E] 
So $ 


all 


12 
a (l — cos 26) d6 + [-a cos Q — 4] 


al 


x[6 


ñ 


468 — 2 sen 20 — 4cos 8 — 40] 
r[6 


r/2 
—2 sen 26 — 4cos e] 
r/6 


5 


(-2 sen — 4cos 1) — (-2 sen 31 — 4cos hm) 
2-13 +4-143 
3 43 < 


En el ejemplo anterior, se determinaron los puntos de intersección de las 
dos gráficas polares al resolver las dos ecuaciones simultáneamente. Este 
procedimiento no siempre proporciona todos los puntos de intersección, 
como ocurre cuando se trata con ecuaciones en coordenadas cartesianas. 
Debido a que un punto tiene un número ilimitado de conjuntos de coorde- 
nadas polares, es posible tener, como intersección de dos gráficas polares, 
un punto para el cual no haya un solo par de coordenadas polares que satis- 
faga las dos ecuaciones. Esta situación se muestra en el ejemplo ilustrati- 
vo siguiente. 


'> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 La figura 8 muestra las grá- 
ficas de la rosa de cuatro hojas r = 2 sen 26 y de la circunferencia r = 1, 
trazadas en el mismo rectángulo de inspección de [—3, 3] por [-2, 2]. Observe 
que las gráficas se intersectan en ocho puntos. 

A] resolver las dos ecuaciones simultáneamente se tiene 


2 sen 20 
sen 20 


il] 
= 


ni 


En consecuencia, 


20 = ¿x 20 = ix 20 = Ex 20 = lx 
0 = ¿xa 0 = Én 0 = x 9 = Ex 
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Por tanto, se han obtenido cuatro puntos de intersección: (1, ¿m, (1, ¿7, 
(1, 0) y (1, 27). Los otros cuatro puntos se obtienen al considerar otra 
forma de la ecuación de la circunferencia r = 1l; esto es, se toma la ecua- 
ción r = —l, la cual es una ecuación de misma circunferencia. Si se resuel- 
ve esta ecuación simultáneamente con la ecuación de la rosa de cuatro hojas, 


se tiene 
sen 20 = -1 


Entonces resulta 


J 


20 = la 20=Ux 20 = ¿a 20 27 


0 = lx 0 = Ux 0 = Ex 0= Yx 


De esta forma se obtienen los puntos: 1, 22), EL, 4D), El, Em) y 
El, ET). Incidentalmente, El, 2) también puede expresarse como 
(1, Em), El, 47) puede escribirse como (1, 2m, (1, É7) puede expre- 
sarse como (1, 22) y -l, E 71) puede escribirse como (1, ¿7). 

La figura 9 muestra las dos gráficas dibujadas en un sistema de coor- 
denadas polares, donde los ocho puntos de intersección se han indicado 


mediante sus coordenadas polares. 4 


FIGURA 9 


Si traza las dos gráficas del ejemplo ilustrativo anterior en el modo si- 
multáneo de la graficadora, observará que el segundo grupo de cuatro pun- 
tos no se obtienen al mismo tiempo debido a que las dos gráficas no tienen 
el mismo valor de 8 para estos puntos. 

Al trazar dos gráficas polares se indicará el número de puntos de in- 
tersección, las coordenadas polares de estos puntos no siempre se obtienen 
fácilmente mediante los procedimientos de rastreo y aumento (trace y 
zoom-in) de la graficadora. Sin embargo, se tiene un método general para 
determinar los puntos de intersección analíticamente. El método está basado 
en el hecho de que si una ecuación de una gráfica polar es r = f(0), enton- 
ces la misma curva está determinada por 
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FIGURA 10 


ED" r =f(0 + na) (7) 


donde n es cualquier número entero. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Considere las gráficas del 


ejemplo ilustrativo 1. La gráfica de la ecuación r = 2 sen 20 también tiene 
la ecuación (tomando n = 1 en (7)) 


EDr = 2sen2(0+ mm « -—r=2sen20 


Si se considera n = 2 en (D, la gráfica de r = 2 sen 20 también tiene la 
ecuación 


(Dir = 2sen2(0 + 21) => r=2sen20 


la cual es la misma que la ecuación original. Al tomar cualquier otro núme- 
ro entero n, se obtiene r = 2 sen 20 o r = -2 sen 20. La gráfica de la 
ecuación r = 1 también tiene la ecuación, tomandon = len (?),r = —1. Si 
se consideran otros valores enteros de n en (7), aplicada a la ecuación 
r = 1, proporcionanr = lor =-—l. 4 


Otra observación necesaria acerca de las intersecciones es la siguien- 
te. Como (0, 0) representa el polo para cualquier 0, se puede determinar si 
el polo es un punto de intersección considerando r = O en cada ecuación 
y resolviendo para 0. 


Método general para determinar todos los puntos 


de intersección de las gráficas polares de las 
ecuaciones r  f(0) y r glo) 


1. Utilice (7) para determinar todas las distintas ecuaciones de las , 
gráficas: 
r=fi(0),r = f0),r = fx(0),.... (8) 
r = g1(0),r = g0),r = gx(0),... ARTES RO 


2. Resuelva cada una de las ecuaciones (8) simultáneamente con ie ¡ 
una de las ecuaciones (9). 

3. Verifique si el polo es un punto de intersección a 1p= o: 
en cada ecuación, de modo que 


fÑ0)=0 y g(0)=0 


Si cada una de estas ecuaciones tiene solución para 0, no necesaria- ; 
mente la misma, entonces el polo pertenece a las dos gráficas. 


» EJEMPLO 5 Calcule el área de la región dentro de la rosa de 
cuatro hojas r = 2 sen 20 y fuera de la circunferencia r = 1. 


Solución Enel ejemplo ilustrativo 1, se determinaron los ocho puntos 
de intersección de las dos gráficas y se dibujaron en la figura 9. A partir de la 
figura observe que, debido a la simetría, un cuarto del área requerida se 
obtiene considerando los límites para O de — La a AT Esta región y un 
elemento de área se muestran en la figura 10. Así, si A unidades cuadradas 
es el área requerida, entonces 
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pS 
4 


lím 
llali>o 


I! 

Hh 
ni 
a > 

e] 


Y MQ sen2w,? — 5(1?] 4/9 


5/12 


(4 sen? 28 —- 1) 48 


= 2-14 4D+4643)] 


= ¿+ 43 


4 


EJERCICIOS 9.4 


En los ejercicios 1 a 4, utilice la fórmula de la longitud de arco 
para determinar la longitud de la circunferencia que tiene la 
ecuación polar dada. 
l. r=5c0s0 

3 r=aa>0 


2. r=4sen0 

4 r=asm0a>0 

En los ejercicios 5 a 12, calcule la longitud de arco exacta de 
la gráfica polar indicada. 

5. La curva completa r = 4 + 4cos 0 

6. La curva completar = 1 - sen0 


7. La curva completa r = 3 cos? 20 


8. r= 36.de0 =0a.0= 2x7 
9. r=e%d0=0240=4 
10. r = 30%de0=0a0=x 
11. r =2sen 16de09=0a 0=6x 
12. r = sen” 10, de0 =0a 0= 27 


En los ejercicios 13 a 20, utilice NINT en la graficadora para 
obtener un valor aproximado a cuatro dígitos significativos de 
la longitud de arco de la gráfica polar dada. 

13. Etcaracol r = 3 + cos 6. 

14. Elcaracol r = 3 - 2 sen 0. 

15. El lazo del caracol r = 2 - 3 sen 6. 

16. El lazo del caracol r = 1 + 2 cos 0. 

17. Una hoja de la rosa r = 2 sen 30. 


18. Una hoja de la rosa r = 3 cos 48 
19. La lemniscata r? = 25 cos 26 


20. La lemniscata r? = 4 sen 20 


En los ejercicios 21 a 26, calcule el área exacta de la región 
limitada por la gráfica de ecuación . 


21. r = 3c050 22. r= 2- senó 
23. r = 4c0s30 24. r=4sen 18 
25, r? = 4sen20 26. r = 4sen? Ocos 6 


27. Obtenga el área de la región acotada por la gráfica de la 
ecuación r = Odesde O = 0 hasta O = 3% : 


28. Calcule el área de la región limitada por la gráfica de la 
ecuación r = e? y las rectas 8 = Oy 0 = 1. 
En los ejercicios 29 a 32, determine el área de la región aco- 


tada por un lazo de la gráfica de la ecuación. 


29 r = 3c0s 20 
31. r=1+3sen0 


30. r = 4(l - 2cos 6) 
32. r= 4sen30 


En los ejercicios 33 a 36, calcule el área de la intersección de 
las regiones limitadas por las gráficas de las dos ecuaciones. 


r=2 
33. 
r=3-2c089 


r= 3sen20 
35. 
r=3c0s 209 


r =4sen0 
4. 
r =4c0s0 


pl 
36. 
r 


2 cos 20 
1 


il 
tl 
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En los ejercicios 37 a 40, obtenga el área exacta de la región 
dentro de la gráfica de la primera ecuación y fuera de la grá- 
fica de la segunda ecuación. 


37. 


39, 


41. 


42. 


43. 


4 sen 20 
Y2 


r=3 r” = 
r = 3(1 - cos 0) 2 r= 


| r | r 4 sen 0 

40. 
r r=2 
(a) Determine las coordenadas de todos los puntos de in- 
tersección del caracol r = 1 + 4 cos 0 y la circunfe- 
renciar = 1. 


(b) Calcule el área de la región dentro del lazo del caracol 
y fuera de la circunferencia. 


l 
ñ 


2 sen O 


sen O + cos O 


(a) Determine las coordenadas de todos los puntos de in- 
tersección del caracol r = 1 -— 3 sen € y la circunfe- 
renciar = 1. 

(b) Calcule el área de la región dentro del lazo del caracol 
y fuera de la circunferencia. 


(a)Determine las coordenadas de todos los puntos de in- 
tersección de la rosa r = 4 cos 28 y la circunferencia 
Proaza 

(b) Calcule el área de la región dentro de la rosa y fuera de 
la circunferencia. 


(a) Determine las coordenadas de todos los puntos de in- 
tersección de la rosa r = 2 sen 28 y la circunferencia 
r = 2sen 6. 


45. 


49. 


50. 
51. 


(b) Calcule el área de la región dentro de la rosa y fuera de 
la circunferencia. 


La cara principal de una corbata de moño corresponde a la 
región acotada por la gráfica de la ecuación r? = 4 cos 26. 
¿Cuánto material se requiere para cubrir dicha cara? 


Determine el valor de a para el cual el área de la región li- 
Mitada por la cardioide r = a(l — cos 0) es 97 unidades 
cuadradas. 


Calcule el área de la región barrida por el radio vector de 
la' espiral r = a8 durante su segunda revolución y que 
no lo fue durante su primera revolución. 


. Obtenga el área de la región barrida por el radio vector de 


la espiral del ejercicio 47 durante su tercera revolución y 
que no lo fue durante su segunda revolución. 


Determine el área de la región dentro de la cardioide 
r = a(l + cos 60) y que se encuentra fuera de la circun- 
ferencia r = 2acos 6. 


Verifique la ecuación (4). 


Suponga que un compañero de clases calcula el área de la 
región del ejercicio 49 como 


2 
so | [(1 + cos 6)? — 4 cos* 0] d8 
0 


¿Cómo explicaría el error de su compañero? 


A A a a A A E A A A 
9.5 TRATAMIENTO UNIFICADO DE LAS SECCIONES CONICAS 
Y ECUACIONES POLARES DE LAS CONICAS 


Tal vez estudio las cónicas en un curso de matemáticas previas al Cálculo 
donde cada una de los tres tipos de cónicas se definió en forma separada. Para 
una revisión o primer contacto con esa forma de estudiar las cónicas, refié- 
rase a las secciones del apéndice A.4 a A.8 Un enfoque alternativo de es- 
tudio consiste en iniciar con una definición que proporcione una propiedad 
común de las cónicas y después presentar cada una de las cónicas como 
caso especial de la definición general. Esta definición se establece en el 
siguiente teorema. La constante positiva e del enunciado del teorema se 
denomina excentricidad de la cónica. 


9.5.1 Teorema 


Una sección cónica puede definirse como el conjunto de todos los pun- 
tos P del plano tales que la razón de la distancia no dirigida de P a un 
punto fijo a la distancia no dirigida de P a una recta fija, la cual no con- 
tiene al punto fijo, es una constante positiva e. Además, si e = 1, la 
cónica es una parábola; si 0 < e < 1, es una elipse; y si e > 1, es 


una hipérbola. 
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! Demostración Sie = 1, se observa al compara la dfinición de una 
parábola como conjunto de puntos que equidistan de un foco y una directriz 
(definición A.4.1) con el enunciado de este teorema, que el conjunto es 
una parábola que tiene el punto fijo como su foco y la recta fija como su 
directriz. 

Suponga ahora que e + 1. Primero se obtendrá una ecuación polar del 
conjunto de los puntos descritos. Considere que F' denota el punto fijo y ! 


P(z 6) 


eje polar representa la recta fija. Se toma el polo como F y el eje polar y su prolonga- 


ción perpendicular a /. En primer lugar se considerará el caso en el que la 
recta [ está a la izquierda del punto F. Sean D el punto de intersección de / 
FIGURA 1 con la prolongación del eje polar, y d la distancia no dirigida de F a !. Refié- 
rase a la figura 1. Sea P(r, 8) cualquier punto del conjunto a la derecha de 
[ y en el lado terminal del ángulo de medida 6. Dibuje las perpendiculares 
PQ y PR al eje polar y a la recta !, respectivamente. El punto P está en el 
conjunto descrito si y sólo si 


Q 


[FP| = e[RP] (1) 


Como P está a la derecha de l, RP” > 0; de modo que |RP| = RP. Además, 
[FP| = rporque r > 0. Así, de (1), 


r = e(RP) 2) 
Sin embargo, RP = DO, y como DO = DF + FO, se tiene 

RP = d+ rc0s0 
Al sustituir esta expresión para RP en (2) resulta 

r = ed + reos 0) 


Si se resuelve la ecuación anterior para r, se obtiene 


ed 
l-ecosó 


(3) 


r= 


A fin de obtener una representación cartesiana de esta ecuación, primero se 
reemplaza cos 6 por x[r. Así, 


__ed 

= 2 

7 

edr 

r<= 
r-ex 
r-=ex= ed 

r = ex + d) 


Ahora se sustituye rpor + .Jx? + y* y resulta 


+ 


x2 + y? = ela + d) 
Al elevar al cuadrado ambos miembros de esta ecuación se tiene 


1? + y? = e%x2 + 2e* dx + e2d? 
y? + 111 - e? = 2e* dx + e2d? 


Como e x% 1, se puede dividir cada miembro de esta ecuación entre | - e? 
para obtener 


2 2,72 
yx 2d, 1,2. ed 
l - e2 l-e 


776 CAPÍTULO 9 ECUACIONES PARAMÉTRICAS, CURVAS PLANAS Y GRÁFICAS POLARES 


Si se completan cuadrados para los términos que contienen x, al agregar 
e%d?[(1 — e2) en los dos miembros de la ecuación anterior, resulta 


ed 1 1 2 e2g? 
x= + = 
1 - e? iS (1 — e2)2 
Al dividir ambos miembros de esta ecuación entre e2d?/(1 — e?) se ob- 
tiene una ecuación de la forma 
=p? 2" 
JE, LE (4) 
ed? e2g? 
(1- e?) 1-e? 
donde 
e2d 
h= 1-0 (5) 
Ahora considere 
e2d? 2 
——=5 =4 donde a > 0 6 
den? (6) 
Entonces (4) puede expresarse como 
CAL y? 
+ =1 Mm 
a? a?(1 - e?) 
SiO < e < 1, entonces a?(1 — e?) > 0 y puede considerarse 
b2=a1-e?% donde 0<e<1 (8) 


Al sustituir de (8) en (7), se tiene 


z 2 2 
E A 
a? p? 


la cual es una ecuación de una elipse que tiene su eje principal sobre el eje x 
y su centro en (h, 0), donde k > 0. 
Si e > l, entonces a?(e? — 1) > 0, de modo que puede considerarse 


b?= ae? - 1) donde e > 1 (9) 


Si se sustituye de esta ecuación en (7), se obtiene 


a Y 

a? p? 

la cual es la ecuación de una hipérbola que tiene su eje principal sobre el 
eje x y su centro está en (A, 0), donde k < 0, 

De manera similar se puede deducir una ecuación de una cónica central 

(una elipse o una hipérbola) de (1), cuando e X 1, si la recta l está a la derecha 

del punto F y éste en el polo. En este caso en lugar de la ecuación (3) se tiene 


de ed (10) 
l+ecos8 
La deducción de la ecuación (10) se deja como ejercicio (vea el ejercicio 33). 
También se puede deducir una ecuación de una cónica central a partir 
de (1) cuando e x 1 si la recta / es paralela el eje polar y el punto F está en 
el foco. En este caso, en lugar de la ecuación (3) se obtiene 
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r= (11) 
Li esend 

donde e y d son, respectivamente, la excentricidad y la distáncia no dirigida 
entre F y 1. El signo más se toma cuando ! está arriba de F, el signo menos 
se considera cuando / esta debajo de F. Las deducciones de (11) se dejan 
como ejercicios (vea los ejercicios 34 y 35). 

Se pueden invertir los pasos (1) a (7). Así, si P es cualquier punto de 
una cónica central, entonces la ecuación (1) se satisface. 

Por tanto, se concluye que una cónica puede definirse mediante el con- 
junto de puntos descrito. a 


En las secciones A.7 y A.8 del apéndice, se define la excentricidad e de 
una cónica central mediante la ecuación 

e=z£ e c=ae 

a 

A fin de demostrar que el número e del enunciado del teorema 9.5.1 satisface 
esta ecuación para una elipse, se sustituye de (8) en laecuación c? = a? — b?; 
para mostrar que la misma ecuación se satisface para una hipérbola, se susti- 
tuye de (9) en la ecuación c? = a? + b?, Para una elipse se tiene 


cd = a? - ax1 - e?) 
y para una hipérbola resulta 
c2= a+ ale? - 1) 


En ambos casos se obtiene 


En la demostración del teorema 9.5.1 se probó que cuando la cónica es 
una parábola, el punto fijo F mencionado en el teorema es el foco de la pa- 
rábola, y la recta fija es su directriz. En el ejercicio 40, se le pedirá que 
demuestre que el punto F' es uno de los focos cuando se tiene una cónica 
central. Si (7) es una ecuación de una elipse, entonces FF es el foco de la 
izquierda; y si (7) es la ecuación de una hipérbola, F es el foco de la derecha. 

Considere ahora la forma estándar de una ecuación cartesiana de una 
cónica central que tiene su eje principal sobre el eje x y su centro en el'origen: 


1? y? 


o (12) 


La recta fija mencionada en el teorema 9.5.1 es la directriz de la cónica cen- 
tral correspondiente al foco en F. Cuando la cónica definida por la ecuación 
(12) es una elipse, la directriz correspondiente al foco ubicado en (-c, 0) 
o, equivalentemente (—ae, 0), tiene la ecuación 


x= -0e-d 


De (6), cuando 0 < e < 1,d = a(l — e?)/e, de modo que la ecuación de 
la directriz se transforma en 


_ Al-e?) 
e 
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sala 


FIGURA 2 


- 
Ñ 


»ia 


directriz 


directriz 2 |» 


FIGURA 3 


SR 


ae 


x 


De manera semejante, cuando la cónica definida por (12) es una hipérbola, 
la directriz correspondiente al foco ubicado en (c, 0) o, equivalentemente 
(ae, 0), tiene la ecuación 


x=ae-d 


Otra vez, de (6), cuando e > 1,d = a(e? — 1)/e, de modo que la ecuación 
anterior de la directriz puede expresarse como 


a 
x= =- 
e 


En consecuencia, se ha demostrado que si (12) es una ecuación de una 
elipse, un foco y su directriz correspondiente son (ae, 0) y x = —afe; y si 
(12) es la ecuación de una hipérbola, un foco y su directriz correspondiente 
son (ae, 0) y x = ale. 

Como (12) contiene sólo potencias pares de x y y, su gráfica es simétri- 
ca con respecto a los ejes x y y. Por tanto, si existe un foco en (—ae, 0) que 
tiene una directriz correspondiente cuya ecuación es x = —afe, entonces, 
por simetría, existe también un foco en (ae, 0) que tiene una directriz 
correspondiente de ecuación x = afe. De igual manera, para un foco ubi- 
cado en (ae, 0) y una directriz correspondiente de ecuación x = afe, tam- 
bién existe un foco en(—ae, 0) y una directriz correspondiente de ecuación 
x = —afe. Estos resultados se resumen en el teorema siguiente. 


9.5.2 Teorema 


La cónica central que tiene la ecuación 


ANO mE 
E TS a . 3) 


donde a > O, tiene un foco en (-ae, 0), cuya directriz correspondiente es 
x = —afe, y un foco en (ae, 0), cuya directriz correspondienteesx = afe. 


Las figuras 2 y 3 muestran dibujos de la gráfica de (13) junto con los 
focos y directrices para los casos respectivos de una elipse y una hipérbola. 


> EJEMPLO 1 La elipse del ejemplo 1 de la sección A.7-tiene la 


ecuación 
2 2 
XxX yX-— 
25 +16 7! 


(a) Determine la excentricidad y las directrices de esta elipse. (b) Dibuje la 
elipse y muestre las directrices y los focos. También elija cualesquiera tres 
puntos P de la elipse y dibuje los segmentos de recta cuyas longitudes son 
las distancias no dirigidas desde P a un foco y a su directriz correspondiente. 
Observe que la razón de estas distancias es e. 


Solución 


(a) A partir de la ecuación de la elipse, a = 5 y b = 4. Para una elipse, 
c? = a? — b2; por lo que c = 3. Como e = cfa, e = 3/5. Debido a 
que afe = 25/3, se infiere, por el teorema 9.5.2, que la directriz co- 
rrespondiente al foco ubicado en (3, 0) tiene la ecuación x = 25/3, y la 
“tirectriz correspondiente al foco (3, 0) tiene la ecuación x = -25/3. 
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(b) La figura 4 muestra la elipse, las directrices y los focos, así como tres 
puntos P,, P, y P3 de la elipse. Para cada uno de estos puntos, 


R, [FP| 23 4 
[RP] 5 
Xx 
8 
El > EJEMPLO 2 La hipérbola del ejemplo 1 de la sección A.8 tiene 
3 la ecuación 
nn. y_ e 
e” 9167 
[FP] 23 (a) Determine la excentricidad y las directrices de esta hipérbola. (b) Dibu- 
[RP] 5 je la hipérbola y muestre las directrices y los focos. También elija cuales- 
quiera tres puntos P de la hipérbola y dibuje los segmentos de recta cuyas 
FIGURA 4 


longitudes son las distancias no dirigidas desde P a un foco y a su directriz 
correspondiente. Observe que la razón de estas distancias es e. 


Solución 


(a) A partir de la ecuación de la hipérbola, a = 3 y b = 4. Para una hipér- 
bola, c? = a? + b?; porlo que c = 5.Comoe = c/a, e= 5/3. Debido 
a que afe = 9/5, se concluye, por el teorema 9.5.2, que la directriz 
correspondiente al foco ubicado en (5, 0) tiene la ecuación x = 9/5, y 
la directriz correspondiente al foco (5, 0) tiene la ecuación x = — 9/5. 

(b) La figura 5 muestra la hipérbola, las directrices y los focos, así como 
tres puntos Py, P, y Py de la hipérbola. Para cada uno de estos puntos 
larl _s 4 
lap] 3 


En la demostración del teorema 9.5.1 se mostró que los tres tipos de 
cónicas tienen ecuaciones polares de la misma forma. Cuando un foco está 
en el polo y la directriz correspondiente es perpendicular o paralela al eje 


n y polar, una ecuación de la cónica es de la forma (3), (10) u (11). Por tanto, se 
SN tiene el teorema siguiente. 

[EP] 5 

[RP] 3 9.5.3 Teorema 
FIGURA 5 Los números e y d son, respectivamente, la excentricidad y la distghicia 


no dirigida entre el foco y la directriz correspondiente de una cónica. 


(1) Si un foco de la cónica está en el polo y la directriz correspondiente 
es perpendicular al eje polar, entonces una ecuación de la cónica es 
: ed 


r= —=— 14 
liecos0 as 


donde el signo más se toma cuando la directriz correspondiente al 
foco, ubicado en el polo, está a la derecha del foco, y se considera 
el signo menos cuando dicha directriz está a la izquierda del foco. 

(ii) Si uni foco de la cónica está en el polo y la directriz correspondiente 
es paralela al eje polar; entonces una ecuación de la cónica es 


E ES e 
"1 cn 0 (15) 


donde el signo más se toma cuando la directriz correspondiente al 
foco, ubicado en el polo, está arriba del foco, y se considera el 
signo menos cuando dicha directriz está debajo del foco. 
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eje za 
5 (8, 1m) 
3 
3 
Vy 
(8, | (4,7) O| foco 
3 
(8, o) 
La 8 
r= 
1 - cos9 
FIGURA 6 


eje 
polar 


3+2sen9 


FIGURA 7 


» EJEMPLO 3 Una parábola tiene su foco en el polo y su vérti- 
ce en el punto (4, 7). Obtenga una ecuación polar de la parábola y una ecua- 
ción de la directriz. Dibuje la parábola y muestre su directriz. Verifique la 
gráfica en la graficadora. 


Solución Como el foco está en el polo y el vértice en (4, 70), el eje 
polar y su prolongación coinciden con el eje de la parábola. Además, el vér- 
tice está a la izquierda del foco; de modo que la directriz también está a la 
izquierda del foco. En consecuencia, una ecuación de la parábola es de 
la forma (14) con el signo menos. Puesto que el vértice está en (4, 70), 
3d = 4; por lo que d = 8. La excentricidad e es igual a 1, por tanto, se ob- 
tiene la ecuación 


ct 
l =- cos 9 
Una ecuación de la directriz está dada por r cos O = —d, y como d = 8, 
esta ecuación es rcos O = 8. 
La figura 6 muestra la parábola y la directriz. En la graficadora se ob- 
tiene la misma gráfica. 4 


» EJEMPLO 4 Una ecuación de una cónica es 


A 
3 + 2sen8 


Identifique la cónica, obtenga la excentricidad, escriba una ecuación de la 
directriz correspondiente al foco, ubicado en el polo, y determine su vértice. 


Solución Al dividir entre 3 el numerador y el denominador de la fracción 
dada en la ecuación se obtiene 

5 

3 


ir SERES 
1 + 7 sen 0 


la cual es una ecuación de la forma (15) con signo más. La excentricidad 
e = 2. Como e < 1, la cónica es una elipse. Debido a que ed = z, 
d= i + 3; de donde d = ¿..El eje ]x y su prolongación coinciden con 
el eje principal de la elipse. La directriz correspondiente al foco, ubica- 
do en el polo, está arriba del foco, y una ecuación de ella es r sen'6 = Í. 
Cuando O = 37, r = 1; y cuando Ó= 37, r = 5. Por tanto, los vértices 
están en (1, 37) y (5, 370). 

La elipse se muestra en la figura 7. En la graficadora se obtiene la 
misma curva. 


tmitalol 


» EJEMPLO 5 El eje polar y su prolongación coinciden con el 
eje principal de una hipérbola que tiene un foco en el polo. La directriz 
correspondiente está a la izquierda del foco. Si la hipérbola contiene al punto 
a, 37m) y e = 2, obtenga (a) una ecuación polar de la hipérbola, (b) los vér- 
tices, (c) el centro, (d) una ecuación de la directriz correspondiente al foco 
ubicado en el polo. (e) Dibuje la hipérbola y verifique la gráfica en la gra- 
ficadora. , 


Solución Una ecuación de la hipérbola es de la forma (14) con el 
signo menos, donde e = 2. Entonces se tiene 
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Pr PA 
1-2c0s0 


FIGURA $ 


(a) 


10 
(b) 
(e) 

eje 
polar (d) 


2d 
1-2cos8 


Como el punto (1, 21) está en la hipérbola, entonces sus coordenadas 
satisfacen la ecuación. Por tanto, 


l=_2d__ 
-2(-1 

1-21) 

de donde se obtiene d = 1. En consecuencia una ecuación de la hipér- 

bola es i 


2 

3 l - 2 cos 0 cs 
Los vértices son los puntos de la hipérbola para los cuales O = 0 y 
0 = £. De (16), cuando O = 0, r = —-2; y cuando 0 = x,r = z En 
consecuencia, el vértice izquierdo V; está en el punto (-2, 0), y el vér- 
tice derecho V, está en el punto (3, 7). 
El centro C de la hipérbola es el punto del eje principal ubicado a la 
mitad entre los dos vértices. Este es el punto (dí, 7). 
Una ecuación de la directriz correspondiente al foco ubicado en el 
polo está dada por r cos 9 = —d. Como d = 1, entonces esta ecua- 
ción es rcos O = —1. 
Como una ayuda para graficar hipérbola, primero se dibujan las dos 
asíntotas. Estas son las rectas que pasan por el centro de la hipérbola 
que son paralelas a las rectas O = 0, y O = 0», donde 6, y 6» son los 
valores de 0 en el intervalo [0, 277) para los cuales r no está definido. 
De (16), r no está definido cuando 1 — 2cos 9 = 0. Por tanto, 9, = zx 
y 0, = ir. La figura 8 muestra la hipérbola, así como las dos asín- 
totas y la directriz correspondiente al foco ubicado en el polo. En la 
graficadora se obtiene la misma gráfica. 


EJERCICIOS 9.5 


En los ejercicios 1 a 8 (a), determine la excentricidad, los fo- 
cos, y las directrices de la cónica central. (b) Dibuje la cónica 
y muestre los focos y las directrices. También elija cuales- 
quiera tres puntos P (en diferentes cuadrantes) de la cónica y 
dibuje los segmentos de recta cuyas longitudes son las distan- 
cias no dirigidas desde P a un foco y a su directriz corres- 
pondiente. Observe que la razón de estas distancias es e. 


1 2 
10. (a) r = b)r= —“-— 
le 1 - senó Si 3+sen0 
(e) r= —— e NO A 
2+4c050 l-cosr 


En los ejercicios 11 a 22, la gráfica de la ecuación es una cóni- 
ca que tiene un foco en el polo. (a) Determine la excentricidad; 


L 4? + 9y? = 36 2. 4x? + 9y?=4 (b) identifique la cónica; (c) escriba una ecuación de la di- 
3. 25x? + 4y? = 100 4, 16x? + 9y? = 144 rectriz correspondiente al foco ubicado en el polo; y (d) dibuje 
5. 4x2 — 25y? = 100 61? - 9y =9 la curva y verifique la gráfica en la graficadora. 
2_0yv= Da 
7, 16x 9y” = 144 8. 4y 1*=16 ll r= 2 12. r= 4 
1 - cosó6 1 + c0s0 
En los ejercicios 9 y 10, la ecuación polar representa una 5 4 
PA ; Ñ Land B.r=- —_— 14, r= ——_—_— 
cónica que tiene un foco en el polo. Identifique la cónica. 2 + senO 1 - 3c0s0 
9 (a)r= —2— biie A 0 TP 
1 - cos 8 4 + 5sen0 3 - 2cos0 2 + senó 
4. (d) r = A 18. 17= —— 
4 - cosO 1 + senz 5-6sen0 1-2sen9 
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19. 7 = —Y— MM. r= —— 
7-2seng 3+4c0s89 

_ 10 _ 1 
21. r = e] 22. r= 3730000 


En los ejercicios 23 a 28, obtenga una ecuación de la cónica 
que tiene un foco en el polo y satisface las condiciones dadas. 


23. Parábola; vértice en (4, 32. 


24. Elipse; e = = 5h; vértice correspondiente en (4, 7). 


25. Hipérbola; e = 2 ;rcos 0 = 9 es la directriz correspon- 


diente al foco ubicado en el polo. 
26. Hipérbola; vértices en (1, ¿70) y (3, 37) 
27. Elipse; vértices en (3, 0) y (1, 2). 
28. Parábola; vértice en (6, 370). 


29. (a) Obtenga una ecuación polar de la hipérbola que tiene 
un foco en el polo y la directriz correspondiente está a la 
izquierda de este foco, si el punto (2, 1) pertenece a 
la hipérbola y e = 3. (b) Escriba una ecuación de la direc- 
triz que corresponde al foco ubicado en el polo. 


30. (a) Obtenga una ecuación polar de la hipérbola para la cual 

= 3 y que tiene la recta r sen 6 = 3 como directriz 

correspondiente al foco ubicado en el polo. (b) Obtenga 

las ecuaciones polares de las dos rectas que pasan por el 
polo que son paralelas a las asíntotas de la hipérbola. 


31. Calcule el área de la región dentro de la elipse 
= 6/(2 — sen 0) y ubicada arriba de la parábola 
r = 3/(1 + sen 6). 


32. Para la elipse y la parábola del ejercicio 31, calcule el área 
de la región dentro de la elipse y debajo de la parábola. 


33. Demuestre que una ecuación de una cónica, cuyo eje prin- 
cipal coincide con el eje polar y su prolongación, tiene 
un foco en el polo, y su directriz correspondiente está a la 
derecha del foco, es r = ed/(1 + ecos 0). 

34. Demuestre que una ecuación de una cónica, cuyo eje 
principal coincide con el eje 27 y su prolongación, tiene 


35. 


36. 


37. 


38. 


39, 


40. 


41. 


42. 


un foco en el polo y su directriz correspondiente está arriba 
del foco,es r = ed[(l + e sen 0). 


Demuestre que una ecuación de una cónica, cuyo eje prin- 
cipal coincide con el eje ¿7 y su prolongación, tiene un 
foco en el polo, y su directriz correspondiente está debajo 
del foco, es r = edf(l — e sen 0). 


Demuestre que la ecuación r = k esc? +0, donde k es 
una constante, es una ecuación de una parábola. 


Un cometa se desplaza en una órbita parabólica alrededor 
del Sol, siendo éste el foco de la parábola. Cuando el co- 
meta está a 80 millones de millas del Sol, el segmento 
de recta desde el Sol hasta el cometa forma un ángulo de 


32 rad con el eje de la órbita. (a) Obtenga una ecuación 
de la órbita del cometa. (b) ¿Qué tanto se acerca el cometa 


al Sol? 


La órbita de un planeta tiene la forma de una elipse cuya 
ecuación es r = p/(l + e cos 6), donde el polo está en 
el Sol. Determine la medida promedio de la distancia del 
planeta desde el Sol con respecto a 8. 

Un satélite se desplaza alrededor de la Tierra en una órbi- 
ta elíptica que tiene al ¡sentro de la Tierra como un foco y 
una excentricidad de 5. La menor distancia del satélite a 
la Tierra es de 300 mi. Determine la mayor distancia que 
puede separarse el satélite de la Tierra. Suponga que el 
radio de la Tierra es de 4000 mi. 

Muestre que el punto F mencionado en la demostración 
del teorema 9.5.1 es uno de los focos cuando la cónica es 
una elipse o una hipérbola. Sugerencia: utilice (7), la cual 
es la ecuación cartesiana de una cónica central que tiene 
su centro en (A, 0), considere el valor de h de la ecua- 
ción (5), el valor de a de la ecuación (6) y el hecho de 
que c = ae. 

Demuestre que si (es el ángulo entre las asíntotas de una 
hipérbola de excentricidad e, entonces 


a = 2tar! Je? - 1 


Describa cómo cambia la forma de una cónica conforme 
la excentricidad toma los valores siguientes: 0.01, 0.10, 
0.50, 0.99, 1.00, 42, 1.50, 2.00. 
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» SUGERENCIAS PARA LA REVISIÓN DEL CAPÍTULO 9 


1. ¿Cómo se obtiene una ecuación cartesiana de la gráfica 
de un par de ecuaciones paramétricas? 


2. ¿Cómo se puede representar la gráfica de una función 
mediante un conjunto de ecuaciones paramétricas? 

3. Sir=f() y y = g(4), ¿cómo se calcula dy/dx y 
d2y[dx? Invente un ejemplo que ilustre la respuesta. 


4. ¿Cómo se determinan las rectas tangentes horizontales 
y verticales de la gráfica de un par de ecuaciones pa- 
ramétricas? 


5. ¿Qué es una cicloide? Defina una cicloide mediante un 


par de ecuaciones paramétricas. 


¿Cuál es la fórmula para la longitud de arco de una curva 
plaga definida mediante las ecuaciones paramétricas 


1=f0yy = 80? 


Coloque un sistema de coordenadas polares y un siste- 
ma de coordenadas cartesianas rectangulares en el mismo 
diagrama y muestre las relaciones entre los dos conjuntos 
de coordenadas. 


8. Si un punto P tiene coordenadas polares (r, 0), donde 
r>0y0<0< Ll, muestre otros dos conjuntos 
de coordenadas polares de P, un conjunto para el cual 
r < Oyelotroconr > 0. 


9. Responda la sugerencia 8 sir < O y ¿A <0< 


10. ¿Cómo se obtiene una ecuación cartesiana de una gráfica 
a partir de su ecuación polar? 


11. Escriba una ecuación polar de (a) una recta que contiene al 
polo, (b) una recta paralela al eje polar, y (c) una recta 
paralela al eje + Tr. Dibuje cada una de las rectas. 


12. Escriba una ecuación polar de (a) una circunferencia cuyo 
centro esté en el polo, (b) una circunferencia tangente al 
eje 7 TT y que su centro este en el eje polar (c), una circunfe- 
rencia tangente al eje polar cuyo centro esté en el eje . 
Dibuje cada una de las circunferencias, 


13. Defina la gráfica de la ecuación polar r = f(9) mediante 
un par de ecuaciones paramétricas. Invente un ejemplo 
que ilustre la respuesta. 


14. Escriba una ecuación polar de cada uno de los tipos de 
caracol y dibuje los caracoles. 


15 


Escriba una ecuación polar de (a) una rosa de tres hojas 
y (b) una rosa de cuatro hojas. Dibuje las rosas. 
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16. ¿Cuál es la fórmula para la longitud de arco de una gráfica 
polar? 

17. ¿Cuál es la fórmula para el área de una región limitada por 
gráficas polares? 


18. ¿Qué es lo más difícil de obtener, puntos de intersección de 
gráficas polares o puntos de intersección de gráficas 
cartesianas? 


19. Establezca la definición que proporciona una propiedad 
común de las cónicas relacionada con la excentricidad e. 


¿Cómo determina el valor de e el tipo de cónica? 


. 


20. Escriba la ecuación de una elipse cuyo foco esté en el polo 
y para la cual la directriz correspondiente es perpendicular 
al eje polar si (a) la directriz está a la derecha del foco y 
(b) la directriz está a la izquierda del foco. Dibuje cada 


una de las elipses. 


, 


21. Escriba la ecuación de una hipérbola cuyo foco esté en el 
polo y para la cual la directriz correspondiente es parale- 
la al eje polar si (a) la directriz está arriba del foco y (b) la 
directriz está debajo del foco. Dibuje cada una de las 
hipérbolas. 


22, 


* 


Escriba la ecuación de una parábola cuyo foco estén el 
polo y (a) la directriz correspondiente sea perpendicular 
al eje polar, (b) la directriz correspondiente sea paralela al 
eje polar. Díbuje cada una de las parábolas. 


>- EJERCICIOS DE REPASO PARA EL CAPÍTULO 9 


En los ejercicios | a 4, (a) dibuje la gráfica de las ecuacio- 
nes paramétricas y verifíquela en la graficadora; (b) obtenga 
una ecuación cartesiana de la gráfica. 


ll x=2-1y=021 

Li=P.y=P+1 

3. x=2*,y=39-4 

4 x=4cost- 2,y=4sent + 3 

En los ejercicios 5 y 6, calcule 2 y a sin eliminar el 
parámetro, 

BS. x=9%-1ly=31 +1 6x=e)y=e* 


En los ejercicios 7 y 8, obtenga ecuaciones de las rectas tan- 
gentes horizontales y verticales, y después dibuje la gráfica 
del par de ecuaciones paramétricas dadas. 


TWx=02-Py2=91-P 
8 = 2ar? - 2at? a>0 
1412 14142” 
(la cisoide de Diocles) . 


En los ejercicios 9 y 10, localice el punto que tiene el conjunto 
de coordenadas polares dado; después obtenga otros dos con- 
juntos de coordenadas polares del mismo punto: uno con el 
mismo valor de r y el otro con un r de signo opuesto. 


9. (a) Q, 21) 
10. (a) (4,27) 


(b) (3,17) 
yl 
(b) El, 1m 
En los ejercicios 11 y 12, obtenga las coordenadas cartesia- 


nas rectangulares del punto cuyas coordenadas polares se 
proporcionan. 


1. (3 (117 (b) (2,-27) 
(o) (4,0 dd (A 
1. (a) 56,7 (0) (2, ¿m 
() EV2,75m (dd 1,5 


En los ejercicios 13 y 14, obtenga un conjunto de coordena- 
das polares del punto cuyas coordenadas cartesianas rectan- 


gulares se proporcionan. Considerer > 0y 0 < 9 < 27, 


13. (a) (4,4) (b) (1,43) 
(0) (0,6) (dd) (2 43,-2) 

14. (a) 4,0) (b) (43,1) 
(0) (2,2) (d) (3, -3 43) 


En los ejercicios 15 a 18, obtenga una ecuación polar de la 
gráfica que tiene la ecuación cartesiana indicada. 


15. 4x? — 9y? = 36 16. 2xy = 1 
17. x?. + y?-9x+8y=0 18. y* = x2(a? - y?) 
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En los ejercicios 19 a 22, obtenga una ecuación cartesiana de la 
gráfica que tiene la ecuación polar indicada. 


19. r?sen20 = 4 


21. r? = sen?0 


20. r(l - cos09) = 2 
22. r= atanr0 


En los ejercicios 23 a 26, dibuje la gráfica de la ecuación. 


23. (a) 0= ix (b) r =4 
24. (a) 0 = (b)r= ¿ 
25. (a) rcosO9 = 3 (b) r = 3c0os0 
26. (a) rsen9 = 6 (b) r = 6sen0 


En los ejercicios 27 a 32, determine el tipo de caracol, su si- 
metría y la dirección en la que apunta. Trace el caracol en la 
graficadora. 

27. r=3+2c0s0 28. r=2+3senQg 

29. r = 2(l - cos 6) 30. r= 3(1 + sen 6) 


3. r=1-2sen0 32. r=2-cos0 


En los ejercicios 33 a 38, describa y trace la gráfica de la 
ecuación en la graficadora. 
33. r = 3sen20 34. r = 3c0520 
35. r = 36. r = |sen20| 


38. r? = l6cos 8 


y |cos 6| 
37. r? = —-sen 20 


39. Describa y trace cada una de las siguientes ecuaciones: 
(a) r60 = 3 (espiral recíproca); (b) 3r = 8 (espiral de 
Arquímedes). 


40. Muestre a mano que las ecuaciones r = | + sen O y 
r = sen0 — | tienen la misma gráfica. Después verifique 
las gráficas en la graficadora. 


41. Obtenga la longitud de arco exacta de la curva que tiene 
ecuaciones paramétricas x =2-1tyy=Pde1=0 
ato 3. 


42. Calcule la longitud de arco exacta de la curva que tiene 
ecuaciones paramétricas x = 1? y y=1t*de1=1la 
t= 2, 


43. Obtenga la longitud de arco exacta de la cardioide 
r = 4(l — sen 0). 


44. Determine la longitud de arco exacta de la gráfica polar 
r=3sec0de O=0a 0=_x 


45. Calcule el área de la región limitada por (a) el lazo del ca- 
racol r = 4(1 + 2 cos 0), y (b) la parte exterior del lazo 
del caracol. 


46. Obtenga el área de una de las hojas de la rosar = 2 sen 38. 


47. Determine el área de la región dentro de la gráfica de 
r = 2a sen 0 y fuera de la gráfica de r = a. 


48. Calcule el área de la región dentro de la gráfica de la 
lemniscata r? = 2 sen 28 y fuera de la gráfica de la cir- 
cunferencia r = 1. 


49. Determine el área de la región barrida por el radio vector 
de la espiral logarítmica r = e*%, donde k > 0, conforme 
Ovaríade0a2r. 


50. Calcule el área de la intersección de las regiones acotadas 
por las gráficas de las dos ecuaciones r = a cos O y 
r = a(l — cos 6), donde a > 0. 


51. Obtenga una ecuación polar de la circunferencia que tiene 
su centro en (rg, 87) y un radio de a unidades. Suge- 
rencia: aplique la ley de los cosenos al triángulo cuyos 
vértices están en el polo, (rp, Op) y (r, 0). 


52. Calcule el área de la región limitada por un lazo de la 
curva r = a sen n6, donde n es cualquier número entero 


positivo. 


En los ejercicios 53 a 56, la ecuación corresponde a una cóni- 
ca que tiene un foco en el polo. (a) Calcule la excentricidad; 
(b) identifique la cónica; (c) escriba una ecuación de la direc- 
triz que corresponde al foco ubicado en el polo; (d) dibuje 
la curva. 


53. r= == 7 E TEA 
2 - senó0 3+3sen0 
55, r= qe E 56. r = A 
2+3c0s0 3-2c0s0 


En los ejercicios 57 a 60, obtenga una ecuación polar de la 
cónica que satisface las condiciones, y dibuje la gráfica. 


57. Un foco ubicado en el polo; vértices en (2, 17) y (4, 11). 


58. Un foco ubicado en el polo; un vértice en (6, 2; e= 


To pla 


! 


59. Un foco ubicado en el polo; un vértice en (3, 35m; e 


60. La recta rsen O = 6es la directriz correspondiente al foco 


ubicado en el polo y e = z 


En los ejercicios 61 a 64, utilice NINT para obtener un valor 
aproximado a cuatro dígitos significativos de la longitud de 
arco de la curva indicada. 


6l. x=28 y=1-2der=2at=3 


62. x =e' y =costidet = - ma t= lA 


1 
a 
63. El caracol completo r = 4 — 2 sen 6. 

64, 


65 


Una hoja de la rosa r = 4cos 30. 


La órbita del planeta Mercurio alrededor del Sol tiene la 
forma de una elipse con el Sol como uno de sus focos, un 
semieje mayor de 36 millones de millas, y una excentri- 
cidad de 0.206. Obtenga (a) la distancia mínima a la que 
Mercurio se acerca al Sol, (b) la distancia máxima po- 
sible entre Mercurio y el Sol. 


66. Un satélite se desplaza alrededor de la Tierra en una órbita 
elíptica que tiene a la Tierra en uno de sus focos y una 
excentricidad de qe La distancia mínima a la que el satéli- 
te se acerca a la Tierra es de 200 mi. Obtenga la distancia 
máxima a la que el satélite estará de la Tierra. Suponga 


que el radio de la Tierra es de 4000 mi. 


67. Un cometa que se desplaza en una órbita parabólica al- 
rededor del Sol tiene a éste como el foco F de la parábola. 
Se efectúa una observación del cometa cuando está en el 


punto P,, a 15 millones de millas del Sol, y se realizó una 
segunda observación cuando estaba en P,, a 5 millones de 
millas del Sol. Los segmentos de recta FP, y FP, son 
perpendiculares. Con esta información existen dos posi- 
bles órbitas para el cometa. Determine la distancia mínima 
entre el cometa y el Sol en cada órbita. 


. Si la distancia entre las dos directrices de una elipse es 


71. 


72 


tres veces la distancia entre los focos, determine la 
excentricidad. 


Obtenga una ecuación polar de la parábola que contiene 
el punto (2, 27m, cuyo foco está en el polo y cuyo vértice 
se encuentra en la prolongación del eje polar. 


Calcule el área de la región acotada por las dos parábolas 
r = 2/(1 - cos8) yr = 2/(1 + cos 8). 


Una cuerda focal es un segmento de recta que pasa por 
un foco y tiene sus extremos en la cónica. Demuestre que 
si dos cuerdas focales de una parábola son perpendicu- 
lares, entonces la suma de los recíprocos de las medidas 
de sus longitudes es una constante. Sugerencia: utilice 
coordenadas polares. 


Una cuerda focal es dividida en dos segmentos por el 
foco. Demuestre que la suma de los recíprocos de las me- 


73. 


74 
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didas de las longitudes de los dos segmentos es la misma, 
sin importar que cuerda se tome. Sugerencia: utilice coor- 
denadas polares. 


Una epicicioide es la curva descrita por_un punto P de la 
circunferencia de radio hb que rueda externamente so- 
bre circunferencia fija de radio a. Si el origen está en el 
centro de la circunferencia fija, A(a, 0) es uno de los pun- 
tos en los que el punto P hace contacto con la circunfe- 
rencia fija, B es el punto móvil de tangencia de las dos 
circunferencias, y el parámetro r es la medida en radianes 
del ángulo AOB, demuestre que las ecuaciones paramé- 
tricas de la epicicloide son 


a+b 


x=(a + b)cost — bcos 1 


y = (a + b)sent - ben 


Trace en la graficadora la epicicloide del ejercicio 73 si 
(a) a=4yb= 2 para ¿€ [-2, 11); (b) a = 24 y 
b= 3 para 1€ [-2x, 211); (c) a = 8 y b = 3 para 
£ € [-4x, 417]. Dibuje lo que se muestra en la pantalla 
de la graficadora. 


en el espacio 


Capítulo 


10 


capítulo es un enfoque moderno y sirve como 

introducción tanto desde el punto de vista del 
álgebra lineal como del análisis vectorial clásico, En las 
secciones 10.1 y 10.2 se definen los vectores como pares 
ordenados y ternas ordenadas de números reales, respec- 
tivamente. En estas secciones así como en las secciones 
10.3 y 10.5 se realizan operaciones con vectores efec- 
tuando operaciones algebraicas entre sus coordenadas. 
Las aplicaciones de los vectores tratan sobre física, 
ingeniería, navegación y geometría. 

En este capítulo se incluyen los temas de geometría 
analítica sólida debido a que su estudio se simplifica al 
emplear vectores. Estos temas, se presentan en las seccio- 

nes 10.4 y 10.6, entre ellos se estudian planos, rectas, 
cilindros, superficies de revolución y las superficies 
cuádricas. 


E | estudio sobre vectores presentado en este 
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10.1 VECTORES EN EL PLANO 


P R 
PO =R5 


FIGURA 1 


Las aplicaciones matemáticas con frecuencia se relacionan con magnitudes 
que poseen tanto cantidad (o intensidad) como dirección. Un ejemplo de ta- 
les magnitudes es la velocidad. Así, la velocidad de un avión tiene cantidad (la 
rapidez con que éste vuela) y dirección, la cual determina su curso. Otros 
ejemplos de dichas magnitudes son la fuerza, el desplazamiento y la acele- 
ración. Los físicos e ingenieros entienden por vector un segmento rectilíneo 
dirigido, y las magnitudes que poseen cantidad y dirección se denominan 
magnitudes vectoriales. En contraste, una magnitud que tiene cantidad pero 
no dirección se llama magnitud escalar. Ejemplos de magnitudes escalares 
son la longitud, el área, el volumen, el costo, la utilidad, y la rapidez. El estudio 
de los vectores recibe el nombre de análisis vectorial. 

El análisis vectorial puede estudiarse en forma geométrica o analítica. Si 
el estudio es geométrico, primero se define un segmento rectilíneo dirigido 
(o brevemente segmento dirigido) como un segmento de recta que parte 
desde un punto P y llega hasta un punto O, y se denota por PO. El punto P se 
llama punto inicial, y el punto Q se denomina punto terminal. Después, 
se dice que dos segmentos dirigidos son iguales si tienen la misma longitud 
y la misma dirección, y se escribe PQ = R$ (consulte la figura 1). El segmento 
dirigido PO se llama vector de Pa Q. Un vector se denota por una sola letra 
en tipo negro tal como A. En algunos libros, se emplea una sola letra en tipo 
claro y con una flecha encima para denotar un vector, por ejemplo A. Cuando 
trabaje con vectores, puede usar esa notación o A a fin de distinguir el sím- 
bolo para un vector del símbolo para un número real. 

Al continuar con el aspecto geométrico del análisis vectorial, observe 
que si el segmento dirigido PO es el vector A, y PO = RS, entonces el seg- 
mento dirigido RÍ también es el vector A. Por esto se considera que un vector 
permanece sin cambio si se mueve paralelamente a sí mismo. Con esta 
interpretación de vector, se puede suponer, por conveniencia, que cada vector 
tiene su punto inicial en algún punto de referencia fijo. Si se considera este 
punto como el origen del sistema coordenado cartesiano rectangular, entonces 
un vector puede definirse analíticamente en términos de números reales. Tal 
definición permite el estudio del análisis vectorial desde un punto de vista 
puramente algebraico. 

En este libro se emplea el estudio analítico, mientras que la interpreta- 
ción geométrica se utiliza con fines ilustrativos. Un vector en el plano se de- 
nota por un par ordenado de números reales y la notación (x, y) se emplea en 
lugar de (x, y) para evitar la confusión entre vector y punto. V, es el conjunto 
de todos los pares ordenados (x, y). 


10.1.1 Definición de vector en el plano 


Un vector en el plano es un par ordenado de números reales (x, y). 
Los números x y y son las componentes del vector (x, y). 


De esta definición, dos vectores (ay, a2) y (b,, b,) son iguales si y sólo 
siaj = b;ya) = b. 

Existe una correspondencia entre los vectores (x, y) del plano y los pun- 
tos (x, y) del plano. Sea el vector A el par ordenado de números reales 
(a¡, 47). Si A es el punto (a, az), entonces el vector A puede representarse 
geométricamente por el segmento dirigido OA. Este- segmento dirigido es 
una representación del vector A. Cualquier segmento dirigido a OA también 
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(h + 2,k + 3) 


y 
A 
T (2,3) 
+ x 
Toa 
FIGURA 2 


es una representación del vector A. La representación particular de un vector 
con su punto inicial en el origen se denomina representación de posición 


del vector. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 El vector (2, 3) tiene como 


su representación de posición el segmento dirigido desde el origen hasta el 
punto (2, 3). La representación del vector (2, 3) cuyo punto inicial es (h, k) 
tiene como punto terminal (4 + 2,£ + 3); consulte la figura 2. pl 


El vector (0, 0) se denomina vector cero y se denota por 0; esto es, 
0 = (0,0). 


Cualquier punto es una representación del vector cero. 


10.1.2 Definición de módulo* y dirección de un vector 


El módulo de un vector A, denotado. por l A ll , es la longitud de 
cualquiera de sus representaciones, y la dirección de un vector di- 
ferente del vector cero es la dirección de cualquiera de sus repre- 
sentaciones. 


10.1.3 Teorema 


Si A es el vector (a, az), entonces || A ll = ya? + a)? 


Demostración Dela definición 10.1.2, || A || es la longitud de cualquiera 
de las representaciones de A, entonces ll A ll será la longitud de la representa- 
ción de posición de A, la cual es la distancia del origen al punto (a,, az). De 
la fórmula de la distancia entre dos puntos, se obtiene 


Pal 


(a - 0? + (a, - 0)? 
= ya? + ay? u 


Observe que La l es un número no negativo y no un vector. Del teo- 
rema 10.1.3, se tiene po || = 0. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 — siA = (23,5), entonces 


Ja? + 52 
432 : A 


Pal] 


» EJEMPLO 1 Sean A el vector (-4,5) y P el punto (6, -2). 
(a) Dibuje la representación de posición de A y también la representación par- 
ticular de A que tiene a P como su punto inicial. (b) Determine el módulo 
de A. 


Solución 


(a) Sea A el punto (-4, 5). La figura 3 muestra el segmento dirigido OÁ, el 
cual es la representación de posición del vector A. Sea PO la representa- 


*N. del T. Otros nombres para el módulo de un vector son magnitud, intensidad y tamaño. 


A(-4, 5) 4 


(a,, az) 


FIGURA 3 
y 
4 
8 
(0) 
FIGURA 4 


y 
ELD : 
1 


FIGURA 7 
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ción particular del vector A que tiene a P como su punto inicial, Si 
Q = (x, y), entonces 


x-6=-4 y+2=5 
x=2 y=3 


Por tanto, Q = (2,3) y PO se muestra en la figura 3. 
(b) Del teorema J0.1.3, 


al 


yy? + 52 
= V4l 4 
El ángulo director de cualquier vector diferente del vector cero es el 
ángulo O medido desde la parte positiva del eje x en el sentido contrario al 


giro de las manecillas del reloj hasta la representación de posición del vector. 
Si 6 se mide en radianes, entonces 0 < Q < 27.Si A = (ay, a7), entonces 


a . 
tan9= sia 0 (1) 
a] 
Sia =0 y az > O, entonces Q = Tr si aj =0 y az < O, entonces 
8 = 27. Las figuras 4 a 6 muestran el ángulo director 6 para vectores es- 


pecíficos cuyas representaciones de posición están dibujadas en ellas. 


(a, a) Ad y 
A 


y 


L > 


y (a, a) 


FIGURA 5 FIGURA 6 


» EJEMPLO 2 Determine la medida en radianes del ángulo 
director de cada uno de los siguientes vectores; (a) (1, 1); (b) (0, =$); 


(o) (1, -2). 


Solución Las representaciones de posición de los vectores de (a), (b) y 
Y Pp 
(c) se muestran en las figuras 7, 8 y 9, respectivamente. 


9 = tan (2) + 27 y 
0 = 5.176 4 


(0,3 (1-2) 
FIGURA 8 FIGURA 9 
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(a, a,) 


FIGURA 10 


(4, -6) 


FIGURA 12 


(a) tan 0 = —1,y ¿7 < O < 1; de modo que 9 = ar. 

(b) tan G no existe, y a7 < 0; por lo que O = 2. > 

(e) tan 0 = 2, y 2 < 6 < 2x; por tanto O = tan t(-2) + 271; es decir, 
0 = 5.176. p| 


Observe que si A = (a,, a) y Oes el ángulo director de A, entonces 
a = l|Allcosg y a = |A]|sen 0 Q) 


Refiérase a la figura 10, donde el punto (a,, a,) está en el primer cuadrante. 

Si el vector A = (a, a>), entonces la representación de A cuyo punto ini- 
cial es (x, y) tiene como punto terminal al punto (x + aj, y + az). De esta 
manera, un vector puede considerarse como una traslación del plano en sí 
mismo. La figura 11 muestra cinco representaciones del vector A = (ay, a). 
En cada caso A traslada el punto (x,, y) en el punto (x; + 41, y; + a). 


y 
A 


(a, 2,) 


Ca + 41, y4+a)) 
(x, +4, y, +a)) A 


A A 


(2, + 4,, yy + a,) 
(+41, Ya + a,) 
a, Ya) 
(11, y) 


(1%, ya) 
E, y») 


FIGURA 11 


» EJEMPLO 3 Suponga que P es el punto (-1, 8) y Q es el pun- 
to (3, 2). Determine el vector A que tiene a PO como una representación. 
Dibuje PQ y la representación de posición de A. 


Solución La figura 12 muestra el segmento dirigido PQ. Sea'el vector 
A = (aj, az). Como PQ es una representación del vector A, el vector A tras- 
lada el punto Pl, 8) al punto Q(3, 2). Pero el vector (ay, a>) traslada el 
punto (-1, 8) al punto (+1 + aj,8 + a)). Así, 
-l+a1=3 8+a=2 
a = 4 ad = -6 
Por tanto, A = (4,—6). La figura 12 también muestra la representación de 
posición de A. 4 


La definición siguiente proporciona el método para sumar dos vectores. 


10.1.4 Definición de la suma de vectores 


La suma de los vectores A = (a¡,a)) y B = (bj, b,) es el vector 
A + B definido por E 


A + B = (ay + b,,47 + b>) 
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Ba 


A (+ (a, +b,), y + (a, + ba) 


FIGURA 13 


< 


A (250 cos 3% 250 sen y) 


(200, 0) 


FIGURA 14 


> 


ñ Q_+a, y + a) 


xXx 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 si A =(3,-1) y B=. 


(4, 5), entonces 


A+B=( 4 (44), -1 +5) 
= El, 4) 4 


La interpretación geométrica de la suma de dos vectores se muestra en 
la figura 13, Sean A = (a¡, az) y B = (b;, b2), y sea P el punto (x, y). Enton- 
ces A traslada el punto P al punto (x + a¡,y + az) = Q. El vector B 
traslada el punto Q al punto ((x + aj) + by, (y + az) + b,) o, equivalen- 
temente, (x + (az + by), y + (az + b,) = R. Además, 


A + B = (a; + b,,4, + b,) 


En consecuencia, el vector A + B traslada el punto P al punto (x + (a; + bj), 
y + (a, + b)) = R. Así, en la figura 13, PO es una representación de A, 
OR es una representación del vector B, y PR es una representación de A + B. 
Las representaciones de los vectores A y B son lados adyacentes de un para- 
lelogramo, y la representación del vector A + B es una diagonal del paralelo- 
gramo. Esta diagonal se denomina resultante de los vectores A y B. La regla 
para la adición de vectores también se conoce como la ley del paralelogramo. 

La fuerza es una magnitud vectorial donde la cantidad se expresa en unida- 
des de fuerza y el ángulo director se determina mediante la dirección de la fuerza. 
En física se demuestra que dos fuerzas aplicadas a un objeto en un punto par- 
ticular pueden reemplazarse por una fuerza equivalente, la cual es su resultante. 


» EJEMPLO 4 Dos fuerzas de 200 lb y 250 lb forman un ángulo 
de 37 entre sí y están aplicadas a un objeto en el mismo punto. Determine 
(a) la intensidad o módulo de la fuerza resultante, y (b) el ángulo que forma 
la resultante con la fuerza de 200 lb, 


Solución Consulte la figura 14, donde los ejes se han elegido de modo 
que la representación de posición de la fuerza de 200 lb coincida con la parte 
positiva del eje x. El vector A denota esta fuerza, por lo que A = (200, 0). El 
vector B representa la fuerza de 250 lb. De las fórmulas (2), si 
B = (bj, b,), entonces 


by = 250 cos 37 b, = 250 sen 37 
= 125 = 216.5 


Así, B = (125, 216.5). La fuerza resultante es A + B, por lo que 
A + B = (200,0) + (125, 216.5) 
= (325, 216.5) 


(325) + (216.5)? 
390.5 


(b) Si O es el ángulo que el vector A + B forma con el vector A, entonces 


(a) A + BI 


Y 


_ 216.5 
tan O = 5 A 
tan 9 = 0.6662 
9 = 0.5877 4 
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FIGURA 15 


FIGURA 16 


FIGURA 17 


10.1.5 Definición del negativo de un vector 
Si A = (ay, az), entonces el negativo de A, denotado por —A, es el 
vector (—ay, —a7). 
e 
Si el segmento dirigido PO es una representación del vector A, entonces 
el segmento dirigido OP es una representación de —A. Cualquier segmento 
dirigido paralelo a PO, que tenga la misma longitud de PO y sentido contrario 
al de PO, es también una representación de —A. Refiérase a la figura 15. 


10.1.6 Definición de la diferencia de dos vectores 


La diferencia de los vectores A y B, denotada por A — B, es el vector 
que se obtiene al sumar A al negativo de B; es decir, 


A-B=A+(B) 


Así, siA = (a,,a,)) y B = (b,, b,), entonces -B = (-b1,-—b2), y 


A -— B = (a, - b,,az -— b,) 


l> EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 si A = (4-2) y B= 


(6, -3), entonces 


A — B = (4,-2) - (6,-3) 
= (4,-2) + (=6, 3) 
= (2,1) 4 


A fin de interpretar geométricamente la diferencia de dos vectores, con- 
sidere que las representaciones de los vectores A y B tienen el mismo punto 
inicial. Entonces el segmento dirigido desde el punto terminal de B al pun- 
to terminal del segmento dirigido de la representación de A es una repre- 
sentación del vector A — B. Esto obedece la ley del paralelogramo 
B + (A - B) = A. Consulte la figura 16. 

El ejemplo siguiente, que involucra la diferencia de dos vectores, trata 
acerca de la navegación aérea. La velocidad al aire (o con respecto al aire) de 
un avión es su velocidad con relación a la velocidad del aire en que navega, 
y la velocidad a tierra (o con respecto a la tierra) es su velocidad conside- 
rada desde el suelo. Cuando hay viento, la velocidad del avión relativa al 
suelo es la resultante del vector que representa la velocidad del aire y el vector 
que representa la velocidad del avión relativa al aire. En navegación, el curso 
de un barco o un avión es el ángulo medido en grados en el sentido en que 
giran las manecillas del reloj desde el norte a la dirección en la que se encamina 
la nave. El ángulo se considera positivo aunque se recorre en el sentido del 
giro de las manecillas del reloj. 


» EJEMPLO 5 Un avión puede volar a 300 mi/h. Si el viento. 
sopla hacia el este a 50 mi/h, ¿cuál debe ser el enfilamiento del avión para que 
el curso sea de 30%? ¿Cuál será la velocidad a tierra del avión si vuela en 
este curso? 


Solución Refiérase a la figura 17, la cual muestra las representaciones de 
posición de los vectores A y B así como una representación de A — B. El 


FIGURA 18 
y 
v(FO) 2 
P(a,. a, 
v(0Q0) 
v(OP) 
> ox 
FIGURA 19 
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vector A representa la velocidad a tierra del avión sobre un curso de 30%. El - 
ángulo director de A es 60%. El vector B representa la velocidad del viento. 
Como B tiene una intensidad de 50 y un ángulo director de 0*, entonces 
B = (50, 0). El vector A — B representa la velocidad del avión al aire; así, 
A - B|| = 300. Sea 6 el ángulo director de A — B. De la figura 17 se 
obtiene el triángulo mostrado en la figura 18. Al aplicar la ley de los senos a 
este triángulo, se tiene 


sen $ _ sen 602 
0 


50 "300 


_ SO sen 60” 
e 300 
sen $ = 0.1433 


$ = 83 


Por tanto, 


8 = 60% + 8,32 


68.3 


1 


Si se aplica otra vez la ley de los senos al triángulo de la figura 18, se tiene 
lll _ _300_ 
sen(180? — 6) sen 602 


_ 300 sen 111.7? 
14] y sen 602 


[PA] = 322 


Conclusión: El enfilamiento del avión debe ser 90% — 6, el cual es 21.7", y 
si el avión vuela en este curso, su velocidad a tierra será de 322 mi/h. 4 


Suponga que P es el punto (a,, az) y Q es el punto (by, b,). Se emplea- 
rá la notación V(P0) para denotar el vector que tiene al segmento dirigido PO 
como una representación. Consulte la figura 19, la cual muestra representa- 
ciones de los vectores V(POQ), v(OP) y V(00). Observe que 


V(PO) = V(OD) - V(OP) 
V(PO) = (b,, ba) — (aj, az) 


V(PO) = (b; — aj, bz — az) 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 5 — SiPesel punto (-6,7) y Q 


es el punto (2, 9), entonces 


V(PO) = (2 - (56),9 - 7) 
= (8, 2) 4 


Otra operación con vectores es la multiplicación escalar (o multiplica- 
ción por un escalar) que implica el producto de un vector y un escalar (un 
número real). 
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A 


FIGURA 20 


FIGURA 21 


10.1.7 Definición del producto de un vector 
y un escalar 


Si c es un escalar y A es el vector (a;, az), entonces el producto de 
c y A, denotado por cA, es el vector definido por 


cA c(a1, a) 


(caj, caz) 


4 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 6 sia -= (4, -5), entonces 
3A =.3(4, -5) 
(12, -15) 4 


En el ejercicio 45 se le pedirá que demuestre que si A es cualquier vector 
y ces cualquier escalar, entonces 


014)=0 y  c(0=0 


El módulo del vector cA se calcula como sigue: 


Ica l y(caj Y” + (ca, y 


ca? + a?) 


Ve? aj? + a)? 
[c| Lal] 


Por tanto, el módulo de cA es el valor absoluto de c por el módulo de A. 

La interpretación geométrica del vector cA se presenta en las figuras 20 y 
21. Sic > 0, entonces cA es un vector cuya representación tiene una longi- 
tud de c veces el módulo de A y tiene la misma dirección de A; un ejemplo 
de esto se muestra en la figura 20, donde c = 3. Si c < 0, entonces cA es 
un vector cuya representación tiene una longitud que es | Cc | veces el módulo 
de A y posee dirección opuesta a la de A. Esta situación se muestra en la 
figura 21, donde c = e 

El teorema siguiente proporciona las leyes que satisfacen las operacio- 
nes de adición vectorial y multiplicación por un escalar de vectores de V». 


10.1.8 Teorema : 


Si A, B y Cson tres vectores cualesquiera de Va, y c y d son dos escalares 
cualesquiera, entonces la adición vectorial y la multiplicación por un 
escalar satisfacen las siguientes propiedades: 


() A+B=B+A - (ley conmutativa) 
(1) A+ (B+C)=(A + B) + C (ley asociativa) 
(ii), Existe un vector 0 en V, para el cual A + 0 = A 
(existencia del idéntico aditivo) 
(iv) Existe un vector —A en V, talque A + EA) = 0 
(existencia del inverso aditivo o negativo) 
(Y) (cd)A = cídA) (ley asociativa) 
(vi) (A + B) =cA + CB (ley distributiva) 
(vii) (c + d)A =cA + dA (ley distributiva) 
(viii) (A) = A (existencia del idéntico multiplicativo:escalar) 


FIGURA 22 
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Demostración Se presentarán las demostraciones de (i) y (vi), las demás 
se dejan como ejercicios (consulte los ejercicios 46 a 50). En la demostración 
de (1) se utiliza la propiedad conmutativa para los números reales, y en la de- 
mostración de (vi) se emplea la propiedad distributiva para los números rea- 
les. Sean A = (a¡, ar) y B = (b,, b»). 


Demostración de [i) Demostración de (vi) 
A + B = (a;,a7) + (b1,b))  c(A + B)= c((a,, a) + (bj, b,)) 

= (a, + b,,07 + b) c((a, + b,,a) + ba) 

= (b¡ + aj,b, + a)) (c(ay + by),c(az + b2)) 
(b1, b») + (a¡, a7) = (cay + cb,,ca, + cb) 
B+A 


" 


ll 


(ca, ca2) + (cby, cb») 
cía], a) + c(by, ba) 
cA + CB ” 


Ú 


El teorema 10.1.8 es muy importante debido a que cualquier ley alge- 
braica para las operaciones de adición vectorial y multiplicación por un esca- 
lar en V, se puede deducir a partir de las ocho propiedades establecidas en el 
teorema. Estas leyes son semejantes a las leyes de la aritmética de números 
reales. Además, en álgebra lineal, un espacio vectorial real se define como 
un conjunto de vectores junto con el conjunto de números reales (escalares) y 
las dos Operaciones de adición vectorial y multiplicación por un escalar que 
satisfacen las ocho propiedades presentadas en el teorema 10.1.8. 


10.1.9 Definición de espacio vectorial real 


Un espacio vectorial real V es un conjunto de elementos, llamados 
vectores, junto con el conjunto de números reales, denominados esca- 
lares, con dos operaciones llamadas adición vectorial y muitipli- 
cación por un escalar, tal que para cada par de vectores A y B en V y 
para cualquier escalar c, se definen los vectores A + B y cA de modo 
que las propiedades (1) (viii) del teorema 10.1.8 se cumplan. 


De esta definición, V, es un espacio vectorial. 
Ahora se considerará un vector arbitrario de V, y se expresará en una 
forma especial: 


(a, a7) = (ar, 0) + (0, a2) 
(a, a) = ax(1,0) + ax0, 1) (3) 


Debido a que el módulo de cada uno de los dos vectores (1,0) y (0, 1) es 
una unidad, se les conoce como vectores unitarios. A continuación se pre- 
senta la notación para estos dos vectores unitarios: 


i=(1,0) j=(0,1) 


Con estas notaciones, se tiene de (3) 
(a, a) = aji + a)j (4) 


La representación de posición de los vectores i y j se muestra en la figu- 
ra 22. La ecuación (4) establece que cualquier vector de V, puede escribirse 
como una combinación lineal de i y j. De esta proposición y del hecho de que 
i y j son independientes (es decir, sus representaciones de posición no son 
colineales), se dice que los vectores i y j forman una base para el espacio 
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> x 


FIGURA 23 


FIGURA 24 


vectorial V,. Refiérase al ejercicio 52 para un ejemplo de una base que consiste 
de vectores no unitarios. El número de elementos de una base de unespacio vecto- 
rial se denomina dimensión del espacio vectorial. Por tanto,-V, es un espacio 
vectorial bidimensional o de dos dimensiones. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 7  De(s), 
(3,-4) = 3i — 4j 4 


Sean A el vector (a;, az) y O el ángulo director de A. Observe la figu- 
ra 23, donde el punto (a;, a,) está en el segundo cuadrante y se muestra la re- 


presentación de posición de A. Como A = aji + a)j, ay = [La [ cos O, 
ya, = l A [ sen 0, entonces se puede escribir 
A = Pa || cos Bi + Pa l| sen Oj 


A 


fí 


IA || (cos 0i + sen Oj) (5) 


Esta ecuación expresa el vector A en términos de su módulo, del coseno y del 
seno de su ángulo director, y de los vectores unitarios i y j. 


» EJEMPLO 6 Exprese el vector (-5, -2) en la forma (5). 


Solución Vea la figura 24, la cual muestra la representación de posición 
del vector (-5, -2). Al calcular el módulo y el coseno y seno del ángulo di- 
rector, se tiene 


PP 
les, -2 1] = VES? + 29 
= 29 
A 2 
cos O = 73 y senó $5 


Por tanto, de (5), 


us, 2) = Bio 2 
e ll va 453) 57% 


10.1.10 Teorema 


Si el vector A = aji + d>j €s diferente del vector cero, entonces 
el vector unitario U que tiene la misma dirección y el mismo sentido de 
A está definido por 

4. a. 
¡e A j 
la Pal 


Demostración Se demostrará que el vector U es un vector unitario que 
tiene la misma dirección de A. 


Y et 
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2 


ya + 42 1 
EEN SETA = 1 4) 
Al Al 
- JAll 
ES] 
> =1 
Como l U l = 1,Ues un vector unitario, y debido a que U es igual al pro- 


ducto de un escalar positivo y el vector A, la dirección y el sentido de U son 
los mismos que los de A. 5 


» EJEMPLO 


7 Dados A =3i+jy B=-2i + 4j, obtenga 


el vector unitario que tiene la misma dirección de A — B, 


Solución 


A-—B= Qi 


I 


Así, 
[A - B| = 


+ 5) - Ci + 4p) 
Si - 3j 


y + (39 


34 


Por el teorema 10.1.10, el vector unitario requerido es 


EJERCICIOS 10.1 


En los ejercicios 1 a 4, (a) dibuje la representación de posición 
del vector A y también la representación particular que pasa 
por el punto P. (b) Calcule el módulo de A. 

1. A=(G640P=G1) 

2. A =(255P= (3,4) 

3, A =(e,-3)%P = (2,-£) 

4. A = (4,0), P = (2, 6) 
En los ejercicios 5 y 6, obtenga la medida exacta en radianes 


del ángulo director del vector. En el inciso (c) aproxime la me- 
dida a centésimos de radián. 


5. (a) (1.-1) (b) (-3, 0) 
6. (a) (V3,1) (b) (0, 4) 


(c) (5, 2) 
(e) (53, 2) 
En los ejercicios 7 a 10, obtenga el vector A que tiene al seg- 
mento dirigido PQ como una representación. Dibuje PÓ y la 
representación de posición de A, 
7. P=(3,7),Q = (5,4) 
9. P= (55,-3),Q = (0,3) 
10. P = (-42,0),Q = (0,0) 


8. P=(5,4),0 = (3,7) 


En los ejercicios 11 a 14, determine el punto S de modo que 
PQ y RS sean representaciones del mismo vector. 

(2,530 = (1,6), R = (53,2) 

(2,0), Q = (3,4 R = (4, 2) 


11. P 
12. P 


13. P=(0,30 = (5,-2R = (7,0) 

1, P= (1,910 = Q,-3)R = (55, 2) 

En los ejercicios 15 y 16, calcule la suma del par de vectores e 
ilústrela geométricamente. 

15. (a) (2,4), 3, 5) (b) (23, 0), (4, -5) 

16. (a) (0, 3), (22, 3) (b) (2,3), -/2,-1) 


En los ejercicios 17 y 18, reste el segundo vector del primero e 
ilustre la diferencia geométricamente. 


17. (a) (3, -4), (6, 0) (b) (1, e), (3, 2e) 
18. (a) (0, 5), (2, 8) (b) (3,7), 3,7) 


En los ejercicios 19 y 20, determine el vector o el escalar si 
A = (2,4), B = (4,3) y C = (3,2). 


19. ()A+B  (b) [C - B| 
20. (a) A-B (bel 


En los ejercicios 21 a 24, obtenga el vector o el escalar si 
A = 21 + 3jyB = 4i - j. 


(o) [17A - Bl 
() [24 + 3B |] 


21. (a) 5A  (bh-6B— ()A+B (da + Bl 
22. (a) 24  (b) 3B (JA-B  (d) |la - BI 
23. (a) [lA[| + [BI (bh) 5A - 6B 

(e) [[5A - 6B || (a) [sal] - [[s8| 
24. (a) [Al] - [B]| (b) 3B - 2A 

(c) [|3B - 2A | (a) [13B (| - [l2a | 
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En los ejercicios 25 y 26, A = -4i + 2j, B = 
C= 


25. 
26. 


+1 + 3j y 
Si - j. 

Obtenga: (a) 5A — 2B — 2C;(b) ]|SA — 2B - 2C]|. 

Determine: (a) 3B — 2A.- C; (b) | 3B - 2A - C]|. 


En los ejercicios 27 y 28, A = 81 + Sj y B = 3i-— j. 


27. 


28. 


Determine un vector unitario que tenga la misma dirección 
queA + B. 


Obtenga un vector unitario que tenga la misma dirección 
queA — B. 


En los ejercicios 29 a 32, exprese el vector dado en la forma 
r(cos Oi + sen Oj), donde r es el módulo y 8 es el ángulo di- 
rector. También obtenga un vector unitario que tenga la misma 
dirección. 


29, 
30. 
31. 
32. 
sa, 


34. 


35. 


36. 


37. 


38. 


39, 


40. 


41. 


(a) 3i — 4j 
(a) 8i + 6j 
(a) -4i + 443j (b) —-16i 
(a) 3i — 3j (b) 2j 


SiA = -2i+j, B = 3i- 2j y C 
termine los escalares h y k tales que C = 


(b) 2i + 2j 
(b) 24/51 + 4j 


= Si - 4j, de- 
hA + kB. 
Si A =S5Si- 2j, B = -4i + 3j y C = -6i + 8j, 
determine los escalares h y k tales que B = AC - kA. 


SiA =i- 2j,B = 2i + 4j y C = 7i - Sj, demues- 
tre que C no puede expresarse en la forma AA + kB, 
donde h y k son escalares. 


Dos fuerzas de 340 lb y 475 lb forman entre sí un ángulo 
de 34.6% y se aplican a un objeto en el mismo punto. 
Calcule (a) el módulo o intensidad de la fuerza resultante, 
y (b) el ángulo que forma la resultante con la fuerza de 
475 lb con aproximación de décimos de grado. 


Dos fuerzas de 60 lb y 80 lb forman entre sí un ángulo de 
30? y se aplican a un objeto en el mismo punto. Obtenga 
(a) el módulo o intensidad de la fuerza resultante, y (b) el 
ángulo que forma la resultante con la fuerza de 60 lb 
con aproximación de grados. 


Una fuerza de 22 lb y otra de 34 lb se aplican a un objeto 
en el mismo punto y forman un ángulo 6 entre sí. Si la 
fuerza resultante es de 46 lb, determine 8 con aproxi- 
mación de grados. 


Una fuerza de 112 lb y otra de 84 lb se aplican a un objeto 
en el mismo punto, y la fuerza resultante es de 162 lb. 
Determine el ángulo formado por la resultante y la fuer- 
za de 112 lb con aproximación de décimos de grado. 


Un avión tiene una velocidad al aire de 350 mi/h. Para que el 
curso real del avión sea el norte, su enfilamiento debe ser 
340". Si el viento sopla del oeste, (a) ¿cuál es la rapidez 
del viento? (b) ¿Cuál es la velocidad a tierra del avión? 


En un avión que tiene una velocidad al aire de 250 mifh, el 
piloto desea volar hacia el norte. Si el viento sopla hacia 
el este a 60 mi/h, (a) ¿cuál debe ser el enfilamiento del 
avión? (b) ¿Cuál sería la velocidad a tierra si el avión volase 
en este curso? 


42. 


43. 


52. 


53. 


Una lancha puede desplazarse a 15 nudos con respecta, al 
agua. En un río, cuya corriente es de 3 nudos hacia el oeste, 
la lancha tiene un enfilamiento hacia_el sur. ¿Cuál es la 
velocidad de la lancha con respecto a tierra y cuál es su 
curso? 


Un nadador con una velocidad de nado de 1.5 mifh con 
respecto al agua, parte de la ribera sur de un río y se dirige al 
norte directamente a través del río. Si la corriente del río 
fluye hacia el este a 0.8 mi/h, (a) ¿en qué dirección va el 
nadador? (b) ¿Cuál es la velocidad del nadador con respec- 
to a tierra? (e) Si la distancia a través del río es de 1 milla, 
¿qué tan lejos, río abajo, el nadador alcanza la otra orilla? 


Suponga que el nadador del ejercicio 43 desea llegar al 
punto ubicado directamente al norte a través del río. (a) ¿En 
qué dirección debe dirigirse el nadador? (b) ¿Cuál será la 
velocidad respecto a tierra del nadador si elige esta 
dirección? 


Demuestre que si A es cualquier vector y c es cualquier 
escalar, entonces O(A) = 0 y c(0) = 0, 


Demuestre el teorema 10.1.8(11). 
Demuestre el teorema 10.1.8(i1i) y (viii). 
Demuestre el teorema 10.1.8(iv). 


Demuestre el teorema 10.1.8(v). 


. Demuestre el teorema 10.1.8(vii). 
. SeanA = (2,-5), B = (3,1) yC = (4,2). 


(a) Calcule A + (B + C)e ilustre geométricamente. 
(b) Calcule (A + B) + Ce ilustre geométricamente. 


Se dice que dos vectores son independientes si y sólo si 
sus representaciones de posición no son colineales. Ade- 
más, se dice que dos vectores A y B forman una base para 
el espacio vectorial V, si y sólo si cualquier vector de V, 
puede expresarse como una combinación lineal de A y B. 
Se puede demostrar un teorema que establece que dos 
vectores forman una base para el espacio vectorial V, si 
son independientes. Muestre que este teorema se cumple 
para los dos vectores (2,5) y (3,-1) haciendo lo si- 
guiente: (a) verifique que los vectores son independientes 
mostrando que sus representaciones de posición no son 
colineales; y (b)verifique que los vectores forman una 
base al mostrar que cualquier vector aji + azj puede 
expresarse como c(2i + Sj) + d(3i — j) donde c y d 
son escalares. Sugerencia: exprese c y d en términos de 
a, y a). 


Consulte las dos primeras oraciones del ejercicio 52. Se 
puede demostrar un teorema que afirma que dos vecto- 
res forman una base para el espacio vectorial V, sólo si són 
independientes. Muestre que este teorema se cumple para 
los vectores (3,-2) y (6, 4) efectuando lo siguiente: 
(a) verifique que los vectores son dependientes (es decir, 
no son independientes) probando que sus representacio- 
nes de posición son colineales; (b) verifique que los vec- 
tores no forman tna base tomando un vector particular y 
demostrando que no puede expresarse en la forma 
ci -— 25) + d6i + 4j), donde c y d son escalares (es 


“decir, no generan el espacio vectorial). 


54. Un conjunto de vectores V ¡, V,, Va, . 


55. 
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.., Y, se dice que es 
linealmente dependiente si y sólo si existen escalares 
Kj» Ka, Kg» « - - « Kn, nO todos cero, tales que 


EV, + ko Va + k3V3 +... + kV, =0 


Demuestre que si V, = 3i — 2j, V, = i + 4j y Vy = 
2i + Sj,entonces V |. V> y Vz son linealmente dependientes. 


Sean PO una representación del vector A, QR una re- 
presentación del vector B, y RS una representación del 


56. 


57. 


vector C. Demuestre que si PO, OR y RS son los lados de 
un triángulo, entoncesA + B + C =0, 


Demuestre analíticamente la desigualdad del triángulo 
para vectores: 


[A + B[] < al! + [Bl] 


Explique la diferencia entre magnitud vectorial y magnitud 
escalar. 


10.2 VECTORES EN EL ESPACIO TRIDIMENSIONAL 


z 


FIGURA 1 


z 


x 
Sistema coordenado derecho 


FIGURA 2 


z 
+ plano yz 


plano xz 


plano xy 


FIGURA 3 


Hasta ahora se han tratado el espacio numérico unidimensional R, la recta 
numérica, y el espacio bidimensional R?, el plano numérico. Se identificaron 


los números reales de R con los puntos de un eje horizontal y los pares de nú- 


meros reales de R? con los puntos de un plano geométrico. Ahora, antes de - 
extender el concepto de vector a tres dimensiones, se discutirá el espacio 
numérico tridimensional. ] 


10.2.1 Definición de espacio numérico tridimensional 


El conjunto de todas las ternas ordenadas de números reales recibe 
el nombre de espacio numérico tridimensional, y se denota por RY. 
Cada terna ordenada (x, y, z) se denomina punto del espacio numé- 
rico tridimensional. 


Con el fin de representar R3 en un espacio geométrico tridimensional, se 
consideran las distancias dirigidas de un punto a tres planos mutuamente 
perpendiculares. Los tres planos se forman al tomar tres rectas perpen- 
diculares entre sí, las cuales se intersectan en un punto llamado origen y de- 
notado por O. Estas rectas, denominadas ejes de coordenadas, se designan 
como el eje x, eje y y eje z. Por lo común los ejes x y y se consideran en 
un plano horizontal, y el eje z vertical. El sentido positivo, elegido en cada 
eje como se muestra en la figura 1, proporciona un sistema coordenado 
derecho. Este nombre se deriva del hecho de que si se coloca la mano dere- 
cha de modo que el dedo índice apunte en la dirección positiva del eje x, y 
el dedo medio apunte hacia el sentido positivo del eje y, entonces el pulgar 
apuntará en la dirección positiva del eje z. Observe la figura 2. Los tres ejes 
determinan tres planos coordenados: el plano xy que contiene a los ejes x 
y y, el plano xz que contiene a los ejes x y z, y el plano yz que contiene a los 
ejes y y z, como se muestra en la figura 3. 

Una terna ordenada (x, y, z) se asocia con cada punto P del espacio 
geométrico tridimensional. La distancia dirigida de P al plano yz es la coor- 
denada x, su distancia dirigida al plano xz es la coordenada y, y la coorde- 
nada z es la distancia dirigida de P al plano xy. Estas tres coordenadas se 
denominan coordenadas cartesianas rectangulares de P, y existe una 
correspondencia uno a uno, denominada sistema coordenado cartesiano 
rectangular, entre las ternas Ordenadas de números reales y los puntos del 
espacio geométrico tridimensional. En consecuencia, se identifica R3 con 
el espacio geométrico tridimensional. En la figura 4 se muestran los puntos 
(2,3,4) y (4, -2,-5). Los tres planos coordenados dividen al espacio en 
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Al (4, -2, -5) 


FIGURA 4 


Recta paralela al plano xy 


FIGURA 7 


ocho partes denominadas octantes. El primer octante es aquel en el que las 
tres coordenadas son positivas. 

Una recta es paralela a un plano si y sólo si la distancia desde cualquier 
punto de la recta al plano es constante. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Una recta paralela al plano 


yz, Otra paralela al plano xz, y otra más paralela al plano xy, se muestran en 
las figuras 5, 6 y 7, respectivamente. 


y 


Recta paralela al plano yz Recta paralela al plano xz 


FIGURA 5 FIGURA 6 


El teorema siguiente se deduce inmediatamente de la discusión anterior. 


10.2.2 Teorema 


(i) Una recta es paralela al plano yz si y sólo si todos los puntos de la 
recta tienen la misma coordenada x. 

(ii) Una recta es paralela al plano xz si y sólo si todos los puntos de la 
recta tienen la misma coordenada y. 

(iii) Una recta es paralela al plano xy si y sólo si todos los puntos'de la 
recta tienen la misma coordenada z. 


y 


Coro caso especial, se consideran todas las rectas que están en un plano 
dado como paralelas al plano. En este caso, la distancia de cualquier punto de 
una de estas rectas al plano es cero. 

En el espacio tridimensional, si una recta es paralela a cada uno de dos 
planos que se intersectan, entonces la recta es paralela a la recta de intersec- 
ción de los dos planos. También, si una recta dada es paralela a una segunda 
recta, entonces la recta dada es paralela a cualquier plano que contenga a la 
segunda recta. El teorema siguiente se infiere de estos dos hechos geomé- 
tricos y del teorema 10.2.2. 


10.2.3 Teorema 


(i) Una recta es paralela al eje x si y sólo si todos los puntos de la 
recta tienen la misma coordenada y y la misma coordenada z. 

(ii) Una recta es paralela al eje y si y sólo si todos los puntos de la 
recta tienen la misma coordenada x y la misma.coordenada z. 


Recta paralela al eje x 


FIGURA 8 


Recta paralela al eje y 


FIGURA 9 


——Fá o. 


E 
t 
1 
t 
; 
Recta paralela al eje z 


FIGURA 10 


—> y 
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(iii) Una recta es paralela al eje z si y sólo si todos los puntos de la 
recta tienen la misma coordenada x y la misma coordenada y. 


D EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Una recta paralela al eje x, 


otra paralela al eje y, y otra más paralela al eje z, se presentan en las figuras 
8, 9, y 10, respectivamente. 


Las fórmulas para determinar la distancia de un punto a otro de una 
recta paralela a uno de los ejes coordenados se obtienen a partir de la defi- 
nición de distancia dirigida dada en la sección A.2 del apéndice, y se establecen 
en el teorema siguiente, 


10.2.4 Teorema 


(1) Si A(x,, y, 7) y B(,, y, z) son dos puntos de una recta paralela al 
eje x, entonces la distancia dirigida de A a B, denotada por AB, 
está dada por 


AB = x, - x 


(ii) Si C(x, y1, 7) y D(x, yo, 2) son dos puntos de una recta paralela al 
eje y, entonces la distancia dirigida de C a D, denotada por CD, 
está dada por 


CD = Y2 7 Y 


(ti) Si £(Gx, y, 21) y F(x, y, 22) son dos puntos de una recta paralela al 
eje z, entonces la distancia dirigida de E a F, denotada por EF, 
está dada por 


EF = 27 - 2 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 La distancia dirigida PO 


del punto P(2, -5, -4) al punto Q(2, -3, -4) está dada por el teorema 
10.2.4(11): 


PQ = (3) - (5) 
=2 4 


El teorema siguiente proporciona una fórmula para determinar la 
distancia no dirigida entre dos puntos cualesquiera del espacio tridi- 
mensional. 


10.2.5 Teorema _ 


La distancia no dirigida entre los puntos Py(x;, y], 21) Y Pa(x», ya, 22) 
está dada por 


|[P,P2| = LG - 1? + (0 10 + a ay 


Demostración Se construye un paralelepípedo rectangular que tiene a P, 
y P¿ como vértices opuestos y caras paralelas a los planos coordenados (consulte 
la figura 11). 
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2 Bix, 


/ 


o Pla Ya 2): 


Yp 21) 
P Xp Y 21) 


: Alta Ya 21), 
al 


A, O 


FIGURA 11 


- y 


Por el teorema de Pitágoras, 

|PP2 12 = |P¡A |? + |4P, |? 0) 
Como 

[P,412 =|P,B)2 + [BA |? 


se obtiene, al sustituir de esta ecuación en (1), 


[P¡P2|? = [PB]? + [34]? + [4P, |? 
Si se aplica el teorema 10.2,4(i), (11) y (111), a los lados rectos se obtiene 


| PP, |? 


la 12 + (0-31? + (2 - 21? 


| P¡P> | ¿a - 4) +0 - 1 + (27 - 9) 1] 


» EJEMPLO 1 Calcule la distancia no dirigida entre los puntos 
P(3,4,-1) y QQ, 5, -4). 


Solución Del teorema 10.2.5, 

Sá 

VQ +3) + (5 - 492 + (4 + 1) 

= 435 d 


[Po| 


La fórmula de la distancia entre dos puntos de R? es una extensión de la 
fórmula para la distancia entre dos puntos de R?. Cabe hacer notar que la dis- 
tancia dirigida entre dos puntos x, y x, de R está dada por 


lo - 11] = /G2 = x1)? 


Las fórmulas para determinar las coordenadas del punto medio de un seg- 
mento de recta se deducen al considerar los triángulos congruentes que 
se forman, y proceder de manera análoga al caso de dos dimensiones. Estas 
fórmulas se establecen en el teorema siguiente y la demostración se deja 
como un ejercicio (refiérase al ejercicio 18). 


10.2.6 Teorema 


Las coordenadas del punto medio del segmento de recta cuyos extre- 
mos son Py(xy, y1, 21) y Pa(x,, ya, 22) están dadas por 


zo. 4% o. MAY 7 41+2 
E q e 2 si 2 


10.2.7 Definición de la gráfica de una ecuación en R3 


La gráfica de una ecuación en R? es el conjunto de puntos (x, y, 2) 
cuyas coordenadas son números que satisfacen la ecuación. 


Una superficie es la gráfica de una ecuación en R3, La esfera es un ejemplo 
de una superficie. 


C(h.k, 1) 


FIGURA 12 
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10.2.8 Definición de esfera 


Una esfera es el conjunto de todos los puntos del espacio, tridimensio- 
nal que equidistan de un punto fijo. El punto fijo se denomina centro 
de la esfera y la medida de la distancia constante se llama radio. 


10.2.9 Teorema 


Una ecuación de la esfera de radio r y centro en (h, k, [) es 


AAA a) 


Demostración —Denote punto (h, k, 1) por C (vea la figura 12). El punto 
P(x, y, z) es un punto de la esfera si y sólo si | CP] = r; es decir, 


GA? + O 1?= 5 


Al elevar al cuadrado los dos miembros de esta ecuación se obtiene el resultado 
requerido. 0] 


Si el centro de la esfera está en el origen, entonces h = 0,k = 0 y 
1 = 0; por lo que una ecuación de esta esfera es 


E 


2+y42=r 
Si se desarrollan los cuadrados de (2) y se reagrupan los términos se tiene 

12 + y2 + 22 2hx - 2ky — 2 + (12 +24 1-5r%=0 
Esta ecuación es de la forma 

2+y942+Gx+H+lkhl+J=0 (3) 


donde G, H, 1 y J son constantes. La ecuación (3) se denomina forma ge- 
neral de la ecuación de la esfera, mientras que (2) recibe el nombre de forma 
centro-radio. Como toda esfera tiene un centro y un radio, su ecuación 
puede expresarse en la forma centro-radio, y por tanto, en la forma general. 
Cualquier ecuación de la forma (3) puede presentarse en la forma 


(a - HP? + (y - 0 (a 1? K (4) 
donde ? 
h=-36 k=-3H l=-,1 K= (64H? 4 P- 43) 


Se le pedirá que demuestre esto en el ejercicio 19, 

Si K > 0, entonces (4) tiene la forma de la ecuación (2); de modo que 
la gráfica de la ecuación es una esfera que tiene su centro en (h, k, 1) y radio VK.. 
Si K = 0, la gráfica de la ecuación es el punto (A, k, /). Si K < 0, entonces 
la gráfica es el conjunto vacío debido a que la suma de los cuadrados de 
tres números reales es no negativa (es decir, es mayor que o igual a cero). Este 
resultado se establece en el teorema siguiente. 


10.2.10 Teorema 


La gráfica de cualquier ecuación de segundo grado en x, y y z, de la 
forma 


2+y424+Gx+ Hy+lz+J]=0 


es una esfera, un punto o el conjunto vacío. 
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FIGURA 13 


» EJEMPLO 2 Determine la gráfica de la ecuación de 


12+y4+2-6x-4y+23=2 


Solución Si se reagrupan los términos y se completan los cuadrados 
se tiene 


xX2-6x+9+yY-dy+44+2+22+1=2+9+4+1 
(1-39 + (y - 27 + GU + 1?=16 


La gráfica es una esfera que tiene su centro en (3, 2, —1) y radio 4. 4 


La figura 13 muestra la esfera del ejemplo 2. 


» EJEMPLO 3 Obtenga una ecuación de la esfera que tiene 
los puntos A(=S5, 6,-2) y B(9, -4, 0) como los extremos de uno de sus 
diámetros. 


Solución El centro de la esfera es el punto medio del segmento de rec- 
ta AB. Sea este punto C(X, y, 2). Por el teorema 10.2.6 se tiene 
2-3 >_74+6 A 
2 2 y = 2 Z= >> 
= 2 = 1 = -1 


De modo que C es el punto (2, 1, —1). El radio de la esfera es [TB|. En 
consecuencia, 


JO=D7+ 04D (04 1Y 
= /% 


r 


ti 


Por tanto, del teorema 10.2.9, una ecuación de la esfera es 


(1-22 + (y- 1 + GU + 1? = 75 
x2 4 y 4 72-4x-2y+22-69=0 4 


En la sección 10.1 se definió un vector en el plano como un par orde- 
nado de números reales. Ahora se extenderá esta definición a un veetor en el 
espacio tridimensional. 


10.2.11 Definición de vector en el espacio 
tridimensional 


Un vector en el espacio tridimensional es una terna ordenada de nú- 
meros reales (x, y, 2). Los números x, y y z se denominan compo- 
nentes del vector (x, y, z). 


Se dice que los vectores (a,, a7, a3) y (by, ba, b3) son iguales si y sólo 
sia; = ba) = b)yaz = bx. 

El conjunto de todas las ternas ordenadas (x, y, z), donde x, y y z son 
números reales, se denota por V3. Del mismo modo que para los vectores de 
V,, un vector de V¿ puede representarse mediante un segmento dirigido. Si 
A = (aj, a, az), entonces el segmento dirigido que tiene su punto inicial en 
el origen y su punto terminal en el punto (a;, a), a3) recibe el nombre de 


F, (04 4,.y +4)7,2+a3) 


a 
A (y 0) 


(a,, a, ay) 
a Y) Yi 


FIGURA 14 


Pla, a, ay) 


FIGURA 15 
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representación de posición de A. Un segmento dirigido que tiene su punte- 
inicial en (x, y, 2) y su punto terminal en el punto (x + a, y + a7,2 + ax) 
es también una representación del vector A. Consulte la figura-14. 

El vector cero es el vector (0, O, 0) y se denota por 0. Cualquier punto 
es una representación del vector cero. 

El módulo de un vector es la longitud de alguna de sus representa- 
ciones. Si el vector A = (aj, a», az), el módulo de A se denota por l All, y 


Al] = ya? + a? + az? 


La dirección de un vector diferente del vector cero de Vx está deter- 
minada por tres ángulos llamados ángulos directores del vector. 


10.2.12 Definición de ángulos directores de un vector 


Los ángulos directores de un vector diferente del vector cero son los 
tres ángulos que tienen la menor medida en radianes no negativa Q, f 
y y medidos a partir de los ejes x, y y z, respectivamente, hasta la 
representación de posición del vector. 


La medida en radianes de cada ángulo director de un vector es mayor 
que o igual a O y menor que o igual a 7. Los ángulos directores del vec- 
tor A = (a;, a», az), cuyas medidas en radianes son ax, f y y, se muestran en la 
figura 15. En esta figura, las componentes de A son números positivos, y los 
ángulos directores de este vector tiene medidas en radianes positivas me- 


“ nores que 37. En la figura se observa que el triángulo POR es un triángulo 


rectángulo y 


E 
al 
1 


Puede demostrarse que la misma fórmula se cumple si ¿TX < WM < T. 
De igual manera pueden deducirse fórmulas para cos f y cos y, obteniéndose 


cos A = 


aj a 
— osB= —H- cos Y 
al Al] 


Los tres números cos «a, cos $ y cos y se denominan cosenos directores 
del vector A. El vector cero no tiene ángulos directores, y, en consecuencia, 
tampoco cosenos directores. 


(5) 


cos al = EA 
all 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 — se determinarán el módulo 


y los cosenos directores del vector A = (3, 2,6). 


lla] 


J6? + (0 + 6? 
=07 
De las fórmulas (5), 


-3 =F% Ae 
cosa= 3  cosfB=j¿  cosy=-É do! 


Si el módulo de un vector y sus cosenos directores se conocen, entonces el 
vector está determinado de manera única debido a que de (5) 


ay = [Alcosa ar =lAlcosB as = [A llcosy (6) 
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Los tres cosenos directores de un vector no son independientes entre 
sí, como lo muestra el siguiente teorema. 


10.2.13 Teorema 


Si cos qx, cos fl y cos y son los cosenos directores de un vector, entonces 


2 


cos? a + cos? B + costy= 1 


Demostración SiA = (aj, a,, az), entonces los cosenos directores de A 
están dados por (5), de modo que 


2 2 2 
costa + cos? B + costy= Uy 24 43 
la? lap aj? 
a a? + a)? + a? 
la]? 
_ llal? 
la]? 


= 1] 1] 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 5 — Se verificará el teorema 


10.2.13 para el vector del ejemplo ilustrativo 4 


cos? a + cos? B + cos? y = (3) + (32 + (92 


9 4 36 


=u+to?s 


= 1 4 
El vector A = (ay, a2, a3) es un vector unitario si [PA l = 1, y de las 
ecuaciones (5), las componentes de un vector unitario son sus cosenos 


directores. 

Las operaciones de adición, sustracción y multiplicación por un escalar 
en V3 se definen de manera similar a las definiciones correspondientes para  ' 
vectores de V,. ] 

SiA = (a,,a,, a3) y B = (bj, b,, b3) y c es un escalar, entonces 


A + B 
A-B 


(aj + b,, a, + ba, ad3 + b3) —A (-a],—42, -az) 
A + (B) CA = c(a;, a), a3) 
(a, = by,a2 — b,a3 — b3) (cay, ca), caz) 


1 
il 


DP — EJEMPLO 4 Dados A = (5, -2. 6) y B = (8, =5, -4), 
calcule A + B,A — B,3A y -5B. 


Solución 
A+B=(5+8,2 + (65),6 + (4) 
= (13, 7,2) 
A-B=(5-82- (-5),6 — (4) 
= (-3, 3, 10) ] 
3A = 3(5,-2, 6) -5B = -5(8,-5,-4) 


= (15,6, 18) = (-40, 25, 20) 4 


e 
Xx 
FIGURA 16 
2 
A-B 
A 
B 
o > y 
yS 
Xx 
FIGURA 17 
4 Q(by, b,, b3) 
V(PO) 
Pía, a, az) 
> y 
ES 
Xx 
FIGURA 18 
z 
Ca P0.3,5) 
00,1, e E 


FIGURA 19 
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La interpretación geométrica de la suma de dos vectores de Vz es sente- 
jante a aquélla para vectores de V>. Refiérase a la figura 16. Si P es el punto 
(1, y, 2), A = (a,, a, az) y PÓ es una representación de A, entonces Q es el 
punto (x + ay, y + a7,z + as). Sean B = (b, b», b3)-y OR una representa- 
ción de B, entonces (x + (a, + by), y + (az + ba), z + (az + b3)) es el 
punto R. Por tanto, PR es una representación del vector A + B, y se cumple 
la ley del paralelogramo. 

La diferencia de dos vectores de V3 también se interpreta geométrica- 
mente de manera semejante como se hace en V>. Consulte la figura 17. Se 
puede obtener una representación del vector A — B al elegir las representa- 
ciones de A y B de modo que tengan el mismo punto inicial. Entonces, una 
representación del vector A — B es el segmento dirigido del punto terminal 
de la representación de B al punto terminal de la representación de A. 

La figura 18 muestra los puntos P(aj, az, az) y O(bj, ba, b3), y los seg- 
mentos dirigidos PO, OP y 00. Observe que 


Úl 


v(00) - V(OP) 
(by, b>, b3) — (ay, az, a3) 


VPO) 


Por tanto, 


V(PQ) = (b¡ — aj, bz — a7,b3 — az) 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 6 La figura 19 muestra el 
segmento dirigido PQ, donde P es el punto (1, 3, 5) y Q es el punto (2, —1, 4). 
Por tanto, 


V(PO) = (2 - 1,-1 - 3,4 - 5) 
= (1, -4,-1) « 
Suponga que A = (ar, a, 43) es diferente del vector cero y que tiene 
los cosenos directores cos dt, cos fÚ y cos y y que c es cualquier escalar. En- 


tonces CA. = (caj, caz, caz3); y si cos (%,, cos B| y cos y son los cosenos 
directores de cA, entonces, de las ecuaciones (5), se tiene 


_ ca] _ ca eN ca3 
cos QX] = cos f| = —- cos Y = 
"Teal 0 Teal 1 cal 
c _ 4 c 42 c 47 
cosa = Z —— cos fi = — —É- cos Y = = - 
[c| All ic! Al] [c| Aj 
cos QA = ea cos fB; = jeje cos Y] = Pd (7) 
el 


De modo que si e > O, entonces, de las ecuaciones (7), los cosenos direc- 
tores de cA son los mismos que los cosenos directores de A. Si c < 0, los 
cosenos directores de cA son los negativos de los cosenos directores de A. 
Por tanto, si c es un escalar diferente de cero, entonces el vector cA es un vector 
cuyo módulo es |c| veces el módulodeA.Sic > 0,cA tiene la misma dirección 
que A. Sic < 0, el sentido de cA es el opuesto al de A. 

Las operaciones de adición vectorial y multiplicación por un escalar 
de cualesquiera vectores de Vz satisfacen las propiedades enunciadas en el 
teorema 10.1.8; se le pedirá que las demuestre en los ejercicios 47 y 48. 
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A partir de este hecho y de la definición 10.1.9, Vz es un espacio vectorial 
real. Los tres vectores unitarios 


i = (1,0,0) j=(0,1,0) k = (0,0, 1) 


forman una base para el espacio vectorial Vz debido a que cualquier vector 
(a,, 47, 43) puede expresarse en términos de ellos como sigue: 


(a¡, 47, 43) = ai(1,0,0) + ax0, 1,0) + ax(0, O, 1) 
En consecuencia, si A = (a;, az, a3), también se puede escribir 
A = ayi + a2j + azk (8) 


Ahora bien, como hay tres elementos en una base, V3 es un espacio vectorial 
tridimensional. 
Si se sustituye de (6) en (8) se tiene 


A | A || cos ai + [| 4 | cos Bj + IA [| cos yk 


A 


Ja || eos ari + cos Bj + cos y k) (9) 


Esta ecuación permite expresar cualquier vector diferente de cero en 
términos de su módulo y de sus cosenos directores. 


» EJEMPLO 5 Exprese el vector del ejemplo ilustrativo 4 en 
términos de su módulo y de sus cosenos directores. ' 


Solución En el ejemplo ilustrativo 4, A = (3, 2, -6) y se obtuvo 
| A [ = 7,c0s q = 5,cos B = 5 ycos y = —$. En consecuencia, de (9), 


A =7(Gi+ 3j- $k) 4 


10.2.14 Teorema 


Si A = aji + aj + azk es diferente del vector cero, entonces el 
vector unitario U que tiene la misma dirección que A está determinado 
por ; 


e ar i+ a2 ¡+ az 
Par a ars 


La demostración de este teorema es análoga a la demostración del teo- 
rema 10.1.10 para un vector de V, y se deja como ejercicio (consulte el 
ejercicio 55). 


DP EJEMPLO 6 Dados los puntos R(2, —1, 3) y SB, 4, 6), obten- 


ga el vector unitario que tiene la misma dirección que V(RS). 


Solución 


V(R5) 


ll 
tl 


(3-24-(64,6-3) —I|VRS | = 412 +5? + 32 
¡+ Sj + 3k = 435 
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Por tanto, por el teorema 10.2.14, el vector unitario pedido es 


U= Li e 4 
v35 j 

Las operaciones con vectores, tales como la adición y la multiplicación 
por un escalar, así como la determinación del módulo de un vector y de un 
vector unitario que tenga la misma dirección que un vector dado, pue- 
den efectuarse en algunas computadoras y calculadoras. Refiérase al manual de 
usuarios correspondiente a fin de conocer el método para realizar ciertas 
Operaciones vectoriales. 


EJERCICIOS 10.2 


En los ejercicios | a 5, los puntos A y B son vértices opuestos 
de un paralelepípedo que tiene sus caras paralelas a los pla- 
nos coordenados. En cada ejercicio, (a) dibuje la figura, 
(b) obtenga las coordenadas de los otros seis vértices, (c). calcule 
la longitud de la diagonal AB. 


A(0, 0, 0), B(7, 2, 3) 
A(1, 1,2); B(2, 3, 5) 

. A(2,-1,-3); B(4, 0-1) 
. AC, —1,0), B(3, 3, 5) 


2. A(1, 1, 1); BG, 4,2) 


O 


. El vértice opuesto al rincón de una sala está a 18 pie al 
este, 15 pie al sur y 12 pie por arriba del primer rincón. (a) 
Dibuje la figura; (b) determine la longitud de la diagonal 
que une dos vértices opuestos; (c) obtenga las coordena- 
das de los ocho vértices de la sala. 


En los ejercicios 7 a 11, determine (a) la distancia no diri- 
gida entre los puntos A y B, y (b) el punto medio del segmento 
de recta que une a A con B: 


7. A(3, 4,2), B(1, 6, 3) 
8. A(4, 3,2); B(-2, 3,-5) 
9. A(Q,-4, 1); B(3,2,3) 
10. A(2,- A 5 B(S, 1,-4) 
1L. A(S5,2, 1); B(3, 7, 2) 


12, Demuestre que lostrespuntos(1, —1,3), (2, 1,7) y (4, 2, 6) 
son los vértices de un triángulo rectángulo, y calcule 
su área. 


13. Se dibuja una recta que pasa por el punto (6, 4, 2) y que 
es perpendicular al plano yz. Obtenga las coordenadas de 
los puntos de la recta que están a una distancia de 10 uni- 
dades del punto (0, 4, 0). 


14. Resuelva el ejercicio 13 si la recta se dibuja perpendicular 
al plano xy. 


15. Demuestre que los tres puntos (3, 2, 4), (6, 1,2) y 
(12, 3, 6) son colineales empleando la fórmula de la 
distancia. 


16. Determine los vértices del triángulo cuyos lados tienen los 
puntos medios en (3, 2, 3), +1, 1,5) y (0, 3,4). 


17. Para el triángulo que tiene vértices A(2, —S, 3), B(-1, 7, 0) 
y C(4, 9, 7) calcule (a) la longitud de cada lado, y (b) 
los puntos medios de cada lado. 


18. Demuestre e) teorema 10.2.6. 
19. Demuestre que cualquier ecuación de la forma 
er yYy+r2rGrHrk+J=0 
puede expresarse en la forma 


GE-h+GO- sr Ga-N=kK 


En los ejercicios 20 a 25, determine la gráfica de la ecuación. 
20. 12 + y? +22-8y+62-25=0 

My + 22 Bro + yr 22 4=0 

2. x2+yY4+2ox-y-32+2=0 

2 r+y4+22-6+9=0 

24. x2 + y? +22-8xr+ 1My-42+13=0 

25, 2+y+42-6+2y-4+19=0 


En los ejercicios 26 a 28, obtenga una ecuación de la esfera 
que satisface las condiciones indicadas. 


26. Uno de sus diámetros es el segmento de recta que tiene 
extremos en (6, 2, -5) y (-4,0, 7). 

27. Es concéntrica con la esfera que tiene la ecuación 
x? + y? + 22-2y + 82 — 9 = 0, y tiene radio 3. 


28. Contiene los puntos (0, 0, 4), (2, 1,3) y (0,2,6) y su 
centro se encuentra en el plano yz. 


En los ejercicios 29 a 34, A = (1,2,3), B = (4, -3, -1), 
C = (5, 3,5) y D = (2, 1, 6). , 


29. Calcule (a) A + 5B; (b) 7C — 5D; (e) |]7C || - || 5D ||; 
(a) [7e | - [Iso]. 

30. Calcule (a) 24 — C; (b) |] 2A || - [| € |): 
(c) 4B + 6C - 2D: (d) ]4B || + []óC || - [2D ||. 


31. Calcule (a) C + 3D - 8A;(b) ||A || [|B || C - D). 
32. Calcule (a) 3A — 2B + C - 12D; 
b) [[a]]e - [8] p. 


810 CAPÍTULO 10 VECTORES, RECTAS, PLANOS Y SUPERFICIES EN EL ESPACIO 


33. Determine los escalares a y b tales que 
aA +B+bC+D)=0 
34. Determine los escalares a, b y c tales que 


dai +bB+cC =D 


En los ejercicios 35 a 38, determine los cosenos directores del 
vector V(P,P,) y verifique las respuestas al mostrar que la 
suma de sus cuadrados es 1. 


35. P¡(3,—1,-4); PA(7,2, 4) 
36. P¡(2,6,5); Px(2, 4, 1) 
37. P,(4,-3,-1) P¿2,-4,-8) 
38. P¡(1,3,5); P,Q2,-1,4) 


39. Utilice los puntos P, y P, del ejercicio 35 y obtenga el 
punto Q tal que V(P/P,) = 3V(P¡0). 


40. Utilice los puntos P, .y P, del ejercicio 38 y obtenga el 
punto R tal que V(P¡R) = -2V(P»R). 


41. 'Dados P;¡(3, 2, -4) y P,G-5, 4,2), determine el punto 
Py tal que 4V(P¡P,) = -3V(P)P3). 


42. Dados P¡(7,0, -2) y P,(2, -3, 5), determine el punto 
Py tal que V(P,P3) = SV(P,P3). 


En los ejercicios 43 y 44, exprese el vector en términos de 
su módulo y de sus cosenos directores. 


(b) 2 + j- 3k 
(b) 3i + 4j - 5k 


43. (a) -6i + 2j + 3k 
44. (a) 2i — 2j + k 


En los ejercicios 45 y 46, obtenga el vector unitario que tiene 
la misma dirección de V(P,P,). 


45. (a) P¡(4, -1,-6) y PA5,7,-2) 
(b) (P,(2,5,3) y P¿+-4,7,5) 


46. (a) P/(3,0,-1) y P,(3, 8,-1) 
(b) P¡(F8,-5,2) y Py(3, -9, 4) 


En los ejercicios 47 y 48, demuestre la propiedad si A, B y C 
son tres vectores cualesquiera de V, y c es cualquier escalar. 


47. (a A + B = B + A (ley conmutativa) 
(b) Existe un vector O en Vy para el cual A + 0 = A 
(existencia del idéntico aditivo). 
(c) Existe un vector —A en V; tal que A + A) = 0 
(existencia del negativo). 
(d) c(A + B) = cA + cB (ley distributiva). 


48. (a) A + (B + C) = (A + B) + C (ley asociativa). 
(b) (cd)A = c(dA) (ley asociativa). 
(c) (c + d)A = cA + dA (ley distributiva). 
(d) 1(A) = A 


49. Demuestre mediante geometría añalítica que las cuatro dia- 
gonales que unen los vértices opuestos de un paralelepípedo 
se bisectan mutuamente. 


50. SiP,Q,R y S son cuatro puntos del espacio tridimensional 
y A, B,C y D son los puntos medios de PQ, QR, RS y SP, 
respectivamente, demuestre mediante geometría analítica 
que ABCD es un paralelogramo. 


51. Demuestre mediante geometría analítica que las cuatro 
diagonales de un paralelepípedo rectangular tienen la 
misma longitud. 


52. Se dice que tres vectores en Vy son independientes si y 
sólo si sus representaciones de posición no están en un 
plano; también se dice que tres vectores, E,, E, y Ez, 
forman una base para el espacio vectorial Vy si y sólo si 
cualquier vector de V¿ puede expresarse como una 
combinación lineal de E,, E, y Ez. Se puede demostrar 
un teorema que establece que tres vectores forman una 
base para el espacio vectorial Vz si son independientes. 
Muestre que este teorema se cumple para los tres vec- 
tores (1, 0,0), (1, 1,0) y (1, 1, 1) haciendo lo siguiente: 
(a) verifique que los vectores son independientes demos- 
trando que sus representaciones de posición no son co- 
planares; (b) verifique que los vectores forman una base 
probando que cualquier vector A puede expresarse como 


A = r(1,0,0) + s(1,1,0) + 1(1,1, 1) (10) 


donde r, s y tson escalares. (c)Si A = (6, -2, 5), deter- 
mine los valores particulares de r, s y t tales que se 
cumple (10). 


53. Consulte el ejercicio 52. (a)Verifique que los vectores 
(2,0, 1),(0,—1, 0) y (1,—1, 0) forman una base para V; al 
demostrar que cualquier vector A puede expresarse como 


A = r(2,0,1) + s(0,-1,0) + 1(1,-1,0) (11) 


donde r, s y t son escalares. (b) Si A = (-2, 3, 5), deter- 
mine los valores particulares de r, s y tales que se cum- 
ple (11). 


54. Refiérase al primer enunciado del ejercicio 52. Se puede 
demostrar un teorema que afirma que tres vectores de Vy 
forman una base para el espacio Vz sólo si son indepen- 
dientes. Muestre que este teorema es válido para los tres 
vectores F, = (1,0, 1), E, = (1, 1,1) y Fy =(2, 1, 2), 
realizando lo siguiente: (a) Verifique que F,, F) y Fy no 
son independientes al demostrar que sus representa- 
ciones de posición son coplanares; (b) verifique que los 
vectores no forman una base probando que no todo vec- 
tor de V¿ puede expresarse como una combinación lineal 
de F,, F) y EF; (es decir, no generan el espacio vectorial). 


55. Demuestre el teorema 10.2.14. 


56. Si las medidas en'radianes de los ángulos directores de 
un vector son iguales, ¿cuál es la medida de cada uno? 
Explique cómo llegó a la respuesta. 
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10.3 PRODUCTO PUNTO : 


Hasta este momento se han definido las siguientes operaciones con vecto- 
res: adición, sustracción y multiplicación de un vector por un escalar. El resul- * 
tado de cada una de estas operaciones es un vector. A continuación se definirá 
la operación en la que se multiplicarán dos vectores, denominada producto 
punto, la cual tiene como resultado un escalar y no un vector. 


10.3.1 Definición de producto punto 


El producto punto de dos vectores A y B, denotado por A * B, se 
define como sigue: 


(i) Si A = (a¡, ar) y B = (by, b>) son dos vectores de V,, entonces 
A*B= ayby + ab) 


(id) Si A = (a¡, az, az) y B = (b,,b,, b3) son dos vectores de V3, 
entonces 


A-*B= ajby + aba + azb; 
En ocasiones el producto punto recibe el nombre de producto interior o, 


producto escalar, no debe confundirse con la multiplicación escalar (mul- 
tiplicación por un escalar) la cual es el producto de un escalar y un vector. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 si A=(2,-3) y B= 


(3, 4), entonces 
A-*B = (2,-3)* (3,4) 


= 0)6EJ)+ (634) 
= -13 d. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 si A =(%, 2, -6) y 
B = (25, 3, -2), entonces 

A-*B = (4,2,-6) * (5,3,-2) . 
4(-5) + 2U3) + 66) (2) 

= -2 . 4. 

Los productos puntos que contienen los vectores unitarios i, j y k son 
útiles y pueden verificarse fácilmente (consulte los ejercicios 3 y 6): 

ii=1 jji= 1 k-k= 1 

i-j=0 irk=0 j"k=0 


El teorema siguiente afirma que el producto punto es conmutativo y 
que se distribuye con respecto a la adición vectorial. 


10.3.2 Teorema 


Si A, B y C son tres vectores cualesquiera de V, o V3, entonces 


() A*B = B-A (ley conmutativa) ] 
(ii) A: (B + C) = A*B + A-*C (ley distributiva) 
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FIGURA 2 


FIGURA 3 


Las demostraciones se dejan como ejercicios (refiérase a los ejercicios 7 y 8). 
Como A - B es un escalar, la expresión (A - B)* C carece de signifi- 

cado. En consecuencia, no se considera la asociatividad del producto punto. 
En el teorema siguiente se presentan otras leyes del producto punto. 


10.3.3 Teorema 


Si A y B son dos vectores cualesquiera de V, o V3, y c es cualquier 
escalar, entonces 


. G) c(A*B) = (cA):B: 
(ii) 0-A =0 
(iii) A- A = [A J]2 


Las demostraciones se dejan como ejercicios (consulte los ejercicios 
9 y 10). 

Ahora se considerará el significado de ángulo entre dos vectores, el 
cual conduce a otra expresión para el producto punto de vectores. 


10.3.4 Definición del ángulo entre dos vectores 


Sean A y B dos vectores diferentes del vector cero. 


(i) Si A no es un múltiplo escalar de B y si OP es la representación 
de posición de A y OQ es la representación de posición de B, 
entonces. el ángulo entre los vectores A y B es el ángulo de me- 
dida positiva entre OP y OQ e interior al triángulo determinado 
porO,P yQ. 

(ii) Si A = cB, donde c es un escalar, entonces si c > 0, el ángulo 
entre los vectores mide O radianes; y si c < 0, entonces el án- 
gulo entre los vectores mide 7 radianes. 


El símbolo empleado para denotar el ángulo entre dos vectores tam- 
bién se utiliza para representar la medida del ángulo. De la definición, si 0 es 
la medida en radianes del ángulo entre dos vectores, entonces 0 < O < m. La 
figura 1 muestra el ángulo 6 entre los vectores A y B (donde A no es un 
múltiplo escalar de B) de V,, y la figura 2 muestra el ángulo cuando los vec- 
tores pertenecen a V3. 


10.3.5 Teorema 


Si 6 es el ángulo entre los vectores A y B, diferentes del vector cero, 
entonces 


A-B = [[a]| [[B/]cos 0 


Demostración Lafigura 3 muestra la representación de posición OP de A, 
la representación de posición 00 de B, la representación PO de B - A, y 
el ángulo 6 en el origen, dentro del triángulo POQ. De la ley de los cose- 
nos, se tiene 


_— lla? + IB 1? - ls - al 


ds 218] 


(1) 
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Al aplicar las propiedades del producto punto, de los teoremas 10.3.2 y 
10.3.3, resulta a 


|[B- Al? =B-A)-(B- A) 

(B - A): B-(B- A):A 
B-B-A:'B-B-»A+A-:A 

= [|[B[1? - 24-B + lla |)? 2) 


l 


Si se sustituye de (2) en (1), se obtiene 


lla? + [IB]? - dB]? - 24: B + al?) 


cos O = 
2/14 1111811 
cos86= 243 
21 41111BI| 
A+ B = [A [||| B |] cos 0 a 


El teorema 10.3.5 afirma que el producto punto de dos vectores es el 
producto de los módulos de los vectores y el coseno del ángulo entre ellos. 


» EJEMPLO 1 Dados los vectores 
A =6i-3j+2k y B=2i+j-3k 
determine cos Osi O es el ángulo entre A y B. 


Solución Primero se calcula A - B, [| A l y l B Il. 


A-B =(6,-3,2)*(2,1,-3) JAI = V36+9+4 [B|] = v4+T+9 
=12-3-6 = y49 = y14 
=3 =7 
Del teorema 10.3.5, 
A+ B 
cosg= —_— 
Al! 11 
E >! 
74/14 : 


En la sección 10.1 se dijo que si dos vectores diferentes del vector cero 
son múltiplos escalares uno del otro, entonces tienen la misma dirección o 
direcciones opuestas. Este hecho conduce a la siguiente definición. 


10.3.6 Definición de vectores paralelos 


Se dice que dos vectores son paralelos si y sólo si uno de los vectores es 
múltiplo escalar del otro. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 Los vectores (3,-4, 8) y 
(3, —1, 2) son paralelos debido a que (3, -4,8) = 4( 3,-1,2). d 


Si A es cualquier vector, entonces Ó = OA; de modo que, de la defini- 
ción 10.3.6, el vector cero es paralelo a cualquier vector. 
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C(6. 3. 2) 
AFIGURA 4 


B(, 6, 3) 


A A(4, 9. 1) 


y 


Se le pedirá como ejercicio que demuestre el hecho de que dos vectores 
diferentes del vector cero son paralelos si y sólo si la medida en radianes del 
ángulo entre ellos es O o x (consulte el ejercicio 49). 

Si A y B son dos vectores diferentes del vector cero,“entonces, por el 
teorema 10.3.5, 


cos8=0 siysólosi A:*B=0 

Como 0 < 6 < r, se infiere de esta proposición que 
9= 3n siysólosi A-B=0 

En consecuencia se tiene la definición siguiente. 


10.3.7 Definición de vectores ortogonales 


Se dice que dos vectores A y B son ortogonales (o perpendiculares) 
si y sólosi A + B = 0. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 Los vectores (-4, 5, 0) y 


(10, 8, 3) son ortogonales ya que 


(10) + (518) + (0163) 
=0 >] 


Il 


(24. 5, 0) * (10, 8, 3) 


Si A es cualquier vector, 0 - A = 0, y por tanto, el vector cero es orto- 
gonal a cualquier vector. 


DP EJEMPLO 2 Dados A =3i + 2j y B = 2i + kj, donde k 
es un escalar, determine (a) k tal que A y B sean ortogonales; (b) k tal que A 
y B sean paralelos. 


Solución 
(a) Por la definición 10.3.7, A y B son ortogonales si y sólo si A+ B = 0; 
es decir, 
BG) + Ak) = 0 
k=-3 


(b) De la definición 10.3.6, A y B son paralelos si y sólo si existe algún 
escalar c tal que (3, 2) = cS2,.k); esto es, 


Al resolver estas dos ecuaciones simultáneamente se obtiene k = ES d 


» EJEMPLO 3 Demuestre, empleando vectores, que los puntos 
A(4, 9, 1), B(2, 6, 3) y C(6, 3, -2) son vértices de un triángulo rectángulo. 


Solución El triángulo CAB se muestra en la figura 4. De la figura se 
observa que el ángulo en A puede ser un ángulo recto. Se obtienen V(AB) y 


FIGURA 5 


AS 
IB || cos e < 0 
(b) 


FIGURA 6 
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V(AT) y si el producto punto de estos dos vectores es cero, entonces el ángulo 
en Á es un ángulo recto. 


V(AB) = (2-46-93-1)  V(AC)= (6-43 -9-2-1) 


= (-6,3,2) = (2,-6, -3) 
VB): VAC) = (26, 3,2) + (2,-6,-3) 
=-12+ 18-6 
=0 


Conclusión: V(AB) y V(AC) son ortogonales; de modo que el ángulo 
en A es un ángulo recto, y por tanto, el triángulo CAB es un triángulo rec- 
tángulo. 


Una interpretación geométrica del producto punto se obtiene a partir de 
la proyección escalar de un vector sobre otro. Observe la figura 5, donde OP y 
00 son las representaciones de posición de los vectores A y B, respecti- 
vamente. El punto R es el pie de la perpendicular de Q a la recta que contiene 
a OP. La proyección escalar de B sobre A es el módulo del vector que tiene a 
OR como su representación de posición. 


10.3.8 Definición de la proyección escalar 
de un vector sobre otro 


Si A y B son dos vectores diferentes del vector cero, entonces la 
proyección escalar de B sobre A se define como || B || cos 8, donde 
9 es el ángulo entre A y B. 


Observe que la proyección escalar puede ser positiva O negativa, depen- 
diendo del signo de cos 6. 
Del teorema 10.3.5, 


A-B = LA || dl B || cos 8) (3) 


De modo que el producto punto de A y B es el módulo de A multiplicado por 
la proyección escalar de B sobre A. Consulte las figuras 6(a) y (b). Como el 
producto punto es conmutativo, A « B también es igual al módulo de B mul- 
tiplicado por la proyección escalar de A sobre B. 

SiB = bji + bj + b3k, entonces 


i-B=b j-B=b, k:B=b, 


En consecuencia, del producto punto de B y uno de los vectores unitarios 
1, jok, se obtiene la componente de B en la dirección de ese vector unitario. Con 
el fin de generalizar este resultado, sea U cualquier vector unitario, entonces de 
(3), si O es el ángulo entre U y B, 


U-B 


[0] [Pb [cos e 
IB || cos 


Por tanto, U * B es la proyección escalar de B sobre U, a la cual se le llama 
componente del vector B en la dirección de U. De manera más general, la com- 
ponente de un vector B en la dirección de un vector A es la proyección es- 
calar de B sobre un vector unitario en la dirección de A. 

El teorema siguiente puede emplearse para calcular la proyección escalar 
de un vector sobre otro. 
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L 


19.3.9 Teorema 


La proyección escalar del vector B sobre el vector A es m 


A-B 


[al] 


Demostración Dela definición 10.3.8, la proyección escalar de B sobre 
A es l B l cos 6, donde Bes el ángulo entre A y B. Del teorema 10.3.5, 


IFA) (IB[[cos 0 = A+ B 


ll B ll cs 9 AED 
lla] 

Consulte otra vez la figura 5. Si C es el vector que tiene a OR como su 
representación de posición, entonces C se denomina vector proyección de 
B sobre A. Para determinar C, se multiplica l B l cos 8 por el vector uni- 
tario que tiene la misma dirección de A. Así, 


€ = ([B)eos 8) 4 
lla ll 
_ all dibll coso) , 
la]P 


(ja (del teorema 10.3.5) 
la] 


Este resultado se establece en el siguiente teorema. 


10.3.10 Teorema 


El vector proyección del:vector B sobre el vector A es 
» ( A-* 3 ) A 
lla] 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 5 En el ejemplo 1; para los 


vectores 


A=6i-3+2k y B=2i+j-3k 


se calculó A+ B = 3 y (EN = 7, 
La componente de B en la dirección de A es la proyección escalar de B 
sobre A, la cual, del teorema 10.3.9, es 


A'B_3 . 
hall 7 
Del teorema 10.3,10, el vector proyección de B sobre A es 
A-B des ; 
A = (61 - 3 2k 
(ape 0-3 2 
A 4 
= 4917 49dt a9K 


BQ,-3, 5) 


P(4, 1,6) 


FIGURA 8 


10.3 PRODUCTO PUNTO 817 


» EJEMPLO 4 Sean los vectores 
A =-“Si+j y B=4i+23j 


Determine: (a) la proyección escalar de B sobre A; (b) el vector proyección 
de B sobre A. (c) Muestre en una figura las representaciones de posición de 
A, B y el vector proyección de B sobre A. 


Solución — Primero se calcula A - B y ||A ||. 


A-+B = (5, 1) (4,2) llal] = Es? + P 
= -20 + 2 = /26 
= -18 


(a) Del teorema 10.3.9, la proyección escalar de B sobre A es 


A-B = _ 18. 
la 6 


(b) Del teorema 10.3.10, el vector proyección de B sobre A es 


A-B A 
(52Ja = -¿6Si + j) 


2 


l 


= %i- j 


9 

3 13) 

(c) La figura 7 muestra las representaciones de posición de A, B y C, dony 
de C es el vector proyección de B sobre A. 


» EJEMPLO 5 Calcule la distancia del punto P(4, 1, 6) a la recta 
que pasa por los puntos A(8, 3, 2) y B(2, -3, 5). 


Solución La figura 8 muestra el punto P y la recta que pasa por A y B. 
El punto M es el pie de la perpendicular a la recta que pasa por A y B trazada 
desde P. Sean d unidades la distancia | PM | . Así, por el teorema de Pitágoras, 


d = ylAPR - [Amp? (4) 


A fin de aplicar (4) se necesita calcular |AP|, la cual es el módulo de V(AP) 
y | AM| , que es la proyección escalar de V(AP) sobre V(AB). Primero se 
determinan V(AP) y V(AB). 
VAP) = (4-8,1-3,6-2 VB) =(Q-38,3-3,5-2) 
= (-4, 2, 4) = (-6, -6, 3) 
Se obtiene [AP| al calcular || V(AP) ||, y se calcula |AM| mediante el teore- 
ma 10.3.9conA = V(AB) y B = V(AP). 


| vaaB) || aja HEBE VCR 
[| vcaB)l| 


426, 76, 3) (24, 2, 4) 
Vo + (67 + 3? 


[AP] 


EA 2 + 4? 


-_244+]124+1]2 
= 36 - = AL 
AS 481 
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FIGURA 9 


Si se sustituyen estos valores de | AP | y | am | en (4) resulta 


d= Je? —- as 


pe de! 


En la sección 6.4 se dijo que si una fuerza constante de FF libras mueve 
un cuerpo una distancia de d pies a lo largo de una recta y la fuerza actúa en 
la dirección de movimiento, entonces si W es el número de libras-pie del 
trabajo realizado por la fuerza, W = Fd. Sin embargo, suponga que la fuer- 
za constante no está dirigida a lo largo de la recta de movimiento. En este 
caso los físicos definen el trabajo realizado como el producto de la compo- 
nente de la fuerza a lo largo de la recta de movimiento, por el desplazamien- 
to. Si un objeto se mueve de un punto A a un | punto B, se denomina vector 
de desplazamiento, el cual se denota por V(AB), al vector que tiene a AB 
como una representación. De modo que si el módulo de un vector F de 
fuerza constante se expresa en libras y la distancia de A a B se expresa en 
pies, y 0 es el ángulo entre los vectores F y V(AB), entonces si W es el nú- 
mero de libras por pie del trabajo realizado por la fuerza F que mueve un 
cuerpo de Aa B, 


W = (|| Fl cos 0) || v(aB) || 
[PF]! vas8) [| cos e 


= F- V(aB) 


» EJEMPLO 6 Suponga que una fuerza F tiene una intensidad 
de 6 lb y la medida del ángulo que indica su dirección es 7 rad. Calcule el 
trabajo realizado por F al mover un objeto a lo largo de una recta desde 


el origen al punto P(7, 1), donde la distancia se mide en pies. 


Solución La figura 9 muestra las representaciones de posición de F y 
V(OP). Como F = (6 cos LT, 6 sen 1) y V(OP) = (7, 1), entonces si 
W Ib-pie es el trabajo realizado, 


W = F+ v(OP) 
= (6 cos | x., 6 sen (1,1) 
= (343,3) *(7,1) 
= 2143 +3 
= 39.37 
Conclusión: — El trabajo realizado es aproximadamente 39.37 Ib-pie. 4 


Los vectores tienen representaciones geométricas independientes del 
sistema coordenado utilizado. Debido a esto, el análisis vectorial puede em- 
plearse para demostrar ciertos teoremas de geometría plana como se ilustra en 
el ejemplo siguiente. 


» EJEMPLO 7 Demuestre mediante.análisis vectorial que las 
alturas de un triángulo coinciden en un punto. 


Solución Sea ABC un triángulo que tiene alturas AP y BQ que inter- 
sectan en el punto S. Dibuje la recta que pasa por C y $, y que intersecta el 


A R 


FIGURA 10 
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lado AB en el punto R. Se desea demostrar que RC es perpendicular a AB 
(vea la figura 10). 

Sean AB, BC, AC, AS, BS y CS representaciones de vectores. Consi- 
dere que el vector V(AB) tiene al segmento dirigido AB como una repre- 
sentación. De manera semejante sean ViBÓ), V(A C ), VIAS), V(BS y v(CS ) 
los vectores que tienen al segmento dirigido entre paréntesis como una re- 
presentación. 

Como AP es una altura del triángulo, 


vV(aS) - V(BC) = 0 (5) 
También, como BQ es una altura del triángulo, 
V(BS) - V(AC) = 0 (6) 


Con el próposito de probar que RC es perpendicular a AB se demostrará 
que V(CS) : V(AB) = 0. 


V(CS) - VAB) 


V(CS) * [V(AC) + V(CB)] 

V(CS) +: V(AC) + V(CS) + V(CB) 

[V(CB) + V(BS)!1 +: V(AC) + [V(CA) + V(AS)] - V(CB) 

V(CB) : V(AC) + ViBS) - V(AC) + V(CA)-* V(CB) + V(AS) - V(CB) 


5 


Al sustituir V(CA) por -VAC ) y al utilizar (5) y (6) se obtiene 


V(CB) : VAT) + 0 + [-VAC)]> VECB) + 0 
=0 


V(C3) * VIAB) 


A 


Conclusión: Las alturas AP, BO y CR son concurrentes, es decir, coinci- 
den en un punto. 4 


EJERCICIOS 10.3 l 


En los ejercicios 1 a 4, calcule A + B. 


12. (a) A = (2,-3)B = (3,2) 
1. (a) A = E1,2),B = (4,3) (b) A =2i + 4i,B = -Sj 
(b) A = 2i-—j,B =i + 3j . . 
Lo 5/3 13. Determine el valor de k tal que la medida en radianes 
2. (a) A = G =3» B = G 3) del ángulo entre los vectores del ejemplo 2 sea 2 
(0) A =-25,B =-i + j 14. Sean A = ki - 2j y B = ki + 6j, donde k es un esca- 
3. (a A = > 2-3» B= a s, > lar. Obtenga el valor de k tal que A y B sean ortogonales. 
(b) A = 3j- 2k,B =i+j-3k 15. Sean A = 5i— kjyB = ki + 6j, donde k es un esca- 
4. (a) A = (4,0,2),B = (5,2,-1) lar. Obtenga el valor de k tal que (a) A y B sean ortogo- 
(b) A =3i- 2j+ k:B = 61 + 7j + 2k nales, y (b) A y B sean paralelos. 
5. Demuestre quel -i=1Li"k=0yj"k=0. 16. Determine el valor de k tal que los vectores del ejercicio 
14 tengan direcciones opuestas. 

6. Demuestre quej*j= 1,k-k= l,ei-j=0. 17. SIA =-3í + 4j y B = 7i - 6j, calcule (a) la proyec- 
En los ejercicios 7 a 10, demuestre el teorema para vectores .ción escalar de A sobre B, y (b) el vector proyección de 
de Va. A sobre B. 

7. Teorema 10.3.2(i) $. Teorema 10.3.2(ii) 18. Para los vectores del ejercicio 17, (a) obtenga la proyec- 

ción escalar de B sobre A, y (b) el vector proyección de 

9, Teorema 10.3.3(1) 10. Teorema 10.3.3(ii), (111) B sobre A. 

En los ejercicios 11 y 12, si O es el ángulo entre A y B, calcule 19, Determine la componente del vector A = 5i — 6j en la 

cos 6, dirección del vector B = 7i + j. 

11. (a) A = 4,3),B = (1,-D 20. Para los vectores A y B del ejercicio 19, calcule la com- 
(b) A = Si - 12j,B = 4i + 3j ponente de B en la dirección de A. 
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En los ejercicios 21 a 26, A = (4, -2,4); B = (2,7, —1); 


C = (6, -3,0) y D = (5,4, -3). : 

21.- Obtengá (a) A * (B + C);(b)(A - BXC + D);(c) A+ D — 
B:C;:(d)(D: B)A — (D- AB. 

Obtenga (a) A*B + A-C; (b) (A+ BB: OC); 
(J(A > B)JC + (B* OD: (d) QA + 3B)* (4C -.D). 

Calcule (a) cos O si O es el ángulo entre A y C; (b) la 


componente de C en la dirección de A; (c) el vector pro- 
yección de C sobre A. 


22. 


23. 


Determine (a) cos O si 8 es el ángulo entre B y D; (b) la 
componente de B en la dirección de D; (c) el vector pro- 
yección de B sobre D. 


25. Obtenga (a) la proyección escalar de A sobre B; (b) el vec- 


tor proyección de A sobre B. 


Calcule (a) la proyección escalar de D sobre C; (b) el 

vector proyección de D sobre C. ] 

“Calcule la distancia del punto (2, —1, -4) a la recta que 
pasa por los puntos (3, —2, 2) y (-9,-6, 6). * 

yd Determine la distancia del punto (3, 2, 1) a la recta que 
pasa por los puntos (1, 2, 9) y (-3,-6, —3). 

29. Pruebe, empleando vectores, que los puntos (2, 2, 2), 

(2, 0, 1), (4, 1,—1) y (4, 3, 0) son los vértices de un rec- 

tángulo. s 


30. Demuestre, utilizando vectores que los puntos (2, 2, 2), 


(0, 1,2) 1,3, 3) y G, 0, 53) son los vértices de un 


paralelogramo. 
Determiñe el área del triángulo cuyos vértices son 
(2, 3, D), (1, 2, 3) y G, 1, 2). 


A Demuestre, empleando vectores, que los puntos (-2, 1, 6), 
— (Q, 4, 5) y El, 2, D son los vértices de un triángulo 
rectángulo, y determine el área del triángulo. / 


ra 


33. Determine dos vectores unitarios que tengan una repre- 
sentación cuyo puntó inicial sea el punto (2, 4), y que 


sean tangentes a la parábola y ="x? en ése punto. 


Determine dos vectores unitarios que tengan una repre- 
sentación cuyo punto” inicial sea el punto (2,4), y que 
sean normales a la parábola y = x? en ese punto. 

Si A =3i + Sj- 3k, B=-i4-2j+3k yC= 
2i — j + 4k, obtenga la componente de'B en la direc- 
ción A — 2C. 


35, 


36. Calcule los cosenos de los ángulos del triángulo que tie- 


ne vértices en A(O, 0, 0), B(4, —1, 3) y CC, 2, 3). 


37. Un vector F representa una fuerza que tiene una intensi- 
dad de 8 lb y su dirección está determinada por el ángulo 
cuya medida en radianes es L 7, Determine el trabajo rea- 
lizado por la fuerza al desplazar un objeto (a) a lo largo 
del eje x desde el origen hasta el punto (6, 0), y (b) a lo 
largo del eje y desde el origen hasta el punto (0, 6). La 
distancia se mide en pies. 


38. Un vector F representa una fuerza que tiene una intensi- 
dad de 10 lb y su dirección está determinada por el ángu- 


lo cuya medida en radianes es E Calcule el trabajo 


- 49, 


realizado por la fuerza al desplazar un objeto desde el 
punto (0, -2) hasta el po (0, 5). La distancia se mide 
en pies. : 


39. Un vector F representa una fuerza que tiene una intensidad 
de 9 lb y su dirección está determinada por el ángulo 
cuya medida en' radianes es E Determine el trabajo rea- 
lizado por la fuerza al desplazar un objeto desde el ori- 


gen hasta el punto (-4, —2). La distancia se mide en pies. 


40. Dos fuerzas representadas por los vectores F, y F, ac- 
túan sobre una partícula ocasionando que se desplace a 
lo largo de una recta desde el punto (2,-5) hasta el punto 
(7,3). SiF, = 3i - j y F, = -4i + Sj, y si las intensi- 
dades de las fuerzas se miden en libras y la distancia en 
pies, calcule el trabajo realizado por las dos fuerzas al 
actuar juntas. 


41. Si una fuerza tiene la representación vectorial F = 
31 — 2j + k, calcule el trabajo realizado por la fuerza al 
desplazar un objeto a lo largo de una recta desde el punto 
P¡(2, 4, 3) hasta el punto P,(1, -3, 5). La intensidad de 
la fuerza se mide en libras y la distancia en pies. 


42. Si una fuerza tiene la representación vectorial F = 
Si — 3k, calcule el trabajo realizado por la fuerza al des- 
oia un objeto a lo largo de una recta desde el punto 

P,(4, 1, 3) hasta el punto Pa(=S, 6, 2). La intensidad de 
la fuerza se mide en libras y la distancia en pies. 


43, El vector F representa una fuerza que tiene una intensi- 
dad de 10 Ib, “y los cosenos directores dé F son 
cos a = ¿/6 y cos f = 2/6. Si la fuerza desplaza un 
cuerpo a lo largo de una eco desde el origen hasta el 
punto (7, —4, 2), calcule el trabajo realizado. La distancia 


se mide en pies. ; 
$ A y B son vectores diferentes del vector cero, de- 


muestre que el vector A — cB es ortogonal a B si 
c = A-B/l[ B|)? 


45. Si A = 12i + 9 - Sk y B = 4i + 3j —-Sk, emplee 
el resultado del ejercicio 44 para determinar el valor del | 
escalar c de modo que el “vector B — cA sea ortogonal 
aA. 


46. Para los vectores del ejercicio 45, utilice el resultado del 
ejercicio 44 a fin de calcular el valor del escalar d de 
modo que el vector A — dB sea ortogonal a B. 


47. Demuestre que si A y B son dos vectores cualesquiera, en- 
, tonces los vectores [Ba + A (By IBIIA - lla) , 
son ortogonales. 
48. Demuestre que si.A y B son dos vectores cualesquiera 
diferentes del vector cero y € = |]B ||A + | A||B, en- . 
tonces el ánigulo entre A y C tiéne la misma'medida en 


radianes que'el ángulo entre B y C. 


Demuestre que dos vectores diferentes del vector cero 
son paralelos si y sólo si la medida en radianes del ángulo 
entre ellos es O o 7. : 


Demuestre, mediante análisis vectorial, que las medianas. 
de un triángulo son concurrentes, es decir coinciden en * 
un punto. 


50. 
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51. 


52. 


53. 


54, 


55, 


56. 


Demuestre, mediante análisis vectorial, que el segmento de 


recta que une los puntos medios de dos lados de un triángulo 


es paralelo al tercer lado y su longitud es la mitad de 


la longitud del tercer lado. 


Demuestre, mediante análisis vectorial, que el segmento 
de recta que une los puntos medios de los lados no parale- 
los de un trapecio es paralelo a los lados paralelos del 
trapecio y su longitud es la mitad de la suma de las longi- 
tudes de los lados paralelos. 


La ley de refracción de Snell trata sobre la luz que atra- 


.viesa de un medio,-tal como el aire, a otro medio más 


denso, tal como el agua. La ley establece que la parte del 
rayo luminoso que- pasa por el medio más denso será 
refractado (“desviado”) hacia la normal. Observe la figura 


adjunta donde 6, es el ángulo de incidencia y 6, es el. 


ángulo de refracción. De la ley de Snell, 


sen 6, = usen 0, 


donde es el índice de refracción del medio más denso. De- : 


muestre que si Á es un vector unitario a lo largo del rayo in- 
cidente, B es un vector unitario a lo largo del rayo refractado, 
Fes un vector unitario en la interface y N es el vector normal 
unitario.en la interface como se muestra en la figura, entonces 


A-F+uB:F= Ñ 


Ángulo de incidencia Alis 


Rayo incidente Ñ 
CA 


E Interface 


* Ángulo de refracción: 


Demuestre la desigualdad de Cauchy-Schwarz: si 
A y B son dos vectores cualesquiera, entonces 


lA: B] s [[a[[] 8] 


donde la igualdad se cumple si y sólo si existe un escalar 
talqueA = 


CB, es decir, A y B son paralelos. 


Demuestre el siguiente teorema: si A y B son dos _vecto- 


res cualesquiera, entonces 
lla + BI? = [a]? + 248 +]5 JP 
Sugerencia: utilice el teorema 10.3.3(111). 


Demuestre el teorema de Pitágoras: 


2 = all? + 8/2 


si y sólo si A y B son ortogonales. Sugerencia: utilice la 
identidad del ejercicio 55.' 


57. Demuestre la ley del paralelogramo: si A y B son dos 


vectores cualesquiera, entonces 
Ia + B[? + [Ja — BJ? = 2 a 1? + 2/15 |]? 
¿Cuál es la interpretación geométrica de esta identidad? 


Sugerencia: observe la figura adjunta que muestra el para- 
lelogramo determinado por las representaciones de los 
vectores A y B. 


58. Demuestre Ja identidad de polarización: si A y B son dos 


vectores cualesquiera, entonces 
A + BP? - [a - B|? = 44 -B 


¿Cuál es la interpretación geométrica de esta identidad? 
Sugerencia: consulte la figura del ejercicio 57. 


59. En la teoría electromagnética, en ocasiones es necesario 


realizar lo siguiente: si E y H son dos vectores dados, es- 
criba E como la suma de dos vectores E, y E, tales que 
E, sea paralelo a H y E) sea ortogonal a H. Defina E, 
y E, en esta situación. 


60. La notación vectorial junto con el producto punto pueden 
emplearse para almacenar datos. Por ejemplo, suponga 


que una compañía de inversiones vende acciones de los 
tipos X, Y y Z. Seán a. a, y az las componentes del vector 
A, respectivamente, las cantidades de acciones X, Y yZ 
vendidas un día específico, Sean s;, s» y sy las compo- 
nentes del vector $, respectivamente, las cantidades de 
dólares de los precios de ventá de las acciones X, YyZen 
ese día. Entonces, si R dólares es el ingreso total obtenido 
por las tres acciones en ese día. R = A * S. Calcule el 
ingreso tetal obtenido por la venta de las tres acciones 
cada día de la semana, donde A y S se proporcionan en la 
tabla 1. Nota:-puesto que una compañía no está limitada 
a comerciar sólo tres acciones. este ejemplo puede 
generalizarse para comercializar n acciones donde los 
vectores A y S tiene cada uno n componentes, de modo que 


A =. (Ap, d2,43 dp) y S =(81.52,83 0. + 85), y 
A*S = 4151 + 0257 + 03583 +... + das, 

Tabla 1 y 

Día A S 

Lunes (250. 180, 310) (25.50, 16.80, 54.55) 


Martes (185, 210, 215) (27.50, 14.60, 61.25) 
Miércoles (400. 120, 180) (21.20, 21.50, 66.50) 
Jueves (355, 165, 200) (23.40. 18.50, 62.30) 
Viernes (370. 145, 240) (22.60, 19.10, 61.75) 


822 CAPÍTULO 10 VECTORES, RECTAS, PLANOS Y SUPERFICIES EN EL ESPACIO 


10.4 PLANOS Y RECTAS EN R? - 


FIGURA 1 . 


La gráfica de una ecuación en dos variables, x y y, es una curva en R?. 
El tipo de curva más simple es una recta cuya ecuación general es 
Ax + By + C = 0, la cual es una ecuación de primer grado. En R3, la grá- 
fica de una ecuación en tres variables, x, y y z, es una superficie. En la sección 
10.2 se estudió una superficie particular, la esfera, y en la sección 10.6 se 
tratarán otras superficies. En esta sección se concentrará la atención en la 
superficie más simple, el plano, y aprenderá que una ecuación de un plano 
es de primer grado en tres variables. También sabrá que las rectas en R3 
se definen mediante pares de ecuaciones, en los que cada ecuación representa a 
un plano que contiene a la recta. ] 


10.4.1 Definición de plano 


Si N es un vector dado diferente del vector cero y Pg es un punto 
dado, entonces el conjunto de todos los puntos para los cuales V(P¿P) 
y N son ortogonales define al plano que pasa por Pg y tiene a N 
como vector normal. 


La figura 1 muestra una porción del plano que pasa por Po(xo, Yo, Zo) y 
la representación del vector normal N cuyo punto inicial es Po. 

En geometría analítica plana se puede obtener una ecuación de una recta 
si se conocen un punto de la recta y su dirección (pendiente). De manera aná- 
loga, en geometría analítica sólida puede determinarse una ecuación de un 
plano conociendo un punto del plano y la dirección de un vector normal. 


10.4.2 Teorema 


Si Po(xo, Yo. Zo) es un punto de un plano y (a, b, c) es un vector normal 
al plano, entonces una ecuación del plano es 


a(x — xo) + by — yo) + dz 2) = 0 


Demostración —Refiérase a la figura 1, donde N = (a, b, c). Sea P(x, y, z) 
cualquier punto del plano. V(P¿P) es el vector que tiene a PgP como una 
representación; de modo que 


V(BoP) = (x — xy — Yo 2 — 20) (1) 


De la definición 10.4.1 y dei hecho de que el producto punto de dos vectores 
ortogonales es cero se tiene 


V(P¿P) -(a,b,c) = 0 
De (1) y de la ecuación anterior se obtiene 
a(x — xo) + bly — yo) + c(z- q) =0 


la cual es la ecuación deseada. 


» EJEMPLO 1 Obtenga una ecuación del plano que contiene al 
punto (2, 1, 3) y tiene-al vector 3i — 4j + k como un vector normal. 
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Solución Del teorema 10.4.2, donde (xp, yo, zp) es el punto (2, 1, 3) y -. 
0» Yo, 0 Pp y: 
(a, b, c) es el vector (3, —4, 1), se tiene como una ecuación del plano 


1 
o 


Mx - 2) - My - 1) + (G- 3) = 
dx-4y+z25=0 4 


10.4.3 Teorema 


Sia, b y c'no son cero a la vez, la gráfica de una ecuación de la forma 
éex+by+rcoz+d=0 


es un plano y (a, b, c) es un vector normal al plano. y 


Demostración Suponga que b + 0, Entonces el punto (0, —d/b, 0) está 
en la gráfica de la ecuación debido a que sus coordenadas satisfacen la 
ecuación. La ecuación dada puede expresarse como 


ax-0+ bp+ + 6-0)=0 


la cual, por el teorema 10.4.2, es la ecuación de un plano que pasa por el 
punto (0, —d/b,0) y para el cual (a, b,c) es un vector normal. Esto de- 
muestra el teorema si b + 0. Un argumento similar es válido si b = 0 y 
a * 0, obien,c + 0. n 


Las ecuaciones de los teoremas 10.4.2 y 10.4.3 se denominan ecuacio- 
nes cartesianas del plano. La ecuación del teorema 10.4.2 es análoga a la 
forma punto-pendiente de una ecuación de una recta en dos dimensiones. 
La ecuación del teorema 10.4.3 es la ecuación general de primer grado en 
tres variables y se le llama ecuación lineal. 

Un plano está determinado por tres puntos no colineales, por una recta y 
un punto fuera de ella, por dos rectas que se intersectan, o por dos rectas 
paralelas. 


» EJEMPLO 2 Determine una ecuación del plano que pasa por 
los puntos P(1, 3, 2), Q(3,-—2, 2) y RG, 1, 3). : 


Solución — Del teorema 10.4.3, la gráfica de la ecuación lineal 
ax+by+czrd=0 (2) 


es un plano. Si esta ecuación es satisfecha por las coordenadas de los puntos 
P, Q y R, entonces el plano los contendrá. Al sustituir x, y y z en (2) por las 
coordenadas de los tres puntos se tienen las ecuaciones 


a+ 3b+2c+d=0 
3a -— 2b + 2c+d 0 
2a+b+3c+d=0 


ll 


Si se resuelve este sistema de ecuaciones para a, b y c en términos de d, se 
obtiene 
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Plano: 2x + 4y + 3z = 8 


FIGURA 2 


Plano: 3x + 2y - 62 =0 


FIGURA 3 


Plano: x = 3 


FIGURA 4 


Plano: y = 5 


FIGURA 5 


Al sustituir a, b y c en (2) por estos valores resulta 
-ádx - idy+ ¿¡da+d=0 
Si se multiplican los dos miembros de esta ecuación por —9/d, se obtiene 
Sx + 2y-2-9=0 
la cual es la ecuación requerida. 4 


Para dibujar un plano a partir de su ecuación, conviene determinar los 
puntos en los que el plano intersecta a cada uno de los ejes coordenados. La 
coordenada x del punto en el que el plano corta al eje x se denomina 
intercepción x del plano; la coordenada y del punto en el que el plano inter- 
secta al eje y se llama intercepción y del plano; y la intercepción z del plano 
es la coordenada z del punto en el que el plano intersecta al eje z. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO ] — se desea dibujar el plano 


que tiene la ecuación 
2x + 4y + 32 = 8 


Al sustituir cero por y y z se obtiene x = 4; de modo que la intercepción x 
del plano es 4. Las intercepciones y y z se obtienen de manera similar; ellas 
son 2 y 5, respectivamente. Al localizar estas intercepciones y al unir- 
las con rectas se obtiene la figura 2. Observe que sólo una porción del plano 
se muestra en la figura. 4 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2  Afinde dibujar el plano que 


tiene la ecuación 
3x + 2y- 62 =0 


primero observe que debido a que la ecuación se satisface cuando x, y y 2 
son cero, el plano intersecta a cada uno de los ejes en el origen. Six = 0 
en la ecuación anterior, se obtiene y — 32 = 0, la cual es una recta en el 
plano yz; ésta es la recta de intersección del plano yz con el plano dado. 
De igual manera, la recta de intersección del plano xz con el plano dado se 
obtiene al considerar y = O, de lo que resulta x — 2z = 0. Al dibujar cada 
una de estas dos rectas y el segmento de recta desde un punto de una de las 
rectas hasta otro punto de la otra recta, se obtiene la figura 3. 4 


En el ejemplo ilustrativo 2, la recta del plano yz y la recta del plano xz 
se denominan trazas del plano dado en los planos yz y x2, respectivamente. 
La ecuación x = O es una ecuación del plano yz ya que el punto (x, y, z) está 
en el plano yz si y sólo si x = 0. De manera semejante, las ecuaciones 
y =0 y z = 0 son ecuaciones de los planos xz y xy, respectivamente. Un 
plano paralelo al plano yz tiene una ecuación de la forma x = k, donde Kk es 
una constante. La figura 4 muestra el plano que tiene ecuación x = 3. Un 
plano paralelo al plano xz tiene una ecuación de la forma y = k, y un plano 
paralelo al plano xy tiene una ecuación de la forma 2 = k. Las figuras 5 y 6 
muestran los planos que tienen las ecuaciones y = 5 y z = 6, respectivamente. 
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Xx 


E | 


Plano: z =6 


FIGURA 6 


Ángulo entre dos planos 


FIGURA 7 


FIGURA 8 


10.4.4 Definición de ángulo entre dos planos 


Un ángulo entre dos planos se define como el ángulo entre los vec- 
tores normales de los planos. 


Existen dos ángulos entre dos planos. Si uno de estos ángulos es 6, en- 
tonces el otro es el suplemento de 6. La figura 7 presenta dos planos y los 
dos ángulos entre ellos. 


» EJEMPLO 3 Determine la medida en radianes del ángulo 
agudo entre los planos 


Sx-2y+52-12=0 y 2x+y-T+1l=0 


Solución Sean N, un vector normal al primer plano y N, un vector 
normal al segundo plano. Entonces 


N; =5i-2+5k y N,=2i +j-7k 


De la definición 10.4.4, el ángulo éntre dos planos es el ángulo entre N, y 
N». Así, del teorema 10.3.5, si 0 es la medida en radianes de este ángulo, 
entonces 


cos O = een. 


li ll llana ll 
- (5, 2, 5) : (2,1, -7) 
V25+4+25 V44+1+49 


10 - 2-35 
/54 4/34 
= cn 
$ 
EE 
==4 


Por tanto, O = 37. El ángulo agudo entre los dos planos es el suplemento 


de 6, el cual es ¿7 


D 


10.4.5 Definición de planos paralelos 


Dos planos son paralelos si y sólo si sus vectores normales Son 
paralelos. 


Recuerde que dos vectores son paralelos si y sólo si uno de los vectores 
es un múltiplo escalar del otro. Así, de la definición 10.4.5, si se tiene un 
plano con un vector normal N; y otro plano con un vector normal N,, en- 
tonces los dos planos son paralelos si y sólo si 


N; > kN, 


donde k es una constante. La figura 8 muestra dos planos paralelos y repre- 
sentaciones de algunos de sus vectores normales. 


10.4.6 Definición de planos perpendiculares 


Dos planos son perpéndiculares si y sólo si sus vectores: riórmales 
son ortogonales. 
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FIGURA 9 


z 
| ax+by+d=0 


“e 


Plano perpendicular al plano xy 
FIGURA 10 


2 


| 


by+cz+d=0 


Plano perpendicular al plano yz 


FIGURA 11 


ax+ci+d=0 z 


Plano perpendicular al plano xz 


FIGURA 12 


De esta definición y del hecho de que dos vectores son ortogonales si y 
sólo si su producto punto es cero, se infiere que dos planos, cuyos vectores 
normales son N; y N,, son perpendiculares si y sólo si 


N¡*N, =0 (3) 


» EJEMPLO 4 Determine una ecuación del plano que contenga 
al punto P(4, O, -2) y sea perpendicular a cada uno de los planos 


x=y+2=0 y 2x+y-4-5=0 


Solución Sea M el plano requerido y (a, b, c), a + 0, un vector nor- 
mal de M. Sea M, el plano que tiene la ecuación x — y + z = 0. Por el 
teorema 10.4.3, un vector normal de M, es (1, —I, 1). Como M y M; son 
perpendiculares, entonces de (3) 


ab etario 
a=b+c=0 (4) 


Sea M), el plano que tiene la ecuación 2x + y — 4z - 5 = 0. Un vector 
normal de M» es (2, 1, —4). Puesto que M y M» son perpendiculares, 


(a,b,c)"Q,1,-4) =0 
2a+b-4c=0 


Si se resuelve esta ecuación y (4) simultáneamente para b y c en términos 
de a, se obtiene b = 2a y c = a. Por tanto, un vector normal de M es 
(a, 2a, a). Como P(4, O, -2) es un punto de M, entonces, del teorema 10.4.2, 
una ecuación de M es 


a(x — 4) + 2aly - 0) + az + 2) =0 


Puesto que a % O, se divide entre a y se reducen los términos semejantes 
para obtener 


x+2y+2-2=0 
La figura 9 muestra los tres planos y el punto P. d 4 


Considere ahora el plano que tiene la ecuación ax + by + d = 0 y el 
plano xy cuya ecuación es z = 0. Entonces (a, b, 0) y (0, O, 1), son vecto- 
res normales a estos planos respectivamente. Como (a, b, 0) + (0,0, 1) = 0, 
los dos planos son perpendiculares. Esto significa que un plano cuya ecua- 
ción no contenga término en z, es perpendicular al plano xy. La figura 10 
ilustra este hecho. De manera semejante puede concluirse que un plano 
cuya ecuación no contenga término en x es perpendicular al plano yz (consul- 
te la figura 11), y que un plano cuya ecuación no contenga término en y es 
perpendicular al plano xz (refiérase a la figura 12). 

Los vectores pueden emplearse para calcular la distancia de un punto 
a un plano. El ejemplo siguiente ilustra el procedimiento. 


» EJEMPLO 5 Calcule la distancia del punto (1, 4, 6) al plano 


2x-y+22+10=0 


P(1, 4, 6) 


QS, 0, 0) 


FIGURA 13 


FIGURA 14 


10.4 PLANOS Y RECTAS EN R”_327 


Solución Sea P el punto (1, 4, 6) y elija cualquier punto Q del plano». 
Por simplicidad se elige el punto Q como el punto donde el plano intersecta 
al eje x, esto es, el punto (5, 0, 0). El vector que tiene a-PÓ como una 
representación está dado por 


VPO) = -6i - 4j — 6k 

Un vector normal al plano dado es 
N = 2i — j + 2k 

El negativo de N también es un vector normal al plano dado y 
YN = Li + j- 2k 


No se tiene seguridad de cuál de los dos vectores, N o —N, forma el ángulo 
menor con el vector V(PO). Sea N' uno de estos dos vectores, N o -N, que 
forman un ángulo de medida O < 27 con V(PÓ). La figura 13 muestra 
una porción del plano dado que contiene al punto QS, O, 0), la represen- 
tación del vector N' que tiene su punto inicial en Q, el punto P(l, 4, 6), el 
segmento dirigido PO y el punto R, el cual es el pie de la perpendicular de P 
al plano. Con el fin de simplificar no se han incluido los ejes coordenados en 
esta figura. La distancia | RP| es la distancia requerida, la cual se denota 
por d. Como d es una distancia no dirigida, entonces es no negativa. En la 
figura 13 se observa que d es el valor absoluto de la proyección escalar de 
VPO) sobre N', De este modo, por el teorema 10.3.9, se tiene 


|N'- vepo)| 
¡El 
Debido a que se tiene el valor absoluto del producto punto en el numerador 


y el módulo de N' en el denominador, se puede sustituir N' por N, para 
obtener 


d = 


a - IN-ve0| 
Al 
_ K2,-1, 2) + (-6, -4, -6)| 
o JA+T+ 4 
_—12+4-1 
y 4/9 
= 2 >] 


3 


Ahora se estudiarán las rectas en R3, Sea £L una recta que pasa por el 
punto dado P(xg, yo, zo) y que es paralela a la representación del vector dado 
R = (a, b, c). La figura 14 muestra a £ y la representación de posición de R. 
La recta £ es el conjunto de puntos P(x, y, z) tales que V(P¿P) es paralelo a 
R. Así, P está en L si y sólo si existe un escalar t diferente de cero tal que 


V(PpP) = R 


Como VIP?) = (x — Xy — Yo, 2 — Zp) a partir de la ecuación anterior 
se obtiene 


(x 7 Xp Y 7 Yo 2 zo) = tía, b, c) 
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FIGURA 15 


de donde se deduce que a 
xx = ta Y - Yo = tb Z7 Zp9 = tc 

x= xp + la Y = Yo + tb Z= Zg + tc (5) 

Si £ representa a cualquier número real, entonces P puede ser cualquier 


punto de L. Por tanto, las ecuaciones (5) representan a la recta L; estas 
ecuaciones se denominan ecuaciones paramétricas de la recta. 


D EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 De las ecuaciones (5), las 


ecuaciones paramétricas de la recta L, paralela a la representación del 
vector R = (11, 8, 10) y que contiene al punto (8, 12, 6), son 


x=8w+ll¿ y = 12 + 82 z=6 + 102 


La figura 15 muestra la recta y la representación de posición de R. d 


Si ninguno de los números a, b o c es cero, se puede eliminar + de las 
ecuaciones (5) para obtener 


XX _ YY _ 2-20 
a 7 b pa c (6) 


Estas ecuaciones reciben el nombre de ecuaciones simétricas de la recta, 
Las ecuaciones (6) son equivalentes al sistema de ecuaciones 


b(x — xp) = aly — YO) 
Cc(x — xo) = alz — 2) 
c(Y = Y) = bd - Y) 


En realidad, estas tres ecuaciones no son independientes ya que cualquiera 
de ellas puede deducirse de las otras dos. Cada una de estas ecuaciones es 
una ecuación de un plano que contiene a la recta L representada por las 
ecuaciones (6). Cualesquiera dos de estos planos tiene como su intersección 
a la recta L; en consecuencia, cualesquiera dos de las ecuaciones definen 
la recta. Sin embargo, un número ilimitado de planos contienen a,la recta 
dada, y como dos cualesquiera de ellos determinarán la recta, entónces un 
número ilimitado de pares de ecuaciones representan a la recta. 

El vector R = (a, b, c) determina la dirección de la recta que tiene las 
ecuaciones simétricas (6), y los números a, b y c se denominan números 
directores (o parámetros directores) de la recta. Cualquier vector paralelo a 
R tiene el mismo sentido o el opuesto al de R; en consecuencia, dicho vector 
puede emplearse en lugar de R en la explicación anterior. Puesto que las com- 
ponentes de cualquier vector paralelo a R son proporcionales a las componen- 
tes del vector R, entonces cualquier conjunto de números proporcionales a 
a, b y c también sirven como un conjunto de números directores. Un conjunto 
de números directores de una recta se escriben entre corchetes como [a, b, c]. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 Si [2, 3, -4] representa un 


conjunto de números directores de una recta, entonces otros conjuntos de 


números directores para la misma recta son [4,6,-8], [1, 2» -2] y 
[2//29, 3/./29,-4/./29]. 4 


FIGURA 16 


Recta paralela al plano xz 


FIGURA 17 
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le EJEMPLO ILUSTRATIVO 5 Un conjunto de números di- 


rectores de la recta del ejemplo ilustrativo 3 es [11, 8, 10], y la recta contiene 
al punto (8, 12, 6). Así, de (6), las ecuaciones simétricas de esta tecta son 


1-8_y-2_z2z-6 «4 


11 8 10 


» EJEMPLO 6 Obtenga dos conjuntos de ecuaciones simétricas 
de la recta que pasa por los puntos (-3, 2, 4) y (6, 1, 2). 


Solución Sean P¡ el punto (3, 2, 4) y P, el punto (6, 1, 2). Entonces, 
la recta requerida es paralela a las representaciones del vector V(P¡P»), de 
modo que las componentes de éste constituyen un conjunto de números direc- 
tores de la recta. Así, V(P¡P>) = (9, 1, -2). Considerando P¿ como el punto 
(3, 2, 4) se tienen, de (6), las ecuaciones 

x+3_y72_ 2-4 


9 -1 -2 


Otro conjunto de ecuaciones simétricas de esta recta, obtenidas al consi- 
derar Pg como el punto (6, 1, 2), es 


x-6_y=1_ 2-2 
9 -1 2 


La figura 16 muestra esta recta y los puntos P, y P, de la recta. A] 

Si uno de los números a,.b o c es cero, no pueden emplearse las ecua- 
ciones simétricas (6). Sin embargo, suponga que b = 0 y que a y c son dife- 
rentes de cero. Entonces, las ecuaciones de la recta son 


x= XQ y 27 Z0 


P a Y Yy= Y 


Una recta que tiene estas ecuaciones simétricas está contenida en el plano 
Y = Yo y en consecuencia es paralela al plano xz. La figura 17 muestra di- 
cha recta. 


» EJEMPLO 7 Considere los planos 
x+3y-2-9=0 y 2x-3y+42+3=0 


Para la recta de intersección de estos dos planos, determine (a) un conjunto 
de ecuaciones simétricas, (b) un conjunto de ecuaciones paramétricas, y (c) 
los cosenos directores de un vector cuya representación sea paralela a ella. 


Solución 


(a) Un conjunto de ecuaciones simétricas es de la forma (6). A fin de obtener 
esta forma se resuelve el par de ecuaciones dadas para x y y en términos 
de z. Los cálculos son: 


x+3y- z2-9=0 2x + 6y - 22- 18=0 

2x — y +42 + 3=0 (+) 2x =3y+ 4%+ 3=0() 

3x +3-6=0 9y - 67 - 21=0 
x= 2 +2 y=32+1 
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Ahora se resuelve cada ecuación para z, obteniéndose 


1 
pe yYE3 
2 = n= 
3 


De modo que el conjunto de ecuaciones simétricas es 


7 
x-2 y =3 z-0 
-1 2" 1 


x-2_Y"3_ 2-0 
FE ES A 


(b) Un conjunto de ecuaciones paramétricas se obtiene al considerar cada 
una de las razones del inciso (a) igual a £, de donde resulta 
7 
. , 2? _, E Z3=0_, 
Ñ -3 2 3 
2 -3t y= +2 z=3t 


x 


(c) A partir de las ecuaciones simétricas del inciso (a), un conjunto de núme- 
ros directores de la recta es [-3, 2, 3]. Por tanto, el vector (-3, 2, 3) tiene 
su representación paralela a la recta, Como y(-3)? + 22 + 32? = JZR 3 
los cosenos directores de este vector son : 


cose cos B| = pa dése 4 
/22 a, Ea 


» EJEMPLO 8 Obtenga ecuaciones de la recta que pasa por el 
punto (1, —1, 1) y que es perpendicular a la recta 


3x=2y=2 (1) 
y paralela al plano 
x+y-2z2=0 (8) 


Solución Sea [a, d,c] un conjunto de números directores de la recta 
pedida. Las ecuaciones (7) pueden expresarse como 


x-0_ y-0 z-0 
| 
3 2 


las cuales son las ecuaciones simétricas de la recta. Un conjunto de números 
directores de esta recta es ES a 1]. Como la recta pedida es perpendicular 
a esta recta, se infiere que los vectores (a, b, c) y (3, 3, 1) son ortogonales. 
Por tanto, 


(a,b, c)*(L, 4,1) 


ja+ b+c=0 (9) 


Un vector normal al plano (8) es (1, 1, —1). Puesto que la recta requeri- 
da es paralela a este plano, la recta debe ser perpendicular a las representa- 
ciones del vector normal. En consecuencia, los vectores (a, b, c) y (1, 1, -1) 
son ortogonales; así, a - 


1 
o 


(a, b, c)* (1,1,—1) 
a+b=c= 


! 
[a] 
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Pe d 


¿=4-7s 


Lyx=1-3 y=2+t 2=7-1 
Lyx=2+3s y =-1+8s 
FIGURA 18 


Si se supone que c + 0, se resuelve esta ecuación y (9) simultáneamente 
para a y b en términos de c, de donde resulta a = 9c y b = —8c. Entonces, 
la recta pedida tiene el conjunto de números directores [9c, +8c, c] y contie- 
ne al punto (1, —1, 1). Por tanto, las ecuaciones simétricas de la recta son 


x=1_ y+1 z-1 


9c -8c c 
x=, yl z-1 
e e di « 


En el ejemplo siguiente se emplea el concepto de rectas oblicuas 
(o cruzantes), las cuales son: dos reetas que no están contenidas en un 
mismo plano. 


, 


» EJEMPLO 9 Si l¡ es la recta que pasa por A(l, 2, 7) y 
B(-2, 3, -4), y l, es la recta que pasa por C(2, —1, 4) y D(S5, 7, -3), demuestre 
que 1; y 1, son rectas oblicuas. 


Solución Para demostrar que dos rectas no están en un mismo plano se 
probará que ellas no se intersectan y que no son paralelas. Las ecuaciones 
paramétricas de una recta son 


x= xXx + ta y=Y0 + tb Z= 2 +! 


donde [a, b, c] es un conjunto de números directores de la recta y (xo, Yo, zo) 
es cualquier punto dicha recta. Como V(AB) =. (3, 1, -11), un conjunto de 
números directores de !¡ es [-3, 1, —11]. Si se toma A como el punto Pp, se 
tienen como ecuaciones paramétricas de /; 


x= 1-3 y=2+4 2=7- li (10) 


Debido a que V(CD) = (3, 8, -7) y 1, contiene al punto C, las ecuaciones 
paramétricas de l, son 


x=2+ 35 y =-1+8s z2=4-7s - ai) 


Puesto que los conjuntos de números directores no son proporcionales, !, y 
1, no son paralelas. Para que las rectas se intersecten, deben existir dos nú- 
meros y s que proporcionen el mismo punto (x¡, y¡, 2,) en los dos conjuntos 
de ecuaciones (10) y (11). Por tanto, al igualar los miembros derechos de las 
ecuaciones respectivas se obtiene 


l - 3f =2 + 35 
2+1f=-l +85 
7= 11 =4-7s 


H 


Si se resuelven las primeras dos ecuaciones simultáneamente se obtienen 
s= > yt= -H. Este conjunto de valores no sastisface la tercera ecua- 
ción; en consecuencia, las rectas no se intersectan. De este modo, !| y l, son 
rectas oblicuas. 

La figura 18 muestra las rectas !,, que pasa por los puntos A y B, y la, 
que pasa por los puntos € y D. 


AS y a 
ae, Perpendicular al plano x + 3y — 2 — 7 = 0 y contiene 
Ñ a los puntos (2, 0, 5) y (0, 2, -1). 

18. Perpendicular a cada uno de los planos x —- y +2 = 


e 


N 


A 
A. 2 y-22-5= 


y 


23. E A AO 
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EJERCICIOS 10.4 


En los ejercicios | a 6, obtenga una ecuación del plano que 
contenga al punto P y tenga al vector N como vector normal. 


1. P3,1,23:N = (1,2,-3) 

2. P(3,2,5);N = (6,-3.-2) 

3. P(0,-1,2%N = (0,1,-1) 

4. P1,8,3)N = (7,-1, 1) 

5. PQLL=D;N =-i + 3j + 4k 
6. P(ULOO0;N=i+k 


En los problemas 7 y 8, determine una ecuación del plano que 
contenga los tres puntos. 


7. 3,4,D,0,7,D,€1,2, 5). 
8. (0,0,2), (2,4, 1), (22, 3, 3) 


En los ejercicios 9 a 14, dibuje el plano y obtenga dos vec- 
tores unitarios normales al plano. 


9, 2x-y+22-6=0 

10. 4x - 4y +22-9=0 

M4. 4x+ 3y-122=0 1. y +2 -4=0 
+2-6=0 14. 2=5 


13. .3x 


En los ejercicios 15 a 20, obienga una ecuación del plano que 
satisfaga las condiciones indicadas. 


15. 


: ) 
Perpendicular a la recta que pasa por los puntos (2, 2, -4) - 
y (7,—1, 3), y contiene al punto (=S, 1, 2). e 

Paralelo al plano 4x — 2y + z-— 1] =0 y contiene al 
punto (2, 6,—1). il ' 


16. 


1 32x + y - 42 — 5 = 0 y contiene al punto (4, O, -2). 


L) y 
2 rad con el sd ad + 


mE Perpendicular al plarió ya esobiéne al punto (2, 1, 
forma un ángulo de cos” 
22 -3=0. 


20. Contiene al punto "P(3, 5, 2) y es perpendicular a la 
representación del vector VOB). 


En los ejercicios 21 a 23, determine el ángulo agudo entre los 
dos planos. E 

0 y 6x —- 2y,+ 32+8=0 
22. 2x-5y+32-l=0yy-52+3=0 


0 


" 24. Calcule la distancia del plano 2x + 2y-2-6=.0 
al punto Q, 2,-4). 
25. Obtenga la distancia del plano 3x + 1lly + 22 -— 30 = 0 


al punto (2, 6, 3). 


+» Calcule“la distancia perpendicular entre los planos para- 
lelos dx — 8y - 2 =-9 y 4x- 8By-z2z=6. - 


27. Determine la distancia perpendicular entre los planes pa- 
ralelos 4y - 3z - 6 =0 y 8y — 62 - 27 = 0. 


h í 


-41. (3 


28. Sia, b, y c son diferentes de cero, y son las intercepciones 
X, y y 2, respectivamente, de un plano, demuestre que 
una ecuación del plano es 


Ésta es la forma de intercepción de la ecuación de un plano. 


En los ejercicios 29 a 36, obtenga ecuaciones paramétricas 
y simétricas para la recta que satisface las condiciones 
indicadas. 


29. Pasa por los dos puntos (1, 2, 1) y (5,—1, 1). 
30. Pasa por el punto (5, 3,2) con números directores [4, 1, —1]. 


61) Pasa por el origen y es perpendicular a la recta « 
q - 10) = | Z zen su intersección. 


32. Pasa por el origen y es perpendicular a las rectas que tienen 
ámeros directores (4, 2, 1] y [-3, -2, 1]. 


. 


3. Perpendicular a las rectas que tiene números directores 
[Ss, 1, 2] y 12, -3, -4] en el punto (-2, 0, 3). 


34. Pasa por el punto (3, l, 
4x - 2y +2-7=0. 


35. Pasa por el punto (4, SS 20) y es perpendicular al plano 


adri) — 6-8 = 


-5) y es perpendicular al plano 


A %6. Pasa por el punto (2, O, -4) y es paralela a cada uno de los 


“planos 2x + y —- z ="0yx + 3y + 32 


37. Obtenga un conjunto de ecuaciones simétricas para la recta 


Ax - 3y+2-2=0 
2x + Sy-32+4=0 


(a) Demuestre ques las rectas 
0 


_ ys 
5 S 
y +14 
ss S 


x+1 
a 


2 


2-3_ 


* coinciden: 
39. Demuestre que la recta E -3= 30 + 2)= 
está contenida en el plano x — 2y + z = 6. 


40. Demuestre que la recta x + 1 = 30 - 6) = 
contenida en el plano 3x + y — z'= 3. 


+ 1. 


z está 


Los planos que pasan por una recta y son perpendiculares a los 
planos coordenados se denominan planos de proyección de la 
recta. En los ejercicios 41 a 44, determine las ecuaciones de 
los planos de proyección de la recta y dibuje la recta. 


x -2y +52-30=0 
2x + 3y- 102-6=0 


x+y-3z+1=0 
e E a 
43. ME 

x+y+2z2-1=0 


10.5 PRODUCTO CRUZ 833 


y 
(e =y+2-7=0. N ES W laz Obtenga ecuaciones de la recta que pasa por el punto 


4h -y+32-13=0 (3, 6, 4), que intersecta al eje z y es paralela al plano 


: -3y+52-6=0 
45. Calcule el coseno del ángulo menor entre el vector cuya ña e 


representación es paralela a la recta x = 2y + 4, 54, Calcule la distancia perpendicular del origen a la recta 
z = —y + 4, y el vector cuya representación es paralela x=-2+ Sy = 7- nz =4+ e 


alarectax = y + 7,22 = y + 2, 
55. Calcule la distancia perpendicular del punto e 3-Da 


46. Obtenga una ecuación del plano que contiene al punto larectax - 22 = 7, y = 1. 


y 
IS 
o 6,2,4) y ala recta Mx - 1) = ly +2 = l-3 y 
. ( y 5 ) ¿Y A ) 56. Obtenga ecuaciones de la recta que pasa por el origen, y es 
En los ejercicios 47 y 48, determine una ecuación del' plano perpendicular a la recta x = y + 5,2 = 2y - 3, e in- 
que contiene a las rectas indicadas que se intersectan. -tersecta a la recta y = 2x + l,z=x + 2. 
(47, x=2_y+ 3 2142 57.) Demuestre que las rectas , 
4 -1 3 
x=-1_ y-2_2z+1 
A $ S A e 
x=y+2-1=0 


son rectas oblicuas. 
49. Demuestre que las rectas : A 
58. Obtenga ecuaciones de la recta que pasa por el punto 


y MH-y-2=0 . del mad Q, -4, 75) y que intersecta a cada una de las rectas obli- 
8x - 2y-32+1=0 Cuas del ejercicio 57. : 
x-3dy+r2+r3=0 59. Demuestre que la distancia perpendicular entre los planos 
3xly=2+5=0 . A a 


d, = 0 está dada por 


son paralelas, y obtenga una ecuación del plano deter- 
minado por estas rectas. 


lay - q] 
Va? + b? +4 0? 


60. Demuestre 'que la distancia no dirigida del plano 


50. Demuestre que las rectas 


EV O o AA 2+4 “ax + by + cz + d=0 al punto (Xo, Yo, Zo) está de- 
5 -2 terminada por : 
1-23 y+4_2-3 
=$ 2 -1 A laxo + byy + ezo + dl 
do , Ja? 2 Da 
son paralelas, y obtenga una ecuación del plano determi- at+bi+c 
nado por estas rectas. 61. ¿Cuáles son las ecuaciones paramétricas de una recta si 
51. Calcule las coordenadas del punto de intersección de la los dos números diréctores a y b son cero? ! 


recta Ha - 2)= = 30 + 3) = me - D y el plano 


62. Describa cómo se emplean los vectores para determisiar 
5: y+ 22-120, 


AD la distanci? de un punto a un plano. 
08752. Determine ecuaciones de la recta que pasa por el punto 
(e (1, —1, 1), es perpendicular a la recta 3x = 2y = 2, y es 
paralela al planox + y - 2%= 0. 3 


63. Describa cómo se emplean los vectores para determinar 
la distancia de un punto a uña recta eñ R3,. 


10.5 PRODUCTO CRUZ. 


e 


El producto cruz, operación vectorial para vectores de V3, tiene aplicaciones en 
la geometría, el movimiento planetario, la electricidad, el magnetismo y la me- 
cánica. A continuación se estudiará esta operación junto con sus propiedades. 

Si A y B son dos vectores no paraléles, entonces las representaciones de 
Jos dos .vectores.con el mismo punto inicial determinan un plano como se 
“indica en la figura 1. El resultado del próducto cruz de A y B es un vector 
FIGURA 1 cuyas representaciones son perpendiculares a este plano. 


CB 


d 
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10.5.1 Definición de producto cruz 


Si A = (ay, a2, az) y B = (b,, ba, b3), entonces el producto cruz 
de A y B, denotado por A X B, está dado por 


AXxXB-= (a2bz ed azba, azb; =- ajba, ajba _- aby) 


Observe que esta definición trata sólo con vectores de V3. No existe el 
producto cruz para vectores de V,. El producto cruz también se denomina 
producto vectorial o producto exterior. La operación para obtener el pro- 
ducto cruz se llama multiplicación cruz o multiplicación vectorial. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 sia = (2,1,-3) y B = 
(3, —1, 4), entonces, de la definición 10.5,1, 


A XB= (2,1,-3) X (3,-1,4) 
= (06) - AED O) - 06, Q)6E)) - (10) 


=i- 17 - 5k 4 


Existe un recurso nemotécnico para recordar la fórmula del producto 
cruz, el cual emplea la notación de determinantes. Un determinante de se- 
gundo orden se define por la ecuación 


a b 
c d 


= ad — be 


donde a, b, c y d son números reales. Por ejemplo, 


356 Za 
[3 5 365) - (612) 


= 27 


Por tanto, la fórmula del producto cruz puede escribirse como 


a 43 4 83. [41 4 
A Xx B = - + k 
bo b3 br b3P "lb, ba 
El miembro derecho de la expresión anterior puede escribirse simbólica- 
mente como 
i j k 
a1 a2 43 
bi bb 


la cual es la notación para un determinante de tercer orden. Sin embargo, ob- 
serve que el primer renglón contiene vectores y no números reales como se 
acostumbra en la notación de determinantes. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Se utiliza el recurso nemo- 


técnico que emplea la notación de determinantes para calcular el producto 
cruz de los vectores del ejemplo ilustrativo 1. 


FIGURA 2 
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i j k el 
AXB=|2 1 3 
a 
at AR 1% 
ajo ol ar 


= 106) - SED! 106) - +36] + [ED — (MG)K 
i-— 17] — 5k 4 


10.5.2 Teorema 


Si A es cualquier vector de V3, entonces 


0) AXA=0 - 
() OXA=0 
(hi) AX0=0 


Demostración de (i) Si A = (aj, a,, az), entonces, por la definición 
10.5.1, 


AXA= (a7a3 - 4342, 434] - 443,014) — a7a1) 
= (0, 0, 0) 
=(0 


Las demostraciones de (ii) y (iii) se dejan como ejercicios (refiérase al ejer- 
cicio 13). n 


Al aplicar la definición 10.5.1 a pares de los vectores i, j y k se obtiene 
lo siguiente: 


ixi=0 jxji=0 kxXk=0 
ixj=k  jXk=i  kXi-=j 
jxi==k kxj=-i ixk=>j 


Como ayuda para recordar los productos cruz anteriores, primero ob- 
serve que el producto cruz de cualquiera de los vectores unitarios i, j o k 
consigo mismo tiene como resultado el vector cero. Los otros sels produc- 
tos cruz pueden obtenerse de la figura 2 aplicando la siguiente regla: el 
producto cruz de dos vectores consecutivos, en el sentido del giro de las 
manecillas del reloj, es el siguiente vector; y el producto cruz de dos vecto- 
res consecutivos, en el sentido contrario al giro de las manecillas del reloj es 
el negativo del siguiente vector. 

Puede demostrarse fácilmente que la multiplicación cruz de dos vecto- 
res no es conmutativa debido a que, en particular, i¡ X j + j Xi. Sin 
embargo, i Xj= k y j Xi = -—k; de modo que i X j = -(j X ¡). En 
general, si A y B son dos vectores cualesquiera de V3, A X B = —(B X A), 
lo cual se establece y demuestra en el siguiente teorema. 


10.5.3 Teorema : 


Si A y B son dos vectores cualesquiera de V,, entonces 


AXB=-“(BXA). 
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AXB 


H 


Demostración Si A = (a, a), az) y B = (bj, b,, b3), entonces, por la _ 
definición 10.5.1, 


A Xx B = (azb3 — azb,, azby — ajb3, ayb, — ayby) 
-Kazb, — azb3, ajb3 — azby, azby — ayb) 
= (B XA) ” 


La multiplicación cruz de vectores no es asociativa, como se muestra en 
el siguiente caso particular: 


Il 


ixGáxjp=iXk Gxipxj=-= 


=-J) =0 


l 

=> 

X 
a. 


Así, 
ixGxpxr*Gá4xbxj 


La multiplicación cruz es distributiva con respecto a la adición vecto- 
rial, como se establece en el teorema siguiente. 


10.5,4 Teorema 


Si A, B y C son tres vectores cualesquiera de Vy, entonces 


AXB+C=AXB+AXxcC 


Para demostrar este teorema considere A = (aj, a», az), B = 
(b1, ba, bx) y € = (cy, C7, C3), y después pruebe que las componentes del 
vector del miembro izquierdo de la ecuación son las mismas que las com- 
ponentes del vector del miembro derecho. Los detalles se dejan como ejer- 
cicio (consulte el ejercicio 39). 


10.5.5 Teorema 


Si A y Bson dos vectores cualesquiera de Vz y c es un escalar, entonces 


(Md) (cA) X B 
(ii) (CA) X B 


A X (cB); 
cíA Xx B). 


M4 


La demostración de este teorema se deja como ejercicio (refiérase al 
ejercicio 40). 

Los teoremas 10.5.4 y 10.5.5 pueden aplicarse para calcular el producto 
cruz de dos vectores empleando las leyes del álgebra, con tal que no se cam- 
bie el orden de los vectores en la multiplicación vectorial, lo cual está pro- 
hibido por el teorema 10.5.3. El ejemplo ilustrativo siguiente, muestra este 
procedimiento. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 Calcule el producto cruz de 


los vectores del ejemplo ilustrativo 1 aplicando los teoremas 10.5.4 y 10.5.5. 


Qi + j- 3k) Xx Gi- j + 4k) 
6 xd -2X jp +84 xk) +3GXi-1G XP +4GXk)-9%k Xi) + 


3(k X j) - 1Xk X k) 


60) - Ak) + 8(=3) + 3(E=k) — 1(0) + 4(i) - AG) + 3D - 12(0) 
—2k — 8j - 3k + 4i - 9j- 3i 
i-— 17j - 5k 4 
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4 
El procedimiento del ejemplo ilustrativo 3 proporciona un método para 
calcular el producto cruz sin tener que recordar la fórmula de la definición 
10.5.1 o sin emplear la notación de determinantes. En realidad, no es nece- 
sario incluir todos los pasos mostrados, debido a que algunos de los pro- 
ductos cruz de los vectores unitarios pueden obtenerse inmediatamente de la 
figura 2 y la regla correspondiente. 

En ocasiones, en las aplicaciones de vectores se presentan dos triples 
productos. Uno es el producto A * (B X C), denominado triple producto 
escalar de los vectores A, B y C. De hecho, los paréntesis no son necesarios 
ya que A * B X C puede interpretarse sólo en una manera puesto que A + B 
es un escalar. 


10.5.6 Teorema 


Si A, B y C son tres vectores cualesquiera de Vy, entonces 


A'BXC=AXB:C 


Este teorema puede demostrarse al considerar 
A = (aa d3)  B=(b,b,b3)  C = (cj,c7,c3) 


y después probar que el escalar del miembro izquierdo de la ecuación es 
igual al escalar del miembro derecho. Los detalles se dejan como ejercicio 
(consulte el ejercicio 41). 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 se verificará el teorema 
10.5.6 para A = (1,-1,2), B = (3,4,-2) y C = (5, 1,-4) 


BxC= Qi 4j - 2k) x Ei + j - 4k) 
= 3k - 12(-j) - 206k) — 161 + 105 — 2(-i) 
= -14i + 22j + 23k 
A-(B Xx C) = (1,-1, 2) * 14, 22, 23) 
= -14 — 22 + 46 
= 10 
AXB=(-j+2k) Xx (3i + 4j - 2k) 
= 4k - 2) -36k) + 2i + 6j + 861) 


= 61 + 8j + 7k 
(A Xx B)*C = (6,8,7) * ES, 1,-4) 
= 30 + 8 - 28 
= 10 
Esto verifica el teorema para estos tres vectores. 4 


El triple producto A X (B X C) se denomina triple producto vectorial. 


10.5.7 Teorema 


Si A, B y C son tres vectores cualesquiera de Va, entonces 


AX(GBx0=(A*O0B-(A-* BDC 
La demostración de este teorema es semejante a la demostración del 
teorema 10.5.6. Al emplear las componentes de los vectores A, B y C puede 
demostrarse que el vector del miembro izquierdo de la ecuación es el mismo 
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que el vector del miembro derecho. Los cálculos se dejan como ejercicio 
(consulte el ejercicio 42). 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 5 Se verificará el teorema 


10.5.7 para los vectores A, B y C del ejemplo ilustrativo 4. Como B X C = 
-14i + 22j + 23k, entonces 


io jo k 
AXBXO=| YT AH 2 
4d 2 2 
= 231 - 28j + 22k — 14k - 44i - 23j 
= -67i - Slj + 8k (1) 
A+C=(1,-1,2)-(5,1,-4)  A-*B=(1,-1,2)*(3,4,-2) 
2 8 O PEA 
= -14 =5 


Así, 


(A+ CB - (A+ B)C = -14(3,4,-2) - (5515, 1, -4) 
= (-42,-56, 28) — (25,-5, 20) 
= (-67,-51, 8) 

-671 - SIj + 8k 


Al comparar este resultado con (1), el teorema 10.5.7 se ha verificado para 
estos tres vectores. 4 


El teorema siguiente se emplea con el fin de tener una interpretación 
geométrica del producto cruz. 


10.5.8 Teorema 


Si.A y B son dos vectores cualesquiera de V3 y O es el ángulo entre 
A y B, entonces 


[lA x B [| = [a []I] 3 [| sen e 


Demostración Del teorema 10.3.3(ii), 
A x BI? = (A x B)-(A x B) 0) 
Con la notación U, V y W como vectores, del teorema 10.5.6, 
(U x V): W = U-:(V x W) 
Si en esta ecuación se considera U = A,V = B y W = A X B, se tiene 
(AX B):(A xXB)=A-[(B x (A x B)] 


Al aplicar el teorema 10.5.7 al vector que está entre corchetes en el miembro 
derecho se obtiene 


(A XB)-(A X B) = A-[((B: BA -— (B: AB] 
= (A * AMB - B) — (A + BXA : B) 
= [lA I]?I]81]? - (a - B7 (3) 


Del teorema 10.3.5, si Oes el ángulo entre A y B, entonces 


A-B = [JA [II] 8 [|cos 6 
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Al sustituir de esta ecuación en (3) se tiene - 
(Ax B)-(A x B) = lla []?[B 1]? - A [1?[[B[[2cos* o 
= [Al? [IB 1120 — cos? 8) 


Ahora, si se reemplaza de (2) en la ecuación anterior, y puesto que 
| — cos? 8 = sen? 6, resulta 


a x BI]? = [Ja 11?[[5 []? sen? o 


Puesto que O < O < Tr, entonces sen O => 0. Por tanto, se considera la raíz 
cuadrada de los dos miembros y se obtiene 


la x BI] = [Ja d[][ 3 [sen o " 


A continuación se considerará la interpretación geométrica de 

[EN x B Il Sean PR una representación de A y PQ una representación 

de B. Entonces, el ángulo entre los vectores A y B es el ángulo en P del 

> triángulo RPQ (refiérase a la figura 3). Sea O la medida en radianes de este 

Ez ángulo. Por tanto, el área del paralelogramo que tiene a PR y PO como 

lados adyacentes es l A | l B ll sen O unidades cuadradas debido a que la 

altura del paralelogramo tiene longitud |B l sen O unidades y la longitud de 

la base es l A l unidades. De modo que por el teorema 10.5.8, | AXB ll 
unidades cuadradas es el área de este paralelogramo. 


» EJEMPLO 1 Demuestre que el cuadrilátero que tiene vértices 


z en P(L, 2, 3), Q(4, 3, -1), RQ, 2, 1) y S(5, 7, -3) es un paralelogramo, y 
Pa 31 determine su área. 
: 7 RQL21) en 
e Solución La figura 4 muestra el cuadrilátero POSR. 
E 3 


AA y VPO) = (4-1,3+2,-1- 3) VPR) =Q-1,2+2,1- 3) 


18LZ. = (3,5, -4) = (1,4, 2) 
A E V(R3) = (5 -2,7-2,-3-1) V(QS) =(5-4,7-3,3 +1) 
A e = (3,5,-4) = (1,4, -2) 
S(5,7,3) Como V(PQ) e V(RS) y V(PR) = V(03), se deduce que PO es paralelo a 
RS y PR es paralelo a QS. Por tanto, PQSR es un paralelogramo. 
FIGURA 4 Sean A = V(PR) y B = V(PQ); entonces 


A Xx B 


$ 


(+ 4j - 2k) X (3i + 5j — 4k) 

34 Xx D+5G4Xxp-44xk) + 12 xi) + 20 xj) - 163 x k) - 
6(k X 1) — 10(k X j) + 8(k X k) 

3(0) + 5S(k) - 4-5) + 12(2k) + 20(0) — 164) - 6(3) — 106i) + 8(0) 

-6i — 2j - 7k 


H 


5 


De este modo, 


[Ax B| = 430% 47449 
= 4/89 


Conclusión: El área del paralelogramo es /89 unidades cuadradas. 4 


10.5.9 Teorema 


Si A y B son dos vectores de V3, A y B son paralelos si y sólo si 
A xXx B=0. 
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Demostración SiA o B es el vector cero, entonces del teorema 10.5.2,. 
A X B = 0. Como el vector cero es paralelo a cualquier vector, entonces el 
teorema se cumple, z 

Si ninguno de los dos vectores es el vector cero, entonces l A ll z0y 
l B [ % 0, Por tanto, por el teorema 10.5.8, l A XxB l = Osi y sólo si sen 
0 = 0. Como A x BI =0 si y sólo si AXB=0, y sen0 =0 
(0 < O < msi y sólosi0 = 00 0 = r, se puede concluir que 


AXB=0 siysólosi 0=006= xx 


Sin embargo, dos vectores diferentes del vector cero son paralelos si y sólo 
si la medida en radianes del ángulo entre los dos vectores es O o rr, de lo cual 
se deduce el teorema. " 


10.5.10 Teorema 


Si A y B son dos vectores de V3, entonces el vector A X B es or- 
togonal tanto a A como a B. 


Demostración Del teorema 10.5.6, 
A"AXB=AXA:B 
Del teorema 10.5.2(1), A X A = 0. Por tanto, de la ecuación anterior, 


A-AXB=0-B 


=0 


Como el producto punto de A y A X B es cero, entonces A y A X B son 
ortogonales. También del teorema 10.5.6, 


AXB*B=A-*BXB 


Otra vez, al aplicar el teorema 10.5.2(i) se tiene B X B = 0; así, de la 
ecuación anterior, 


AXB:B=A:0 
=0 


Por tanto, puesto que el producto punto de A X ByBescero,A X By Bson 
ortogonales, demostrándose así el teorema. a 


Del teorema 10.5.10 se puede concluir que si las representaciones de 
los vectores A, B y A X B tienen el mismo punto inicial, entonces la repre- 
sentación de A X B es perpendicular al plano formado por las representa- 
ciones de A y B. 


DP EJEMPLO 2 Dados los puntos P(-L, -2, -3), Q(2, 1, 0) y 
R(O, S, 1), determine un vector unitario cuyas representaciones sean perpen- 
diculares al plano que pasa por P, Q y R. 


Solución Sean A = V(PO) y B = V(PR). Entonces, 


A =(2+1,1 + 2,0 + 3) B=(0+1,55+2,1 + 3) 
= (1,3,3) = (1,7,4) 


10.5 PRODUCTO CRUZ 3841] 


El plano que pasa por P, Q y R es el plano formado por PO y PR, los 
cuales son, respectivamente, representaciones de los vectores A y B. Por 
tanto, cualquier representación del vector A X B es perpendicular a este 
plano. Al calcular este producto se tiene 


A x B 


Ú 


Ci + 3j + 3k) X (+ 7] + 4k) 
-9i + 7j - 10k 


El vector deseado es un vector unitario paralelo a A X B. Para determinar 
este vector unitario, se aplica el teorema 10.2.4 y se divide A X B entre 
l A Xx B l , obteniéndose 

A XB ES ¿A 10 4 


dE k 
la 1230" /230* /230 


Los dos ejemplos siguientes muestran cómo el producto cruz puede apli- 
carse para obtener la ecuación de un plano. Estos ejemplos contienen la 
misma información de los ejemplos 2 y 4 de la sección 10.4. 


» EJEMPLO 3 Obtenga una ecuación del plano que pasa por los 
puntos P(1, 3, 2), QA, 2, 2) y RG, 1, 3). 


Solución —SeanV(QR) = -i + 3j + k y VWPR) = i — 2j + k.Un vec- 
tor normal al plano requerido es el producto cruz VOR) Xx V(PR), el cual es 


Ci+ 3 +K)XxG-2j+Kk)= 5 + 2j-k 


De modo que si Pg = (1,3,2) y N = (5, 2,—1), del teorema 10.4.2, una ecua- 
ción del plano es 


Sx - 1) + Ay - 3) - (2 - 2) 
Sx + 2y-2-9=0 


Il 
o 


Este resultado concuerda con el del ejemplo 2 de la sección 10.4. 4 


» EJEMPLO 4 Obtenga una ecuación del plano que contiene al 
punto (4, O, 2) y es perpendicular a cada uno de los planos 


x=y+2=0 y 2x+y-4-5=0 


Solución Por el teorema 10.4.3, un vector normal al plano x — y + 
z = 0 es (1,-1, 1), y un vector normal al plano 2x + y - 4z - 5=0es 
(2, 1, -4). De modo que un vector normal al plano indicado es ortogonal 
tanto a (1,—1, 1) como a (2, 1, -4). Por el teorema 10.5.10, tal vector es 


ij ok 
(1,1, 1) X (2,1,-4) =|1 -1 1 
2 

= 31 + 6j + 3k 


El plano señalado contiene al punto (4, 0,-2) y tiene a (3, 6, 3) como 
vector normal. Del teorema 10.4.2, una ecuación de este plano es 


Ax - 4) + y - 0) + 3 +2)=0 
x+2y+2-2=0 


ll 


Esta ecuación concuerda con la obtenida en el ejemplo 4 de la sección 10.4. 4 
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FIGURA 5 


P(S, 4, 5) 


y FIGURA 6 


Una interpretación geométrica del triple producto escalar se obtiene al 
E un paralelepípedo cuyas aristas son PO, PR y PS, y tomar” 

= VPO), B= VPRyC = = VPS). Consulte la figura 5. ElvectorA X B 
es un vector normal al plano determinado por PO y PR. El vector (A X B) 
también es un vector normal a este plano. No se tiene seguridad de cuál de los 
dos vectores, A X B o —(A X B), forma con C el menor ángulo. Sea N 
uno de estos dos vectores que forma con C el ángulo menor, cuya medida en 
radianes es O < 27. Entonces, las representaciones de N y C que tienen sl su 
punto inicial en P están del mismo lado del plano determinado por PQ y PR, 
como se muestra en la figura 5. El área de la base de este paralelepípedo es 
l A Xx B l unidades cuadradas. Si h unidades es la longitud de la altura del 
paralelepípedo, y si Y unidades cúbicas es el volumen de este paralelepípedo, 
entonces 


v=laA xBlz ! (4) 
Ahora considere el producto punto N +: C. Por el teorema 10.3.5, 


N + € = [In [II Cl] eos 8 


Pero h = || € || cos 6; por lo que 


N-C = [NI z (5) 
Como Nes A X Bo —(A X B), ||N || = ]|A x B ||. Así, de (5), 
N*C= JA x Bl]. 


Al comparar esta ecuación y (4) se tiene 
V=N-"€ 


En consecuencia, se concluye que la medida del volumen del paralelepípe- 
does(A X B)*C o (A X B)»C; es decir, 


V=]|A x B-C| 


» EJEMPLO 5 Calcule el volumen del paralelepípedo que tiene 

vértices en P(3, 4,5), Q(4, 10, 6), R01,8,7) y S(Q, 6,9) y aristas PO, 

PR y ES. 

Solución La figura 6 muestra el paralelepípedo. Sea A = V(PO), en- 

tonces A = (-1,6,1). Sea B = V(PR), entonces B = (-4,4, 2). Sea 
= V(PS). entonces € = (23, 2, 4). Así, 


AXB = (+ 6j+k) Xx Ei + 4j + 2k) 
= 8i — 2j + 20k 
Por tanto, 
A X B-C = (8, -2, 20) * (3, 2, 4) 
= -24 - 4 + 80 - 
= 52 


Conclusión: El volumen del paralelepípedo es de 52 unidades cúbicas. 4 


A(, 2,7) 
B(2, 3..--4) 


C(2, 1, 4) 


FIGURA 7 
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» EJEMPLO 6 Caicule la distancia entre las dos rectas oblicuas 
1, y L, del ejemplo 9 de la sección 10.4. 


Solución La recta !, contiene a los puntos A(1,2,7) y B(-2, 3,-4), 
mientras que la recta 1, contiene a los puntos C(2, —1, 4) y D(5, 7, -3). Como 
[| y £, son rectas oblicuas, existen planos paralelos P; y P, que contienen a las 
rectas l, y 1), respectivamente. Observe la figura 7. Sean d unidades la dis- 
tancia entre los planos P; y P». La distancia entre [¡ y [y también es d uni- 
dades. Un vector normal a los dos planos es 


N = V(AB) x V(CD) 
Sea U un vector unitario en la dirección de N. Entonces 


_ _V(AB) X V(CD) 
[Iv(aB) x viCD)l| 


(6) 


Ahora tome dos puntos, uno en cada plano (por ejemplo B y C). Entonces la 
proyección escalar de V(CB) sobre N es V(CB) * U, y 


d =|v(CB)-U| (7) 
A continuación se realizarán los cálculos. 


VIAB) = (2 -1,3-2,-4- 7D) VCD) = (5 - 2,7 + 1,-3- 4) 


== (3, 1,-1D = (3, 8, > 
Así, : 
ij k 
V(AB) Xx V(CD) =|-3 1 -11 
3 g8 — 
= 21(3i - 2] — k) 
Por tanto, de (6), 
27(3i - 2j - k) 
U = 
Jara? + 22412) 
e e 
= —=Gi - 2 - k 8 
U WEN i- 2) ) S 
Además, 


V(CB) = (2 - 2,3 +:1,-4 - 4) 
V(CB) = (4,4,-8) s 


Si se sustituye de esta ecuación y de (8) en (7), se tiene 


ds 4.4.9. La 2 el) 
E 


5 1-2 8 + 8] 


A 
1 
158 
A 
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Esta sección se concluye con una aplicación del producto cruz a la me- 
cánica. En ella se calcula el vector torque. Refiérase a la figura 8, donde “el 
vector de fuerza F, que tiene la representación OP, se aplica en el punto P de 
un objeto situado a lo largo de OP. F ocasiona que el objeto rote alrededor 
de una recta perpendicular al plano determinado por OP y QP. El vector 
torque, cuya representación de posición es OT, es el momento de F al- 
rededor de O; y proporciona la intensidad (o módulo) y dirección de la re- 


sultante de rotación generada por F. Este vector torque está definido por 


V(OT) = V(OP) x F 


FIGURA $ 
» EJEMPLO 7 Una fuerza E, cuya intensidad es de 15 lb, se 
. aplica en un ángulo de 40* en el extremo derecho P de una barra de 5 pie de 
[e Eos longitud, como se indica en la figura 9. Calcule el módulo del vector tor- 
a y que inducido por F en el extremo izquierdo O. 
400 .. : z , % 
Solución La intensidad, o módulo, del vector torque está dada por 
E l V(OP) Xx F l , y por el teorema 10.5.8, 
FIGURA 9 veo?) x Fl = [| vcoP) [| || F [| sen 40? 
= (505) sen 409 
= 48.21 
Conclusión: La intensidad del vector torque es de 48.21 pie-Ib. 4 
EJERCICIOS 10.5 
En los ejercicios 1 a 12, A = (1, 2, 3), B = (4, 3, —D, B= j ¡+ So: de l k 
C = (25, 3, 5), D =(2, 1,6), E = (4,0,-7), y F = (0,2, 1). "35 E 
l. Obtenga A X B. 2. Calcule D X E. 16. Demuestre que el cuadrilátero que tiene vértices en 


3. 


Determine (C Xx D)-(E x FP). 


4. Obtenga(C X E)* (D X F). 


5. Verifique el teorema 10.5.3 para los vectores A y B. 


Verifique el teorema 10,5.4 para los vectores A, B y C. 


17. 


(2, 1, —D), (1, 1, 3), ES, 4, 0) y (8, 4, -4) es un paralelo- 
gramo y obtenga su área. 

Demuestre que el cuadrilátero que tiene vértices en 
(1, 2, 3), (4, 3, 1), QQ, 2, 1) y (5, 7, -3) es un paralelo- 
gramo y calcule su área. 


7. Verifique el teorema 10.5.5(i) para A y B, y c = 3. 18. Obtenga el área del paralelogramo PQRS si V(PO) = 
. Verifique el teorema 10.5.5(1i) para A y B, y c =3. 3i - 2j y V(PS) = 3j + 4k. ; 
9. Verifique el teorema 10.5.6 para los vectores A, B y C. 19, Determine el área del triángulo que tiene vértices en 
10. Verifique el teorema 10.5.7 para los vectores A, B y C, (0,.2. 2), (8,8.=2) y (9, 12, 0). 
11. Calcule (A + B) X(C— D) y (D-C)X(A + B), 20. a el área del triángulo que tiene vértices en (4, 5, 6), 
y verifique que son iguales. (4, 4, 5) y 6, 5, 5). 
12, Determine 1 AXB [| ll CXxD L En los ejercicios 21 y 22, utilice el producto cruz para obtener 
13. Demuestre el teorema 10.5.2(ii) y (iii). una ecuación del plano que pasa por los tres puntos indicados. 
14. Sean los vectores unitarios A = Íi+ 1 - ¿k y A (22,2), 3, 1, 6), 3, 4, 1). 
22 e; 2 ! 
B = -5i + Si + ¿K. Si 0 es el ángulo entre A” y B, 22. (2,3,0),(2,0,4),(0,3,4). 
calcule sen 0% en dos formas: (a) utilice el producto cruz 
(teorema 10.5.8); (b) emplee el producto punto y unaiden- 23, Realice el ejercicio 18 de la sección 10.4 empleando el 
tidad trigonométrica. producto cruz. 
15. Siga las instrucciones del ejercicio 14 para los dos vec- 24, Determine un vector unitario cuyas representaciones sean 


tores unitarios 


perpendiculares al plano que contiene a PO y PRsi PO es 
una representación del vector i + 3j - 2k y PR es una 
representación del vector 2i — j — k. 


En los ejercicios 25 a 27, obtenga un vector unitario cuyas 
representaciones sean perpendiculares al plano que pasa por 
los puntos P, Q y R. 


25, 
26. 
27. 
28. 


29, 


30. 


P(S, 2,1), QQ, 4-2), R(U 1, 1, 4) 

PR, 1, 0), QQ, -2, -1), RES, O, 2) 

P(1, 4, 2), Q(, 2, 4), R(4, 3, 1) 

Obtenga el volumen del paralelepípedo que tiene aristas 
PQ, PR y PS si los puntos P, Q, R y $ son, respectiva- 
mente, (1, 3, 4), (3, 5, 3), (2, 1, 6) y (2, 2, 5). 

Calcule el volumen del paralelepípedo PORS si los vec- 
tores V(PQ), V(PR) y V(P3) son, respectivamente, 
i+3j+2k, 2i+j-kei-2j+K 

Obtenga una ecuación del plano que contenga a los pun- 


tos terminales de las representaciones de posición de los 
vectores 2i — j + 3k, -i + ¿+ 2k y Si+ j-kK 


En los ejercicios 31 y 32, calcule la distancia perpendicular 
entre las dos rectas oblicuas. 


e 31. 


33. 


34, 


x-1_y-2_2+1 
A 
x+2_y+l1_ 2-3 
4.25" 3 
x+1_y+2_2z-1 
2 4 3 
x=1_y>o1_241 
5 A 


En la figura adjunta, un tornillo en el punto Q se gira al 
aplicar en el punto P una fuerza F de 25 lb en un ángulo 
de 70? con respecto a la llave, la cual mide 8 pulg de lon- 
gitud. Calcule la intensidad (o módulo) del vector torque 
generado por la fuerza en el tornillo. 


SS 3 pulg >| 


Una fuerza F de 30 lb en la dirección hacia abajo se aplica 
en un punto P, que es el extremo izquierdo de la palan- 
ca de la engrapadora mostrada en la figura adjunta. La 
longitud de la palanca es de 6 pulg y, en reposo, la pa- 
lanca forma un ángulo de 10% con la base horizontal de la 
engrapadora en el punto Q. Obtenga la intensidad (o mó- 
dulo) del vector torque ejercido por F en Q. 


35. 


e 3. 


38. 


47. 
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Si 9 es el ángulo entre los vectores A y B de V,, demues- 
tre que 


[la x Bl 


tan O = 
an AB 


Si A y B son vectores de Vy, demuestre que 
A*(AXB)=0 

Si A y B son vectores de V3, demuestre que 
(A - B) X (A + B) = 2A Xx B) 


Sean P, Q y R tres puntos no colineales de R? y sean OP, 
00 y OR las representaciones de posición de los vec- 
tores A, B y C, respectivamente. Demuestre que las re- 
presentaciones del vector A XB+BXC+CXA 
son perpendiculares al plano que contiene a los puntos 
P,QyR. 


Demuestre el teorema 10.5.4. 
Demuestre el teorema 10.5.5. 
Demuestre el teorema 10.5.6. 
Demuestre el teorema 10.5.7. 


Sean P, Q y R tres puntos no colineales de R? y sean 
OP, 00 y OR las representaciones de posición de los 
vectores A, B y C, respectivamente. Demuestre que la 
distancia del origen al plano determinado por los tres 
puntos está dada por 


¡A-B x Cl] 
le - a1xcC - all 
Sean OP la representación de posición del vector A, OQ 
la representación de posición de B, y OR la represen- 


tación de posición de C. Demuestre que el área del 
triángulo PQR es 3 ||(B - A) X (C - A)ll. 


Si A, B y C son vectores de V3, demuestre que 
(AXB)XC=(C:AB - (C- B)A 


Si A, B y C son vectores de Vz, demuestre la identidad 
de Jacobi 


AXBXO+BXCXA+CX(AXB=0 


Sugerencia: aplique el teorema 10.5.7 a cada término. 


Si A, B y C son vectores de V3, demuestre que 
(AXB)XC=AXx(BxC) 


si y sólo si B X (C X A) = 0. 
Sugerencia: aplique la identidad de Jacobi del ejerci- 
cio 46. 


Describa las interpretaciones geométricas del producto 
cruz, del triple producto escalar y el triple producto vec- 
torial. 
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10.6 SUPERFICIES 


Cilindro: x? +y=4 


FIGURA 1 


Cilindro: y? = 8x 


FIGURA 2 


Hasta este momento se han tratado dos tipos de superficies, el plano y la es- 
fera. El propósito de esta sección es estudiar otras superficies que desem- 
peñan un papel importante en el estudio del Cálculo de funciones de más de 
una variable, en los capítulos 12 y 14. 

Una superficie está representada por una ecuación en tres variables si las 
coordenadas de cada punto de la superficie satisfacen la ecuación, y si cada 
punto cuyas coordenadas verifican la ecuación pertenece a la superficie. Un 
tipo de superficie es el cilindro, el cual se estudiará a continuación. 


10.6.1 Definición de cilindro 


Un cilindro es una superficie generada por una recta que se mueve a 
lo largo de una curva plana de tal manera que siempre permanece pa- 
ralela a una recta fija que no está contenida en el plano de la curva 
dada. La recta que se mueve se denomina generatriz del cilindro, y la 
curva plana dada se llama directriz del cilindro. Cualquier posición de 
una generatriz recibe el nombre de regladura del cilindro. 


El estudio de cilindros se limitará a aquellos que tengan una directriz en 
uno de los planos coordenados y régladuras perpendiculares a ese plano. Si 
las regladuras de un cilindro son perpendiculares al plano de la directriz, se 
dice que el cilindro es perpendicular al plano. 

El bien conocido cilindro circular recto es aquel cuya directriz es una 
circunferencia y cuyas regladuras son paralelas al eje del cilindro. 


ps EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 La figura | muestra un ci- 


lindro circular recto cuya directriz es x? + y? = 4, la cual está en el plano xy, 
y cuyas regladuras son paralelas al eje z. En la figura 2 se tiene un cilindro 
cuya directriz es la parábola y? = 8x, contenida en el plano xy, y cuyas re- 
gladuras son paralelas al eje z. Este cilindro se denomina cilindro para- 
bólico. Un cilindro elíptico se muestra en la figura 3; su directriz es la 
elipse 91? + 16y? = 144, la cual está en el plano xy, y sus regladuras son 
paralelas al eje z. La figura 4 muestra un cilindro hiperbólico que tiene 
como directriz a la hipérbola 25x? — 4y? = 100, contenida en el plano xy, 
y sus regladuras son paralelas al eje z. d 


- Cilindro: 25x? — 4y? = 100 
Cilindro: 9x? + 16y? = 144 FIGURA 4 
FIGURA 3 d 


o Ya 0) 
y =fa). 


FIGURA 5 


y = fm 


FIGURA 6 


Cilindro: y = Inz 


FIGURA 7 
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Considere ahora el problema de obtener una ecuación de un Cilindro 
que tiene una directriz en un plano coordenado y que sus regladuras son pa- 
ralelas al eje coordenado que no está contenido en ese plano. Para ser espe- 
cíficos, considere la directriz en el plano xy y las regladuras paralelas al 
eje z. Refiérase a la figura 5. Suponga que una ecuación de la directriz en el 
plano xy es y = f(x). Si el punto (xp, yo, 0) del plano xy satisface esta 
ecuación, entonces cualquier punto de la forma (xp, yo, 2) del espacio 
tridimensional, donde z es cualquier número real, satisfará la misma ecua- 
ción debido a que z no aparece en la ecuación. Los puntos que tienen repre- 
sentaciones (xp, Yo, 2) están ubicados en una recta paralela al eje z que pasa 
por el punto (Xp, yo, 0). Esta recta es una regladura del cilindro. En conse- 
cuencia, cualquier punto cuyas coordenadas x y y satisfagan la ecuación 
y = Ax), estará en el cilindro. Recíprocamente, si el punto P(x, y, z) per- 
tenece al cilindro (vea la figura 6), entonces el punto (x, y, 0) está en la di- 
rectriz del cilindro la cual yace en el plano xy, y en consecuencia, las 
coordenadas x y y de P satisfacen la ecuación y = f(y). Por tanto, si y = f(x) 
se considera como -una ecuación de la gráfica en el espacio tridimensional, 
entonces la gráfica es un cilindro cuyas regladuras son paralelas al eje z, y el 
cual tiene como directriz a la curva y = f(x) contenida en el plano z = 0. Se 
tiene una explicación semejante cuando la directriz está en alguno de los 
otros planos coordenados. Los resultados se resumen en el teorema siguiente. 


10.6.2 Teorema 


En el espacio tridimensional, la gráfica de una ecuación en dos de las 
tres variables x, y, y z es un cilindro cuyas regladuras son paralelas al 
eje asociado con la variable que falta y cuya directriz es una curva en 
el plano asociado con las dos variables que aparecen en la ecuación. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Del teorema 10.6.2, una 


ecuación del cilindro circular recto de la figura 1 es x2 + y? = 4, consi- 
derada como una ecuación en R?. De manera semejante, una ecuación del 
cilindro parabólico de la figura 2 es y? = 8x, considerada también como 
una ecuación en R3. La ecuación del cilindro elíptico de la figura 3 y del 
cilindro hiperbólico de la figura 4 son, respectivamente, 9x? + 16y? = 144 
y 25x? — 4y? = 100, las dos consideradas como ecuacionesenR?.  , «4 


La sección transversal de una superficie en un plano es el conjunto de 
todos los puntos de la superficie que están en el plano dado. Si un plano es 
paralelo al plano de la directriz del cilindro, entonces la sección transversal 
del cilindro es congruente a su directriz. Por ejemplo, la sección transver- 
sal del cilindro elíptico de la figura 3 en cualquier plano paralelo al plano xy 
es una elipse. 


» EJEMPLO 1 Dibuje la gráfica de cada una de las siguientes 
ecuaciones: (a) y = In z; (b)z? = x? 


Solución 


(a) La gráfica es un cilindro cuya directriz, que yace en el plano yz, es la 
curva y = In z y cuyas regladuras son paralelas al eje x. La gráfica se 
muestra en la figura 7. 
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E (b) La gráfica es un cilindro cuya directriz está en el plano xz y cuyas re- 
gladuras son paralelas al eje y. Una ecuación de la directriz es 22 = x3, 
La figura 8 muestra la gráfica de este cilindro. 4 


10.6.3 Definición de superficie de revolución 


Si una curva plana se gira alrededor de una recta fija que está en el 
plano de la curva, entonces la superficie así generada se denomina 
superficie de revolución. La recta fija se llama eje de la superficie de 
revolución, y la curvá plana recibe el nombre de curva generatriz 
(o revolvente). 


La figura 9 muestra una superficie de revolución cuya curva generatriz 
es la curva C del plano yz y cuyo eje es el eje z. Una esfera es un ejemplo 
particular de una superficie de revolución ya que la esfera puede generarse 
al girar una semicircunferencia alrededor de un diámetro. Otro ejemplo de 
superficie de revolución es un cilindro circular recto para el cual la curva 
generatriz y el eje son rectas paralelas. 


Cilindro: 2? = x? 


Cua > EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 Una esfera generada al girar 
la semicircunferencia y? + 22 = r?, z > 0, alrededor del eje y se muestra 
en la figura 10. La figura 11 muestra el cilindro circular recto para el cual la 
curva generatriz es la recta z = k del plano xz y su eje es el eje x. 4 

a 


2 


+y+ 2 


FIGURA 9 Esfera: x 
FIGURA 10 FIGURA 11 


A continuación se obtendrá la ecuación de una superficie generada al 
girar alrededor del eje y la curva del plano yz que tiene la ecuación bidi- 
mensional 


2=f0) (11) 


PA(0, y, 29) 
/ 


Refiérase a la figura 12. Sea P(x, y, z) cualquier punto de la superficie de 
revolución. Por P, se pasa un plano perpendicular al eje y, y QCO, y, 0) deno- 
b 2 ta el punto de intersección de este plano con el eje y. Sea Pg(0, y, zp) el punto 

de intersección del plano con la curva generatriz. Como la sección transver- 
sal de la superficie con el plano que pasa por P es una circunferencia, P está 
FIGURA 12 en la superficie si y sólo si dl 


[aP|? = [9Po!? 


Qoo, y. 0) 


Paraboloide de revolución y? + 2? = 4x 


FIGURA 13 
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Debido a que [oP| = yx? + x y (OP, | = q, se obtiene de esta ecuación 
y, Y 
Ps + 


24 2=x2 A (2) 


Xx 
El punto Py está en la curva generatriz; por lo que sus coordenadas 
deben satisfacer (1). Por tanto, 


z0=f0) 


De esta ecuación y de (2), el punto P está en la superficie de revolución si y 
sólo si 


e +22= ON 3) 


Ésta es la ecuación deseada de la superficie de revolución. Puesto que (3) 
es equivalente a 


tVx2 4 22 =$) 


za 
se puede obtener (3) al sustituir 2 por + qe + > en (1). 

De manera similar se puede demostrar que si la curva del plano yz 
tiene la ecuación bidimensional 


= 8(2) (4) 


se gira alrededor del eje 2, se obtiene una ecuación de la superficie de re- 
volución generada al sustituir y por + /x? + y? en (4). Se tienen observa- 
ciones análogas cuando una curva en cualquier plano coordenado se hace 
girar alrededor de uno de los ejes coordenados de ese plano. En resumen, las 
gráficas de las ecuaciones siguientes son superficies de revolución que tiene 
el eje indicado: x2? + y? = [F(3? —eje z; 1? + 22 = [FP —eje y; 
y? +22= [F (0 —eje x. En cada caso, las secciones transversales de la 
superficie en planos perpendiculares al eje son circunferencias que tienen 
sus centros sobre el eje. 


» EJEMPLO 2 Obtenga una ecuación de la Sapa de revo- 
lución generada al girar alrededor del eje x la parábola y? = 4.x El plano 
xy. Dibuje la superficie. 


Solución Si en la ecuación de la parábola se sustituye y por 
+. y? + 2?, se obtiene 
y? +22=4x 


La superficie se muestra en la figura 13. La misma superficie se genera si la 
parábola 2? = 4x del plano xz se gira alrededor del eje x. 4 


La superficie del ejemplo 2 se denomina paraboloide de revolución. 
Si se gira una elipse alrededor de uno de sus ejes, la superficie generada se 
llama elipsoide de revolución. Un hiperboloide de revolución se ob- 
tiene cuando una hipérbola se gira alrededor de un eje. La superficie del 
ejemplo siguiente se denomina cono circular recto, 


DP EJEMPLO 3  Dibuje la superficie x? + 22 - 4y? =0, 
y] p y 


y 20. 
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Cono:x? + 22 -4y2=0, y>0 


FIGURA 14 


Elipsoide 


FIGURA 15 


Solución La ecuación dada es de la forma 1? + 2? = [F(y1?; poro 
que su gráfica es una superficie de revolución que tiene al eje y como su 
eje. Al resolver la ecuación dada para y, se obtiene Ñ 


2y = +vVx? +22 

En consecuencia, la curva generatriz puede ser la recta 2y = x del plano xy, 
Oo la recta 2y = z del plano yz. Al dibujar las dos curvas generatrices posi- 
bles y empleando el hecho de que las secciones transversales de la superficie 
en planos perpendiculares al eje y son circunferencias cuyos centros están en 
el eje y, se obtiene la superficie mostrada en la figura 14. Observe que como 
y > 0, el cono tiene sólo un manto. d 


Tal vez estudió en algún curso de matemáticas previas al Cálculo (en 
otro caso consulte la sección A.10 del apéndice) que la gráfica de una ecua- 
ción de segundo grado en dos variables x y y, 


Ax? +Bxy + Cy? +Dx+ Ey+F=0 


es una sección cónica. La gráfica de una ecuación de segundo grado en las 
tres variables x, y y z, 


+ By? +C22 + Dxy + Exz + Fyz + Gx + Hy+I2+J=0 (5) 


se denomina superficie cuádrica. Los tipos más simples de superficies cuá- 
dricas son los cilindros parabólicos, elípticos e hiperbólicos, los cuales ya 
se han estudiado. Ahora se considerarán otros seis tipos de superficies 
cuádricas. En el estudio de cada una de estas superficies, se elegirán los 
ejes coordenados de modo que las ecuaciones resulten en su forma más sim- 
ple, y se hará referencia a las secciones transversales de las superficies en 
planos paralelos a los planos coordenados. Estas secciones transversales 
ayudan a visualizar la superficie. j 


Elipsoide 


ES A: 
Sii =]1 6 
al poe (6) 


donde a, b y c son positivos. Consulte la figura 15. 

Si en (6) z se sustituye por O, se obtiene la sección transversal del elip- 
soide en el plano xy, la cual es la elipse 

12 y 


K— + — 
ap 


=1 


A fin de obtener las secciones transversales de la superficie en los planos 
z = k, se reemplaza z por k en la ecuación del elipsoide, de lo que se obtiene 
xr? y? k2 


+ =*] 
al p2 0? 


Si |k| < c, la sección transversal es una elipse y las longitudes de los 
semiejes decrece hacia cero conforme |x| aumenta hacia el valor de c. Si 
Ik| = C, la intersección del plano z =“k con el elipsoide consiste del único 
punto (0, 0, £). Si |k] > c, no existe intersección. La discusión es semejan- 
te si se consideran las secciones transversales formadas por planos paralelos 
a alguno de los otros dos planos coordenados. 


Hiperboloide elíptico de una hoja 


FIGURA 16 


Hiperboloide elíptico de dos hojas 


FIGURA 16 
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Los números a, b y c son las longitudes de los semiejes del elipsoide. Si 
dos cualesquiera de estos tres números son iguales, se obtiene un elipsoide 
de revolución, también denominado esferoide. Un esferoide para el cual el 
tercer número es mayor que los otros dos números iguales, se dice prolato 
(o alargado). Un esferoide prolato tiene la forma de un balón de fútbol 
americano. Un esferoide oblato (o achatado) se obtiene si el tercer número 
es menor que los dos números iguales. Si los tres números a, b y c de la ecua- 
ción de un elipsoide son iguales, entonces el elipsoide es una esfera. 


Hiperboloide elíptico de una hoja 


2 2 
Xx y z 

A 7 
a pg 1 


donde a, b y c son positivos. Refiérase a la figura 16. 
Las secciones transversales en los planos z = k son las elipses 


Cuando k = O, las longitudes de los semiejes de la elipse son pequeñas y 
aumentan conforme |X| se incrementa. Las secciones transversales en los 
planos x = kson las hipérbolas 


yA 1? 
bo e a? 
Si [kl < a, el eje transverso de la hipérbola es paralelo al eje y, y si 


1] > a, el eje transverso es paralelo al eje z. Si k = a, la hipérbola de- 
genera en dos rectas: 


De manera análoga, las secciones transversales en los planos y = k también 
son hipérbolas, El eje de este paraboloide es el eje z. 

Si a = b, la superficie es un hiperboloide de revolución para el cual el 
eje es la recta que contiene al eje conjugado. ] 


Hiperboloide elíptico de dos hojas 


DA o 
2 p2 q? 


donde a, b y c son positivos. Consulte a la figura 17. 

Al sustituir z por k en (8) se obtiene 

A 
pg 
Si |x| < c, el plano z = k no intersecta a la superficie; en consecuencia, 
no existen puntos de la superficie entre los planos z = —c y z = C. Si 
| k| = c, la intersección del plano z = k con la superficie consiste del único 
punto (0, O, k). Cuando [x | > c, la sección transversal de la superficie en el . 
plano z = k es una elipse, y las longitudes de los semiejes se incrementan 
conforme |x| aumenta. 
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Las secciones transversales de la superficie en los planos x = k son las 


hipérbolas 
2 2 k? 
ap 
c b a 


cuyos ejes transversos son paralelos al eje z. De manera similar, las seccio- 
nes transversales en los planos y = k son las hipérbolas 


para las cuales sus ejes transversos también son paralelos al eje z. 

Si a = b, la superficie es un hiperboloide de revolución en el que el 
eje es la recta que contiene al eje transverso de la hipérbola. 

Cada una de las tres superficies cuádricas anteriores es simétrica con 
respecto a cada uno de los planos coordenados y también es simétrica 
con respecto al origen. Sus gráficas se denominan cuádricas centrales y sus 
centros están en el origen. 

La gráfica de cualquier ecuación de la forma 

+ E da 

a p? 


donde a, b y c son positivos, es una cuádrica central. 


» EJEMPLO 4 Dibuje la gráfica de la ecuación 
4x? — y? + 2522 = 100 
e identifique la superficie. 


Solución Al dividir ambos miembros de la ecuación entre 100 se obtiene 


2 2 2 
a VA 
257 100* 7 7! 
la cual es de la forma (7) con y y z intercambiadas. En consecuencia, la su- 
perficie es un hiperboloide elíptico de una hoja cuyo eje es el eje y. Las sec- 


ciones transversales en los planos y = k son las elipses 


2 2 2 

Xx z k 
25* 4 =1* 70 

Las secciones transversales en los planos x = k son las hipérbolas 
e O 
4 100 25 


y las secciones transversales en los planos z = k son las hipérbolas 


1? y? 15 


257100 17% 


La superficie se muestra en la figura 18. 4 
Hiperboloide elíptico de una hoj 
A » EJEMPLO 5 Dibuje la gráfica de la ecuación 
NN 
257100 4 4x2 - 25y2 - 2 = 100 


FIGURA 18 e identifique la superficie. 


" Paraboloide elíptico 


FIGURA 20 


Paraboloide hiperbólico 


FIGURA 21 
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Solución — Si se dividen los dos miembros entre 100 se puede escribir la 
ecuación como 


la cual es de la forma (8) con x y z intercambiadas; de modo que la superficie 
es un hiperboloide elíptico de dos hojas, cuyo eje es el eje x. Las seccio- 
nes transversales en los planos x = k, donde ] k| > 5, son las elipses 


Los planos x = k, donde |k| < 5, no intersectan a la superficie. Las sec- 
ciones transversales en los planos y = k son las hipérbolas 


y las secciones transversales en los planos z = k son las hipérbolas 


2 2 2 
A E 
E EN 
La superficie requerida se muestra en la figura 19. 4 


Las dos superficies siguientes se denominan cuádricas no centrales. 


Paraboloide elíptico 


A 
a (9) 


donde a y É son positivos y c + 0. La figura 20 muestra la superficie para 
c>0 

Al sustituir k por z en (9) se obtiene 

e E 

a pb "c 
Cuando k = O, esta ecuación se transforma en b2x? + a?y? = 0,.la cual 
representa un único punto, el origen. Sik « 0, y k y c tienen el mismo signo, la 
ecuación corresponde a una elipse. Por lo que se concluye que las secciones 
transversales de la superficie en los planos z = k, donde k y c tienen el mis- 
mo signo, son elipses y las longitudes de los semiejes se incrementa a medida 
que |x| aumenta. Si k y c tienen signos opuestos, los planos z = k no in- 
tersectan la superficie. Las secciones transversales de la superficie en los 
planos x = k y y = k son parábolas. Cuando c > 0, las parábolas abren 
hacia arriba, como se muestra en la figura 20, cuando c < 0, las parábolas 
abren hacia abajo. 

Sia = b, la superficie es un paraboloide de revolución. 


Paraboloide hiperbólico 


2 2 
VA . 
A (10) 


donde a y son positivas y c % 0. La superficie se muestra en la figura 21 para 
c>0. 
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FIGURA 23 


Las secciones transversales de la superficie en los plano 2 = k, donde 
k + 0, son hipérbolas que tienen sus ejes transversos paralelos al eje y si k 
y c poseen el mismo signo, y los ejes son paralelos al eje x si k y c tienen 
signos opuestos. La sección transversal de la superficie en el plano z = 0 
consiste de dos líneas rectas que pasan por el origen. Las secciones trans- 
versales en los planos x = k son parábolas que abren hacia arriba si 
c > 0, y abren hacia abajo si c < 0. Las secciones transversales en los 
planos y = k también son parábolas, abren hacia abajo si c > O y abren 
hacia arriba sic < 0, 


> EJEMPLO 6 Dibuje la gráfica de la ecuación 
3y? + 1222 = 16x 
e identifique la superficie. 


Solución La ecuación dada puede escribirse como 
E 
16 4 
la cual es de la forma de (9) con x y z intercambiadas. En consecuencia, la 
gráfica de la ecuación es un paraboloide elíptico cuyo eje es el eje x. Las 
secciones transversales en los planos x = k, donde k > 0, son las elipses 
y” 2 _k 


NAS a 
Los planos x = k, donde k < 0, no intersectan la superficie. Las seccio- 
nes transversales en los planos y = k son las parábolas 122? = 16x — 3k?, 
y las secciones transversales en los planos z = k son las parábolas 3y? = 
16x — 12k?. La figura 22 muestra el paraboloide elíptico. 4 


» EJEMPLO 7 Dibuje la gráfica de la ecuación 
3y? - 122? = 16x 
e identifique la superficie. 


Solución La ecuación dada puede expresarse como 
O 
16 4 3 
la cual es de la forma de (10) con x y z intercambiadas. Por tanto, la superfi- 
cie es un paraboloide hiperbólico. Las secciones transversales en los planos 


x = k, donde k + O son las hipérbolas 


La sección transversal en el plano yz consiste de las dos rectas y = 2z 
y y = -2z. En los planos z = k las secciones transversales son las pará- 
bolas 3y2 = l6x + 12k?; en los planos y = k las secciones transversales 
son las parábolas 122? = 3k? — 16x. El paraboloide hiperbólico se muestra 
en la figura 23. | 


Cono elíptico 


FIGURA 24 


2 2 2 
Cono elíptico: L - Ly+£ =0 
25 100 4 
FIGURA 25 
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Cono elíptico ds 
A E ; 
S+risz3ot%=0 11 
a? p2 e? a 


donde a, b y c son positivos. Consulte la figura 24. 

La intersección del plano 2 = 0 con la superficie es un punto, el origen. 
Las secciones transversales de la superficie en los planos z = k, donde 
k % 0, son elipses, y las longitudes de los semiejes aumentan conforme k se 
incrementa. Las secciones transversales en los planos x = O y y = O son 
pares de rectas que se intersectan. En los planosx = k y y = k, donde k 0, 
las secciones transversales son hipérbolas. 


» EJEMPLO 8 Dibuje la gráfica de la ecuación 
4x2 - y? 4 2572 =0 


e identifique la superficie. 


Solución La ecuación dada se puede escribir como 
2 2 2 
Xx y pa 
Ho + = 
25 100 4 0 


la cual es de la forma de (11) con y y z intercambiadas. Por tanto, la superficie 
es un cono elíptico que tiene al eje y como su eje. La superficie intersecta al 
plano y = 0 sólo en el origen. La intersección de la superficie con el plano 
x = Oesel par de rectas que se intersectan y = +52, y la intersección con 
el plano z = 0 es el par de rectas que se intersectan y = 12x. Las sec- 
ciones transversales en los planos y = k, donde k * 0, son las elipses 

x O. da 


25* 4 “100 


En los planos x = k y z = k, donde k x*oO0, las secciones transversales 
son, respectivamente, las hipérbolas 


E A A ON 
100 4 7 25 Y 10 25” 4 
La superficie se presenta en la figura 25. e 


La tabla 1 resume la discusión de los seis tipos básicos de superficies 
cuádricas. En dicha tabla se muestran dos gráficas para cada superficie. Una 
gráfica fue dibujada, y la otra fue trazada mediante un programa de 
computadora empleado para generar superficies. Muchos programas para 
trazar gráficas en computadora se encuentran disponibles, generalmente in- 
volucran muchos cálculos numéricos. Estos programas se denominan gra- 
ficadores matemáticos, los cuales se tratan con mayor detalle en la sección 
12.1, donde se presentarán diversas e intrincadas superficies que pueden ser 
trazadas mediante estos programas. 

La ecuación (5) es la ecuación general de segundo grado en x, y y 2. 
Puede demostrarse que mediante una traslación y rotación de los ejes coor- 
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Tabla 1 


; PE E A no ráfica trazada por 
tád T ipl ndicad G dibujad 
Superficie cuádrica razas en el plano indicado ráfica dibujada medio de Mathematica 


Elipsoide plano xy: Elipse 
a=lk[<c: Elipse 


plano yz: Elipse 
=lk]<c: Elipse 
plano xz: Elipse 
y =|k|<c: Elipse 


Hiperboloide elíptico plano xy: Elipse 
de una hoja z=k Elipse 
plano yz: Hipérbola 
y? x=k Hipérbola 
Pz plano xz: Hipérbola 


y=k Hipérbola : 


plano xy: Ninguna 
2=lkl<c: Ninguna 
z= |x| ><: Elipse 
plano yz: Hipérbola 
e x=k Hipérbola 
< plano xz: Hipérbola 
y=k Hipérbola 


Hiperboloide elíptico 
de dos hojas 


plano xy: 
z=k>0: 
2=k<0: Ninguno 


Paraboloide elíptico 


+ plano yz: Parábola 


x=k Parábola 
plano xz Parábola 
y=k Parábola 


plano xy: Dos rectas que 
se intersectan (en el origen) 
z=kzx0: Hipérbola 


Paraboloide hiperbólico 


2 
y 
ze plano yz: Parábola 


x=k Parábola 


plano xz: Parábola 
y=k Parábola 


plano xy: Punto (origen) 
Cono elíptico 2=kx0: Elipse 

plano yz: Dos rectas que 
se intersectan (en el origen) 

1=kxX0: Hipérbola 

plano xz: Dos rectas que 
se intersectan (en el origen) 

y=kx0: Hipérbola 
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denados del espacio tridimencional (cuyo estudio-está más allá del alcance de 
este libro) esta ecuación puede reducirse a una de las dos formas siguientes: 


Ax? + By? + C2+J=0 E (12) 
Ax? + By? +1l2=0 (13) 


Las gráficas de las ecuaciones de segundo grado serán uno de los seis 
tipos anteriores de cuádricas o bien, degenerarán en un cilindro, un plano, una 
recta, un punto o el conjunto vacío. 

Las superficies no degeneradas asociadas con ecuaciones de la forma 
(12) son las cuádricas centrales, mientras que aquéllas asociadas con ecua- 
ciones de la forma (13) son las cuádricas no centrales. Á continuación se pre- 
sentan algunos casos degenerados: 


x?- y = 0;dos planos,x - y =0 y x+y=0 
22 = 0; un plano, el plano xy 

x2 + y? = 0; una recta, el eje z 

12 + y? + 2 = 0; un punto, el origen 

x2 + y? + 22 + 1 = 0; el conjunto vacío 


EJERCICIOS 10.6 


En los ejercicios 1 a 4, dibuje la sección transversal del ci- 26. 4x? + 9y? + 42? = 36 
lindro dado en el plano indicado. 27. 9? -y?+4922=0 28. 41? + 4y-2=9 


L. 4x1? + y? = 16; plano xy 29. En los incisos (a)-(f), relacione la ecuación con la super- 
ficie correspondiente, generada en computadora (1)-(vi), 


2. 42? - y? = 4; plano yz : 
e identifique la superficie. 


. z=e*;pl 4 x= : 
3. 2 = e”; plano xz x = |y|; plano xy (a) 91? - 4y? + 362 = 36 
En los ejercicios 5 a 12, dibuje el cilindro que tiene la ecua- (b) 5x? - 22? = 3y 
ción indicada. 22402 22 
De é (0) 9x* - 4y + 362" =0 

5. 4x% + 9y” = . a ds (d) 5x2 + 22? = 3y 
7. y =|2l .X-2=4 (e) 91? + 4y? + 362? = 36 
9. 2=2x? 10. 2? = 4y? (6) 91? - 4y? - 362? = 36 
11. y = cosh x 12. x? = y? A z 

0) 4 


En los ejercicios 13 a 20, obtenga una ecuación de la superfi- 
cie de revolución generada al girar la curva plana alrededor 
del eje indicado. Dibuje la superficie 


13. x? = 4y enel plano xy, alrededor del eje y. 
14. x? + 42? 
15. 1? + 42? 


16. x? = 4y enel plano x y, alrededor del eje x. 


16 en el plano xz, alrededor del eje z. : ió 


16 en el plano xz, alrededor del eje x. 


17. y = 32 enel plano yz, alrededor del eje y. 
18. 9y? - 42? = 144 en el plano yz, alrededor del eje z. (0) z 
19. y = senx en el plano xy, alrededor del eje x. 

20. y? = 2? enel plano yz, alrededor del eje z. 

En los ejercicios 21 a 28, obtenga una curva generatriz y el 
eje para la superficie de, revolución dada. Dibuje la su- 
perficie. 

MM. 12+y+r2= 16 2. x2+2=y 

23. + y 2224 A. y 422 0% 


25. 12+2=]y] 


858 CAPÍTULO 10 VECTORES, RECTAS, PLANOS Y SUPERFICIES EN EL ESPACIO 


(iii) 


(iv) 


(m 


(vi) 


30. En los incisos (a)—(f), relacione la ecuación con la super- 


ficie correspondiente, generada en computadora, (1) —(vi)e 
identifique la superficie. 


(a) 41? — 16y? + 92? =0 
(b) 3y? + 72? = 6x 
(0) 25x? = 4y? + 2? + 100 
(d) 3y? - 722 = 6x 
(e) 25x? = 4y? —- 22 + 100 
(£) 25x? = 100 - 4y? - 2? 


(0) 


(iii) 


En los ejercicios 31 a 42, dibuje la gráfica de la ecuación e * 


(iv) 


4 
ió 


7 


dd 


Penna rin0) 


RES 


identifique la superficie. 


31. 
33. 
35. 


37. 


39. 


4x2? + 9y? + 22 = 36 
4x? + 9y? - 22 = 36 
== y-2 

2 2 

E O E 
a 

2 2 

dá É_ 
ES 


> 
SS 


32. 
34. 
36. 


38. 


40. 


IN 
SON; 


4x? - 9y? - 22 

4x? - 9y? 4 2? 

x= ys 2 
2 2 


= 36 
= 36 


4z 


41. 


43. 


3 


45, 


46. 


47. 


48. 
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x2 + l62? = 4y- 16 42. 9y? - 42? + l8x=0 


Obtenga los valores de k para los cuales la intersección del 
plano x + ky = 1 y el hiperboloide elíptico de dos 
hojas y? - x2- ¿2= 1 sea (a) una “elipse, y (b) una 
hipérbola. 


Determine el vértice y el foco de la parábola que es la 
intersección del plano y = 2 y el paraboloide hiper- 


Obtenga el vértice y el foco de la parábola que es la 
intersección del plano x = 1 y el paraboloide hiper- 


Calcule el área de la sección plana formada por la in- 
tersección del plano y = 3 y el sólido limitado por el 


p 2 2 
elipsoide eN + 5 + y = |. 
Demuestre que la intersección de la superficie x? -— 
4y?- 92? = 36 y el plano x + z ="9 es una circun- 


ferencia. 


Pruebe que la intersección del paraboloide hiperbólico 


2 a 


SA 5 e y el plano z = bx + ay consiste de 
a 


y? 


dos rectas que se cortan. 


En los ejercicios 49 a Sl, utilice el método del rebanado para 
calcular el volumen del sólido. La medida del área de la re- 
gión limitada por la elipse que tiene semiejes a y b es rab. 


49, 


50. 


51. 


52, 


53. 


El sólido limitado por el elipsoide 

361? + 9y? + 42? = 36. 

El sólido limitado por el elipsoide 

A 

S+5+S5=L1 

ap” 2? 

El sólido limitado por el plano z = h, donde k > O, y el 
. o AS ER E 

paraboloide elíptico En + mE e donde c > 0. 

Dibuje la superficie de revolución generada al girar la 

tractriz 


alrededor del eje x. 


Describa cómo dibujaría la superficie cilíndrica generada 
al girar la curva x = f(y) del plano xy alrededor del eje 
y. En su descripción ¿invente un ejemplo de una curva 
particular x = f(y) e incluya la ecuación de la superficie 
cilíndrica obtenida. 
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> SUGERENCIAS PARA LA REVISIÓN DEL CAPÍTULO 10 


1. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 
19. 


20. 


Defina un vector (i) en el plano, y (ii) en el espacio tri- 
dimensional. 


. ¿Cómo se representan los vectores geométricamen- 


te? ¿Cómo determina cuándo dos representaciones de- 
notan el mismo vector? 


¿Cómo se determina el módulo y la dirección de un vector 
en (i) Va, y (ii) V3? Invente un ejemplo para cada caso. 


¿Cómo se determina la suma y la diferencia de dos vec- 
tores en (i) V,, y (ii) V3? Invente un ejemplo para cada caso. 


Interprete geométricamente la suma y la diferencia de dos 
vectores. 


Defina el producto de un escalar c y un vector Á en (i) V,, 
y (ii) V,. Invente un ejemplo para cada caso. 


¿Cuál es la relación entre cA y A si (i) c > 0, y 
(11) c < 0? Invente un ejemplo para cada situación. 


¿Qué leyes algebraicas son satisfechas por las operacio- 
nes de adición algebraica y multiplicación por un escalar 
de cualesquiera vectores de V, y V3? 


¿Cómo se expresa cualquier vector de (i) en V, en térmi- 
nos de los vectores i y j, y (ii) en Vz en términos de los 
vectores i, j y k? Invente un ejemplo para cada caso. 


¿Por qué i y j forman una base para el espacio vectorial 
V,, ei, j y k forman una base para el espacio vectorial V,? 


¿Cómo se expresa un vector (i) en V, en términos de su 
módulo y ángulo director, y (ii) en Vz en términos de 
su módulo y sus cosenos directores? invente un ejemplo 
para cada situación. 


Escriba una ecuación que exprese la relación que satis- 
facen los cosenos directores de cualquier vector de V,. 


¿Cuál es la fórmula para la distancia no dirigida entre 
dos puntos de R?*? Invente un ejemplo. 


¿Cuáles son las fórmulas para las coordenadas del punto 
medio de un segmento de recta entre dos puntos de R?? 
Invente un ejemplo. 


Defina una esfera. ¿Cuál es la forma centro-radio de la 
ecuación de una esfera de radio r y centro (A, k, 1)? In- 
vente un ejemplo. 


Defina el producto punto de dos vectores (i) en V,, y 
(ii) en V,? Invente un ejemplo para cada caso. 


¿Qué leyes algebraicas son satisfechas por el producto 
punto de dos vectores? 


Defina el ángulo entre dos vectores. 


¿Cómo se utiliza el producto punto para calcular el ángulo 
entre dos vectores? Invente un ejemplo. 


¿Cómo se emplea el producto punto para determinar si 
dos vectores son ortogonales? Invente un ejemplo. 


21. 


22. 


23. 


25. 


26. 


27. 


28. 


29. 


31. 


32. 


34. 


35. 


36. 


37. 


38. 


39. 


Defina la proyección escalar de un vector sobre otro. 
¿Cuál es la fórmula para determinar la proyección escalar 
de un vector B sobre el vector A? Invente un ejemplo. 


¿Cuál es la fórmula para determinar el vector proyec- 
ción del vector B sobre el vector A? Invente un ejemplo. 


Invente un ejemplo que muestre cómo se emplean los 
vectores para calcular la distancia de un punto P a una 
recta que pasa por los puntos A y Ben R3, 


Invente un ejemplo que ilustre cómo calcular el trabajo 
realizado por una fuerza F que desplaza un objeto de un 
punto A hasta el punto B si la dirección de F no coinci- 
de con la recta de movimiento de A a B. 


Defina el plano que pasa por el punto Po(Xo, Yo: Zp) y que 
tiene a N como un vector normal. Escriba una ecuación 
de este plano si N es el vector (a, b, c). Invente un ejemplo. 


Defina el ángulo entre dos planos. Invente un ejemplo. 


Invente un ejemplo de (i) dos planos paralelos, y (ii) dos 
planos perpendiculares. 


Invente un ejemplo que muestre cómo se utilizan los vec- 
tores para calcular la distancia de un punto a un plano. 


Escriba las ecuaciones paramétricas de la recta que pasa 
por el punto Py(xp, Yo» 2p) y es paralela a la representación 
del vector (a, b, c). Escriba las ecuaciones simétricas de 
esta recta. 


. Invente un ejemplo que ilustre cómo obtener las ecuacio- 


nes simétricas de una recta que pasa por dos puntos de R3, 


Defina el producto cruz de dos vectores, Escriba la no- 
tación de determinates empleada como un recurso ne- 
motécnico para recordar la fórmula del producto cruz. 
Invente un ejemplo. 


¿Qué leyes algebraicas son satisfechas por el producto 
cruz de dos vectores, y cuáles no? A 


. Escriba tres productos cruz que contengan al vector A y 


que tengan como resultado al vector cero. 


¿A qué es igual el triple producto escalar de los tres vec- 
tores A, B y C? Invente un ejemplo. 


¿A qué es igual el triple producto vectorial de los tres 
vectores A, B y C? Invente un ejemplo. 


Escriba la fórmula que permite expresar || A x B]|| en 
términos de I A [| e l B ll , y el ángulo entre A y B. 


Proporcione la interpretación geométrica de [A x B]|. 
Invente un ejemplo. 


¿Cómo puede emplearse el producto cruz para determinar 
si dos vectores son paralelos? Invente un ejemplo. 


Invente un ejempla que muestre cómo puede emplearse el 
producto cruz para obtener la ecuación de un plano que 
pasa por tres puntos de R?, 
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40. ¿En qué consiste la interpretación geométrica del triple 
producto escalar? [nvente un ejemplo. 

41. Defina el término cilindro. 

42. Invente un ejemplo de una ecuación de un cilindro cuyas 
regladuras sean paralelas al (i) eje x, (ii) eje y, y 
(iii) eje z. Dibuje la superficie. 

43. Invente un ejemplo de una ecuación de una superficie de 
revolución cuya curva generatriz esté en el plano xy y 
cuyo eje sea (i) el eje x, y (ii) el eje y. Dibuje la superficie. 

44. Invente un ejemplo de una ecuación de un elipsoide y 
dibuje la superficie. 

, 


45. Invente un ejemplo de una ecuación de un hiperboloide 
elíptico de una hoja y dibuje la superficie. 
Invente un ejemplo de una ecuación de un hiperboloide 
elíptico de dos hojas y dibuje la superficie. 


46 


47. Invente un ejemplo de una ecuación de un paraboloide 
elíptico y dibuje la superficie. 

48. Invente un ejemplo de una ecuación de un paraboloide 
hiperbólico y dibuje la superficie. 

49. Invente un ejemplo de una ecuación de un cono elíptico y 
dibuje la superficie. 


»- EJERCICIOS DE REPASO PARA EL CAPÍTULO 10 


En los ejercicios 1 a 18, considere A = 4i — 6j,B =i + 7j 
yC = 09 - 5j. 


1. Calcule 3B - 7A. 2. Obtenga 5B - 3C. 

3. Obtenga |]3B — 7A ||. 4. Calcule [[5B - 3C||. 

5. Calcule ||3B [| - )7A |]. 6. Obtenga ||5B || - [|3C ||. 
7. Obtenga(A — B)-C. 8. Calcule (A + B). 

9 


. Determine un vector unitario que tenga la misma direc- 
ción que 2A + B. 


10. Calcule el vector unitario ortogonal a B. 

11, Encuentre los escalares h y k tales que A = AB + KC. 
12, Obtenga los escalares h y k tales que hRA + kB = -C. 
13. Determine la proyección escalar de A sobre B. 

14. Obtenga la proyección escalar de C sobre A. 

15. Calcule el vector proyección de A sobre B. 

16. Determine el vector proyección de C sobre A. 

17, Obtenga la componente de B en la dirección de A. 

18. Calcule cos ar si «es el ángulo entre A y C. 

En los ejercicios 19 y 20, A = 21 + Sj y B = hi — 2j. 
19, Determine Ak de modo que el ángulo entre A y B sea 2. 


20. Demuestre que no existe h tal que el ángulo entre A y B 


ol 
sea XT. 
a3 


En los ejercicios 21 a 30, A = -i + 3j + 2k, B = 2i + 
j-4kC=i+2j-2k,D = 3) - k y E = 5i - 2j. 


21. Obtenga 6C + 4D -— E. 22. Calcule 3A - 2B + C. 
23. CalculeD+B x C. 24. ObtengaíA x C) — (D x E). 
25. Obtenga A x B|] |]D x E|. 

26. Calcule 2B + C + 3D * E. 

27. Determine la proyección escalar de A sobre B. 

28. Obtenga la proyección escalar de C sobre D. 

29. Calcule el vector proyección de E sobre C. 

30. Determine el vector proyección de D sobre E. 


En los ejercicios 31 a 36, existe sólo una forma para obtener 
una expresión que tenga sentido al insertar paréntesis. Es- 


criba los paréntesis y determine el vector o escalar indicado si 
A = (3,-2,4),B = (5,7,2)yC = (4, 6, —1). 


31. AB*C 32. A- BC 

33. A+ B:*C 34. B:A -C 

35. AXB:A+B-C 36. AXB-CXxA 
37. Dibuje la gráfica de x = 3enA,RyR. 


38. Dibuje el conjunto de puntos que satisfacen las ecuacio- 
nes simultáneas x = 6y y = 3enR? y RO. 


En los ejercicios 39 a 48, describa en palabras el conjunto de 
puntos de R3 que satisfacen la ecuación o par de ecuaciones. 
Dibuje la gráfica. 


y=0 x=21 
39. (Eo 40. (57; 
2 2 
“+y=0 - OS 
aL. | y=0 N. y" -2=0 
4. x= y 44. x2 + y? 422 =025 
45. 1? + y?= 92 46. x? + y? = 2? 
47. 2 - y? =2? 48.:+2=4 


49. Dos fuerzas cuyas intensidades son de 50 lb y 70 lb for- 
man un ángulo de 60? entre sí y se aplican a un objeto en 
el mismo punto. Calcule (a) la intensidad de. la fuerza 
resultante, y (b) el ángulo que forman la resultante y 
la fuerza de 50 lb, con aproximación de grados. 


50. Determine el ángulo entre dos fuerzas de 112 lb y 136 lb 
aplicadas a un objeto en el mismo punto si la fuerza re- 
sultante tiene una intensidad de 168 lb. 


S1. Una fuerza está representada por el vector F que tiene 
una intensidad de 30 lb y un ángulo director de ja rad. 
Si la distancia se mide en pies, calcule el trabajo realizado 
por la fuerza al desplazar una partícula a lo largo de una 
recta que va del punto (3, 6) al punto (-2, 7). 


52. El enfilamiento de un avión es de 107? y su velocidad al 
aire es de 210 mif/h. Si el viento sopla del oeste a 36 mif/h, 
¿cuál es (a) la velocidad a tierra del avión, y (b) su curso? 


53. Se dibuja una recta que pasa por el punto (-3, 5, 1) y 
perpendicular al plano xz. Determine las coordenadas de 
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54. 


55. 


56. 


s7. 


58. 


59, 


60. 


61. 


62. 


63. 


65. 


66. 


67. 


69, 


70. 


7. 


los puntos sobre esta recta que están a una distancia de 13 
unidades del punto (-2, 0, 0). 


Determine una ecuación de la esfera que tiene como un 
diámetro al segmento de recta cuyos extremos son 
(3, 5, -4) y Ll, 7,4). 


Obtenga una ecuación de la esfera concéntrica con la es- 
ferax? + y? + 22 + 4x + 2y- 62 + 10 = 0 y que 
contiene al punto (-4, 2, 5). 


Demuestre que los puntos (4, 1, —1), (2, 0, 1) y (4, 3, 0) 
son los vértices de un triángulo rectángulo, y calcule el 
área del triángulo. 


Determine una curva generatriz y el eje para la superficie 


de revolución que tiene la ecuación 1? + 2? = e%, 


Obtenga una ecuación de la superficie de revolución ge- 
nerada al girar la elipse 9x? + 42? = 36 del plano xz al- 
rededor del eje x. Dibuje la superficie. 


Determine el valor de c tal que los vectores 31 + cj — 3k 
y 5i — 4j + k son ortogonales. 


Demuestre que existen representaciones de los tres 
vectores A = 5i + j- 3k, B= ¡+ 3j- 2k, y 
C = -4i + 2j + k, las cuales forman un triángulo. 


Dados los puntos A(5, 9, -3) y B(2, 4, —5), obtenga 
(a) los cosenos directores de V(AB), y (b) el vector uni- 
tario que tiene la direccion de V(AB). 


SI¡A=i+j-kB=2i-j+k,C = 31 - 2) + 4k 
y D = 5i + 6j — 8k, determine los escalares a, b y c 
tales que aA + bB + cC = D. 


SiA = (7,-1,5) y B = (2, 3, 1), determine (a) la pro- 
yección escalar de B sobre A, y (b) el vector proyección 
de B sobre A. 


Obtenga una ecuación del plano que contenga los pun- 
tos (1, 7, -3) y (3, 1, 2) y que no intersecta al eje x. 


Determine una ecuación del plano que pasa por los tres 
puntos (1, 2, 1), (1, 4, 0) y (1, —1, 3) mediante dos mé- 
todos: (a) utilice el producto cruz; (b) sin emplear el 
producto cruz. 


Obtenga una ecuación del plano que contiene al punto 
(7, 2, -5) y es perpendicular a la recta que pasa por los 
puntos (3, 0, 4) y (3, 2, 1). 


Calcule la distancia del origen al plano que pasa por el 
punto (6, 3, —2) y tiene al vector 5i — 3j + 4k como 
un vector normal. 


Obtenga dos vectores unitarios ortogonales a i — 3j + 
4k y cuyas representaciones sean paralelas al plano yz. 


Determine la distancia del punto P(4, 6, —4) a la recta 
que pasa por los dos puntos A(2, 2, 1) y B(4, 3, —1). 


Calcule la distancia del plano 9x — 2y + 6z +44 =0 
al punto (3, 2, 0). 


Si 0 es el ángulo entre los vectores Á = 2i + j + Kk y 
B = 4i —- 3j + 5k, calcule cos O en dos formas: 
(a) emplee el producto punto; (b) utilice el producto cruz 
y una identidad trigonométrica. 


72. 


73. 


74. 


75. 


76. 


77. 


78. 


79. 


80. 


Demuestre que las rectas Í í Ed z 2 > 2 


Xx-2_ 2-5 . e 
7) e ¡ son rectas oblicuas (o cru 


zantes), y calcule la distancia entre ellas: 


Determine las ecuaciones simétricas y paramétricas de la 
recta que pasa por el origen y es perpendicular a cada una 
de las rectas del ejercicio 72, 


Obtenga las ecuaciones simétricas y paramétricas de la 
recta que pasa por los dos puntos (-3, 5, 2) y (1, 3, 4). 
2 y + 3 2-5 


Demuestre que las rectas z 3 = 7 7 


x+1_ y+2_2- 


-6 2 -8 
Determine una ecuación del plano que contiene a la recta 


1 dan 
son coincidentes. 


ya -3)=-y+5= 30+2) 


y al punto (5, O, -4). 
Calcule el área de la sección transversal del elipsoide 


y? 


2 
O NE 
at 1 


en el plano z = 4. 


Calcule el área del paralelogramo que tiene a las repre- 
sentaciones de posición de los vectores 2j — 3k y 5i + 
4k como dos de sus lados. 


Calcule el volumen del paralelepípedo que tiene vértices 
en (1,3, 0), Q,-1, 3), 2, 2,1) y El, 1, 2). 


Demuestre mediante análisis vectorial que las diagonales 
de un paralelogramo se bisectan mutuamente. 


En los ejercicios 81 y 82, considere 


A = coso + senaj y B= cos fi + sen Bj 


y refiérase a la figura adjunta. 


81. 


82. 


y 
A AÁ(cos 0% sen 0X) 


1 


eS B(cos f, sen B): 


Emplee el producto punto de A y B para demostrar que 
cos(a — B) = cos arcos f + sen sen B 


Utilice el producto cruz de A y B, con o como la compo- 
nente k de cada vector, para demostrar que 


[senta — B)| = | sen arcos fB — cos ar sen f| 
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83. SiA es cualquier vector de V3, demuestre que 
A =(A*Di + (A* Dj + (A+ Ok 
84. Sean A y B vectores de V3, y c;, €, y c3 los cosenos di- 
rectores de A, y d, d) y dy los cosenos directores de B. Si 


A A 
d da dy 
demuestre que A y B son paralelos. 


85. Si A, B, C y D son,vectores de Vy, demuestre la iden- 
tidad de Lagrange 


Amex = [pe ed 


B:C B:D 


86. Considere un triángulo ABC, si los puntos D, E y F 
están sobre los lados AB, BC y AC, respectivamente, y 


VAD) = 1VAB) — VBE)= 1VBC) 


V(CF) = LV(CA) 


demuestre que VAE) + VBF) + V(CD) = (, 


VISIÓN PRELIMINAR 


Funciones vectoriales y curvas: 
en R”. E 
¡Cálculo de:las funciones 
vectoriales : 

Vectores tangente unitario: 
y normal unitario, y longitud: 
de. arco como parámetro. 
Curyatura-' Pr 
Movimiento:curvilineo.. 


Funciones vectoriales 


as funciones vectoriales son aquellas cuyo 
L dominio es un conjunto de números reales tales 

que su contradominio es un conjunto de vecto- 
res. Estas funciones se definen en la sección 11.1, donde 
también se estudian sus gráficas. Las gráficas de estas 
funciones son curvas, las cuales también pueden 
representarse mediante ecuaciones paramétricas. El 
Cálculo de las funciones vectoriales, tratado en la 
sección 11.2, se refiere a las derivadas e integrales 
indefinidas de estas funciones, y se verá que las defi- 
niciones y teoremas son semejantes a las del Cálculo de 
funciones reales. 

En las secciones restantes del capítulo se tratan 
aplicaciones de los vectores a la geometría, física e 
ingeniería. Las aplicaciones geométricas incluyen la 
longitud de arco, vectores tangentes y normales a una 
curva, y curvatura. En las aplicaciones de física e 
ingeniería se emplean los vectores para estudiar el 
movimiento de una partícula a lo largo de una 
curva, el cual se denomina movimiento curvilíneo. 


11.1 FUNCIONES VECTORIALES Y CURVAS EN R*_365 


11.1 FUNCIONES VECTORIALES Y CURVAS EN R? k 


En la sección 9.1 se introdujeron las ecuaciones paramétricas al considerar 
una partícula quese mueve en un plano de modo que las coordenadas (x, y) 
de su posición en cualquier instante í están determinadas por las ecuaciones 


x=f0) y y= 80 (1) 


Esta idea se puede extender al espacio tridimensional, donde las coordenadas 
(x, y, 2) de la posición de la partícula en cualquier tiempo t están dadas por 
las tres ecuaciones paramétricas 


x=f0 y=820  2= HH) (2) 


Para cualquier posición de la partícula existe un vector y los puntos termina- 
les de las representaciones de posición de estos vectores determinan una cur- 
va recorrida por la partícula. Esta idea nos conduce a considerar una función 
cuyo dominio es un conjunto de números reales tal que su contradomino es 
un conjunto de vectores. Á esta función se le llama función vectorial. 


11.1.1 Definición de función vectorial 


Sean f, g y h funciones reales de la variable real f. Entonces se define la 
función vectorial R por medio de 


R() = fi + g(0] + HOKk 


donde f es cualquier número real del dominio común de f..2 y h. En el 
plano, se define una función vectorial R mediante 


RO) = fi + 20 


donde t pertenece al dominio común de f y g. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Sea R la función vectorial 


definida por : 
R(0 = Ye- 214 (- 397j + Infk 


Sif() = Y — 2,80 = (t - 3y! y Hf) = In t, entonces el dominio de R 
es el conjunto de valores de £ para los cuales f(£), g(1) y A(t) están definidas. 
Como f(t) está definida para t > 2, g(t) está definida para todo número real 
diferente de 3, y A(t) está definida para todos los números positivos, el domi- 
niode Res (1 | 1 > 2,1% 3). 4 


La ecuación 
R() = Fi + g00j + AOk (3) 


se denomina ecuación vectorial la cual describe la curva C definida por las 
correspondientes ecuaciones paramétricas (2); esto es, una curva puede defi- 
nirse por medio de una ecuación vectorial o por un conjunto de ecuaciones 
paramétricas. Si en (3), h(t) = O para todo t del dominio de R, entonces la 
curva C yace en el plano xy y está definida por las correspondientes ecua- 
ciones paramétricas (1). Estas curvas se estudiaron en la sección 9.1. 
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> ox 
RO) = (4 - Di + (é? + 405 
FIGURA 1 
Tabla 1 
t x y z 
0 2 0 0 
1 1 
E T 0 2 ¿A 
T 2 0 T 
3 3 
5” 2 T 
2x 2 0 2 
5 $ 
ld 0 2 3" 
3 2 0 3 
7 7 
y Tr 0 2 3 T 
áx 2 0 47 
z 
x —T, M A y 
(2,0,0) (0,2,0) 


R(íN=2c05ti+2sentj+rk 0<t<4T 


FIGURA 2 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 


la ecuación vectorial 


La curva plana definida por 


R() = (4 - Bi + (2 + 48)j y 
también puede definirse por las ecuaciones paramétricas 
x=4-22 y y=8N0 +41 


En el ejemplo 5 de la sección 9.1 se dibujó esta curva obteniéndose la grá- 
fica mostrada en la figura 1. 4 


Una ecuación vectorial de una curva proporciona una dirección a la 
curva en cada punto. Esto es, si se piensa que la curva es descrita por una par- 
tícula, se puede considerar la dirección positiva a lo largo de la curva como 
la dirección en la que la partícula se mueve a medida que el parámetro £ au- 
menta. En tal caso, £ puede ser una medida del tiempo, de modo que al vector 
R(?) se le llama vector de posición. 

Al eliminar £ de las ecuaciones paramétricas (2) se obtienen dos ecua- 
ciones en x, y y z, denominadas ecuaciones cartesianas de la curva C. La 
gráfica de cada ecuación cartesiana es una superficie, y C es la intersección de 
las dos superficies. Las ecuaciones de cualesquiera dos superficies que con- 
tienen a C pueden considerarse como las ecuaciones que definen a C. 


D EJEMPLO 1 


R() = 2costi + 2sentj + fk 


Dibuje la curva que tiene la ecuación vectorial 
0O<1ts<s4n 
Solución Las ecuaciones paramétricas de la curva son 


x= 2c0st y = 2 sent z=t 


El parámetro £ de las dos primeras ecuaciones se elimina al elevar al cuadra- 
do los dos miembros de estas ecuaciones y sumar los miembros corres- 
pondientes, obteniéndose 


x2 + y2=4c08?1 + 4sen?1 
124 y2=4 


Por tanto, la curva está completamente contenida en el cilindro circular recto 
cuya directriz es la circunferencia x? + y? = 4 del plano xy y cuyas regla- 
duras (o posiciones de su generatriz) son paralelas al eje z. La tabla 1 pro- 
porciona conjuntos de valores de x, y y z para valores específicos de £. La 
figura 2 muestra la curva, 4 


La curva del ejemplo 1 se denomina-hélice circular. Una hélice más 
general tiene la ecuación vectorial 


R(0) = acosti + bsentj + crk (4) 
y ecuaciones paramétricas 


x=acostf y =bsent z=Ct 


donde a, b y c con constantes diferentes de cero. Cuando a = b, la curva es 
una hélice circular. Para eliminar £ de las dos primeras ecuaciones paramé- 
tricas se escriben dichas ecuaciones como 


2 2 É 
5 = cost y > = sen? 
a 


S 
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Al sumar los miembros correspondientes de estas dos ecuaciones se obtiene 
0 0 E 
a? pl 
Por tanto, la curva definida por (4) está contenida completamente en el cilin- 
dro elíptico con regladuras paralelas al eje z y cuya directriz es una elipse 
del plano xy Y. sas repladuraS spp paralelas ae 3 como se muestra en la 
figura 3. (€pi 

Una curva que tiene la ecuación vectorial 


R() = ati + br?j + cAók 


donde a, b y c son constantes diferentes de cero, se denomina cúbica alabea- 
da, un caso particular de esta ecuación se presenta en el próximo ejemplo. 


> EJEMPLO 2 Dibuje la cúbica alabeada que tiene la ecuación 


y : 
(a, 0, 0) vectorial 
R() = acosti + bsentj + crk 


FIGURA 3 


RO =fi+Pj+P4k 0<1<2 
Solución Las ecuaciones paramétricas de esta cúbica alabeada son 


x=t y=Re ¿=P 


A E 


Al eliminar t de las dos primeras ecuaciones se obtiene y = x?, que es la 
ecuación de un cilindro que tiene como directriz una parábola del plano xy y 
sus regladuras son paralelas al eje z. Si se elimina £ de las ecuaciones primera 
y tercera se obtiene z = x3, la cual es la ecuación de un cilindro con regla- 
duras paralelas al eje y y cuya directriz yace en el plano xz. La cúbica 
alabeada es la intersección de los dos cilindros. La figura 4 muestra los dos 
cilindros y la cúbica alabeada de 1 = Oaf = 2. d 


ta 
A A A A DA 


La hélice y la cúbica alabeada de los dos ejemplos anteriores se dibu- 
jaron de manera bastante simple. Sin embargo, el dibujo de la mayoría de las 
curvas tridimensionales es mucho más complicada. Afortunadamente, en esta 
época tecnológica, puede recurrirse a las computadoras y programas grafica- 
dores para trazar estas curvas. Con frecuencia los programas graficadores (o 
software para graficar) permiten la elección de puntos de vista desde donde 
Ts y seobserva la curva con diferentes perspectivas. Las figuras S(a)-(c) muestran 
la hélice del ejemplo l, generada por el software Mathematica, vista desde 


Rio=1/+Pj+éPk 0<t1<2 
FIGURA 4 e 
z 
An 4 4 
7 
57 Y 
Ja 3x1 
5 
a y 
21 
sl 3 
> 2 
Fr 
Te a 
de 7 
oli 1 > y $ 21012 
2-101 2 . ] 
R() =2c0sti+2sentj+1k O<r<4m R() =2c0s 1i+2sentj+1k O<t<d4r R()=2cost1i+2sentj+tk 0<1<4x 
vista desde (16, 0, 0) vista desde (0, 16, 0) E vista desde (8, 16, 8) 


FIGURA 5a FIGURA 5b FIGURA 5c 
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tres puntos diferentes del espacio. Las figuras 6(a)(c) muestran la cúbica 
alabeada del ejemplo 2, también generada por Mathematica, vista desde los 
mismos tres puntos de las figuras 5(a)-(c). y 

Se pueden realizar operaciones vectoriales con funciones vectoriales 
aplicando los procedimientos estudiados en el capítulo 10, y como se indica 
en la definición siguiente de estas operaciones. 


11.1.2 Definición de las operaciones con funciones 


vectoriales 


Dadas las funciones vectoriales F y G y las funciones reales f y g: 


(i) la suma de F y -G, denotada por F + G, es la función vectorial 


pesao definida por 
R() =1i+ Pj+1Pk 0<:1<2x% E 
vista desde (16, O, 0) (F + 0 pa F64) e GC) 
FIGURA 6a 


(ii) la diferencia de F y G, denotada por F — G, es la función vecto- 
rial definida por 


(F - GX0) = Fl) - G(0) 


(li) el to punto de F y G, denotado por F + G, NAT 

= «(vectorial definida por 

E Ñ 
(E + 00 = F() - G() 


(iv) el producto cruz de F y G, denotado EpUe FE Xx 6, es la función 
vectorial definida por 


Ex 60) = E() x G(1 


te Aa A (v) el PP. de f(t) por F(t); denotado por F F, és la función NEC- 


vista desde (0, 16, 0) torial definida por 
EN Ee0D FENO = SEO 
A (vi) la función compuesta de F y g, denotada por F sg, es la fini 
ción vectorial definida por 
8 
(Fo gr) = Flg(0) 3. 
16 
sj DP — EJEMPLO 3 Dada F(t) = sen2ti + cos2tj + y¿k, 
G(0) = —cos 2ti + sen 2tj + VTk, y f() = BN, calcule: (a) (F + Gl); 
2 (d) (E -— EG); (0) (F + Gx); (8) E x Gl); (e) FI; (D (Go $1. 
Xx 
0 .. 
NN IN Solución 
A ES ¿a (a) (E + GX) = (sen 21 — cos 20)i + (cos 21 + sen 2£)j + 2 /1k 
vista desde (8, 16, 8) (b) (F — GO) = (sen 21 + cos 21)i + (cos 2 — sen 2£)j 
FIGURA 6c (0) (E + Gl(0) = —sen 21 cos 21 + sen 21 cos 21 + Ni 


=1 (porque £ > 0) 
Jt cos 211 — /tcos 21j + sen? 21k +"cos?21k - /1sen2ti — /1sen 21] 
= vt (cos 21 — sen20)i — /t (cos 21 + sen2£)j + k 


(dd) Fx 660 
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(9) FF = BP sen2r1i + BL cos 21j + ?k 
(0 (Go NO = GO) - 


= -c0s 28 i + sen2 825 + Mk A! 


El límite de una función vectorial se define en términos de los límites de 
sus componentes reales. 


11.1.3 Definición del limite de una función vectorial 


Sea R una función vectorial cuyos valores de función están dados por 
R() = fi + g(0j + H0k 
Entonces el límite de R(+) cuando f tiende a a está definido por 
- limRG) = [ limfG)li + [limg(0lj + [lim A(oIk 
si limf(, lím 8(0, y lím K(t) existen. 


Por supuesto, esta definición también se aplica a las funciones vectoriales 
del plano al considerar la componente k como cero. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 — SiR(n=cos1 ¡+ 2e' +3k, 
lim R() = (lím cos Mi + (lm 2e)j + Clm 3)k 
OLA, 8(0), 1(0) =i4+2j+3k 4 


Considere la figura 7 a fin de obtener una interpretación geométrica de 
la definición 11.1.3, donde R(%) = f(Di + g(0j + A(OK, límf() = ay, 
t>a 


límg() = a, limh() = a, yL = aji + aj + a3k. La función vectorial 
>4 t>a 


P(a,, 4), 44) 


>» y 


R define la curva C, la cual contiene a los puntos Q(f(D, 260, AM) y 


FIGURA 7 P(a¡, az, az). Las representaciones de los yegtores R y L son, respectiva- 
mente, OO y OP. Conforme 1 se aproxima ( aR(r) tiende a L, de modo que 
el punto OQ se aproxima al punto P a lo largo de C. 9 


Los límites de funciones vectoriales que corresponden a los teoremas de 
límites de funciones reales estudiados en el capítulo 1, pueden demostrarse a 
partir de la definición 11.1,3. Se le pedirá que demuestre algunos de estos 
teoremas de límites en los ejercicios. 


11.1.4 Definición de continuidad de una función 
vectorial 


La función vectorial R es continua en el número a si y sólo si se satis- 
facen las tres condiciones siguientes; 


(D) R(a) existe; 
(ú) lím R(?) existe; 
(iii) lím R() = Ría) 


De esta definición, una función vectorial es continua en el número a si y 
sólo si sus componentes reales son continuas en a. 
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P EJEMPLO 4 


Determine los números en los que la siguiente 


función vectorial es continua: - 


. O A | 
R(0 = senti + Intrj + ; k 


-1 


Solución Puesto que sen £ está definido para todos los números reales, 
In £ está definida sólo cuando £ > 0, y (1? — 1)/(t — 1) está definida en todo 
número real distinto de 1, el dominio de R es tele >0yr1xH 1). Si a es 
cualquier número del dominio de R, entonces 


Ría) = 
límR (p = 


t>4 


2 
limsenri + límintj + lím l 


toa t>a 


senai + Inaj + (a + 1)k 


senai + Inaj + (a + 1)k 


-1 


toa t- 


k 


Así, limR(t) = R (a), y R es continua en a. 
i>4a 


Por tanto, la función vectorial R es continua en cada número de su 


dominio. 


4 


En los ejercicios 1 a 8, determine el dominio de la función 
vectorial. 
1 Ra = Li JT 

2. R() = (1? + 3)i + — 


3. R(1) = (sen pi + Int + Dj 


4. R(0) = (cos pi + (sec”! £j 

S. Rí)= J/1+2i+ /4— tj + cotrk 

6. R) = VA -9 + infe- 3|j+ (2 +21 - 8)k 
7. R() = In|senti + J16- 125 + Info + 4]k 


1 
+1 


En los ejercicios 9 a 12, calcule: (aH(E + GU; (HE - GX; 
(DE + 60; (1d E X 60). 
9. E()= (4 + Di+ (2- Dj+(U6- Dk; 
Gt) (t-Di+j+(U+ 1Dk 
10. FG) = (4 - Pi + 4j- (4- k; 
G() = Pi + (7 - 4)j - 4k 
11. F() = costi — senfj + rk; 
G(0D) = senti + cosfj — tk 
12. F()) = secfi + tan/j — 2k; 
G(0) = secti - tan tj + fk 
En los ejercicios 13 a 16, calcule: (a) (fFJO; (b) (FO; 
(0) (F o 20; (d) (G o 2X0). 
13. F y G son las funciones del ejercicio 9; 
FO =t-1:0 =1+ 1 
14. F y G son las funciones del ejercicio 10; 
FO =1/Q - 0520 = 2-1 
15. F y G son las funciones del ejercicio 11; 
FO = senti g(t) = sen 1. 


Es 


R(0) = tanti + /4-iój+ 5 k 


16. F y G son las funciones del ejercicio 12; 
A) = cost, g(1) = cos” y, 


En los ejercicios 17 a 24, calcule el límite indicado, si existe. 


2_ 
17. Ro =(0-Di+ E-Lj+4 1k; limR() 
-2 1>2 
18 Ro = Uds tl [e + 1|k; lim RG) 
t+1 t=1 1>5-1 


19. R(0 = senti + costj + Lk; limR() 
1 1>0 


20. Ri) = L=2Sti 4 efi ek; lím R() 
t 1>0 


ll= 21, senrt, , tanñt,. 
. = yl 
21. Rís) a ta? ¿=1% mR) 
ene? 2 " 
22. Ra) = 14081; , 12008", 4 ke timR(0 
l — sen £ l - cost sent " 1>0 


23. Rin = e li+ ej (1 + Uk: limR( 
1>0 


24. Rí) = mun 


i + senhfj + coshtk; lím R(r) 
1>0 


En los ejercicios 25 a 30, determine los números para los que 
la función vectorial es continua. 


28. R(0 = Pi + Ina Dj + 5 K 
Ñ . oy, ll 
26. R() = (1 - Di + y Ti + rs 


27. R() = costi + sec fj + tanrk 


28. Rí(t) = sen xri — tan tj + cot xrk 
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29. Rú) = WMPirPj+rk sitx=o0 
: 0 sit=0 
sent, l-cost,,l-ex Siro 
30. R() = t 1 J t : 
i-k st=0 


En lós ejercicios 31 a 42, dibuje la gráfica de la función 
vectorial, 


3L RO =Pi+ (+ Dj 32 R0=%i+ 3 
33. R() = (- Di + (? + 4)j 

344. Rír) = 3cosh ti + 5 senh1j 

35. Rí() = fi + (6 - 41)j + (S — 20k 

36. R() = (1 + Di+ Qr- 3) + Qr + 3)k 

37. R() = costi + sentj + 1k,0 < +1 < 27 

38. R() = 3costi + 3sen tj + 21k,0<1<42x 
39, R(t) = 2costfi + 3sentj + 41k,0 < 1 < 4x 
40. R() = 4cosri + sen 1j + 31k, 0 <1t<21 
41. R() = 31 +24j+ 1k0<:1<2 

492. RO =154 + Pj+ 305,0 <1<2 


En los ejercicios 43 a 46, las figuras (a) 4c) son gráficas, ge- 
neradas en una computadora, de la curva del ejercicio indi- 
cado, vista desde tres puntos diferentes del espacio. Relacione 
la gráfica con uno de los puntos de vista dados. 


43. Ejercicio 37; (0, O, 8), (0, 8, 0) y (4, 8, 4). 
z 


2x1 


(c) 


4. 


DAT 


O—.N Yana a o 


Ejercicio 38, (0, O, 28), (0, 28, 0) y (14, 28, 14). 


y 
4 


(b) 


20-2 
(e) 
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46. Ejercicio 42; (15, 0, 0), (15, O, 0) y (0, O, 15). 


1234 
(c) 


En los ejercicios 47 a 49, demuestre el teorema de límites si 
U(t) y V(t) son funciones vectoriales tales que lim U(t) y 
im V(t) existen. Fe 

>4 


47. 
48. 
49. 
50. 


51, 


52. 


lím [U() + V(0] = lim U() + lím V() 

taa toa t>4 

lím [U(s) - V(9] = lím U(s) - lim V() 

t>a ta i>3a 

lím [U() X V()] = lím U() X lim V() 

t>4a t>a t>a 

Si fes una función real tal que lím f(1) existe y V es una 

t>4a 

función vectorial tal que lím V(1) existe, demuestre que 
ta 

lím F(OV( = [ lim f(NI[ lím V(). 

t>a ta t>a 

Demuestre que si la función vectorial Y es continua en 

un número a, entonces || V(r) || es continua en a. 

En lugar de la definición 11.1.3, el límite de una función 

vectorial puede definirse como sigue: el límite de R(r) 

cuando r tiende a a es el vector L si para cualquier 

€ > Oexiste una 9 > O tal que 


si0 < |1 - al < 8 entonces [|R() —- L|| < € 


Sin emplear las palabras límite, tiende o aproxima y sin 
utilizar símbolos tales como € y Ó, exprese en palabras 
lo que esto significa. 


11.2 CALCULO DE LAS FUNCIONES VECTORIALES 


El estudio de curvas y superficies mediante el Cálculo constituyen los temas 
principales de un curso de geometría diferencial, de la cual se presentará 
una breve introducción en las secciones 11.3 y 11.4; mientras que en la sec- 
ción 11.5, se aplicará el Cálculo al movimiento curvilíneo. En esta sección se 
prepara el terreno para estos temas. 

Las definiciones de derivadas e integrales indefinidas de funciones vec- 
toriales involucran las definiciones correspondientes para funciones reales, 
de igual manera en que se estudiaron en la sección 11.1 límites y continui- 
dad de estas funciones. En la siguiente definición de derivada, la expresión 


R(: + Ar) — R(:) 


At 


se utiliza para indicar la división de un vector entre un escalar y significa 


1 a 
ar RG + Ar) — RO] 
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11.2.1 Definición de la derivada de una función 


vectorial 


Si R es una función vectorial, entonces la derivada de R es una fun- 
ción vectorial, denotada por R' y definida por 


ua um R(++ Ar) - R() 
nas Pre At 


si este límite existe. 


La notación D,R(t) se emplea en ocasiones en lugar de R (1). 
El teorema siguiente se deduce de la definición 11.2.1 y de la definición 
de la derivada de una función real. 


11.2.2 Teorema 


Si R es una función vectorial definida por 
RO) = f0i + 2005 + A0k 
entonces 
RD) = Fi + g(0j + ACOK 


sif'(0, g (0) y ht) existen. 


Demostración Dela definición 11.2.1 


de R( +A - R() 


ei o” 
= [f£( + ADi + g(1 + ADj+A( + ADk] - [£(0i + g(1)j + A(1)Kk] 
_ ara A! 
Zim ft + At) — ED ña 8(1 + Ab) — glt) ds da ht + At) - h(t) k 
A130 At At->0 At AL>0 At 
= fi + g(0j + AK >. 


RD 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 si R() = (+ sengi + 
4 


cos tj — 1?k, entonces R (1) = cos ti — sen tj — 21k. 


Q Al considerar las representaciones de los vectores R(t), R(t + At) y 
Cc R(í) se obtiene una interpretación geométrica de la definición 11.2.1. Refié- 
) rase a la figura 1. La curva C es descrita por el punto terminal de la represen- 
tación de posición de R(t) conforme f toma todos los valores del dominio de 
R. Sea OP la representación de posición de R(t) y 00 la representación 
de posición de R(t + As). Entonces Rí(t + At) — R(t) es un vector para el 
cual PÓ es una representación. Si el vector R(+ + Ar) — R(%) se multiplica 
por el escalar 1/At, se obtiene un vector que tiene la misma dirección y 
cuyo módulo es 1/| ar | veces el módulo de R(r + Ar) — R(s). Conforme 
At se aproxima a cero, el punto Q se aproxima al punto P a lo largo de C, y 
el vector [R(+ + Af) — R(0)]/At tiende a un vector que tiene una de sus re-. 
presentaciones tangente a la curva C en el punto P. 


DS 
RG+A 


FIGURA 1 
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Observe que para vectores del plano donde 
R() = fi + g00j 


la dirección de RY+) está dada por 0(0 < 9 < 27) donde tan 0 = g(0)/f0; 
esto es, conx = f(1 y y = g(0) 


tan O = di 


Las derivadas de orden superior de funciones vectoriales se definen de 
manera similar a las derivadas de orden superior para funciones reales. De este 
modo, si R es una función vectorial, la segunda derivada de R, denotada por 
R'(0), está dada por 


R') = DAR“0)] 


La notación D,? R(t) puede emplearse en lugar de R'(r). Al aplicar el 
teorema 11.2.2 a R(?), se tiene 


RO = FUI + gOj + A OK 
sif"(0, 2"(0 y h'"(e) existen. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 si Ri») = (In pi + l; a 


¿2 K, entonces 
is lo Lp “uy =-li4 2¡- £ 4 
R(O) = A ad + ¿¿K y RU = E ¿33 ¿4K 


11.2.3 Definición de función vectorial diferenciable 


en un intervalo 


Se dice que una función vectorial R es diferenciable en un intervalo 
si R'(t) existe para todos los valores de + del intervalo. 


Los teoremas siguientes proporcionan fórmulas de diferenciación para 
funciones vectoriales. Las demostraciones se basan en el teorema 11.2.2 y los 
teoremas de diferenciación de funciones reales. 


11.2.4 Teorema La derivada de la suma de dos 
funciones vectoriales 
Si R y Q son dos funciones vectoriales diferenciables en un intervalo, 
entonces R + Q es diferenciable en el intervalo, y 
D,¿[R(*) + Q(0] = D,R() + D,Q(U) 


La demostración de este teorema se deja como ejercicio (consulte el ejerci- 
cio 29). 


» EJEMPLO 1 Verifique el teorema 11.2.4 si 


R() =P%i+(- Di y Q0 = senti + costj 
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Solución 


] 


DR) + Q()] = Di + (1 - Di] + [sen fi + cos £j) 
D,[( + sen fi + (+ — 1 + cos f)j] 
(Qt + cos Mi + (1 — sen £)j 

D.[i + (1 — 1j] + D¡(sen fi + cos £j) 
Qri + j) + (cos fi — sen £j) 

=(21 + cos Hi + (1 — sen £)j 


D/R() + D,Q(5) 


Por tanto, D,[R() + Q(0] = D,R() + D,Q(). d 


11.2.5 Teorema La derivada del producto punto 
de dos funciones vectoriales 


Si R y Q son dos funciones vectoriales diferenciables en un intervalo, 
entonces R + Q es diferenciable en el intervalo, y 


DAR() + QU] = [D,RO] * QU) + RG) * 1D,Q(0)] 


Demostración Se demostrará el teorema para vectores de V,. La de- 
mostración para vectores de V3 es, por supuesto, similar. Sean 


R() = f00i + g1(0j y QUO = fi + go] 
Entonces por el teorema 11.2.2, 
DRO = f0i + 200 D/QU0 = £0i + 220) 
RO *Q60 = [OI] + [le OJlg2C0] 


Por tanto, 


DIRGO) +00] = [101201 + [AOI20] + le Ollg2(01 + [21018200] 
(MAOI201 + le Ollgxod + (1AO12'01 + [81/Ollg2 (01) 


[D,R(0] * Q() + R() * [D,Q()] " 


$! 


» EJEMPLO 2 Verifique el teorema 11.2.5 para las funciones 
vectoriales del ejemplo 1. ' 


Solución Las funciones son 
RO = P%i+(G- Di y QU = senfi + cos£j 
Así, R(0) * Q() = Psent + (1 — 1) cos £. Por tanto, 


DAR) + QU] 


2rsent + cost + cost + (1 — Dísen £) 
(1 + Dsent + (2 + 1) cost 0) 


Como D,R(1) = 21i + jy D,Q(U) = cos fi — sen £j, se tiene 


[D,R(9] : Q() + R() * [D,QU)] 

= Qri + 5) Genti + cos£j) + [%i + (1 — 1)j] * (cos fi — sen £j) 
= (Qrsent + cos + [12 cos 1 — (1 = 1) seni] 

= (1+ l)sent + (2? + 1) cost (2) 


Al comparar (1) y (2) se observa que se cumple el teorema 11.2.5 para estas 
funciones. 
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11.2.6 Teorema La derivada del producto 
de una función real y una función vectorial 


Si R es una función vectorial diferenciable en un intervalo y fes una 
función real diferenciable en el intervalo, entonces 


DALFOMRON = [D,FOJRO) + F(0 D/RO) 


La demostración de este teorema se deja como ejercicio (vea el ejerci- 
cio 30). 

El teorema siguiente que trata a la derivada del producto cruz de dos 
funciones vectoriales, es similar a la fórmula correspondiente para la deriva- 
da del producto de dos funciones reales; sin embargo, es importante mantener 
el orden correcto de las funciones vectoriales debido a que el producto cruz 
no es conmutativo. 


de dos funciones vectoriales 
Si R y Q son dos funciones vectoriales diferenciables, entonces 
DAR() X Q() = RO) XQ) + R) x Q() 
para todos los valores de £ para los cuales R'(1) y Q(1) existen. 


La demostración de este teorema se deja como ejercicio (consulte el 
ejercicio 31). 


,11,2.8 Teorema La regla de la cadena 
para funciones vectoriales 


Suponga que F es una función vectorial, h es una función real y G es 


la función vectorial definida por G() = F(h(0). Si $ = M0) y de 


y D¿G() existen, entonces D¿G(1) existe y está dada por z 


D,G() = ¿Gu E 


La demostración, dejada como ejercicio (vea el ejercicio 32), se basa en 
el teorema 11.2.2 y la regla de la cadena para funciones reales. 


» EJEMPLO 3 Verifique el teorema 11.2.8 si las funciones F y h 
están definidas por 


F(6) = $%i + eój + Inpk y ht) = sent 
Solución Cond¿ = k(0 y GU) = F(a(0)) 
$ =sent y G() = send + e2?j + 1n sen tk 
Al calcular D¿G(t) mediante el teorema 11.2.2, se obtiene 


D,G(0 = 2sentcos ti + ecos 1j + cot1k (3) 
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Ahora se calcula el miembro derecho de la ecuación del teorema 11.2.8. Pues- 
to que G(*) también puede expresarse como $21 + efj + In ¿k, se tiene 
do 1 db 


DelG(01 7 e (261 + ebj + $ pea 


Pero $ = sen £; de modo que 


de 


DAS E 


= (2 en ti+ ent + ) kJeos 
sen £ 


= 2sentcos fi + e”! cos tj + cotrk 


De (3), el miembro derecho de esta ecuación es D,G(0). Por tanto, 


d 
D¿[G(0)] ea = D/G(1) 
lo cual verifica el teorema 11.2.8 para estas funciones. 4 


El teorema siguiente será empleado posteriormente. 


11.2.9 Teorema 


Si R es una función vectorial diferenciable en un intervalo y [| R(s) || 
es constante para toda t del intervalo, entonces los vectores R(1) y 
D, RC) son ortogonales. 
Demostración Sea [[R(s) || = k. Entonces por el teorema 10.3.3 (iii) 
RD -R() = k?2 


Al diferenciar los dos miembros de esta ecuación con respecto a 1 y al aplicar 
el teorema 11.2.5 se obtiene 


[D,R(0) - R(S) + R(S * [D,R(5)] 
2R(0) - D,R(0) 


0 
0 


Como el producto punto de R(+) y D,¿R(t) es cero, se concluye, de la defini- 
y ción 10.3.7, que R(2) y D¿R(1) son ortogonales. 21 


Observe la figura 2 para la interpretación geométrica del teorema 11.2.9. 
Debido a que el vector R(t) tiene módulo constante k, la representación de 
posición OP de R(s) tiene su punto terminal P en la circunferencia con centro 


FIGURA 2 yn el origen y radio k. Por esta razón la gráfica de R es esta circunferencia, 
A un cuarto de la cual se muestra en la figura 2 junto con OP y la representación 
Eee a PB de D¿Rít), Como D,R(2) y R(s) son ortogonales, entonces OP es per- 
l pendicular a PB. 
- ay Ñe A continuación se definirá la integral indefinida (o antiderivada) de una 
A función vectorial. 


11.2.10 Definición de la integral indefinida 


de una función vectorial 


Si Q es la función vectorial determinada por 


Q0 = fOÍ + ¿Oj + HOk 
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entonces la integral indefinida de Q(r) está definida por 


fou 2 ¡bro +] [so + k [oa (4) 


Esta definición es consistente con la definición de la integral indefinida 
de una función real debido a que si se obtiene la derivada en los dos miem- 
bros de (4) con respecto a f, resulta 


iD, [so dt + jD, [so dt + kD, [oa 


FO + jalo) + kk() 


po dt 


De cada una de las integrales indefinidas del miembro derecho de (4) se ob- 
tiene una constante escalar arbitraria. Cuando cada uno de estos escalares se 
multiplica por i, j o k, resulta de la suma un vector constante arbitrario. Así, 


[o dt = R() + C 


donde D,¡R(1) = Q(0) y C es un vector constante arbitrario. 


» EJEMPLO 4 Determine la función vectorial más general cuya 
derivada sea 


Q() = senti — 3cos tj + 21k 


Solución Si D¡R() = Q(0o), entonces R(t) = | Q() dt; esto es, 


R() = ¡sena - 3) foosra + x fura 


= i(=cost + C¡) — 3j(sent + C,) + K(r? + C3) 
=cos ti — 3 sent] + 1?k + (Cji - 3C,j + C3k) 
= —cos fi — 3sentj + 12k + C 4 


» EJEMPLO 5 Obtenga el vector R(?) para el cual 
DR() =ei+e'j+3k y R(0)=iw+j+5k 


¡fora feraro a [as 


= ie? + C¡) + je" + C2) + KGr + C3) 


.p 
Solución 


R() 


Como R(0) = i + j + Sk, entonces 


1+j+5k = il + Ci) + ¿0 + C,) + Kk(C3) 


Por tanto, 


Ci-1=1 Co+1l= 
Ci=2 C,=0 


_ 

e] 
u 
1 

ua 


R(D 
[rc ]| 
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En consecuencia, 


R() = Ce + 2) + elj + (31 + S)k ] 4 


En la sección 9.2 se estudió el teorema 9.2.3 el cual establece que si C 
es una Curva plana cuyas ecuaciones paramétricas son x = f(1) y y = g(0), 
donde f' y g' son continuas en el intervalo cerrado [a, b] y si L unidades es la 
longitud de arco de C desde el punto (fía), g(a)) hasta el punto (£(b), g(b)), 
entonces 


b 
L -| JLFOP + leo? de 


Puesto que una ecuación vectorial de C es R(0) = f(0i + g(£)j, esta ecua- 
ción puede escribirse como 


L= j : IR) || de (5) 


a 


» EJEMPLO 6 Calcule la longitud de arco descrito por el punto 
terminal de la representación de posición de R(t) conforme t se incrementa de 
la4si 


Rí0) = el sen fi + ef cos £j 


Solución 


= (e'sent + e'cos fi + (e' cost — e* sen £)j 


- 
[Cel sen t + el cos 1)? + (el cos £ — el sen 1)? 
2 


ell /sen? 1 + 2 sen 1 cost + cos? 1 + cos? 1 - 2 sen t cos 1 + sen? 1 


= el 
De la fórmula (5), 


> 
M 


4 
| Ze! dt 
1 


4 


5! 


2e! 
Y2e | 
42 (et — e) d 


l 


La longitud de arco de una curva en el espacio tridimensional puede 
definirse exactamente como se definió la longitud de arco de una curva plana 
en la definición 9.2.1. Además, si C es la curva que tiene ecuaciones paramé- 
tricas x = f(0, y = £(0), z = A(t) O, equivalentemente, tiene la ecuación 
vectorial 


R() = f0i + g(0j + HMOk 


entonces se puede demostrar, en la misma forma en que se probó el teo- 
rema 9.2.3, el teorema siguiente. 
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x 77 


(2, 0, 411) t 


rn 


4 
(0, 2,0 


(2, 0, 0) 
R(t) = 2 cos ri + 2 sen tj + 1k 


FIGURA 3 


) 


—= y 


0O<:(<4x 


11.2.11 Teorema 


Sea C la curva cuya ecuación vectorial es R(£) = f(0i + g(0j + 
h(0Ok, y suponga que f', g' y h' son continuas en el intervalo cerrado 
[a, b]. Entonces si £L es la longitud de arco de C desde el punto (f(a), 
g(a), h(a)) hasta el punto (£(b), 2(b), h(b)), 


b 
L= j ¡EXGUPA 


a 


» EJEMPLO 7 Calcule la longitud de arco de la hélice circular 
del ejemplo 1 de la sección 11.1: 


R() = 2costi + 2sentj + tk 
desde : = O hastat = 47. 


Solución En la sección 11.1 se dibujó la hélice, la cual se muestra 
en la figura 3. De la ecuación vectorial dada, 


R() = 2senfi + 2cos tj + k 


De modo que, del teorema 11.2.11, 


= 
ll 


4 
| JE sen 1? + (2 cos 1)? + 1 de 
0 


á4r 
| 14 sen? 1 + 4 cos? 1 +1 dt 
0 


ár 
| ¿5 dí 
0 


= 415 
= 28.10 4 


5h 


La integral definida del ejemplo anterior fue evaluada fácilmente, pero 
como se dijo en las discusiones sobre la longitud de arco, la mayoría de las 
veces sólo se puede aproximar el valor. Esta situación se presenta en los ejer- 
cicios 53 a 56, donde se le pedirá que emplee el procedimiento NINT en la 
graficadora a fin de obtener una aproximación de la longitud de un arco. 


EJERCICIOS 11.2 


En los ejercicios 1 a 10, calcule R'(t) y R'(t). 7. R(0) = tan! ri + sen"! tj + cos? rk 


DD MIR A EA 


RO) =1i+ 5 

R() = (2 - Di + Qr+ Dj 
RíA = Es t-2, 

(0 par? £ J 

R() = (24 4 i+ Y1- 565 


R(0) 
R(0) 


ei+ intj + 1?k 


cos 2fi + tan tj + tk 


8. Ri) = (e + Di + 2e%j + 3>2'k 
9, Rí(f) = 5sen2ri — sec4tj + 4cos 21k 


10. R() = tan3ri + Insen tj — Lx 


En los ejercicios 11 a 14, obtenga D, || Rís) IA 
1. R() = (- Di + Q-O0j 
12. R() = (e! + Di + (el - Dj 


11.2 CÁLCULO DE LAS FUNCIONES VECTORIALES 881 


13. R() = sen3ti + cos 31] + 2e"k 
14. Rí) = di + 1i+ Y - 1] + tk 


En los ejercicios 15 a 18, verifique el teorema 11.2.4 para las 
funciones vectoriales indicadas. 


15. R() = (7 + ei + (- ej, 
QU = (4 + 2eDi- (31 + e?) 


16. R(r) = cos 21i — sen2tj,Q() = sen? ri + cos 21j 


17. R(5 = 2senti + cos fj — sen21k; 
QU) = costfi + 2senfj + k 


13. R() = ei - 4e%j - 2k:Q60 = eli - el - 2e*k 


En los ejercicios 19 a 22, verifique el teorema 11.2.5 para las 
funciones vectoriales del ejercicio indicado. 

19. Ejercicio 15 20. Ejercicio 16 

21. Ejercicio 17 22. Ejercicio 18 


En los ejercicios 23 y 24, verifique el teorema 11.2.6 para las 
funciones dadas. 


23, f(1) = cos 21; Res la función del ejercicio 9. 
Af 


En los ejercicios 25 y 26, verifique el teorema 11,2.7 para las 
funciones vectoriales dadas del ejercicio indicado. 


e'; R es la función del ejercicio $. 


25. Ejercicio 17 26. Ejercicio 18 


En los ejercicios 27 y 28, verifique el teorema 11.2.8 para las 
funciones indicadas. 


27. F($) = di + $% + Ingk yk = el 

28. F($) = sengi + cos dj + ¿kyhn = sens 
29. Demuestre el teorema 11.2.4. 

30. Demuestre el teorema 11.2.6. 

31. Demuestre el teorema 11.2.7. 

32. Demuestre el teorema 11.2.8. 


En los ejercicios 33 a 40, obtenga la función vectorial más 
general cuya derivada tenga el valor de función indicado. 


33. tanti — lj 34. (2 - Dir (r- S)j 


1 . 4 . 
36. - —— 
din Ia? 


3% - 2% + e'k 


35. Inri + 1j 
37. + e Nj-1e0k 38, 


39. tanfi + sectj + mi 40. rsenti — tcostj + fk 


1 

1-2 

42. SiR') = sen? ri + 2 cos? 1j y R(m) = 0, calcule R(0). 

43. SIR) = e'senti + cost] - e'kyR(0) =i-j¿+k 
calcule R(6). 


41. SIR) = Pi + 


jyRG) = 2i — Sj, calcule R(s. 


44. Si R1) = —3i- tan tj —Ñ -k y R(0) = 


p 


41 — 3] + Sk, calcule R(+). 


En los ejercicios 45 y 46 haga lo siguiente: (a) obtenga una 
ecuación cartesiana de la curva descrita por el punto terminal de 
la representación de posición de R'(0); (b) calcule R(t) - R'(s) 
e interprete el resultado geométricamente. 


45. R() = costi + sen ¿j 
46. R() = cosh ti — senh £j 


En los ejercicios 47 y 48, si a(t) es la medida en radianes del 
ángulo entre R() y QUO), calcule D, att). 


47. Rí) = 3e2'i - 4e%j y QU = 6e?j 
48. RS) = 211 + (1? - Dj y QU= 3% 


En los ejercicios 49 a 52, calcule la longitud exacta del arco 
desde t, hasta t, de la curva que tiene la ecuación vectorial 
dada. 


49. RO) = (1 + Di-4j+(-20k 4 =-l31, = 2 
50. R(1 = sen2ri + cos21j + 21k;1, = 01, = 1 
51. R() = 41% - 3sentj + 3costk;t =0;1, = 2 
52, R() =Pi+ (+ 30 j + (e ¿P)kon = 0317 = 1 


En los ejercicios 53 a 56, utilice el procedimiento NINT de la 
graficadora para obtener un valor aproximado, con cuatro dí- 
gitos significativos, de la longitud de arco de t, a t, de la 
curva que tiene la ecuación vectorial indicada. 


53. La cúbica alabeada R() = ti + 12j+ 4k; 0 =0; 
ti=2 


54. R() = e'i+ ej + Intk;1, = l;f, = 2 
55. RG) = cosfi + sentj + Pk;t, =-1;h, = 1 
56. RG) = sen2ri + cos21j + 11k;1, = 0,1) =4 


57. Suponga que R y R' son funciones vectoriales definidas 
en un intervalo y que R' es diferenciable en el intervalo. 
Demuestre que 


DIR) RO] = |R'O 1? + R(O + RD 
58. Si Ro ! = h(£), demuestre que 
R() + RU) = [MOI] 


59. Si la función vectorial R y la función real fson diferencia- 
bles en un intervalo y f(£) + 0 en el intervalo, demuestre 
que R/fes también diferenciable en el intervalo y 


D. = ES - LORD - FORG) 
LO OP 


60. Demuestre que si A y B son vectores constantes y f y g 
son funciones integrables, entonces 


faro + Bg(1)|dt = A ] fOdt + B j g(0) dt 


Sugerencia: exprese Á y B en términos de i, j y k. 


61. Utilice el teorema 4.1.2 para funciones reales a fin de pro- 
bar el teorema siguiente que corresponde a funciones 
vectoriales: si R y Q son dos funciones vectoriales ta- 
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62. 


63. 


les que Rs) = Qt) para toda £ en un intervalo /, en- 
tonces existe un vector constante K tal que R(%) = 
Q(0) + K para toda ¿en /. 


Emplee el teorema del ejercicio 61 para demostrar el si- 
guiente teorema que corresponde al teorema 4.1.3 para 
funciones reales: si F(1) es una antiderivada particular de 
R en el intervalo /, entonces cada antiderivada de R en / 
está dada por F(1) + C, donde C es un vector constante 
arbitrario. 


Dé una definición de la integral definida de una función 
vectorial de manera semejante a la de integral indefinida. 
Después utilice el primer teorema fundamental del cálculo 
(4.7.1) para demostrar el siguiente teorema que correspon- 
de a funciones vectoriales: si la función R es continua en 


54, 


el intervalo cerrado [a, b] y t es cualquier número de 
[a, b], entonces Ñ 


t 
D, j R(w) du = R() 


Utilice los teoremas de los ejercicios 62 y 63 para demos- 
trar el teorema siguiente que corresponde al segundo teo- 
rema fundamental del cálculo (4.7.2): si la función R es 
continua en el intervalo cerrado [a, b] y si F(*) es cual- 
quier antiderivada de R en [a, b], entonces 


b 
| R(0) di = F(b) — Fa) 


11.3 VECTORES TANGENTE UNITARIO Y NORMAL UNITARIO, 
Y LONGITUD DE ARCO COMO PARAMETRO 


Ahora se asociarán a cada punto de una curva dos vectores, el vector tangen- 
te unitario y el vector normal unitario. Estos vectores aparecen en muchas 
aplicaciones de las funciones vectoriales, algunas de las cuales se tratarán en 
las dos secciones próximas. En esta sección y en las secciones siguientes de 
este capítulo, se supondrá que una curva tiene dirección (u orientación) deter- 
minada por los valores crecientes del parámetro. 


11.3.1 Definición de vector tangente unitario 


Si R(t) es el vector de posición de una curva C en un punto P de C el 
vector tangente unitario de C en P, denotado por T(r), es el vector 
unitario en la dirección de D,R(0) si D,R() 4 0. 


Como el vector unitario en la dirección de D,R(1) está dado por 


D,R(0/ || D,R(s) || , entonces 
D,R(t) 
TO) = —— (Mm 
ID,R(o!l 


, 


Del teorema 11.2.9, puesto que T(+) es un vector unitario, D¿T(1) debe ser 
ortogonal a T(+). Mientras que D,T(t) no necesariamente es un vector unitario, 
el vector D,T(1)/ l D,T(0) l es unitario y tiene la misma dirección de D,T(%). 
Por tanto, D,T(t)/ || D,T() [ es un vector ortogonal a T(t), y se denomina 
vector normal unitario. 


11.3.2 Definición de vector normal unitario 


Si T(r) es el vector tangente unitario de la curva C en el punto P de C, 
el vector normal unitario, denotado por N(s), es el vector unitario en 
la dirección de D,T(+). : 


De esta definición y de la discusión anterior, 


DT) 


O SE 2) 
[D,Tw!l 


NG) = 
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FIGURA 1 


» EJEMPLO 1 Calcule T(t) y N(*) para la curva que tiene la 


ecuación vectorial 
RO) = (4 - 301 + 34% 


Dibuje una porción de la curva que contenga al punto donde tf = 2 y las 
representaciones de T(2) y N(2) cuyo punto inicial es el punto para el cual 
Li=32. 


Solución 


AGA - 39 + 361? 


9014 +2 +1) 


DR) = 6-3) +61 [DR || 


= UP + 1) 
De (1), 
Tw) = D,R(t) 
Lo,Rcol| 
2-1; 2 o, 
= i+ 
21 "241? 
Al diferenciar T(t) con respecto a £ se obtiene 
4 .. 2-2 
DT) = i+ 
de: An A? 
Por tanto, 
f 2 2 4 
16£ 4 — 814 + 41 
DTO = + 
[Loro | (2 + 191 (2 + 13 
_ [ara +4 
Vo (2 +1 
fa? + 1 
y (2 + 11 
az 
P+1 
De (2), 
de DA. 
l|D,T)l 
2 1-8, 
A+ 1? 
Ahora se calcularán R(£), T(t) y N(t) para 1 = 2. 
RQ) = 2i + 12j TQ) = 31 + <J NQ) = fi- 2] 
La curva y los vectores requeridos se muestran en la figura 1. 4 


Debido a que los vectores tangente y normal unitarios son ortogonales, 
el ángulo entre ellos es ¿7 Por lo que del teorema 10.5.8, se tiene 


[To x No || = [TO || [NG || sen 37 
1 
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Plano 
rectificador 


FIGURA 2 


Plano normal 


Plano osculador 


FIGURA 3 


Por tanto, el producto cruz de T(t) y N(t) es un vector unitario y, por el teo- 
rema 10.5.10 es ortogonal tanto a T(t) como a N(t). Este vector, llamado 
vector binormal unitario y denotado por B(t), está definido por 


B(0) = T(0) X N() (3) 


Los tres vectores unitarios mutuamente ortogonales T(t), N(t) y B(t) 
de una curva C reciben el nombre de triedro móvil (local, intrínseco o de 
Frenef) de C, el cual es importante en el estudio de desplazamientos en el es- 
pacio. Vea la figura 2. El triedro móvil también se conoce como sistema de 
referencia de Frenet, en honor al matemático francés Jean-Frederic Frenet 
(1816-1900). Los planos determinados por las representaciones de los tres 
vectores en un punto del espacio tienen nombres específicos. Como se indica 
en la figura.3, las representaciones de T(*) y N(%) en el punto P forman el 
plano osculador, las representaciones de T(t) y B(t) forman el plano recti- 
ficador, y las representaciones de N(t) y B(t) forman el plano normal. 


» EJEMPLO 2 Obtenga el triedro móvil en cualquier punto de 
la hélice circular 


R(s) = acosti + asentj + 1k a>0 
Solución Con 

D/R(O) = -—asenti + acostj + Kk y ! D,R(o || = Ya? +1 
se obtiene de (1) 


] 


T() = (a sen ti + acostj + k) 
a? +] 
Con 
DT) = L—cacosti — asentj) y [p Tol = -—*= 
ya? +1 ya? +1 
se obtiene de (2) 
21 (a cos ti — a sen tj) 
_ yat+ 
N() = = 
al +1 
= -cos fi — sen £j 
Al aplicar (3) resulta 
B() = l (—asenti + acostj + k) X (cos ti — sen fj) 
a? +1 
e (sen ti — cos tj + ak) 4 
a? +1 


De la ecuación (1), el vector D,R(t) puede expresarse como un escalar 
por el vector tangente unitario como sigue: 


D,¡R() = I|D,R() || TW) (4) 
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ES] 


FIGURA 4 


DR) 
(10,Rw [| [1 0,T6o pc 


FIGURA 5 


La figura 4 muestra una porción de la curva C junto con la representación de 
posición de R(s) y las representaciones de T(t) y D,R(t) cuyos puntos ini- 
ciales están en el punto P de C. 

Ahora se usará (4) para calcular D?R(%). Al aplicar el teorema 11.2.6, se tiene 


D2ZR() = (D, | D,R6 DT + [|D0,R6 [| 1,Twy (5) 
De (2), 
DT) = |10,T0 || Nw 


Si se sustituye de esta ecuación en (5) resulta 
DPR() = (DJ D,R(0 DT + [1D,R(o (| || D,T(0 || )NC0) (6) 


Esta ecuación expresa el vector DR como un escalar por el vector tan- 
gente unitario más un escalar por el vector normal unitario. El coeficiente 
de T(+) del miembro derecho de (6) es la componente del vector D2R() en 
la dirección del vector tangente unitario, mientras que el coeficiente de N(2) 
es la componente de D2R(+) en la dirección del vector normal unitario. 

La figura 5 muestra la representación de posición de R(*) y la misma 
porción de la curva € que se muestra en la figura 4. También se muestran en 
la figura 5 las representaciones de los siguientes vectores, cuyos puntos ini- 
ciales están todos en el punto P de C: 


DRRO TO  OMIDRO TO No  dl0RO || [1D0TO DNO 


4 0D, [D,RO DTO 


T(0) 
P 


Observe que la representación del vector normal unitario N(%) está en el 
lado cóncavo de la curva. 

En ocasiones, como en la siguiente sección donde se calcula la curvatu- 
ra, es conveniente que el parámetro de una ecuación vectorial represente la 
longitud de arco. Por ejemplo, si una ecuación vectorial de la curva C es 


R() = f0i + g00j + h(5)k 


entonces en lugar de £, puede emplearse como parámetro el número de uni- 
dades de la longitud de arco s desde un punto Pa(f(to), g(tp), h(tp)) de C, ele- 
gido arbitrariamente, al punto P(f(t), g(t), Ah) de C. Considere que s 
aumenta conforme f crece, de modo que s es positivo si la longitud de arco se 
mide en la dirección de crecimiento de ! y es negativa si se mide en la direc- 
ción opuesta. Por tanto, s es una distancia dirigida. A cada valor de s- corres- 
ponde un solo punto P de C. En consecuencia, las coordenadas de P son 
funciones de s y s, a su vez, es una función de £, la cual, del teorema 11.2.11, 
está determinada por 


1 
A ji | D,Ro [du 


“to 
Del primer teorema fundamental del Cálculo 
ds 
q = IDRO|| (7) 


Al sustituir de (7) en (4) se obtiene 


D,R() = d TO (8) 
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Si el parámetro de la ecuación vectorial de C es s en lugar de t, se obtiene de 
esta ecuación, al considerar £ = s y observando que ds[ds = 1 ln 


D,Rí(s) = Tís) 


Este resultado se establece como teorema. 


11.3.3 Teorema : 


Si la ecuación vectorial de una curva C es 
Rís) = fídi + gti + hs)k 


donde s unidades es la longitud de arco medida desde un punto par- 
ticular P¿ de C hasta el punto P, entonces el vector tangente unitario 
de C en P está dado por - 


T(s) = D,R (s) 


si existe. 


Como se indicó en las secciones 9.2 y 11.2, la mayoría de las veces la 
fórmula para calcular la longitud de arco conduce a una integral definida 
para la que la integral indefinida correspondiente no puede evaluarse en for- 
ma cerrada, lo cual significa que sólo puede aproximarse la longitud de arco 
mediante técnicas numéricas o empleando el procedimiento NINT en la 
graficadora. Problemas semejantes se presentan cuando se tiene una ecua- 
ción vectorial de una curva que contiene un parámetro t y se desea obtener 
una ecuación vectorial de la curva que tenga como parámetro la longitud de 
arco s. Esto es, generalmente no puede expresarse s en términos de f. Sin 
embargo, con frecuencia se puede calcular ds/dt a partir de la ecuación (7), 
la cual regularmente satisface los propósitos. 


» EJEMPLO 3 Dada la curva C cuya ecuación vectorial es 
R() = Pi + 2j + 1k 
calcule ds/dt. 


Solución De (7, 


ds _ 
do = 0,20] 


l 


[34% + 245 + kl 


(6? + (20? +1 
91% + 412 + 1 4 


Observe que para la curva del ejemplo anterior, si se desea expresar s en 
términos de t a partir de la ecuación 


ds - JO +44 1 y 


dt 


Ú 


l 


se necesita evaluar la integral [ 491% + 41? + 1 dr. 
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En ocasiones puede expresarse s en términos de f en un tiempo más o 
menos grande, como en el ejemplo siguiente, donde las componentes i y j son 
las mismas que en el ejemplo 3 pero la componente k es 2 en Jugar de +1. 


» EJEMPLO 4 Dado que una ecuación vectorial de la curva £ es 
RO = 41 + Pj+2k 1>0 


determine una ecuación vectorial de L que tenga a s como parámetro, donde 
s Unidades es la longitud de arco a partir del punto donde £ = O. 


Solución Al derivar R(z) y calcular el módulo de D,R(t) se tiene 


DR( = 3%i + 21j 


I|D/R(0 |] = /9:+ + ar? 
PSA 
= 197 +4  (porquef > 0) 
Por tanto, 
ds = Hor +4 
dt 


s= | AA 


= e] (912 + 4(18r dt) 


= l(9,2 3/2 
= ¿(90 + 49 + C 
Comos = Ocuandorf = 0, se obtiene € = -i. De modo que 


s= 598 + 49 - 2 


Al resolver esta ecuación para 1 en términos de s se tiene 


(92 + 4y3/2 
92 +4 


Ú 


275 + 8 
(275 + 89188 


Como! > 0, 
= 1 2/3 _ 
l= 14Q7s + 8) 4 
Si se sustituye este valor de £ en la ecuación vectorial de £ se obtiene 


R(s = 51075 + 82P - 439% + ]1(27s + 833 — 4]j + 2k 6“ 


Debido a que D,R(s) = T(s), y siR(s) = F(9i + £(5j + A0Kk, 
T(s) = Fi + ej + Ask 
Así, como T(1) es un vector unitario, 
FOR + [eto + [197 = 1 - . (9) 


) En el ejercicio 30 se le pedirá que utilice esta ecuación para verificar la res- 
puesta del ejemplo 4. 
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En los ejercicios 1 a 6, obtenga T(1) y N(0), y en t = t;, dibuje 
una porción de la curva y las representaciones de T(t,) y N(t1) 
que tienen punto inicial ent = ty. 


1. Río) = 3costi + 3sentj; 1, = ¿a 
2. Rí(f) = cos 3fi + sen31j;t, = 37 
3. R() = Insenri + 10<t<mt= lx 


2 


l ¡A 
¿AS 1<3m04q=0 


5. R() = Gr =ni+ Pp =2 
6. R()= 3%i+ 1951 =1 
En los ejercicios 7 a 10, calcule T(1) y NC. 


4. R(t) = fi — Incosfj, - 


7. R(t) = (sent — 1cos fi + (cost + tsenf)j + 2k 
8. R(t) = sen 31fi — cos 31j + 41k 

9. KR =i+ 3Pj5+ 9k,1>0 

10. R() = e'costi + e'sentj + e'k 


En los ejercicios 11 a 14, determine el triedro móvil de la 
curva ent = tj. 


11. La curva del ejercicio 7; £; 


tl 


Di uj- 


T. 
12. La curva del ejercicio 8; £, T. 


' 


13. La curva del ejercicio 9; t, = 
14, La curva del ejercicio 10,1, = 0. 


En los ejercicios 15 y 16, obtenga el triedro móvil en cual- 
quier punto de la curva. 


15. R(í) = cos? ri + sen rj + 2k0<1t< 37 


16. R(t) = cosh ri + senh tj + fk 
En los ejercicios 17 a 22, obtenga ecuaciones de los planos 


osculador, rectificador y normal para la curva en t = t,. 


17. La curva de los ejercicios 7 y 11; t, = ¿7% 


18, La curva de los ejercicios 10 y 14; f, = 0. 
19. La curva de los ejercicios 9 y 13; t, = 1. 


20. La curva de los ejercicios 8 y 12; t, = 


TS 


21. Lacurva del ejercicio 15; ft, = Pd 


22. La curva del ejercicio 16; 1, = O. 
23. Utilice el resultado del ejemplo 2 para determinar el 
triedro móvil de la hélice circular 


R() = 2costi + 2sen/j + tk 


en el punto donde f = 37. Después obtenga las ecua- 
ciones de los planos osculador, rectificador y normal en 
ese punto. 


24. Calcule el coseno del ángulo entre los vectores R(2) y T(2) 
para la curva R (1) = 34%i + (13 - 30). 


25. Obtenga el coseno del ángulo entre los vectores R( 7D y 
T( e) para la curva 


R(0) = 2sen fi + sen21j + cos 3/k. 


26. Determine el coseno del ángulo entre el vector j y el vec- 
tor tangente unitario en el punto donde £ = 7 de la curva 
R(s) = cos2ti — 31j + 2 sen2!1k. 


27. Calcule la medida en radianes del ángulo entre los vec- 
tores N(1) y D,?R(1) para la curva R() = (4 — 31%)i + 
(8 - 3D 


En los ejercicios 28 y 29, para la curva dada, exprese la lon- 
gitud de arco s como una función de t, donde s se mide a partir 
del punto donde t = 0. 


28. Lacicloide R(1) = 2(t - sen Ni + 2(1 — cos £)j. 
29. Rís) = 04 + 82 


30. Verifique la respuesta del ejemplo 4 empleando la ecua- 
ción (9). 


En los ejercicios 31 a 36, obtenga una ecuación vectorial de 
la curva que tiene la longitud de arco s como parámetro, 
donde s se mide a partir del punto donde t = 0. Verifique la 
respuesta utilizando la ecuación (9). 


31. La curva del ejercicio 7. 
32. La curva del ejercicio 8. 
33. La curva del ejercicio 9. 
34. La curva del ejercicio 10. 
35. La curva del ejercicio 15. 
36. La curva del ejercicio 16. 


37. Demuestre que el vector tangente unitario de la hélice 
circular del ejemplo 2 forma un ángulo de medida cons- 
tante, en radianes, con el vector unitario k. 


38. Demuestre que si una partícula se mueve sobre una recta, 
el vector normal unitario no está definido. 


A A A A A A A A A AA] 


11.4 CURVATURA 


La curvatura es un concepto importante en el estudio de la geometría dife- 
rencial y del movimiento curvilíneo, Dicho concepto proporciona la tasa de 
variación (o cambio) de la dirección de una curva con respecto a la variación 


en su longitud. 


El estudio de la curvatura se inicia con una curva plana C, y se considera 
que d radianes es la medida del ángulo, medido en el sentido contrario al giro 


y 
A 
T T 
e 
$ + A$ 
Q 
As $ 
P 
7) Po 
Ap >0 4s>0 
FIGURA 1 

y 

A 
el 

y 

4 
2) 

“AGB<0 As >0 
FIGURA 3 

y 

PA 

+ 

O 


AG <0 As<0 
FIGURA 4 


Xx 
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de las manecillas del reloj, desde la dirección del eje x positivo hasta la direc- 
ción del vector tangente unitario T(*) en el punto P de C. Refiérase a la figu- 
ra 1 la cual muestra el ángulo p y T(t), donde s unidades es la longitud de 
arco a partir de un punto Py de C hasta P. En el punto O de C, la medida en ra- 
dianes del ángulo que determina la dirección de T(+ + AN es q + Ad, y 
s + As unidades es la longitud de arco de Pg a O. En la figura 1, tanto Ad 
como Ás son números positivos. Las figuras 2, 3 y 4 muestran la situación 
cuando al menos uno de estos números es negativo. En las cuatro figuras, la 
longitud de arco de Pa Q es | As | unidades, y la razón AGÍAs | parece una 
buena medida de lo que intuitivamente se consideraría como la curvatura 
promedio a lo largo del arco PO. De este modo, una definición adecuada para 
la curvatura de una curva plana sería el número ld4 [ds | , el cual es el valor 
absoluto de la tasa de variación de $ con respecto a la medida de la longitud 
de arco a lo largo de la curva. Mientras que este número es consistente con la 
noción intuitiva de curvatura para una curva plana, tal definición no sería 
adecuada para la curvatura de una curva en el espacio tridimensional debido 
a que no se asocia un solo ángulo $ con el vector tangente unitario. A fin de 
llegar a una definición que se aplique tanto a curvas de R2 como de R3, se 
procederá a obtener una expresión para |dgó/ds| en R? que también tenga 
significado para A, 

Refiérase a la figura 5 donde C es una curva en R2. Primero se expresa 
T(£) en términos de $. Como I T(0) Il = 1, de la ecuación (5) de la sección 
10.1 se tiene : 


T(%) = cos pi + sen ¿bj 
Al diferenciar esta ecuación con respecto a ¿ se obtiene 

D¿T() = —sen pi + cos pj (0) 
Así, 

[| D¿Tw || = 1 (2 


de modo que D¿T() es un vector unitario. 

Ahora se obtendrá una expresión para D,T(£), donde s unidades es la 
longitud de arco medida desde un punto de C elegido arbitrariamente hasta el 
punto P, y s se incrementa conforme f crece. De la regla de la cadena (teo- 
rema 11.2.8), : 


DT) = D¿T0) ee 


d 
hosro | = [ogro El 


d 
= agro! E 


Si en la ecuación anterior se reemplaza ] D¿T) ll por 1, de acuerdo con (2), 
se obtiene 


[D,Tw || = 8 3 


Como || D,T(r) || tiene significado para curvas en R3 así como en R?, se de- 
finirá lo que es la curvatura de una curva en un punto, y se definirá también 
el vector correspondiente o vector curvatura. 
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FIGURA 5 


11.4.1 Definición de vector curvatura y curvatura 


Si T(1) es:el vector tangente unitario a una curva C en un punto P, s es 
la longitud de arco medida desde un punto P de C elegido arbitraria- 
mente, y s crece conforme / se. incrementa, entonces el vector cur- 
vatura de C en P, denotado por K(?), se define como 


K() = D,T0 


La curvatura de C en P, denotada por K(+), es el módulo del vector 
curvatura; esto es 


Ka) = [DT || 


Con el fin de obtener el vector curvatura para una curva particular con- 


viene tener una fórmula que exprese el vector curvatura en términos de 
derivadas con respecto a £. De la regla de la cadena, 


d 
D,T() = D,T() En 


De la ecuación (7) de la sección 11.3, = = | D,R() ||. Así, 
D,TG) = [D,TO0] || D,R(o || 

D,T(t) 
|p,Rcol! 


Al sustituir de esta ecuación en la fórmula para K(+) de la definición 11.4.1 
obtiene 


D,T(0) = 


K(5 = DO 
loR(o!| 

Como K(t) = Ko |] > la curvatura está dada por 
K(0) = lLo,Tw!| 
Ilo,Rco!l 


las 


, Se 


(4) 


(5) 


> EJEMPLO 1 Dada la circunferencia de radio a: 
R(s) = acosfi + asen £j a>0 
determine el vector curvatura y la curvatura para cualquier valor de £. 


Solución 


y 


D/R() = —asenti + acostj || D,R(5)|| 


= 4 
Por tanto, 
TO = BARDA. D,T(1) = —cos ti — sen £j 
[p,Rol| 
= senti + costj  - 
DT) _ cost, _ sen y 


loRol.  < a 


Ú(=a sen 1)? + (a cos 1)? 
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En consecuencia, el vector curvatura y la curvatura están dadas por - 


l 


Ka) =-! l 
a 


a 


cos ti — “sen tj Ko) = Kw || 


1 4 
a 

El resultado del ejemplo 1 afirma que la curvatura de una circunferencia 
es constante, lo cual es algo que se esperaba. Además, es el recíproco del radio. 


» EJEMPLO 2 Calcule la curvatura de la curva que tiene la 


ecuación vectorial 
R() = cc li+21Infj + 21k 


Solución 


Úu 


DR) = -0%+ 20 + 2k [DR] = Er? + Ari)? + 22 


JA + 417244 


= 1242 


D/We) 

[o,R(o|| 

124 + 21715 + 2k 
12 +2 


T() = 


4 + 21 + 217k 
l + 242 
(1 + 212Qj + 41k) — 41(i + 21] + 2:7k) 
(1 +22 y 

41 + (2 - 412)j + 4rk 

(1 +21? y? 
¿40? + (2 - 429 + (41)? 

(1 + 22) 


_ 14 +1612 + 1614 


(1 + 212) 
20 + 22 y 
(1 + 22) 
2 

1 + 21? 
lo,Tc ll 
|D,Rco)|| 


D,TG) 


ti 


|.D,Tco || 


KG = 


2 
- 21 . el 


Como puede verse en el ejemplo anterior, la determinación de la curva- 
tura a partir de las fórmulas (4) y (5) puede ser larga y tediosa. El teorema 
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siguiente proporciona una fórmula más práctica para calcular la curvatura, Ja 
cual es más fácil aplicar que el procedimiento del ejemplo 2. 


11.4.2 Teorema 


Si R(0).es el vector de posición de la curva C, entonces la curvatura 
K(t) de C está determinada por 


DR) X DZREO|| 
XD. = —__—_—_—— 
dí oro 


La demostración de este teorema se deja como ejercicio (vea el ejercicio 
56). Aunque el producto cruz no está definido para vectores bidimensionales, 
la fórmula del teorema también puede aplicarse a curvas en R? consideran- 
do la componente k como 0. 


» EJEMPLO 3 Aplique la fórmula del teorema 11.4.2 a fin de 
obtener la curvatura de la curva del ejemplo 2. 


Solución Una ecuación vectorial de la curva es 
R() = cli+ 21n1j + 21k 
D,R() = 1% + 20 j+2k [DR || = 17? + 2 
DER) = 217% - 217? 


i j k 
D,R() X DPR() = | -17? 2 2 
Ñ 213 2172 0 


4r3j + 217k - 4r74k + 407? 1 
417% + 4r3j - 25k 

16174 + 16176 + 4178 

217244 + 417? + 174 

202 + 1?) 


H 


il 


[| D,R(y x DZRCo || 


De la fórmula del teorema 11.4.2, 


217(2 + 12) 
(10? 4 2y 
OE o 
(1? 42 
e, 2 4 
(+22 


I! 


Ku) 


Compare la solución del ejemplo anterior con la del ejemplo 2, lo cual 
debe convencerle de la ventaja obtenida al emplear el teorema 11.4.2. 

Ahora suponga que la curva plana C tiene la ecuación vectorial 
R(0) = f(9i + g(0)j y que en un punto particular Py(f(tp), g(tp)) la curvatu- 
ra es K(tg) + 0. Considere la circunferencia que tiene la curvatura cons- 
tante K(tg), cuyo centro está en el lado cóncavo de C, y que es tangente a la 
curva C en Pg. Del ejemplo 1, el radia de esta circunferencia es 1/K(tp). 
Esta circunferencia se denomina circunferencia osculatriz (o circunfe- 
rencia de curvatura) de C en Pg, y su radio es el radio de curvatura, el cual 
se define formalmente a continuación. 


FIGURA 6 
Tabla 1 
1 x y 
2 -4 3 
-1 2 0 
0 0 -1 
1 2 0 
2 4 3 
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11.4.3 Definición de radio de curvatura 


Si K(tp) es la curvatura de la curva plana C en el punto Pp, donde 
t = to y Ko) + 0, entonces el radio de curvatura de C en Pg, de- 
notado por p(1p), se define como 


E 
pp) = Kio) 


» EJEMPLO 4 Para la curva C que tiene la ecuación vectorial 
Rí() = 2: + (4? —- 1) 


determine lo siguiente en el punto donde f = 1: (a) el vector tangente uni- 
tario; (b) la curvatura; (e) el radio de curvatura. Dibuje una porción de la 
curva, el vector tangente unitario y la circunferencia osculatriz para í = 1. 


Solución 


D,/R() = 2i+ 21 ID RO | = 241 + 2 


D,Rít) 
[ID,Ríoll 
1 z t 


= i++ —Ñ—)j 
J1+ 2 TES 


e 1 
aaa ar aya? 
D,TW) 

IIo,Rcol! 
boo 1 : 
a+ 2 ar ay? 


| Kco || 


Tr) = 


DT) 


K() = 


K(0 


! 


2 1 

e + q_IE >. 

41+ 2) 41+ y 
e CA 
241 + 22 

La Li ] 

a TD) = =i+= DXKD=-> (9 pp) = 442 
(a) TM) A (b) KM) 47 () p() y 
La figura 6 muestra una porción de la curva, el vector tangente unitario y la 
circunferencia osculatriz en £ = 1. Para dibujar la curva se localizaron 
algunos puntos a partir de los valores de x y y proporcionados en la tabla 1 


cuando + toma los valores —2, —1, 0, 1 y 2. También observe que la curva tie- 
ne una recta tangente horizontal en + = 0, d 


Ahora se obtendrá una fórmula para calcular la curvatura de una curva 
plana a partir de las ecuaciones paramétricas de la curva: 


x=f0 y y = 80 
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Como K(t) = | dg [ds |, primero se calcula de /ds. 


dd. 
do _ q 
ds ds 
di 
Con la suposición de que s se incrementa cuando f crece, e > 0. De 
modo que, 
do 
d Bea 
a E (6) 


A 
ds | [ax 2 ñ dy? 
Vilar di 
de É : A 
Para calcular nas observa que como ¿ es la medida en radianes del án- 
gulo que indica la dirección del vector tangente unitario, 
dy 
de 
ee 
dt 


Al diferenciar implícitamente con respecto a 1 los dos miembros de esta ecua- 


ción se obtiene 
6) (06) 
ddr? di) Na? 
2 


tan $ = 


de _ 

sec? $ di 23 
db _ (5) (2) Ñ (2) (52) 0) 
di sec?h (E 


Debido a que sec? $ = 1 + tan? q, se tiene 


(5) 
set =1+ qt 


(a) 


Si se sustituye esta expresión para sec? ¿ en (7) resulta 


sE - EE 


ES 
dt dt 
Ea dó , 
Al reemplazar de esta ecuación en (6), y como K(t) = al se tiene 


lata - cea 
(Aci 


K(t) = (8) 
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» EJEMPLO 5 Calcule la curvatura de la curva C del ejemplo-4 
empleando la fórmula (8). 


Solución Las ecuaciones paramétricas para Csonx = 2tyy = 1? - 1. 
En consecuencia, 


dx dx dy a?y 
di di? 9 di A di? 
Por tanto, de (8), 
2(2) —- 2:10 
Ku = [2(2) (0)| 
(2? + np? PA 
Leo 
(4 + 412 )3/2 


21 + 122 


Suponga que la ecuación cartesiana de una curva se expresa en una de 
las formas y = F(x) 0 x = G(y). Se pueden emplear casos especiales de (8) 
para calcular la curvatura en tales situaciones. 

Si y = F(x) es una ecuación de la curva C, un conjunto de ecuacio- 
nes paramétricas de Cesx = 1 y y = F(f). Entonces 


de > de = di dx de 2 


Al sustituir en (8) se obtiene 


K = =— 3 (9) 


De manera semejante, si una ecuación de la curva Ces x = G(y), 


» EJEMPLO 6 Si la ecuación de la curva Ces 
1 
x 


y = 


calcule el radio de curvatura de C en el punto (1, 1) y dibuje la curva y la 
circunferencia de osculatriz en (1, 1). 


Solución a 
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y Se calcula K a partir de (9) y después se obtiene p = 1/K. 
á 
e 2 
K al. e : po 
2 
+2] ' 
Xx 
| 2113] 
(151 = 
(1 + 132 
+ — 
Y 4 i Por tanto, en (1, 1), p = 4/2. La curva y la circunferencia osculatriz se mues- 
FIGURA 7 tran en la figura 7. 4 


EJERCICIOS 11.4 


En los ejercicios 1 a 6, para la curva y t, del ejercicio indicado 
de la sección 11.3, calcule la curvatura K y el radio de curva- 
tura p en el punto donde t = t;. Utilice la fórmula (5) para 
obtener K. Dibuje una porción de la curva, el vector unita- 
rio tangente y la circunferencia osculatrizen t = t;. 


1. Ejercicio 1 2. Ejercicio 2 3. Ejercicio 3 


4. Ejercicio 4 5. Ejercicio 5 6. Ejercicio 6 


En los ejercicios 7 a 10, para los ejercicios indicados de la 
sección 11.3, calcule la curvatura K aplicando la fórmula (5). 


7. Ejercicio 7 8. Ejercicio 8 9. Ejercicio 9 
10. Ejercicio 10 


En los ejercicios 11 a 14, utilice la fórmula del teorema 11.4.2 
para obtener la curvatura de la curva del ejercicio indicado 
de esta sección. 


11. Ejercicio 7 
14. Ejercicio 10 


12. Ejercicio 8 13. Ejercicio 9 


En los ejercicios 15 y 16, aplique la fórmula del teorema 11.4.2 
para calcular la curvatura de la curva en el punto indicado. 


15. La cúbica alabeada R(1) = ti + 1?j + 1Pk; el origen 
16. R() =ei+ e j+tkt=0 


En los ejercicios 17 y 18, obtenga la curvatura K empleando la 
fórmula (8). Después calcule K y p en el punto donde t = ty, 
y dibuje una porción de la curva, el vector tangente unitario y 
la circunferencia osculatrizent = 1. 

l 1 
7 x= eE re 
18. x=e +e y=e -et=0 


34 =0 


En los ejercicios 19 a 26, determine la curvatura K y el radio 
de curvatura p en el punto indicado. Dibuje una porción de la 
curva, una parte de la recta tangente y la circunferencia 
osculatriz en el punto dado. 


19. y = 2/x;(0,0) 20. y = 1.) 

21. y = e*%; (0, 1) 22. y = Inx;(e, 1) 

23. x=seny:().¿1) 24. 4x? + 9y? = 36; (0, 2) 
258. x= Jfy-1:0,5) 26. x=tuny (1, m 


En los ejercicios 27 a 34, calcule el radio de curvatura en 
cualquier punto de la curva dada. 

27. y =sen lx 28. y In sec x 
29. 4x? —- 9y? = 16 


31. 112 + yA = ai 


30. x= tan! y 


32. R(1) = e'senti + e'cos tj 
33. Lacicloide x = a(t — sen f), y = a(l — cost) 

34. Latractrizx = f - atanh Dr = a sech * 

En los ejercicios 35 a 38, obtenga un punto de la curva dada 
en el que la curvatura es un máximo absoluto. 

35. y = e” 36. y=x?-21+3 

37. R(N = Qt - Di + (2 - 1) 


39. El centro de la circunferencia osculatriz de la curva C 
en un punto P se denomina centro de curvatura en P. 
Demuestre que las coordenadas del centro de curvatura de 
C en P(x, y) están dadas por 


38. y = senx 


En los ejercicios 40 a 42, calcule la curvatura K, el radio de 
curvatura p y el centro de curvatura en el punto indicado. Di- 
buje la curva y la circunferencia osculatriz. 
40. y = Inx;(1,0) 41. y = x? - x?,(0,0) 

a (1 1 
42. y= cos x5 (3% 5 
En los ejercicios 43 a 46, determine las coordenadas del cen- 
tro de curvatura en cualquier punto. 


43. y? = 4px - 44. y? = ax 
45. R(r) = acosti + bsen!1j 
46. R() = acos ti + asen tj 


47. La figura adjunta muestra una rampa de salida curvada 
desde un camino recto y un sistema coordenado cartesia- 
no rectangular dispuesto de modo que la rampa comienza 
en el origen y el camino está sobre el eje x. La rampa coin- 
cide con la gráfica de y = yr desde el origen hasta el 

punto P(3, 1), y después con la circunferencia osculatriz 

de esta gráfica en P. Determine el centro y radio de cur- 
vatura de la circunferencia. 


Y 
4 


Él arco de 
- circunferencia 


48. Demuestre que la curvatura de una recta es cero en cada 
uno de sus puntos. 


49. Obtenga una ecuación de la circunferencia osculatriz 
de la curva y = e” en el punto (0, 1). 


50. Si una ecuación polar de una curva es r = F(0), demues- 
tre que la curvatura K está dada por la fórmula 


el) 
r + 2(4%o lr 


(»+ ET 


K= 
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En los ejercicios 51 a 54, calcule la curvatura K y el radio de 
curvatura p en el punto indicado. Utilice la fórmula del ejer- 
cicio 50 para determinar K. 


51. r = 4c0s20;0 = Gr 52. r U-sen6;0=0 


53. r= asec? 30,0 = za 54. r=a0,0=1 

55. Demuestre que si R(t) es el vector de posición de la curva 
C, K(t) es la curvatura de C en un punto P, y s unidades es 
la longitud de arco medida desde un punto P de C ele- 
gido arbitrariamente, entonces 


fi 


DR) + DIR) = AX]? 


56. Demuestre el teorema 11.4.2, 


57. Demuestre que la curvatura de la catenaria 
y = acoshíx/a) 


en cualquier punto (x, y) de la curva es af y? Dibuje la 
circunferencia osculatriz en el punto (0, a). Explique por 
qué la curvatura K es un máximo absoluto en (0, a) sin 
referirse a K (x). 


58. Demuestre que la curvatura de la hélice circular 


R() = acosti + asenti + bik a>05b>0 


es alía? + b?). Sugerencia: utilice la fórmula del teore- 
ma 11.4.2. 


59, A partir del resultado de! ejericicio 58, determine la cur- 
vatura máxima para la hélice de ese ejercicio para un va- 
lor fijo de b. 

60. A partir del resultado del ejercicio 58, explique el efecto 
en la curvatura de la hélice si (1) b se incrementa para un 
valor fijo de a, y (ii) si a se disminuye para un valor fijo 
de b. 


11.5 MOVIMIENTO CURVILINEO 


En las discusiones anteriores acerca del movimiento de una partícula, éste se 

restringió al movimiento rectilíneo. Ahora se considerará el movimiento de 

una partícula a lo largo de una curva, denominado movimiento curvilíneo. 
Suponga que C es la curva cuya ecuación vectorial es 


RO = fOi + g(oj + Ak 


donde : denota el tiempo. Conforme : varía, el punto terminal P de OP des- 
cribe la curva C, de modo que la posición de una partícula, que se mueve a lo 
largo de C, en el tiempo £ unidades es el punto P(f(0), g(0), A(D). A continua- 
ción se definirán el vector velocidad y el vector aceleración. 


11.5.1 Definición de velocidad y aceleración 


en el movimiento curvilineo 


Sea C la curva cuya ecuación vectorial es 


+ 80) + Ak 
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A) 


R() 


FIGURA 1 


V() 


V(0) 


[vel 


RG AG) 
2 senzti + 20055 (j 


a 
A 


2 


Si-una partícula se mueve a lo largo de C de modo que su posición en 
cualquier tiempo t unidades es el punto P(£(0, 2(0), htt)), entonces el” 
vector velocidad V(t) y el vector aceleración A(t) en el punto P se de- 
finen como : : 


VO = RW e VO = Fi + g(0j + ACOKk 
A) = RO S AM) =F01 + 203 + (Ok e A = VO 


donde R (+) existe. 


Puesto que la dirección de Rf) en el punto P es la misma que la de la 
recta tangente a la curva en P, entonces el vector velocidad V(1) tiene esta 
dirección en P. 

El módulo o intensidad (o también magnitud) del vector velocidad, 
I VO ||, es una medida de la rapidez de la partícula. 

La figura |] muestra las representaciones de los vectores velocidad y 
aceleración en el punto P de C. 


» EJEMPLO 1 Una partícula se mueve a lo largo de la curva 
plana que tiene la ecuación vectorial 


R() = 4 cos 3 fi + 4 sen > 1j 


Calcule la rapidez de la partícula y el módulo del vector aceleración de la 
partícula a los £ segundos si la distancia se mide en centímetros. Dibuje 
la trayectoria de la partícula y las representaciones de los vectores velocidad 
y aceleración en el punto donde t = ¿7 


Solución Al calcular V(0) y ALO) se tiene 


i 


v() 
=cos fi - Le 
cos, ti — senz1j 


(2 sen Ly? +(2 cos 11)? ILAco) l JE cos : 1? + (- sen 11? 


] 


14 sen?! y +4 cos?! 


Por tanto, la rapidez de la partícula es constante e igual a 2 cmfs. El 
módulo del vector aceleración también es constante e igual a 1 cm/s?, 
Las ecuaciones paramétricas de C son 


x= 4cos5f y y = 4senz! 0<1< dr 


Al eliminar el parámetro f de estas ecuaciones se obtiene la ecuación 
cartesiana 


+ y?=16 


la cual es la ecuación de la circunferencia con centro en el origen y radio 4, 
Ahora se determinarán los vectores velocidad y aceleración en 1 = 37. 


Vin = 2 senimi + 2 cos! aj A) = -cos ¿ri — senta 
>i+ 43j = 343 - 3j 


FIGURA 2 
Tabla 1 

! x y 
0 l 0 
0.5 2.25 0.125 
1 4 1 
15S 6.25 3.375 
2 9 8 

y 

A 


(9, 8) 


RO = (0 +21+Di+réj 0<r<2 


FIGURA 3 
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La dirección de V( 37) está determinada por 
tan 0, = -43 ln<0 <n 
y la dirección de A(3 71) está dada por 


1 
tan O, = 
% == 
Así, 61 = ¿n y 0, = ¿7 La figura 2 muestra la trayectoria de la partícula 


y las representaciones de los vectores velocidad y aceleración que tienen 
punto inicial para el cual 1 = 37. 


T<0,< ¿nx 


De manera semejante en que se simuló el movimiento rectilíneo, se pue- 
de simular el movimiento curvilíneo en el plano en la graficadora como se 
muestra en el ejemplo ilustrativo siguiente. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Para observar el movimien- 


to de la partícula sobre la circunferencia del ejemplo 1, active la graficadora 
en modo paramétrico e introduzca las ecuaciones paramétricas de la circunfe- 
rencia. Para el rectángulo de inspección de [—7.5, 7.5] por [-5, 5], considere 
tmín = 0, fmáx = 47 Y fstep = 0.1. Oprima la tecla [TRACE], después presione 
la tecla de avance a la izquierda y manténgala presionada hasta que el cursor 
esté en £ = 0, Ahora presione la tecla de avance a la derecha y mantén- 
gala oprimida. El cursor representa la partícula que se desplaza a lo largo de 
la circunferencia. 4 


» EJEMPLO 2 La posición de una partícula que se mueve en el 
plano, en el tiempo t unidades, está dada por la ecuación vectorial 


R() = (2 + 21+ Di +40 0sS1t<2 


(a) Calcule V(0), AC, [pV( || y [At l|. (b) Determine los vectores ve- 
locidad y aceleración en £ = 1. (c) Dibuje la trayectoria de la partícula 
e ilustre las representaciones de los vectores de velocidad y aceleración 
en de £ = 1. (d) Simule el movimiento de la partícula en la graficadora. 
(e) Trace la trayectoria de la partícula en la graficadora activada en el 
modo punto. : 


Solución 
(a) V() = Ro) A(9) = VG) 
= (21 + Di+ 38 = 21 + 62) 
[vol = JQr+2? +67  lacll = Ya + 36? 
= J/9% + 41? +81 +4 
(Iva) || = 5 lam] = /30 
= 6.32 


(c) Las ecuaciones paramétricas de la trayectoria de la partícula son 


=P +2t+1 y y=P 

Se localizan algunos puntos (x, y) de la trayectoria a partir de los valores 
de la tabla 1. Al considerar estos puntos y la continuidad de las compo- 
nentes de R(1) se dibuja la trayectoria mostrada en la figura 3. Esta fi- 
gura también muestra las representaciones de V(1) y A(l). 
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[0, 12] por [0, 8] 
x=P+2+1 y y=8P 


FIGURA 4 


[0, 12] por [O, 8] 
x=P4r2td+l y y=r 


FIGURA 5 


RO) = 3d + 0 + ¿PK 120 


FIGURA 6 


(d) A fin de simular el movimiento en la graficadora, ésta se activa en modo 
paramétrico y se introducen las ecuaciones paramétricas del inciso (c), 
Para el rectángulo de inspección de [0, 12] por [O, 8] se consideran los 
valores tmín = 0,fmáx = 2Y fstep = 0.05. Oprimala tecla [TRACE], después 
presione la tecla avance a la izquierda y manténgala presionada hasta 
que el cursor esté en £ = 0. La figura 4 muestra la pantalla de la grafica- 
dora como debe verse hasta este momento. Ahora presione la tecla 
avance a la derecha y observe la partícula, representada por el cursor, 
que se mueve a lo largo de la curva. 

(e) La figura 5 muestra la pantalla de la graficadora activada en el modo 
punto con la misma ventana y los mismos valores de t y tstep del inci- 
so (c). Observe que la distancia entre dos puntos sucesivos trazados se 
hace más grande a medida que t se incrementa, lo cual indica que la ra- 
pidez de la partícula se incrementa conforme t crece. 4 


» EJEMPLO 3 Una partícula se mueve a lo largo de la curva que 
tiene la ecuación vectorial 


R() = 31 +Pj+ 34k  1>0 


Obtenga los vectores velocidad y aceleración así como la rapidez de la par- 
tícula en: = 1. Dibuje una porción de la curva que contenga al punto para el 
cual ! = 1, y las representaciones de los vectores velocidad y aceleración en 
ese punto. 


Solución Al calcular V(r) y A(0) se obtiene 


V() = D,R() A(0) 


3i + 21j + 217k 


Vol = 4/9 + 41? + ar? 


DVD 
2j + 4tk 


Así, 
V() =3i1+2j+2k  —A(M=2j+4k —|vo|= 4/17 


Las ecuaciones paramétricas de la curva dada son 


2d SA a 


Puesto que £ > O, la partícula se desplaza del origen hacia arriba en el pri- 
mer octante conforme f se incrementa. La porción de la curva en 1 = 1 y las 
representaciones de V(1) y A(1) se muestran en la figura 6. | 


De la ecuación (8) de la sección 11.3, si T(t) es el vector tangente uni- 
tario en P, ses la longitud de arco de C, que parte de un punto fijo hasta P, y s 
se incrementa conforme f crece, entonces 


DR) = STO) 


Como el miembro izquierdo de esta ecuación es el vector velocidad, se tiene 


vo = E TO m 
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y por tanto, A 
Ivoll= E 0) 


esto es, la rapidez de una partícula es la tasa de variación de s con respecto 
at. De (1) y (), 


Vit): 
T() = 
Ivo! 


La ecuación (1) expresa el vector velocidad como un escalar por el vec- 
tor tangente unitario. El coeficiente de T(*), ds/dt, se denomina componente 
tangencial del vector velocidad. Ahora se expresará el vector aceleración 
en términos de un vector tangente a la dirección de movimiento y a un vector 
normal a esta dirección. 

Si se sustituye D,?R(t) por A(t) en la ecuación (6) de la sección 11.3, 
se obtiene 


A() = (D,lD,R(5) ||) Tio + C|D,RO) || |] D,Tw [DN 


De la ecuación (5) de la sección 11.4, ||D,T() || = || D,R() || X(0). Al 
efectuar la sustitución de este valor, y reemplazar || D,R(0) || por ds/dt en la 
ecuación anterior, se tiene 


- Loro + (2) 
A(M = q To) + En K(0N() 6) 


La ecuación (3) expresa el vector aceleración como la suma de un esca- 
lar por el vector tangente unitario y un escalar por el vector normal unitario; 
esto es, A(1) se transforma en la suma de un vector tangente a la dirección de 
movimiento y un vector normal a esta dirección. El coeficiente de T(t) se 
llama componente tangencial del vector aceleración y se denota por Ay(1), 
mientras que el coeficiente de N(+) se denomina componente normal del 
vector aceleración y se representa por Ay(1). De esta manera, 


A() = AT(OT(O) + An(ONG) 4) 
donde 
d?s 
= EL 5 
Aro) dí (5) 
y 
ds y? 
(ay E) 
An) = (2) K() a An) = P(0 (6) 


Puede ocasionarse un cambio en el vector velocidad, V(t), mediante un 
cambio en su intensidad (módulo) o en su dirección. Como A(f) = D/V(s), la 
tasa de variación de V(£) con respecto a f es A(£). Observe en la ecuación (5) 
que Ar(t) es la tasa de variación de la rapidez de la partícula; esto es, Ay(1) 
está relacionado con la variación de la intensidad (módulo) de V(£). Debido a 
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que Ay(t) involucra a la curvatura K(£), Ay(t) está relacionado con la varia- 
ción de la dirección de V(r). Estos resultados son importantes en mecánica. 
La segunda ley de Newton sobre el movimiento es 


F = mA (7) 


donde F es el vector fuerza aplicado a un objeto que se mueve, m es la me- 
dida constante de la masa del objeto, y A es el vector aceleración del objeto. 
Al sustituir de (3) en (7) y considerando v = dsfdt, se tiene 


F() = mE TO + mv2K(0N() 


Así, en el movimiento curvilíneo, la componente normal de F es 


mv? 


70) 


la cual es la intensidad (módulo) de la fuerza normal a la curva necesaria para 
mantener al objeto sobre la curva. Por ejemplo, si un automóvil se desplaza 
sobre una curva con una rapidez grande («alta velocidad»), entonces la fuer- 
za normal ejercida por la carretera debe tener una intensidad grande para 
mantener al carro sobre la carretera. También, si la curva es muy cerrada, 
entonces el radio de curvatura es un número pequeño; por lo que otra vez la 
intensidad de la fuerza normal debe ser un número grande. En la construcción 
de una pista de carreras para automóviles, por ejemplo, la pista se inclina a 
fin de incrementar la intensidad de la fuerza normal. 
De la ecuación (4), 


ato! = Ar? + TAO P 


mv2K(D) eo 


Si se resuelve está ecuación para Ay(£), y observando en (6) que Ay(t) es no 
negativa, se tiene 


Ayo) = ANACO? - 14 OP 


la cual es una fórmula conveniente para calcular Ay(£). 


» EJEMPLO 4 Una partícula se mueve a lo largo de una curva 
que tiene la ecuación vectorial 


RO = (?-Di+GH-nj 120 


Determine cada uno de los siguientes vectores: V(£), A(£), TC), y NG). Tam- 
bién obtenga los escalares: ll V(5 l , Arlt), Ayto) y K(£). Calcule los valores 
particulares cuando £ = 2. Dibuje una porción de la curva que contenga al 
punto para el cual £ = 2, y las representaciones de V(2), AQ), A/Ó)TO) 
y Ay(2)N(2), cuyo inicial es el punto donde £ = 2. 


Solución Como V() = D,R(2) y A(D) = D,V(, 


VO = 2ti + (2 - 1) A() =2i + 21j 
vol = /4? + (+? - 1? FAO || = Ya + 41? 


14212 + 1 = 241 +12 


=12+1] 


1 
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ds 


Por tanto, ÓN £? + 1. En consecuencia - 
2 z 
ao = E Ayto) = y NACO! — 1a(0P 
0 = /4+ 47-41? 
=2 
TW) = V() 
Ivo! 


21 ;,12-1 
i+ 
241 2+] 


Con el fin de calcular N(r) se emplea la fórmula siguiente, la cual se obtiene 
de (3): 


N(5) = [A(9) - (O29TO1 (8) 


1 
(Ds)? K(0) 


Ca 
A(D) - (D29T() = 21 + 21j - 21 A E 15) 
2+1 2+1 


Z 
2+1 


A(2) - (D29T0) [GA - ¿hi + 241 (9) 


De (8), N(1) es igual a un escalar por el vector de (9). Como N(£) es un 
vector unitario, N(1) puede obtenerse al dividir el vector de (9) entre su mó- 


dulo. Así, 
Nu = A-Bi+ 21 
Ja - Ay + (21) 
1-1, 2, 
S + 
E 142? 


Ahora se calculará la curvatura K(f) a partir de la primera ecuación de 
(6). Con Amt) = 2 y D;s = 1? + 1, se tiene 


2 
KO = =—5 
a ña (2 +1 
á ? E Los vectores y escalares solicitados parat = 2 son los siguientes: 
5+ V() = 41 + 3j A(2) = 2i + 4j 
pl vo Ivo l=s Ar) = 4 
aL ARA TQ) = ti+ y N(2) = d+ $ 
de AE Ay(2) = 2 K2D)= 5 
+ 4 + a O 
2345678 


La curva requerida y las representaciones de los vectores se muestran en la 


figura 7. 4 
RO = (2 - Di+ Go - Dj 


sdroónid » EJEMPLO 5 Una partícula se mueve a lo largo de una curva 
que tiene la ecuación vectorial 


R() = ti + el] + £k 


Determine las componentes tangencial y normal del vector aceleración. 
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(v, COS Ox, v SEN 0) 


FIGURA 8 


Solución Al calcular los vectores y escalares necesarios se obtiene 


V() = D,R() A(O) = D.V( 
=i+ej+k = e!j 
Vo ll = 42 + e? Al = e! 
ds 21 d?s el 
== y12+e er 
di a” Ba 
Por tanto, 
21 r 
AO = == Ayto = NACO l? — 14, (0P 
24 e? 
——— 
lan _ € 
5 y 2 + e?! 
y e a 
42 + e?! 


El estudio del movimiento curvilíneo se concluye con la discusión del 
movimiento de un proyectil. Suponga que. el proyectil se desplaza en un 
plano vertical y que la única fuerza que actúa sobre el proyectil es su peso, 
dirigido hacia abajo con una intensidad de mg libras, donde m slugs es su 
masa y g pie por segundo cuadrado es la aceleración constante debida a la 
gravedad. No se considerará la fuerza ocasionada por la resistencia del aire, 
la cual, para cuerpos densos que se desplazan con rapidez pequeña, no 
ejerce un afecto notable. 

Suponga que un proyectil se dispara desde un cañón que tiene un ángulo 
de elevación de Q radianes. Sea vy el número de pies por segundo la veloci- 
dad inicial o velocidad de salida. Los ejes coordenados se colocan de modo 
que el cañón esté ubicado en el origen. Refiérase a la figura 8. El vector de 
velocidad inicial, Vo, del proyectil está determinado por 


Vo = »)cos Ai + vy sen Oj (10) 


Sean £ segundos el tiempo que transcurre desde que el arma se disparó, 
x pies la distancia horizontal del proyectil desde el punto de partida a los £ se- 
gundos, y y pies la distancia vertical del proyectil también desde su punto 
de partida a los t segundos. R(t) es el vector de posición, V(t) es el vector 
velocidad y A(t) es el vector aceleración del proyectil a los £ segundas. 

Como x y y son funciones de £, se escriben las componentes horizontal 
y vertical de R(t) como x(£) y y(£); así, 


R() = x0i + yOj 
Si F representa la fuerza que actúa sobre el proyectil, entonces 
F = —mgj 


De esta ecuación y la ecuación (7) (la segunda ley de Newton para el mo- 
vimiento), 


mA(S) = -mgj 
A(M)=-3i e VU = -ej 


Al integrar los dos miembros de esta ecuación con respecto a f, se obtiene 


V() = -8tj + C; 
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Como V(0) = YVg, entonces C; = Vo. Por tanto, 
VO = -2tj + Vo e R() =-gtj + Vo 
Si se integra otra vez, resulta 
R() = -38Pj + Vot + C, 


Puesto que el proyectil parte del origen, R(0) = 0; por lo que C, = 0. De 
este modo, 


R() = -hgr% + Vo! 
Con el valor de V de (10), esta ecuación se transforma en 
R() = -L8Pj + (vycos xi + vy sen aj): 


R() = tvpcos xi + (tvp sen a — Lgr?)j (1) 


La ecuación (11) proporciona el vector de posición del proyectil a los £ 
segundos. Á partir de esta ecuación se puede estudiar el movimiento del 
proyectil. Generalmente, las cuestiones de interés son las siguientes: 


1. ¿Cuál es el alcance del proyectil? El alcance es la distancia VOA| a lo 
largo del eje x (consulte la figura 8). 

2. ¿Cuál es el tiempo total de recorrido, esto es, el tiempo que tarda el pro- 
yectil en ir de Oa A? 

3. ¿Cuál es la altura máxima del proyectil? 

4. ¿Cuál es la ecuación cartesiana de la curva recorrida por el proyectil? 

5. ¿Cuál es el vector velocidad del proyectil en el momento del impacto? 


Estas cuestiones serán respondidas en el ejemplo siguiente. 


» EJEMPLO 6 Se dispara un proyectil desde un cañón que tiene 
un ángulo de elevación de ¿T rad, y su velocidad de salida es de 480 pie/s. 
Obtenga: (a) el vector de velocidad inicial; (b) el vector de posición R(t) y 
las ecuaciones paramétricas de la trayectoria del proyectil; (c) el tiempo de 
recorrido del proyectil; (d) el alcance del proyectil; (e) la altura máxima 
alcanzada por el proyectil; (f) el vector velocidad y la rapidez en el momento 
del impacto; (g) el vector de posición, el vector velocidad y la rapidez a los 
2 s; y (h) una ecuación cartesiana de la trayectoria del proyectil. 


Solución 
(a) De 10 con vy = 480 y a = 27, el vector de velocidad inicial es 


Vo = 480cosixi + 480 sen! xj 
240/31 + 240j 


(b) El vector de posición a los £ segundos se puede obtener al aplicar (11); 
así, 


R() = 2404311 + (2401 - 581?) 
Si se considera g = 32 se tiene 


R() = 240 43ti + (2401 —- 1612)j (12) 
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(0) 


(d) 


(e) 


(£) 


(8) 


(h) 


Si (x(0, y (0) es la posición del proyectil a los £ segundos, entonces 


x(t) = 24043 y  y() = 240: - 16% (13) 


Con el propósito de calcular el tiempo de recorrido del proyectil, se 
debe obtener + cuando y(1) = O. De esta manera, se considera y(5f = O 
en la segunda ecuación de (13): 


2401 —- 161? = 0 
(240 — 16) =0 
t=0 t= 15 


El valor O para £ se presenta cuando el proyectil se dispara. Como 
y(15) = 0, el tiempo de recorrido es de 15 s. 

Con el fin de obtener el alcance del proyectil se calcula x(15). De la 
primera ecuación de (13), x(15) = 3 600 /3. En consecuencia, el alcan- 
ce es de 3600 /3 = 6200 pie. 

El proyectil alcanza su máxima altura cuando la componente vertical 
del vector velocidad es cero, esto es cuando y (1) = 0, Al calcular y (+) de 
la segunda ecuación de (13) se tiene 


y (1) = 240 — 321 


Si se considera y (1) = O, se obtiene £ = 7.5, el cual es la mitad del 
tiempo total de recorrido. 


Puesto que el tiempo total de recorrido es de 15 s, el vector velocidad en 
el momento del impacto es V(15). Con V(+) = Rs), se obtiene de (12) 

V() = 240431 + (240 - 328)j (14) 
Así, 

V(15) = 240/31 — 240j 
Como l V(15) ll = 480, la rapidez en el momento del impacto es de 
480 pie/s. 
De (12) y (14), 

R(2) = 480431 + 4165 V(2) = 24043 i + 176j 
Ivo | = 4Q4043? + (176)? 
= 32 4199 


Por tanto, a los 2 s la rapidez es de 32 /199 pie/s = 450 piefs. 
A fin de obtener una ecuación cartesiana de la trayectoria del proyectil, 
se elimina el parámetro 1 de las ecuaciones paramétricas (13). Al susti- 
tuir el valor de £ de la primera ecuación en la segunda se obtiene 


y = 240| z ) 10 z li 
24043 24043 
PE paa 
4/3 10 800 
la cual es una ecuación de una parábola. d 


» 


EJEMPLO 7 (a) A partir de las respuestas de los incisos (b)-(e) del 


ejemplo 6, trace la trayectoria del proyectil en la graficadora y simule el mo- 
vimisento del proyectil. (b) Trace la trayectoria del proyectil en el modo punto. 


[0, 6 300] por [-300, 1 000] 
x(0) = 240/31 y y) = 2401 — 161? 


FIGURA 9 


[0, 6 300] por [-300, 1 000] 
x(0) = 240/31 y y) = 2401 — 161? 
FIGURA 10 


11.5 MOVIMIENTO CURVILÍNEO 907 


pan 
Solución 
(a) Con la graficadora en modo paramétrico, se introducen las ecuaciones 


(b) 


paramétricas 

x(1) = 240431 y  y() = 2401 — 161? 

En el rectángulo de inspección de [O, 6 300] por [-300, 1 000], considere 
los parámetros tmín = 0, tmáx = 15 y fsiep = 0.5. Oprima la tecla 
[TRACE]. Después presione la tecla de avance a la izquierda y mantén- 
gala oprimida hasta que el cursor esté en £ = O. La figura 9 muestra la 
pantalla de la graficadora como debe verse hasta este momento. Ahora 
presione la tecla avance a la derecha y observe que la partícula, repre- 
sentada por el cursor, se mueve a lo largo de la curva. 

La figura 10 muestra la pantalla de la graficadora en modo paramétrico 
y en modo punto, con los mismos valores de £ y step como en el inciso 
(a). Observe que la distancia entre dos puntos sucesivos trazados es más 
pequeña conforme f crece hasta 7.5, cuando el proyectil alcanza su al- 
tura máxima. Después, conforme t crece de 7.5 a 15, la distancia entre dos 
puntos sucesivos trazados se hace más grande. Estas observaciones in- 
dican que la rapidez del proyectil disminuye conforme se eleva desde su 
posición inicial hasta su altura máxima, esto es, cuando su rapidez es 
cero; después, cuando el proyectil desciende su rapidez crece hasta hacer 
contacto con el suelo. 4 


En los ejercicios 1 a 10, la posición de una partícula, que se 


mueve en el plano xy, a las t unidades de tiempo está determi- 
nada por la ecuación vectorial. (a) Obtenga V(t), A(0, 
[Ivo ll y [| Ato ||. (0) Determine los vectores velocidad y 
aceleración en t = t,. (c) Dibuje la trayectoria de la partícula 
y las representaciones de los vectores velocidad y aceleración 
en t = t,. (d) Simule el movimiento de la partícula en la gra- 
ficadora. (e) Trace la trayectoria de la partícula en la grafi- 
cadora en el modo punto. 


L OR() = (+ 4i+ (1 -2)jt =3 
2. R() = (1 +Di+ (2- Din = 1 


3. R(r) = 5cos2ti + 3 sen21j,t, = ¿7 

'4. RG) = si - 35 n=4 

5. R() = eli + et, = 1n2 

6. R() = ei + et =0 

7. RG) = 56i + Insecfj;1, = ¿7 

8. R() = 21 - cosfi + 2(1 — sen f)j; 1 = xn 
9. R() = (2 + 30i + (1- 3)j1 = 5 

10. R() = In + Di + 3951) =1 


En los ejercicios 11 a 16, la posición de una partícula, que se 
mueve en el espacio tridimensional, a las t unidades de tiempo 
está determinada por la ecuación vectorial. Obtenga los vec- 
tores velocidad y aceleración así como la rapidez de la par- 
tículaent = t¡. Dibuje una porción de la curva que contenga al 
punto donde t = t,, y las representaciones de los vectores 
velocidad y aceleración en ese punto. 


11. R(%) = 2costi + 2senij + 1k1 = 57 

RL. RO =tfi+ ¿8 + Léók1 =2 

13. R() =1i + (7 - 28j + 2r - Dk;t, = 2 

14, R() = 3cosri + 4sentj + 21k;1 = ¿7 

15. R(r) = e'costi + e'sentj + e'k;t, = 0 

16. R() = ¿(2 + is in(1 + Ajos tan 1] = 1 


En los ejercicios 17 a 20, una partícula se mueve en el plano 
xy de modo que se satisfacen la ecuación dada y las condicio- 
nes iniciales. Obtenga una ecuación vectorial de la trayectoria 
de la partícula. 


Y. VO = 71 -= (+ Dj y R(0)= 31 + 2j 
(r-1 

18. V() = Qr- Di + 310?2j y RU) = 4i- 3j 

19. A(1) = ei + 2e2j, V(0) = 2 +j y R(0)=3j 

20. A(t) = 2 cos 2fi + 2 sen 21tj, V(0) =i + j y 


=li-!j 

R(0) =3i - 3] 
En los ejercicios 21 a 24, una partícula se mueve en el espa- 
cio tridimensional de modo que la ecuación dada y las con- 


diciones iniciales se satisfacen. Determine una ecuación de 
la trayectoria de la partícula. 


21. VO =i+j-321k y R(0)=i+ 2j 

22. VO = (7 + 201 + 21j + 3k y R(0)= 2j+k 
23. A(r) = 61 + 121% + k,V(O) = 2i + 3j y R(0) = 4k 
24. A(1) = -32k, V(O) = 4i + 4j y R(0) = 60k 


En los ejercicios 25 a 30, una partícula se mueve a lo largo 
de la curva que tiene la ecuación vectorial dada. En cada 
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ejercicio determine los vectores V(£), A(D), T(0) y N(0), y los es- 
calares siguientes para un valor arbitrario de t: ll V(5 [| , Arlt), 
An(t) y K(t). También obtenga los valores particulares cuando 
t = t;. En t = t,, dibuje una porción de la curva y represen- 
taciones de los vectores V(t,), A(t1), Ap(t,), TC) y Ay( YN). 


25. R() = (Q1+ Di + (2 — Djs, = 2 
26. KR) = (4 - Di+ Pp =1 

27. R() = 5cos3ti + Ssen31];,1, = 
28. Rs) = 3% + 2151 = 1 

29. R() = e'i+e“j1 =0 


30. R(1) = cost%i + sens?j; 1, = ¿Va 


1 
¡7 


En los ejercicios 31 a 36, una partícula se mueve a lo largo de 
una curva que tiene la ecuación vectorial dada. Calcule las 
componentes tangencial y normal del vector aceleración y uti- 
lícelos para expresar A(t) = AJ(OT(O + AyCON(D) sin 
calcular T(t) ni N(0. 


31. R() = 04 + Pj+1k 

32. R() = e i+ ej + /21k 

33, R() = (cost + £sen fi + (sent — fcosf)j + 2k,1 > O 
34. R() = 20% + 1?j + 45k 

35. R() 


36. R(1) = rcosti + rsentj + ¿k 


ll 


Pi+ GA + 0j + Gr - 0k 


37. Demuestre que si la rapidez de una partícula que está en 
movimiento es constante, entonces su vector aceleración 
siempre es ortogonal a su vector velocidad. 


38. Una partícula se mueve a lo largo de una curva que tiene la 
ecuación vectorial R(t) = tantfi + senh 21j + sech tk. 
Demuestre que los vectores velocidad y aceleración son 
ortogonales en f£ = 0. 


39. Una partícula se mueve a lo largo de la cúbica alabeada 
RO = 4 +Pj+ k 


Obtenga una ecuación del plano determinado por los vec- 
tores tangente unitario y normal unitario en el punto de la 
curva donde f = l. 


40. Demuestre que para la cúbica alabeada del ejercicio 39, si 
t % 0, entonces ningún par de los vectores R(s), V() y 
A(t) son ortogonales. 


En los ejercicios 41 y 42, se dispara un proyectil desde un 
cañón que tiene un ángulo de elevación de Q radianes, y su 
velocidad de salida es vo pie por segundo. Obtenga: (a) el vector 
de velocidad inicial; (b) el vector de posición R(t) y ecuaciones 
paramétricas de la trayectoria del proyectil; (c) el tiempo de 
recorrido del proyectil; (d) el alcance del proyectil; (e) la al- 
tura máxima que alcanza el proyectil; (f) el vector velocidad y 
la rapidez en el momento de impacto; (2) el vector de posición, 
el vector velocidad y la rapidez a los t, segundos; y (h) una 
ecuación cartesiana de la trayectoria del proyectil. 


41. 0 = lv) = 320,5 =6 
160, f, = 4 


e nl 
492. a 375 


En los ejercicios 43 y 44, haga lo siguiente: a partir de las res- 
puestas de los incisos (b)4e) del ejercicio indicado, trace a 
trayectoria del proyectil en la graficadora y simule el movimien- 
to del proyectil; (b) trace la trayectoria del proyectil en modo 
punto; (c) dibuje lo que muestra la pantalla de la graficadora 
del inciso (b); (d) describa lo que observa en la pantalla de la 
graficadora del inciso (b) acerca de la rapidez del proyectil. 


43. Ejercicio 41. 44. Ejercicio 42. 


45. Se dispara un proyectil desde un cañón situado en la parte 
superior de un edificio de 96 pie de altura. El cañón forma 
un ángulo de 30? con la horizontal. Si la velocidad de sa- 
lida es de 1 600 piefs, calcule el tiempo de recorrido y la 
distancia desde la base del edificio hasta el punto donde 
caerá el proyectil. 


46. La velocidad de salida de un arma es de 160 pie/s. ¿Con 
qué ángulo de elevación debe dispararse el arma a fin de 
que el proyectil impacte un objeto situado al mismo nivel 
del arma y a una distancia de 400 pie de ésta? 


47. ¿Cual es la velocidad de salida de un cañón si un proyec- 
til disparado desde éste tiene un alcance de 2000 pie y 
alcanza una altura máxima de 1 000 pie? 


48. Se lanza horizontalmente una pelota desde la parte supe- 
rior de un risco de 256 pie de altura con una velocidad 
inicial de 50 pie/s. Calcule el tiempo de recorrido de la pe- 
lota y la distancia desde la base del risco hasta el punto 
donde caerá la pelota. 


49. A medida que un barco se aleja de un muelle, una mucha- 
cha ubicaba en la cubierta del barco, a 55 pie por arriba del 
muelle, lanzó una piedra envuelta en una nota a un amigo 
que está en el muelle. El barco se hallaba a 28 pie del 
muelle en el momento en que la joven lanzó la piedra 
desde su mano, a 5 pie por arriba de la cubierta, hacia el 
muelle con una velocidad inicial de 15 pie/s y en un ángu- 
lo de 45? con respecto a la horizontal. ¿Llegará la piedra 
al muelle, de modo que su amigo reciba la nota, o caerá al 
agua y se hundirá? Justifique su respuesta. 


No de 
MB pie/s 


50. Responda la pregunta del ejercicio 49 suponiendo que la 
muchacha lanzó horizontalmente la piedra con una velo- 
cidad inicial de 15 piefs. 

51. Un niño apuesta a sus amigos que puede lanzar una pelota 
y pegarle a un anuncio que se encuentra a 25 pie de él. El 
anuncio tiene 10 pie de altura y su base está a 35 pie 


52. 


sobre el suelo. El niño lanza la pelota hacia el anuncio con 
una velocidad inicial de 60 pie/s y un ángulo de elevación 
de 60”. Si la mano del niño está a 5 pie del suelo, demues- 
tre que el niño gana la apuesta y determine la dirección de 
la pelota en el momento del impacto. 


Una basquetbolista debe efectuar un tiro libre en la canas- 
ta cuyo aro está a 10 pie del piso del gimnasio. Si la juga- 
dora se encuentra a una distancia horizontal de 11 pie del 
centro de la canasta, determine el ángulo en que debe lan- 
zar la pelota con una velocidad inicial de 25 piefs si sus 
manos se encuentran a 6 pie por arriba del piso en el mo- 
mento del tiro. 


53, 


54, 


55. 
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Un árbol de 45 pie de altura se encuentra entre un banderín 
y una pelota de golf, la cual está a 225 pie del banderín. 
El árbol se encuentra a 100 pie de la pelota. Un golfista 
golpea la pelota en dirección del bandérín con una rapi- 
dez de 80 pie/s y un ángulo de 45”. Demuestre que la pe- 
lota no golpea el árbol, y determine a qué distancia del 
banderín cae la pelota. 


Determine el ángulo de elevación de un cañón de modo 
que al dispararse se obtenga el máximo alcance para una 
velocidad de salida dada. 


Una partícula se encuentra en el punto (r, 0) de la cir- 
cunferencia con centro en el origen y radio r, y se mueve 
sobre la circunferencia con una rapidez angular constante 
de ( radianes por segundo. Una ecuación de su trayec- 
toria es 


R() = ircos 0f + jr sen wt 


Esta ecuación describe el movimiento circular unifor- 
me. (a) Demuestre que la rapidez de la partícula está 
determinada por rw. (b) Demuestre que si A(£) es el vector 
aceleración, entonces la dirección de A(£) es opuesta a la 
de R(s), además ll A(D ll = ra?. (e) Calcule T(9, N(O, 
Artt) y Ayto). (d) ¿Cuál es el efecto sobre Ay(t) si la ra- 
pidez angular se duplica? 
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> SUGERENCIAS PARA LA REVISIÓN DEL CAPÍTULO 1 1 


1. 


¿Qué es una función vectorial y en qué difiere de una fun- 
ción real? 

¿Cómo se utilizan las propiedades de las funciones reales 
en el estudio de las funciones vectoriales? 


¿En qué consiste la dependencia de las definiciones del 
límite y continuidad de una función vectorial de las de- 
finiciones correspondientes para una función real? 


¿Cómo se obtienen ecuaciones cartesianas de una curva 
en el espacio tridimensional a partir de su ecuación vecto- 
rial? Invente un ejemplo que ilustre la respuesta. 


¿En qué son semejantes o en que difieren las definiciones 
de la derivada e integral indefinida de una función vecto- 
rial y las definiciones correspondientes para funciones 
reales? 


6. 


10. 


¿Cómo se interpreta geométricamente la derivada de una 
función vectorial? 

¿En qué son semejantes o diferentes los teoremas de la 
derivada de la suma, producto punto y producto cruz de 
dos funciones vectoriales y los teoremas correspondien- 
tes para funciones reales? Invente ejemplos que ilustren la 
respuesta. 

¿Cuál es la regla de la cadena para funciones vectoriales? 
invente un ejemplo que ilustre su aplicación. 

¿Qué puede concluirse acerca de una función vectorial y 
su derivada si el módulo de la función vectorial es 
constante? Ñ 

¿Cuál es la fórmula para la longitud de arco de una curva 
definida mediante una ecuación vectorial en el espacio 
tridimensional? 
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11. ¿Cuál es el vector tangente unitario T(t) de una curva C en 
un punto P de C si RC1) es el vector de posición? Esta- 
blezca una fórmula para calcular T(*) a partir de R(s). 


12. ¿Cuál es el vector normal unitario N(t) de una curva C en 
un punto P de C si T(t) es el vector tangente unitario? 
Establezca una fórmula para calcular N(£) a partir de T(£). 


13. Exprese el vector binormal unitario de una curva C en un 
punto P de C en términos de los vectores tangente unitario 
y normal unitario. 


14. ¿Cuáles son los planos osculador, rectificador y normal de 
una curva € en un punto P de C? ¿Cómo se obtienen ecua- 
ciones de estos planos? 


15. Si R() = f(i + e(1)j + Ak es una ecuación vec- 
torial de la curva C, ¿cómo obtendría una ecuación que 
contenga a ft y el número de unidades de longitud de 
arco s a partir de un punto arbitrario de C hasta el punto 
PF, glo, 0)? ¿Por qué no se puede resolver, gene- 
ralmente, esta ecuación para s en términos de t? Invente un 
ejemplo que ¡lustre la respuesta. 


16. Si R(t) es el vector de posición de una curva C en el espa- 
cio tridimensional, defina la curvatura K(t) de C en un 
punto de la curva. 


17. Proporcione dos fórmulas para calcular la curvatura K(£): 
(i) una en términos de D,R(s) y D,T(+), (ii) la otra en tér- 


minos de D,R(s) y D,2(t). ¿Cuál de estas fórmulas es más 
fácil de aplicar? a 


18. Defina el radio de curvatura y la circunferencia osculatriz 
para curvas en el plano xy. 


19. Establezca una fórmula para calcular la curvatura de una 
curva plana definida por una ecuación de la forma 


y =f0. 


20. Si una partícula se mueve a lo largo de la curva C que 
tiene la ecuación vectorial R() = f(Ni + g(Mj + AOK, 
defina los vectores velocidad y aceleración en un punto 
P de C. ¿Cuál es la rapidez de la partícula en P? Invente 
un ejemplo que ilustre la respuesta. 


21. Establezca una fórmula que exprese el vector aceleración 
como la suma de un vector tangente a la dirección de mo- 
vimiento y de un vector normal a esta dirección. 


22. Establezca las fórmulas que proporcionan las componen- 
tes tangencial y normal de la aceleración. 


23. ¿Cuál es el vector de posición de un proyectil disparado 
desde un cañón que tiene un ángulo de elevación a y una 
velocidad de salida de vy pies por segundo? ¿Cómo 
determinaría la altura máxima, el tiempo de recorrido y el 
alcance del proyectil a partir de este vector? Invente un 
ejemplo que ilustre la respuesta. 
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En los ejercicios | a 4, determine el dominio de la función vec- 
torial. 


1. R() = 


14 YO 2 RO) = 1n(0 + Di + ej 


fa 
3. R() = Inicost|i + /41? —- 17 + /4-Pk 

4. R() =49- Pi + tantj + 5 K 

En los ejercicios 5 a 8, calcule el límite indicado, si existe. 


4) 


t-1 


a lim + 
>ne+l 


6. lim (cos mi + Sen! ) 
130 É 


= -) 

* tim [ets + > e 1) 
(12-16, tanl(r- 4), 

a 


En los ejercicios 9 a 12, determine los números en los que la 
función vectorial es continua. 


9 RN =ei+ Intj + k 


1 
4=1 


j+41-12k 


10. R() = In|cost|i + 


1 
ll -1 


sen(t — l), Pi, 
re E TEE 
11. RG) = + (G-Dinfr-1[K sirz=1 
d+ sit=1 
dE 
QU+oMiradtjr Ek o sirz0 
12. R() = l-+ 
ei + j+k) sit=0 


En los ejercicios 13 a 16, dibuje la gráfica de la función 
vectorial. 


13. R() = 2secfi + 2tan?j 

14, R() = 2/11 + (+ 10 

15. RO) = 11 + P4j+2k0=<1<2 

16. R() = 3cosfi + 3sentj + 31k,0 < 1 < 27 
En los ejercicios 17 y 18, obtenga R(t) y R"(0). 


17. R() = 


1 PO E 
i+-j- In¿k 
a 


to, t+l, 
18. Ro) = 71-141 
der ii es de 


t+1 

t- pe 

En los ejercicios 19 y 20, calcule D, ! R() l y l D,R(t) ll 
19. Rí(1) = 2e' — Di + 2(e' + 1)j + e'k 


20. R(1) = cos 21i + sen 21j + 2%k 
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21. SiR() = 2 YRO = = j, obtenga R(+). 


22. SIR) =Li+ nj 


jyRQ) = 31 — 2j, obtenga R(1). 

23. Si Ri) = at - 20" j + 2 cosh3 5k y RQ) = 
2ei-- 2e7!j + k, obtenga R(2). 

24. SIR) = cos? ti + cos 2fj — 2 sen21k y R(0) = i, ob- 
tenga R(s). 

En los ejercicios 25 y 26, calcule la longitud de arco exacta 

de t| a t, de la curva que tiene la ecuación vectorial dada. 


25. R() = roosti + rsentj + 1k,t =031, = 37 
26. R() = 


Q- 301 + (41 Di + Pkosg = 031) = 3 
En los ejercicios 27 y 28, utilice el procedimiento NINT de la 
graficadora para obtener un valor aproximado, con cuatro dí- 
gitos significativos, de la longitud de arco de t, a t, de la 
curva que tiene la ecuación vectorial dada. 


7. RO) = Inf + sj - Ub) = lit =2 


=0,t, = z T 
En los ejercicios 29 y 30, calcule T(1) y N(0), y dibuje una por- 
ción de la curva que contenga al punto donde t = ty, y las re- 
presentaciones de T(t,) y N(£,) cuyo punto inicial es ese punto. 


29. R() = e Yi + 151 = 1n2 
30. R() = Pi+ 
En los ejercicios 31 a 34, calcule T(M) y N(0). 
31. R(0) 
32. R(1) = eli + 2e "j + 21k 

33, R() = 3sen2fi + 41j + 3 cos 21k 
34. R() 


En los ejercicios 35 a 38, determine el triedro móvil y ecua- 
ciones de los planos osculador, rectificador y normal para la 
curvaent = tj. 


28. R(1) = costi + senij + e%k;1; 


dp = 
754 =1 


Li + Pj+ 21k 


Íi 


3(cost + tsen fi + 3(sen f — £cos f)j + 3k 


35. La curva del ejercicio 31; f, = 1 
36. La curva del ejercicio 32; t, = 0 
37. La curva del ejercicio 33; 1, = 0 

1 


38. La curva del ejercicio 34; f, = ¿A 


En los ejercicios 39 y 40, para la curva dada, exprese la lon- 
gitud de arco s como una función de t, donde s se mide a partir 
del punto donde t = 0. 


39. La curva del ejercicio 31 
40. La curva del ejercicio 32 


En los ejercicios 41 a 44, obtenga una ecuación vectorial de la 
curva que tiene a la longitud de arco s como paramétro, donde 
s se mide a partir del punto donde t = O. Verifique la res- 
puesta utilizando la ecuación (9) de la sección 11.3. 


41. R = 41 + lQr+ 1% 
42. La curva del ejercicio 30 
43. La curva del ejercicio 33 


44. La curva del ejercicio 34 


En los ejercicios 45 y 46, para la curva y ty del ejercicio indi- 

cado, calcule la curvatura K y el radio de curvatura p en el” 
punto donde t = t¡. Dibuje una porción de la curva, el vector 

tangente unitario y la circunferencia de osculatrizent = t. 


45. Ejercicio 29 46. Ejercicio 30 


En los ejercicios 47 a 50, para la curva del ejercicio indi- 
cado, calcule la curvatura K. 


47. Ejercicio 31 48. Ejercicio 32 
49. Ejercicio 33 50. Ejercicio 34 


51. Demuestre que la curvatura de la curva y = In x en cual- 
quier punto (x, y) es x[(É + 132. También demues- 
tre que la curvatura máxima absoluta es ¿13 , la cual 
ocurre en el punto (+ 02- 2 In 2). 


52. Calcule la curvatura en cualquier punto de la rama de la 
hipérbola definida por las ecuaciones paramétricas 
x=acosht y y = bsenmht. 


53. Determine la curvatura y el radio de curvatura de la curva 
. . de: 2 
que tiene ecuaciones paramétricas x = 3 y y = 1? — 3£ 
en el punto donde £ = 2. 


54, Calcule la curvatura y el radio de curvatura de la curva 
y = e *enel punto (0,1). 

55, Determine el centro de curvatura para la curva del ejerci- 
cio 53 en el punto donde £ = 2, y dibuje una porción de la 
curva y la circunferencia osculatriz en ese punto. 


56. Determine el centro de curvatura para la curva del ejercicio 
54 en el punto (0, 1), y dibuje una porción de la curva y la 
circunferencia osculatriz en ese punto. 


En los ejercicios 57 y 58, la posición de una partícula que se 
mueve en el plano xy, a las t unidades de tiempo, está determi- 
nada por la ecuación vectorial dada. (a) Determine V(t), A(o), 
Ivo l y [ENG] IL (b) Determine los vectores velocidad y 
aceleración en t = 1. (c) Dibuje la trayectoria de la par- 
tícula y las representaciones de los vectores velocidad y acele- 
ración en t = 1. (d) Simule el movimiento de la partícula en 
la graficadora. (e) Trace la trayectoria de la partícula en la 
graficadora en modo punto. 

57. RO) = 31 + (41 -)j 58, Rís = 2e'i + 3e7'j 
En los ejercicios 59 y 60, una partícula se mueve a lo largo de 
la curva dada. Obtenga los vectores velocidad y aceleración, 
y así como la rapidez en el punto indicado. Dibuje una porción 
de la curva que contenga a ese punto, y las representaciones de 
los vectores velocidad y aceleración en el punto mencionado. 


59, La curva del ejercicio 25 ent = ¿7 


L 
3: 
En los ejercicios 61 y 62, una partícula se mueve en el plano xy 
de modo que la ecuación y las condiciones iniciales se satis- 
facen. Obtenga una ecuación vectorial de la trayectoria de la 


partícula. 

61. V() = e "i+ ej y R(O0)=2i-j 

62. A) =Pi-054V0=j y RO) = ji+ 5 
En los ejercicios 63 a 66, una partícula se mueve en el espa- 
cio tridimensional de modo que la ecuación y las condiciones 
iniciales se satisfacen. Obtenga una ecuación vectorial de la 
trayectoria de la partícula. 


60. La curva del ejercicio 26 ent = 
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63. V(t) = 2 senti + 2costi + k, R(0) = 2i + 2j 
64. VU) = eli — elj - 8ek,R(0) = 2 -j-k 
65. A(9) = 3j - 2k,V() = 1 +k,R(D) = 2i + 4j 
66. A() = 4 + 12%, V(H) =21+ 3j+k, 
¡O 0 

R()=1 + ¡¿J+k 
En los ejercicios 67 y 68, una partícula se mueve a lo largo de 
la curva del ejercicio indicado. En cada ejercicio, obtenga 
los vectores V(0), A(0), T(0) y NC(0), y los escalares siguientes 
para un valor arbitrario: Ivo ll, Arto), AytO) y K(). Tam- 
bién calcule los valores particulares cuando t = 1. Ent = 1, 
dibuje una porción de la curva y las representaciones de los 
vectores V(1), AU), AXDTO) y Ay(DN(). 


67. Ejercicio 57 68. Ejercicio 58 


En los ejercicios 69 y 70, una partícula se mueve a lo largo de 
la curva que tiene la ecuación vectorial dada. Calcule las com- 
ponentes tangencial y normal del vector aceleración y utilíce- 
las para escribir A(t) = AJ(OT() + Ay(ON() sin calcular 
T(0) y NC(0). 


69. R(0) = 2ti + e'j + ek 
70. R(0) = 121 + 21j + 2k 


En los ejercicios 71 y 72, obtenga (a) los vectores velocidad 
y aceleración, (b) la rapidez, y (c) las componentes tangen- 
cial y normal del vector aceleración. 


71. R(0) = cosh2ri + senh2rfj + k 
72. R(O) = QtanTli - Di + In(1 + 2) + 2k 


73. Se dispara un proyectil desde un arma con un ángulo de 
elevación de 30? y una velocidad de salida de 150 pie/s. 
Calcule: (a) el vector de posición R(s); (b) el alcance del 
proyectil; (c) la altura máxima; (d) la rapidez en el mo- 
mento de impacto. 


74. Para el proyectil del ejercicio 73, (a) trace la trayectoria 
del proyectil en la graficadora y simule el movimiento del 
proyectil; (b) trace la trayectoria del proyectil en el modo 
punto; (c) con relación al inciso (b), dibuje lo que observa 
en la graficadora; (d) con relación inciso (b), describa lo 
que muestra la pantalla de la graficadora acerca de la ra- 
pidez del proyectil. 


75. 


76. 


77. 


78. 


79. 


81. 


82. 


Si se dispara un proyectil con un ángulo de elevación de 
407, determine la velocidad de salida mínima para que el 
proyectil tenga un alcance de 300 pie por lo menos. 


Obtenga una fórmula para calcular la altura máxima al- 
canzada por un proyectil disparado desde un arma con una 
velocidad de salida de v¿ pies por segundo y un ángulo de 
elevación de dt radianes. 


En un juego de béisbol un espectador, sentado en una 
grada a 20 pie sobre el campo, atrapó una pelota que cayó 
en su lugar. Después lanzó la pelota desde su asiento ha- 
cia el campo con un ángulo de depresión de 25” y con una 
velocidad inicial de 24 piefs. (a) ¿Cuánto tardará la pelota 
en golpear el piso? (b) ¿Cuál es la distancia del punto del 
suelo, directamente debajo de su asiento, hasta el punto 
del campo donde caerá la pelota? 


Responda las preguntas del ejercicio 77 suponiendo que 
el espectador lanza horizontalmente la pelota con una rapi- 
dez de 24 pie/s. 


Si una partícula se mueve en el plano xy de modo que su 
vector velocidad siempre es ortogonal a su vector de po- 
sición, demuestre que la trayectoria de la partícula es una 
circunferencia con su centro en el origen. 


Si una partícula se mueve a lo largo de una curva, ¿bajo 
qué condiciones el vector aceleración y el vector tangen- 
te unitario tendrán la misma dirección o direcciones 
opuestas? 


Los vectores V, A y N son, respectivamente, los vectores 
velocidad, aceleración y normal unitario para el movi- 
miento curvilíneo de una partícula. Demuestre que si 
[CV WA - (v- a) v Il x 0, entonces 


_- AV VA -(V-AJV 
IV WA - (V + aJvIl 


Si R, Q y W son tres funciones vectoriales cuyas deri- 
vadas con respecto a t existen, demuestre que 


DAR() * QU) Xx WO] = DR(O) +00 Xx WO + 
R(9 * D,Q() X W(0 + RO) + QU) X DR) 


á culo diferencia 


Deriy das direccionales 


n la sección 12.1 se extiende el concepto de fun- 
F ción de una variable real al de función de varias 

variables, y en la siguiente sección se amplian 
los conceptos de límite y continuidad para funciones de va- 
rias variables. La mayor parte de las discusiones de estas 
dos secciones se refieren a funciones de dos y tres variables; 
no obstante, se presentan las definiciones para funciones de 
n variables y después se presentan las aplicaciones de estas 


les y. continuidad. 
héiones demás: 


de una variable AS AS definiciones para funciones de dos y tres variables. También 

Derivadas parciales : | se muestra que cuando cada una de estas definiciones se 

Diferenciabilidad EN ala US función de una variable, se obtiene la defini- 
2 4 ¿ Dn po ción dada anteriormente. 

Y: diferencial total dio El estudio de la diferenciación de funciones de varias 

; Regla de la cadena cope  yariables se inicia en la sección 12.3, donde se definen 

«pora funciones de más «1 las derivadas parciales de dichas funciones. Luego, en la 


de una variable : “ed sección 12.4, se trata la diferenciabilidad de estas funciones 

| así como la diferencial total. La versión para varias varia- 
bles de la regla de la cadena se presenta en la sección 
12.5. Las aplicaciones de la diferenciación de las sec- 
ciones 12.3 a 12.5 tratan acerca de la obtención de tasas 
de variación y sobre el cálculo de aproximaciones. 

Mientras que las derivadas parciales de una función 
con respecto a x y y miden las tasas de variación de la fun- 
ción en las direcciones de los ejes x y y, respectivamente, las 
derivadas direccionales, definidas en la sección 12.6, pro- 
porcionan las tasas de variación de estas funciones en cual- 
quier dirección. El gradiente, también definido er la 

sección 12.6, indica la dirección en la que la función 
tiene su mayor tasa de variación. Este concepto se aplica 
en la sección 12.7 en el estudio de los planos tangentes 
y rectas normales a las superficies. 
De la misma forma en que las derivadas primera y se- 
gunda se utilizan para determinar los máximos y 
mínimos de funciones de una variable, en la sec- 
ción 12.8 se muestra cómo las derivadas parcia- 
les permiten obtener los valores extremos de 
funciones de dos variables. Las aplicacio- 
nes de esta sección incluyen el método de míni- 
mos cuadrados que proporciona un modelo ma-temá- 
fico para un conjunto de datos dados. En la sección 12.9, se 
definen los multiplicadores de Lagrange para calcular los 
extremos de una función sujeta a una restricción. 
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12.1 FUNCIONES DE MÁS DE UNA VARIABLE j 


Ahora se generalizará la noción de función a funciones de más de una varia- 
ble independiente. Estas funciones se presentan con frecuencia en situacio- 
nes prácticas. Por ejemplo, el área de la superficie del cuerpo de una persona 
depende del peso y de la estatura de la persona. El volumen de un cilindro 
circular recto depende de su radio y de su altura. De acuerdo con la ley de los 
gases ideales, el volumen ocupado por un gas es directamente proporcional a 
su temperatura e inversamente proporcional a su presión. El precio de venta 
de un artículo particular puede depender de su costo de producción, del cos- 
to de materiales y de los gastos generales. 

Con el fin de extender el concepto de función a funciones de cualquier 
número de variables, primero se considerará el espacio númerico n-dimen- 
sional. Del mismo modo en que se denotó un punto de R mediante un número 
real x, un punto de R? por medio de un par ordenado de números reales (x, y), 
y un punto de R3 mediante una terna ordenada de números reales (x, y, 2), 
un punto del espacio n-dimensional R” se representa por medio de una 
n-ada (léase “eneada”) o n-upla ordenada de números reales denotada por 
P = (X1,X2, . . . , Xp). En particular, sin = 1,P = x;sin = 2, P = (x, y); 
sin = 3,P = (x,y,2)sin = 6,P = (X],X2, X3, X4, Xs, Xg). 


12.1.1 Definición del espacio numérico n-dimensional 


El conjunto de todas las 1-adas ordenadas de números reales se de-: 
nomina espacio numérico n-dimensional y se denota por-R”. Cada 
n-ada ordenada (X],X7, . . . + Xp) se llama punto del espacio núméri- 
co n-dimensional. $ 


12.1.2 Definición de función de n variables 


Una función de n variables es un conjunto de pares ordenados de la 
forma (P, w) en el que dos pares ordenados distintos cualesquiera 
no tienen el mismo primer elemento. P es un punto del espacio numérico 
n-dimensional y w es un número real. El conjunto de todos los puntos : 
P admisibles recibe el nombre de dominio de la función, y el cofjunto 
de todos los valores resultantes de w se denomina contradominio de 
la función. >: 


De esta definición, el dominio de una función de n variables es un con- 
junto de puntos de R” y su contradominio es un conjunto de números de R. 
Cuando n = 1, se tiene una función de una variable; de modo que el dominio 
es un conjunto de puntos de R o, equivalentemente, un conjunto de números 
reales. En consecuencia, la definición 1.1.1 es un caso especial de la defini- 
ción 12.1.2. Sin = 2, se tiene una función de dos variables, y el dominio es 
un conjunto de puntos de R? o, equivalentemente, un conjunto de pares orde- 
nados de números reales (x, y). 


D EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Sea la función f, de las dos 


variables x y y, el conjunto de todos los pares ordenados de la forma (P, 2) 
tales que 


z= 425 - 1x2 - y? 


FIGURA 1 


FIGURA 2 
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El dominio de f es el conjunto ((x, y) |x? + y? < 25). Este es el conjunto 
de puntos del plano xy sobre la circunferencia x? + y? = 25 y la región 
interior limitada por esta circunferencia. La figura 1 muestra el dominio de f 
como una región sombreada de R?, 

Debido a que z = 25 — (x2 + y?), entonces O < z < 5; por tanto 
el contradominio de f es el conjunto de números reales del intervalo ce- 
rrado [0, 5]. < 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 La función g de las varia- 
bles x y y es el conjunto de todos los pares ordenados de la forma (P, 2) 
tales que 


1 
1= === 
yx? + y? - 25 


El dominio de g es el conjunto [(x, y) |[x? + y? > 25]. Éste es el conjunto 
de puntos de la región exterior de la circunferencia x? + y? = 25. La fi- 
gura 2 muestra el dominio como una región sombreada de R?, 4 


Si f es una función de » variables, entonces de acuerdo con la defini- 
ción 12.1.2, fes un conjunto de pares ordenados de la forma (P, w), donde 


P = (41,X2 -- ., Xp) es un punto de R” y w es un número real. El valor par- 
ticular de w que corresponde a un punto P se denota mediante el símbolo 
FP) o f(x, X2, . - - , Xy). En particular, sin = 2 y P = (x, y), se puede repre- 


sentar el valor de función como f(P) o como f(x, y). De manera semejante, 
sin=3 y P= (x%,y,z), el valor de función se representa como f(P) o 
como f(x, y, 2). Observe que si n = 1, P = x; en consecuencia, si f es una 
función de una variable, f(P) = f(x). Por tanto, esta notación es consistente 
con la notación para valores de función de una variable. 

Una función f de n variables puede definirse por la ecuación 


w= f(],X2-.. > Xp) 


Las variables xj, x7, . . ., x, se denominan variables independientes y w se 
llama variable dependiente. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 sea fla función del ejem- 


plo ilustrativo ]; es decir, 


fu y = 125 x? - y? 


Entonces 
16,9 = 15-82-49 21) = 25- (29 - 1 
= /5=9-=16 = 125- 4-1 
=0 = 245 
fu, 3v) = 4/25 - u? - (3yy 
= 425 - u2 - 9y2 64 


» EJEMPLO 1 Sea g la función definida por 


ga, y, 2) =x5 - 4y22 
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Obtenga: (a) g(1, 3, -2); (b) g(2a, -4b, 3); (c) g(x?, y?, 2%; (d) 80), 2, =1).. 


Solución 
(a) 2(1,3, 2) = P - 4312) 

= 1-48 

= -47 
(b) gQa, 4b, 3c) = Qay =- 4-4b1Bcy? 

= 8a? + 144bc? 

(e) g(a?, y?, 22) = (129 — 4y2%22)? 

= xó - 4y2% 
(d) 20,7 =) = y? - 4d — xY 

=yY- 4x?z d 


12.1.3 Definición de función compuesta de dos 


variables 


Si f es una función de una variable y g es una función de dos varia- 
bles, entonces la función compuesta f o g es la tunción de dos 
variables definida por 


(fo gx, y) = Flex, y) 


y el dominio de f o g es el conjunto de todos los puntos Gx y) del 
dominio de g tales que g (x, y) pertenece al dominio de f. a 


DP EJEMPLO 2 — Dadas AO = Int y g(x, y) = x? + y, calcule 


h(x, y) sih = fo g, y determine el dominio de h. 


Solución 
h(x, y) = (f 9 8), y) 
= f(g(x, y) 
= ft? + y) 
= In(x? + y) 


El dominio de g es el conjunto de todos los puntos de R?, y el dominio 
de f es el intervalo (0, +00). Por tanto, el dominio de Á es el conjunto 
(Go y) | x2 + y > 0). 


La definición 12.1.3 puede extenderse a una función compuesta de 
n variables como se muestra a continuación. 


12.1.4 Definición de función compuesta de n 


variables 


-Si f'€s una función de una variable y g es una furición de 1 varia-. 
bles, entonces la función compuesta fo g es la función de n 
variables definida por 


(f e At La ... »*n) e $1 xo .- Xn)) 


y el dominio de f o g es el conjunto-dé los puntos (Xp,:X2,. . . , Xp): : 
del dominio de g tales que g(x;, as X,,) pertenecé al domi- 
niode f. 
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DP EJEMPLO 3 Dadas , 
FG) = senlx y Guy = xy 224 

obtenga la función F 9 G y su dominio. 

Solución 
(F > O), y, 2) 


" 


F(G(x, y, 2) 
= Flix? + y? + 22 — 4) 


= semlyx? + y? + 224 


El dominio de G es el conjunto ((x, y, 2) | 12 +y24+22-4>0) 
y el dominio de F es el intervalo [—1, 1]. Por tanto, el dominio de F e G es 
el conjunto de todos los puntos (x, y, z) de R3 tales que 0 < x? + y? + 
2 - 4 < 1,0, equivalentemente, 4 < x? + y? + 22 < 5, 


Una función polinomial de las variables x y y es una función f tal que 
F(x, y) es la suma de términos de la forma cx”y”, donde c es un número real 
y n y m son números enteros no negativos. El grado de una función polino- 
mial está determinado por la mayor suma de los exponentes de x y y que se 
tiene en los términos de la función. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 
(a) La función f definida por 


fay) =x? + 2x2y? — y3 


es una función polinomial de grado 4 debido a que el término de mayor 
grado es 21?y2 
(b) Si 


80, y) = 6x7y? —- Sxy3 + 7dy - 2 + y + 4 


entonces g es una función polinomial de grado 5. 4 


La gráfica de una función f de una variable consiste del conjunto de 
puntos (x, y) de R? para los cuales y = f(x). De manera similar, la gráfica 
de una función de dos variables es un conjunto de puntos de R3, 


12.1.5 Definición de la gráfica de una función de dos 


variables 


Si fes una función de dos variables, entonces la gráfica de fes el con- 
junto de todos los puntos (x, y, z) de R? para los cuales (x, y) es un 
purito del dominio def y z = f(x, y] 


En consecuencia, la gráfica de una función f de dos variables es una 
superficie que consta de todos los puntos del espacio tridimensional cuyas 
coordenadas cartesianas están determinadas por las ternas ordenadas de nú- 
meros reales (x, y, 2). Como el dominio de fes un conjunto de puntos del plano 
xy, y puesto que cada par ordenado (x, y) del dominio de f corresponde a sólo 
un valor de z, ninguna recta perpendicular al plano xy puede intersectar a la 
gráfica de fen más de un punto. 
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z= y25- 1? - y? 


FIGURA 3 


2= 1404 y? 


FIGURA 4 


fay =x + y? 


FIGURA 5 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 5 La función f del ejempto 


ilustrativo 1 es el conjunto de todos los pares ordenados de la forma (P, z) 
tales que ó 


2= 425 - x2 - y? 


Por tanto, la gráfica de fes la semiesfera en el plano xy y por arriba de éste 
cuyo centro es el origen y tiene radio 5. Esta semiesfera se muestra en la 
figura 3. 


P EJEMPLO 4 Dibuje la gráfica de la función definida por 


fuy = + y? 


Solución La gráfica de f es la superficie que tiene la ecuación 
z = x2 + y?. La traza de la superficie en el plano xy se obtiene al utilizar 
la ecuación z = 0 simultáneamente con la ecuación de la superficie. Al ha- 
cerlo resulta x2 + y? = 0, la cual representa al origen. Las trazas en los 
planos xz y yz se obtienen al emplear las ecuaciones y = 0 y x = 0, 
respectivamente, junto con la ecuación z = 12? + y?, Estas trazas son las pa- 
rábolas z = x2 y z = y?, La sección transversal en el plano z = k, parale- 
lo al plano xy, es una circunferencia con su centro en el eje z y radio /k. 
Con esta información se obtiene la gráfica requerida, la cual se muestra en la 
figura 4 y que es un paraboloide circular. 4 


Otro método útil para representar geométricamente una función de dos 
variables es semejante al de representación de un relieve tridimensional por 
medio de un mapa topográfico bidimensional. Suponga que la superficie 
z = f(x, y) se intersecta con el plano z = k, y que la curva de intersección 
se proyecta sobre el plano xy. Esta curva proyectada tiene a f(x, y) = k 
como una ecuación, y la curva se denomina curva de nivel (o de contorno) 
de la función f en k. Cada punto de la curva de nivel corresponde a sólo un 
punto de la superficie que se encuentra a k unidades sobre ella si k es positivo, 
o a k unidades debajo de ella si k es negativo. Al considerar diferentes valores 
para la constante k se obtiene un conjunto de curvas de nivel llamado mapa 
de contornos. El conjunto de todos los valores posibles de k es el contra- 
dominio de la función f, y cada curva de nivel, fíx, y) = k, del mapa de 
contornos consiste de los puntos (x, y) del dominio de f que tienen un valor 
de función igual a k. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 6 La figura 5 muestra la grá- 


fica de la función del ejemplo 4 definida por 
y =x2+ y? 


junto con las curvas de intersección de esta superficie con los. planos 
z = k, donde k es igual a 1, 2, 3, 4, 5 y 6. Estas curvas son circunferencias 
con centros en el eje z y radio /k. La figura 6 presenta las curvas proyecta- 
das sobre el plano xy. Las circunferencias proyectadas, las cuales son curvas 
de nivel de la función f, representan una vista de las circunferencias de 
la figura 5 que se obtiene al mirar la superficie hacia abajo desde un punto 
del eje z. 4 


Curvas de nivel de f(x, y) = + y? 


FIGURA 6 


z 


FO y) =8=x?- 2y 
FIGURA 7 


Curvas de nivel de f(x, y) = 8 — x*-2y 


FIGURA 8 
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Un mapa de contornos de z = f(x, y) muestra la variación de 2 con res- 
pecto a x y y en el plano xy al considerar las curvas de nivel. Los valores de z 
cambian más rápidamente cuando las curvas de nivel se encuentran más cer- 
canas entre sí que cuando están más apartadas; esto es, cuando las curvas de 
nivel se hallan muy próximas entre sí la superficie es escarpada, y cuando las 
curvas de nivel están separadas la elevación de la superficie, relativa al pla- 
no xy, cambia gradualmente. Observe esta situación en la figura 6 para las 
curvas de nivel de la superficie de la figura $5. 

En un mapa topográfico bidimensional de un relieve, se obtiene una 
noción general de su inclinación al considerar el espacio entre sus curvas de 
nivel. También en uno de estos mapas, si se sigue la trayectoria de una cur- 
va de nivel, la elevación o altura permanece constante, 


» EJEMPLO 5 Sea f la función definida por 
Fay =8-x?- 2y 


Dibuje la gráfica de f y un mapa de contornos de f que muestre las curvas 
en intervalos constantes de 2 unidades a partir de 8 y descendiendo hasta —8. 


Solución La gráfica de f, mostrada en la figura 7, es la superficie 
z=8-x?-2y 


Al considerar z = O se obtiene la traza en el plano xy, la cual es la parábola 
x2 = -2y — 4). Si se considera y = 0 y x = 0, se obtienen las trazas en 
los planos xz y yz, las cuales son, respectivamente, la parábola x? = —(z — 8) 
y la recta 2y + 2 = 8. La sección transversal de la superficie obtenida en 
el plano 2 = k es una parábola que tiene su vértice en la recta 2y + z = 8 
del plano yz y abre a la izquierda. Las secciones transversales para z igual a 
8, 6, 4, 2, 0, —-2, -4, -6 y —8 se muestran en la figura. 

Las curvas de nivel de f son las parábolas x? = —2(y — 4 + +4). El 
mapa de contornos de f junto con las curvas de nivel requeridas se presen- 
tan en la figura 8. 


A fin de ilustrar la aplicación de las curvas de nivel, suponga que la 
temperatura en cualquier punto de una placa metálica plana está dada por 
la función f; es decir, si T grados es la temperatura, entonces en el punto 
(a, y) T = FG y). Por tanto, las curvas de nivel que tienen ecuaciones de 
la forma f(x, y) = k, donde k es una constante, son curvas sobre las que la 
temperatura es constante. Estas curvas de nivel se denominan isotermas. 
Además, si V volts proporcionan el potencial eléctrico en cualquier punto 
(x, y) del plano xy, y V = f(x, y), entonces las curvas de nivel reciben el 
nombre de curvas equipotenciales debido a que el potencial eléctrico en 
cada punto de una de estas curvas es el mismo. 

Como aplicación de las curvas de nivel en economía, considere la 
productividad (o salida) que depende de varios insumos (o entradas) en una 
empresa. Entre los insumos pueden considerarse el número de máquinas em- 
pleadas en la producción, el número de horas-persona disponibles, el monto 
de capital de trabajo, la cantidad de material empleado así como el área de te- 
rreno disponible. Suponga que las cantidades de las entradas están dadas por 
x y y, y que la cantidad de salida está representada por z, donde z = f(x, y). 
Esta función se denomina función de producción, y las curvas de nivel de la 
forma f(x, y) = k, donde k es una constante, se llaman curvas de produc- 
ción constante, 
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Curvas de nivel de f(x, y) = 2112y!2 


FIGURA 9 


» EJEMPLO 6 Sea f la función de producción para la cual 5 
fa y = 2x10y 


Dibuje un mapa de contornos de f que muestre las curvas de producción 
constante en 8, 6, 4 y 2. 


Solución El mapa de contornos consiste de las curvas de intersección 
de la superficie 


z= 2112, 12 0S) 


con los planos z = k, donde k es igual a 8, 6, 4 y 2. Al sustituir z = 8 en (1) 
se obtiene 4 = x1/2y1/2 o, equivalentemente, 


xy=16 x>0 y y>0 (2) 


La curva del plano xy representada por (2) es una rama de una hipérbola 
contenida en el primer cuadrante. También se obtiene una rama de una 
hipérbola en el primer cuadrante con cada uno de los números 6, 4 y 2. Estas 
son las curvas de producción constante y se muestran en la figura 9. 4 


[R2, 2] por (-2, 2] por (0, 4] 


4 
y = 
fa y Ea 


Curvas de nivel de f(x, y) = 
x 


FIGURA 10b 


1-2, 2] por [-2. 2] por [0, 4] [-2, 2] por [-2, 2] por [-1.5, 1.5] 
fay =| xy] Sy = 3090? - 1 
FIGURA 1la FIGURA 12a 


Curvas de nivel de f(x, y) = [xy] Curvas de nivel de f(x, y) = xy? - 1% 


FIGURA 11b FIGURA 12b 


[F6, 6] por [=6, 6] por [-2, 2] 
.f(A, y) = COSX + COS y 


FIGURA 13a 
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En los ejemplos y ejemplos ilustrativos anteriores se emplearon fun- 
ciones cuyas gráficas y curvas de nivel se dibujaron con relativa facilidad. 
Los programas de gráficos por computadora pueden emplearse para trazar 
superficies más complicadas. Estos programas muestran generalmente trazas 
de la superficie en planos paralelos a los planos coordenados y permiten, con 
frecuencia, elegir la ubicación de quien las ve de modo que la superficie 
se puede observar con diferentes perspectivas. Por lo regular, los programas 
requieren que se estipule una caja de inspección. Dicha caja corresponde 
al rectángulo (o ventana) de inspeción que se elige al trazar curvas bidi- 
mensionales en una graficadora. La caja de inspección, denotada como 
[Xx mín» máx] POr [Y mín> Y máx] POT [Zmín» Zmáx], es el conjunto de puntos de R* 
para los cuales Xin € X < Xmáx» Ymin E Y S Y máx Y Zmín E 2 E Zmáx: 

Las gráficas por computadora de este texto fueron generadas por el 
software Mathematica. Las figuras que representan estas gráficas muestran 
la superficie en la caja de inspección indicada debajo de la figura. La mayo- 
ría de las gráficas ubican a quien las mira en el primer octante de un sis- 
tema Coordenado derecho. Se han considerado diferentes tonalidades para 
resaltar la apariencia tridimensional de las figuras. Las partes (a) de las fi- 
guras 10 a 15 muestran las gráficas trazadas en una computadora de las su- 
perficies definidas por algunas funciones de dos variables particulares; las 
partes (b) de las figuras mencionadas muestran las gráficas por computadora 
de algunas de las curvas de nivel correspondientes. En los ejercicios 51 a 54 
se muestran otras gráficas realizadas en una computadora, y se le pedirá que 
relacione una función con una superficie y un conjunto de curvas de nivel. 


2 


4 
mes | 2 


i A 
ES ¡ 40 
| > 
l- x ! 
5 z LIA y 
A =) E 
SS 4 ! sa 
| y | a PS sy , ! % 
| x 0 SN A 1] 
21 
[-4, 1] por [O, 6.5] por [-3, 3] [-2, 2] por [-2, 2] por [-2, 2) 
fa, y) = e*seny f.y) = Int? + y? 


FIGURA 1l4a FIGURA 15a 


6 -4 2 0 2.4 


Curvas de nivel de f(x, y) = cos x + cos y 


FIGURA 13b 


aL 


Curvas de nivel de f(x, y) = e” sen y Curvas de nivel de f(x, y) = Ina? + y? 


FIGURA 14b FIGURA 15b 
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La definición siguiente extiende la noción de gráfica de una función a la 
de gráfica de una función de n variables. 


12.1.6 Definición de la gráfica de una función de n 
variables 


Si f es una función: de n Variables, entonces la gráfica de f es el con- 
junto de todos los puntos (X;,Xz, . . + , Y, W) de R”*! para los cuales 
(%], 22, - - - , Xp).€s un punto del dominio de f y w = fx], X%2,.... Xp). 


Las funciones de tres variables tienen superficies de nivel, concepto 
análogo al de curvas de nivel para funciones de dos variables. Si f es una 
función cuyo dominio es un conjunto de puntos de R3, entonces si k es un 
número del contradominio de f, la gráfica de la ecuación 


fuya=k 


es una superficie de nivel de fen k. Cada superficie en el espacio tridimen- 
sional puede considerarse como una superficie de nivel de alguna función de 
tres variables. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 7 — Sila función y está defini- 
da por 


gy) =x+y2-2 


entonces el paraboloide circular z = 1? + y2, mostrado en la figura 4, es 
la superficie de nivel de g en O, La superficie de nivel de g en el número k 
tiene la ecuación z + k = 1? + y?, un paraboloide circular cuyo vértice 
es el punto (0, O, —k) sobre el eje z. La figura 16 muestra las superficies de 
nivel para k igual a -4, -2, 0, 2 y 4, 


[ELS5, 1.5] por [-1.5, 1.5] por (4, 6] 


Superficie del nivel de 
gay z=x4+y-2 


FIGURA 16 DP EJEMPLO 7  Lafunción festá definida por 


Ay D=x+2y +42 


Dibuje las superficies de nivel de f para los siguientes valores de k: 16, 12, 
8, 4 y 2. 


Solución Una ecuación de la superficie de nivel de fen k es 
x+2y+4z72=k 


cuya gráfica es un plano. Para los valores dados de k se tienen los planos 
paralelos siguientes: 


x+2y+4z=16 
x+2y +42 = 
x + 2y + 42 = 
x + 2y + 4z 
Curvas de nivel de f(x, y, 2) =x + 2y + 42 x+2y3+42= 


l 
IS 
, 


FIGURA 17 Estos planos se muestran en la figura 17. d 
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D EJEMPLO 8  Lafunción festá definida por Ñ 
faya=x.2+ y? - 22 
Describa las superficies de nivel de fpara (a)k = 4,(b)k = -4, y (c)k = 0. 


Solución 


(a) La superficie de nivel para k = 4 tiene la ecuación 
12+y-2=4 


Esta superficie, un hiperboloide de una hoja cuyo eje es el eje z, se 
muestra en la figura 18. 
(b) La superficie de nivel para k = —4 tiene la ecuación 


2+ryo2d= 4 o *-y3+2=4 


Esta superficie es un hiperboloide de dos hojas cuyo eje es el eje z, y 
se presenta en la figura 19. 
(c) La superficie de nivel para k = 0 tiene la ecuación 


*+y-2=0 


Esta superficie, un cono cuyo eje es el eje z, se muestra en la figura 20. 4 


z 


2 


Pr+ryog=d 


FIGURA 18 


EJERCICIOS 12.1 


1. Sea f la función de las dos variables x y y el conjunto de 2. Sea g la función de las dos variables x y y el conjunto de 
pares ordenados de la forma (P, z) tales que pares ordenados de la forma (P, z) tales que 


A A di 27 
=> E E 2= UY O guy) = y y 
> 


x-y - 
Calcule: (a) 23, 5), (b) 2-4, —9); (0) g(x + 2, 4x + 4); 


1 


z= 


Obtenga: (a) F3, 4); (b) £(G3, Ds (0) f(: + Ly - D; el Ñ =) 
(dex y) - fr, -y). xx?) 
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3. Sea g la función de las tres variables x, y y z el conjunto 
de pares ordenados de la forma (P, w) tales que 


w= 4-11 -y3-2 


S ¿uy = y4- 1 - y? - 2 


Obtenga: (8) £(1,—1,-D;(b) 1, 3, D:() ¿(a Do 30; 
(d) Leto y, DP — [g(x + 2,y + 2,91. 


4. Sea fla función de las tres variables x, y y z el conjunto 
de pares ordenados de la forma (P, w) tales que 


4 
Y =5É >= >-A-- «A 
x? + y? +22-9 

eS  fuyo= a 


x2+y4 2-9 


Calcule: (a) /1, 2,9% 092,4, 21602, 2,-!) 

(d) fx + 2, 1,x — 2). A E 
En los ejercicios 5 a 20, determine el dominio de f y dibújelo 
como una región de R?. Utilice curvas punteadas para indicar 
cualquier parte de la frontera que no pertenezca al dominio 
y curvas continuas para indicar las partes de la frontera que 
pertenezcan al dominio. 


l 4 
5. Si A E 6. E HH 
Fa y) Hal fa y) RE 
7. fa y) = yl - 1? - y? 
8. fly) = /16- 1? —- 4y? 
9 fxy = yx? - y? -1 
10. f(x, y) = /x? - 4y? +16 
11. fly) = yx? + y? —1 
D. fay = yx? + 4y? —- 16 
1 
13. f4,y) = —====== 
41 1 - y 
14. FG y = — == 
16 — x? - 4y? 
15. f0)= 16 fa) 2 
. A . cies 


17. f(x, y) = cos Ux - y) 18. f(x, y) = Ina? + y) 
19. f(x, y) = In(xy — 1) 20. fx, y) = sen U(x + y) 


En los ejercicios 21 a 28, determine el dominio de f y repre- 
séntelo como una región de R3. 


21. fix, y, 2) = a A 22. f(x, y,2) = a Z 
yz y 
23. fíy. 2) = y16- x? - 7 


A. fayz= (9-2 y 2 

25. fía y 2) = sent x + sen! y + sen z 
26. fay 3 =Inx+iny + Ínz 

27. fíay, 2) = In(4 — 1? - y? + |2] 

8. fy 2 =x2 cos (y? — 1) 


En los ejercicios 29 a 36, determine el dominio de f y dibuje 
su gráfica. a 


29. fx, y) = 
30. f(x, y) = 6 - 2x + 2y 


16 — 1? - y? 


3L fa, y) = 16- Y - y? 

32. f(x, y) = y/100 — 25x? - 4y? 
3. f(,y) = * - y 4. fx, y) = 144 - 9 - 16y? 
36. fx, y) = 


En los ejercicios 37 a 46, dibuje un mapa de contornos de f 
que muestre las curvas de nivel para los números indicados. 


MT, 


35. fx, y) = 4 + 9y? y + y 


37. La función del ejercicio 29 para 0, 1, 2, 3 y 4. 

38. La función del ejercicio 30 para 10, 6, 2, 0, -2, —6 y —10. 
39. La función del ejercicio 31 para 16, 12, 7, 0, -9 y -20. 
40). La función del ejercicio 32 para 0, 2, 4, 6, 8 y 10. 

41. La función del ejercicio 33 para 16, 9, 4, O, -4, -9 y -16. 
42. La función del ejercicio 36 para 10, 8, 6, 5 y 0. 

43. fla, y) = (e? + y?) para 8, 6,4,2, y 0 


44, $09) = (- D/O + 2) para4,2,1, 2, 0,3 
-1, 2 y 4. 


45. f(x, y) = e” paral,2,.,4, 3,0" y 7. 
46. fx y) 


47. Sean fíx, y) =x — y, e(1) = Yi, h(s) = s?. Calcule 
(a) (20 8,1); (db) (43), 20); (O f(260, AY); 
(d) g((h o fx, y); (e) (g o ALO, y). 


48. Sean f(x, y) = x/y?, g(1) = x?, h(x) = Vx. Calcule 
(a) (ho FR, D: (0) f(2Q), 4); (0) f(Vx). ha?)); 
(d) h((g o FI, y); (e) (4 0 gx y)). 


En los ejercicios 49 y 50, calcule h(x, y) sih = f o g; tam- 
bién determine el dominio de h. 


In xy para 0, 1,2, 4, -1,-2 y 4. 


49. f() = se tig(x, y) = yl - 1? - y? 


S0. f(0) = e gy = yinx 


En los ejercicios 51 a 54, relacione la función con una de las 
superficies (a)-(d) y con uno de los mapas de contorno 
(i)-(iv). En los mapas de contorno, el eje x es horizontal, el 
eje y es vertical, el color negro representa los valores de fun- 
ción más pequeños, y el blanco representa los valores de 
función más grandes. 


2 


51. fa, E 
fx, y) 27 


52. fix, y) = ln]x + yl 


53. flx, y) = ecos x 


54. f(x, y) = senx + cos y 
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[0, 27] por [-4, 1] por (-3, 3] 
(a) 


[2, 2] por [-2, 2] por [0, 1] 
(b) 


[2, 2] por [-2, 2] por [-2, 1.5] 


(d) (iv) 
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55, 


56. 


s7. 


58. 


Se elabora una caja rectangular cerrada con tres tipos de 
materiales de modo que contenga un volumen 16 pie”, 
El material para la tapa y el fondo cuesta $0.18 por pie 
cuadrado, el material para las partes delantera y trase- 
ra cuesta $0.16 por pie cuadrado, y el material para las 
otras dos caras cuesta $0.12 por pie cuadrado. (a) Obtenga 
un modelo matemático que exprese el costo total del ma- 
terial como una función de las dimensiones las partes de- 
lantera y trasera. Determine el dominio de la función. 
(b) ¿Cuál es el costo del material si las dimensiones de las 
partes delantera y trasera son 2 pie y 4 pie, donde 4 pie es 
la altura de la caja? 


Se elabora una caja rectangular sin tapa con un costo de 
material de $10. El material para el fondo cuesta $0.15 
por pie cuadrado y el material para los lados cuesta 
$0.30 por pie cuadrado. (a) Obtenga un modelo mate- 
mático que exprese el volumen de la caja como una fun- 
ción de las dimensiones del fondo. Determine el dominio 
de la función. (b) ¿Cuál es volumen de la caja si el fondo 
es un cuadrado cuyo lado mide 3 pie? 


Un sólido rectangular del primer octante, con tres caras en 
los ejes planos coordenados, tiene un vértice en el origen 
y el vértice opuesto en el punto (x, y, z) en el plano 
x + 3y + 2z = 6. (a) Obtenga un modelo matemático 
que exprese el volumen del sólido como una función de 
las dimensiones de la base. Determine el dominio de la 
función. (b) ¿Cuál es el volumen si la base es un cuadra- 
do de lado 1.25 unidades? 


(a) Obtenga un modelo matemático que exprese el área 
total de la superficie del sólido del ejercicio 57 como una 
función de las dimensiones de la base, Determine el do- 
minio de la función. (b) ¿Cúal es el área total de la super- 
ficie si la base es un cuadrado de lado 1.25 unidades? 


59, 


60. 


61. 


62. 


63. 


El potencial eléctrico en un eS (x, y) es V(x, y) volts y 


Var, y) = 4/49 - x? - y?. Dibuje las curvas equipo- 


tenciales de V para 16, 12, 8 y 4. 


La función de producción f para cierto eaninla está de- 
finida por f(x, y) = 4x1! 3y21 3, donde x y y son las canti- 
dades de dos insumos. Dibuje un mapa de contornos de 
f que muestre las curvas de producción constantes para 
16, 12,8,4 y 2. 


Suponga que f es la función de producción de cierto ar- 
tículo, donde f(x, y) unidades se producen cuando se 
emplean x máquinas y y horas-persona están disponibles. 
Si f(x, y) = 6xy, dibuje un mapa de contornos de f que 
muestre las curvas de producción constante para 30, 24, 
18, 12 y 6. 

T(x, y) grados es la temperatura en un punto (x, y) de una 
placa metálica plana, donde T(x, y) = 4x? + 2y?. Dibuje 
un mapa de contornos de T que muestre las isotermas 
para 12, 18,4, 1 yO. 


La presión de un gas en el punto (x, y, z) del espacio tri- 
dimensional es P(x, y, z) atmósferas, donde 


Py 2 = de? + y2+22 


Describa las superficies de nivel, denominadas super- 
ficies isobáricas, de P para 4, 2, 1 y 3. 


. El potencial eléctrico en un punto (x, y, z) del espacio tri- 


dimensional es V(x, y, 2) volts, donde 


8 
J16x?2 + 4y? + 22 


Las superficies de nivel de V se llaman superficies equi- 


Va yd = 


potenciales. Describa estas superficies para 4, 2, | y z. 


A A A 
12.2 LÍMITES Y CONTINUIDAD DE FUNCIONES 
DE MAS DE UNA VARIABLE 


La definición del límite de una función de una variable involucra la distancia 
entre dos puntos de la recta numérica real. El límite de una función de más de 
una variable también implica la distancia entre dos puntos; por lo que se inicia 
el estudio de estos límites con la definición de distancia entre dos puntos de R”. 

En R la distancia entre dos puntos es el valor absoluto de la diferencia 
de dos números reales. Esto es, |x — a| es la distancia entre los puntos 
x y a de la recta numérica real. En R? la distancia entre los puntos P(x, y) 


y Po(Xo, yo) está dada por la expresión NTE = x0? + (y — yo). En R la 
distancia entre los puntos P(x, y, z) y Polxo, Yo, 20) está determinada por 


Ja - xp + (y — Yo Y” + (z- z0Y. En R” la distancia entre dos pun- 
tos se define de manera análoga. 


12.2.1 Definición de la distancia entre dos puntos de R” 


Si P(xj, X2 » .+ 


, Xp) y Ala, a)... 


., 4) son dos puntos de R”, entonces la 


distancia entre P y A, denotada por ||P — A|]|, está determinada por 


IP - a] = 


Jr = ad + (0 “ay + 


+ (Xy — Ap)? 
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AAA 93 


a-=r a a++r 


Bola abierta B(a; r) en R 


FIGURA : 
AA+ 
a-r a a+r 


Boiu cerrada Bla; r] en R 


FIGURA 2 


e 
E, 2 


* 


o 
5 


Bola abierta B((xp, yy); r) en R? 


FIGURA 3 


Bola cerrada BÍ(xp, Yo); 7] en R? 


FIGURA 4 


Bola abierta B((Xp, Yo» 24); 7) en R 


FIGURA 5 


El símbolo ||P — A || representa un número no negativo y se lee como 
“la distancia entre P y A”. A 

En R, R? y R?, la fórmula de la definición 12.2.1 se transforma, respec- 
tivamente, en 


[lx = al] = |x — a] 
II, y) — (xo, yo) l| Q - xo + (y - y0Y 
IG. y, 0 — (xo, Yo, 20) | = f(x — x0? + (9 = yo? + (2 — 20)? 


12.2.2 Definición de bola abierta en R” 


Si A es un punto de R” y r es un número positivo, entonces la bola 
abierta B(A; r) es el gal de todos los Ps P de R” tales que 
|? - Al| < r. 


12.2.3 Definición de bola cerrada en R” 


Si A es un punto de R” y r es un número positivo, entonces la bola 
cerrada B[A; r] es el conjunto de todos los puntos P de R” tales que 
2 -aAl| < 7. 


tl 


Con el fin de ilustrar estas definiciones, se muestra lo que ellas signi- 
fican en R, R? y R3, En primer lugar, si a es un punto de R, entonces la bola 
abierta B(a; r) es el conjunto de todos los puntos x de R tales que 


lx-a|<r 


El conjunto de puntos que satisface esta ecuación es el conjunto de todos 
los puntos del intervalo abierto (a — r, a + r); de modo que la bola abier- 
ta B(a; r) en R (refiérase a la figura 1) es simplemente el intervalo abierto 
cuyo punto medio es a y cuyos extremos son a — r y a + r. La bola ce- 
rrada Bla; r] en R (figura 2) es el intervalo cerrado [a — r,a + rl]. 

Si (Xp, yo) es un punto de R?, entonces la bola abierta BlXo, Yo); 1) es 
el conjunto de todos los puntos (x, y) de R? tales que 


x= x0 + (0)? <r 


Por lo que la bola abierta B((Xg, y); r) en R? (figura 3) consta de todos los 
puntos de la región interior limitada por la circunferencia que tiene su centro 
en (xo, Yo) y radio r. En ocasiones se llama disco abierto a una bola abierta 
de R?. La bola cerrada, o disco cerrado, B[(xp, yo); r] de R? (figura 4) es el 
conjunto de todos los puntos de la bola abierta B((xp, yo); r) y la circun- 
ferencia con centro en (xp, yo) y radio r. 

Si (xp, yo, 20) es un punto de R3, entonces la bola abierta B((xp, yo, Zo); 7) 
es el conjunto de todos los puntos (x, y, z) de R? tales que 


JE = x0? + (y - yo? + (2-2? <r 


Por tanto, la bola abierta B((xp, yo, zo); r) en R? (figura 5) consiste de todos 
los puntos de la región interior limitada por la esfera que tiene centro en 
(xo, Yo, zo) y radio r. Similarmente, la bola cerrada B[(xp, yo. Zo); 1] de R? (fi- 
gura 6) consiste de todos los puntos de la bola abierta B((xp, Yo, Zo); r) así 
como de los puntos de la esfera que tiene centro en (Xp, yo, zo) y radio r. 
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Bola cerrada B[(xp, Yo, 2p); 7] en R 


FIGURA 6 


(o: Yo.0) 


FIGURA 7 


12.2.4 Definición del limite de una función de n 


variables 


Sea f una función de n variables definida en alguna-bola abierta 
B(A; r), excepto posiblemente en el punto A. Entonces, el límite de 
F(P) conforme P tiende a A es L, lo cual se denota por 


Júm FP) = L 


si para cualquier € > 0, sin importar que tan pequeña sea, existe 
una Ó > 0 tal que 


si 0 < 2 - Al < $ entonces (AP) - L| < € 


Si en la definición anterior f es una función de una variable, A = a 
pertenece aR y P = x, entonces la definición establece lo siguiente: si f está 
definida en algún intervalo abierto centrado en a, excepto posiblemente en 
a, entonces 


limfto) = L 
x>+$a 


si para cualquier € > 0, sin importar que tan pequeña sea, existe una 
$ > Otal que 


si 0<lx-a|< 8 entonces |f(x) - L| < € 


Por lo que la definición de límite de una función de una variable (1.5.1) es un 
caso especial de la definición 12.2.4. 

La definición del límite de una función de dos variables es el caso es- 
pecial de la definición 12.2.4 en donde A es el punto (Xp, yo) y P es el pun- 
to (x, y). 


12.2.5 Definición del limite de una función de dos 


variables 


Sea f la función de dos variables definida en algún disco abierto 
B((Xo, Yo); r), excepto posiblemente en (xp, yo). Entonces el límite de 
Fx, y) conforme (x, y) tiende a (xp, yo) es £L, lo que se denota por 
lí E E 
A » 
si para cualquier € > 0, sin importar que tan pequeña sea, existe una 
Ó > Otal que 


si0 < fx — x0)? + (y - yo)? < 8 entonces |f(x, y) - L| < € 


En palabras, esta definición establece que los valores de función f(x, y) 
se aproximan al límite £ conforme el punto (x, y) tiende al punto (xp, yo) si el 
valor absoluto de la diferencia entre f(x, y) y L puede hacerse arbitraria- 
mente pequeña al considerar el punto (x, y) suficientemente cercano a (xp, yo) 
pero sin llegar a ser (xp, yo). En la definición nada se dice acerca del valor de 
la función en el punto (xp, yo), es decir, no es necesario que la función esté 
definida en (Xp, Yo) para que lím E Ax, y) exista. 


Xx,y)>(x0.-Y0 
En la figura 7 se presenta una interpretación geométrica de la defi- 


nición 12.2.5. En esta figura se muestra la porción de la superficie que tiene 


12.2 LÍMITES Y CONTINUIDAD DE FUNCIONES DE MÁS DE UNA VARIABLE 929 


ecuación z = f(x, y) y que se encuentra por arriba del disco B((xp, yg); 0). 
Se observa que f(x, y), en el eje z, estará entre L — € y L + € siempre que 
el punto (x, y) del plano xy esté en el disco abierto B((xp, yo); 9). Otra forma 
de establecer esto consiste en que f(x, y) en el eje z puede forzarse a que esté 
entre L- € y £ + € al restringir el punto (x, y) del plano xy al disco 
abierto B((xp, yo); 9). 


» EJEMPLO 1 Utilice la definición 12.2.5 para demostrar que 


an + 3y) = 11 
Solución El primer requisito de la definición es que 2x + 3y debe 
estar definido en algún disco abierto que tenga su centro en el punto (1, 3), 
excepto posiblemente en (1, 3), Como 2x + 3y está definida en cada punto 
(x, y), entonces cualquier disco abierto centrado en (1, 3) satisfará este requi- 
sito. Ahora, debe demostrarse que para cualquier € > 0 existe una 0 > O 
tal que 


si 0< NE - 1)? +(y-3)? < 8 entonces |(2x + 3y) - 11|<é€ (1) 
De la desigualdad del triángulo, 


|2x + 3y - 11| =|2x - 2 + 3y - 9] 


21x - 1| + 3|y- 3] 


lA! 


Debido a que 


lx- 1] < Jr: - 1? + (y - 32 y ly-3|< Ge — 1? + (y - 3) 


se deduce que 


si 0< ¿e — 1? + (y - 3? < Ú entonces 2|x - 1] + 3ly - 3] < 28 + 38 


Esta proposición muestra que una elección adecuada para $ es 59 = €, 
esto es, Ú = 3 €. Con esta Ó se tiene el argumento siguiente: 


0< x-D.+ (9-3? <8 


> |x-1|<8 y ly-3|<8 z 
> 2|x - 11 + 3]y - 3] < 58 

> [2(x — 1) + 3(y - 3)] < 53€) 

> |2x + 3y - 1M|< € 


De este modo, se ha probado que para cualquier € > 0 se elige $ = s€ 

a fin de que la proposición (1) sea verdadera. Esto demuestra que 
lím  (Qx+ 3y) = 11. 

(1,y)>(1,3) 

Los teoremas de límites de la sección 1.5 y sus demostraciones, con 
pequeñas modificaciones, se aplican a funciones de más de una variable. Por 
ejemplo, en correspondencia con el teorema de límites 1 de la sección 1.5 
se tiene 

lím (mx + ny + d) = ma + nb + d 

(1. y)3(4,b) 

y la demostración es una generalización de la demostración del ejemplo 1. 
A partir de aquí se utilizarán los teoremas de límites sin volver a establecerlos 
ni demostrarlos. 
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[E2, 2] por [-2, 2] por [-4, 4] 


yo yt 
fay = a 
FIGURA 8 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 


Al aplicar tos teoremas de 
límites acerca de sumas y productos se tiene 


lím Ns + 2x2y — y2 + 2)= (29 + 262%1) - (1? + 2 


(1.y)>(-2,1 
=1 4 
DP EJEMPLO 2 — Calcule tm fo») si 
(1,y)>(0,0) 
4 4 
YT A 
A = A 
Fx, y) a 
Solución 
A A o EA 
y3(0,0) y2 4x2 (1)3(0.0) y? + 12 
E lí 2_ y2 
mato.) ds 
=0 


La gráfica de f, mostrada en la figura 8, es el paraboloide hiperbólico 


sin considerar el origen. La gráfica apoya la respuesta. 4 


El teorema siguiente trata acerca del límite de una función compuesta de 
dos variables, el cual es análogo al teorema 1.9.1 para funciones de una ya- 
riable y su demostración es semejante. 


12.2.6 Teorema 


Si g es una función de dos variables y , ¿lim : g(x, y) = b, y ade- 
x.y Xo Yo. 
más f es una función de una variable que es continua en hb, entonces 


Fo ga y) = f(b) 
0») = A lim 8059) 


(x,y)>(%0.,Y0) 


lím 
(x,y)>(x0 .Yo) 


SS lím 
.  (4,y)3(%0,Y0) 


DP EJEMPLO 3 
OY - 1) 


Utilice el teorema 12.2.6 a fin de calcular 
lim 
(y) > (2,1 


Solución Sea g la función tal que g(x, y) = xy — 1 y sea f la función 
para la cual f(1) = Int. 


lí -1=1 
il d 


y como fes continua en 1, del teorema 12.2.6, 
l lí -1 ) 
0, Nm, 00 ) 


in! 
0 < 


Ea ea 
a nd 1) 
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(m,n +1) 
(m-1,n+D | (m+1,n+1) 
. 
s r<l 
s (mn) 
(m-1,nje: ON 


O >e 
Mr? 


. . 
(m-1,n-1) (m+1,n-1) 


(m, n- 1) 


so (m+1,n) 


FIGURA 9 


A continuación se presentará el concepto de punto de acumulación_ 
el cual se necesita para continuar el estudio de límites de funciones de 
dos variables. 


12.2.7 Definición de punto de acumulación 


Un punto Pg es:un punto de acomulación de un conjunto $ de pun- 
tos de R” si toda bola abierta B(Pg; r) contiene un número infinito 
_de puntos de S. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 — si Ses el conjunto de todos 


los puntos de R? del lado positivo del eje x, entonces el origen es un punto 
de acumulación de $ debido a que, sin importar que tan pequeño se tome el 
valor de r, cada disco abierto que tenga su centro en el origen y radio r con- 
tendrá un número infinito de puntos de $. Este es un ejemplo de un conjunto 
que tiene un punto de acumulación para el cual el punto de acumulación no 
es un punto del conjunto, Cualquier punto de este conjunto 5 también es un 
punto de acumulación de S. 4 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 — si Ses el conjunto de todos 
los puntos de R? para los que sus coordenadas cartesianas son números en- 
teros positivos, entonces este conjunto no tiene puntos de acumulación. Esto 
se ve al considerar el punto (sm, n), donde m y n son números enteros posi- 
tivos. De este modo, un disco abierto que tenga su centro en (1, n) y radio 
menor que 1 no contendrá ningún punto de $ diferente de (mm, n); por tanto, 
ño se satisface la definición 12.2.7 (consulte la figura 9). 


Ahora se considerará el límite de una función de dos variables conforme 
un punto (x, y) tiende a un punto (xp, yo), donde (x, y) se restringe a un con- 
junto específico de puntos. 


12.2.8 Definición del limite de una función de dos 
variables-a través de-un-conjunto específico 


Sea f una función definida en un conjunto de puntos S en A? y sea 
(%o, Yo) un punto de acumulación de S. Entonces el límite de f(x, y) 
conforme (x, y) tiende a (xo, yo) en $ es L, lo que se denota por  * 
A A y) = 
((x, y) en S) 
si para cualquier € > 0, sin importar que tan pequeña sea, existe 
una Í > Otal que 


si 0 <ll(x,» - G0- yo) ]| < 8 entonces | f(x, y) - L| < € 


donde (x, y) pertenece a S. 


> 


En algunos casos el límite de la definición anterior se transforma en 
el límite de una función de una sola variable. Por ejemplo, considere 


lím f(x, y). Entonces si $; es el conjunto de todos los puntos del 
Ce, SL, 0) 


lado positivo del eje x, 5 


xy)= lim f(x,0 
o a yy) = lim fx, 0) 
fix, y) en 5;) 
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Si 5, es el conjunto de todos los puntos del lado negativo del eje y, 


(x ES SS YES Jm FCO, y) 
(x, y) en 52) 


Si $3 es el conjunto de todos los puntos del eje x, 


e) pS y 0, y = lím LF, 0) 
(x, y) en 53) 


Si S4 es el conjunto de todos los puntos de la parábola y = x?, 


lim Fix, yy = lim fa, x? 
Pr a lim fx, 15) 
((x, y) en 54) 


12.2.9 Teorema 


Suponga que la función f está definida para todos los puntos de un 
disco abierto centrado en (xp, yo), excepto posiblemente en (xo, Yo), 


y que 
fa y) =L 


lím 
(x.y)>(x0.y0) 


Entonces, si S es cualquier conjunto de puntos de R? que tiene a 
(Xo, Yo) como un punto de acumulación, 


lím f(x, y) 
(x,y)=>(x0.y0) 
((x, y) en $) 


existe y siempre tiene el valor £L. 


Demostración Como lím  f(x,y) = L, entonces, por la defi- 
Co y 13 (0 yo) 


"nición 12.2.5, para cualquier € > Oexiste una 4 > 0 tal que 


si 0< | (xy) — Go, Yo) [| < Ó entonces lA, y) - L| <€ 


La proposición anterior será verdadera si además se restringe (x, y) de- 
bido al requisito de que (x, y) pertenezca a un conjunto $, donde $ es cual- 
quier conjunto de puntos que tenga a (xp, yo) como un punto de acumulación. 
Por tanto, por la definición 12.2.8, 


foy)=L 


(x, y) en S) 


y L no depende del conjunto S a través del cual (x, y) se aproxima a (Xp, yo). 
Esto demuestra el teorema. L] 


El teorema siguiente se obtiene como consecuencia inmediata del teo- 
rema 12.2.9. 


12.2.10 Teorema 


Si. la función f tiene límites diferentes conforme (x, y) se aproxima 
a (Xo, Yo) a través de dos conjuntos diferentes de puntos que tienen a 
(o, Yo) como un punto de acumulación, entonces lim  fxy 
no existe. 32 Gorzo 
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i Demostración Suponga que S; y S, son dos conjuntos de puntos de R? 
diferentes que tienen a (xp, yo) como un punto de acumulación, y sean N 


lím xy=L lím x,y) = a 
(y) (Ho, y » 1 Y (y) >(x0> y » La 
((x, y) en S¡) ((x, y) en $2) 


Ahora suponga que ¿ ¿Lima : f(x, y) existe. Entonces, por el teorema 
» x,y)>3(%0,Y0 
12.2.9, L¡ debe ser igual a L,; pero por hipótesis L¡ + L,, de modo que se 


tiene una contradicción. Por tanto, lím f(x, y) no existe. n 
(2,3) (0,10) 


» EJEMPLO « 4 sea 


e [AD 
e y) e A 7 ES 
Utilice el teorema 122. 10 para demostrar que, lim, ó Fx, y) no existe. 
x,y)>(0, 


Solución La función f está definida en todos los puntos de R? excepto 


en (0, 0). Sean Sy el conjunto de todos los puntos del eje x y S» el conjun- 
to de todos los puntos del eje y. Entonces 


gas 


= limf(x,0 lí = lmfo0, 
(x, Ml a e » hare id ) y) o, 0) fa, y) lim £(0 y) 
((x, y) en S]) des y)en 52) 
o Xx A 2 
= lím =5 = lím A 
2 x>0 x y>0 y 
= lím 1 = lím El) 
x>0 y<>0 
= 1 = -1 
Como 
Xx, Á Xx, 
(x, Aston y e y) (x, Pr a y) 
((x, y) en $; ) ((x, y) en S2) 


se concluye, por el teorema 12.2.10, que | MN ds f(x, y) no existe. 


La figura 10 muestra la gráfica de s Obie en la figura que conforme 
(x, y) se aproxima a (0, 0) a lo largo del eje x, parece que fix, y) tiende a 1, 
y conforme (x, y) se aproxima a (0, 0) a lo largo del eje y, parece que f(x, y) 
(2, 2] por [-2, 2] por [-2, 2] tiende a —1. Estas observaciones apoyan la respuesta. 


2 2 

-y 
fa y = 

e + y? 


» EJEMPLO 5 Demuestre que no existe el límite siguiente: 
FIGURA 10 


lím — > 
(,y)3(0.0) x2 + y? 


Solución La expresión x/(1? + y?) está definida para todos los puntos 
de R? excepto (0, 0). Sea S el conjunto de puntos del eje x positivo. Entonces 


lím z lim + 
(x, O 0) 12 + y? 04 
((x, y) en S) 1 

= lím - 
1>0+ x 
= +0 


Por tanto, el límite no existe. 
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Ñ La figura 11 muestra la gráfica de la función cuyos valores son 
x/(x? + y2). Observe que conforme (x, y) se aproxima al origen a lo largo del 
eje x positivo, parece que los valores de función crecen sin límite, lo cual 
apoya la respuesta. Í | 


PD EJEMPLO 6 Dada 


fa y) = Pera 


calcule | MN Ñ F(x, y) si existe. 

bus La función está definida para todos los puntos de R? excep- 
ta (0, 0). Sean S¡ el conjunto de todos los puntos del eje x, y $, el conjunto de 
tados los puntos de la recta y = x. Entonces 


- E 
lím f(x, y) = lím f(x, 0) lím fa, y) = lim f(x, x) 


Í 
mE; 


(x,y)>(0,0) x>0 (x,y)>(0,0) 
[-2, 2] por [-2, 2] por [-2.2, 2.2] (y) en 5) ((x, y) en S2) > 
, A x 
- Xx = lím = lím 
Fay = ES 15012+0 1530 x2 4 x2 
= límO = lím! 
FIGURA 11 x>0 1>0?2 
7 ul 
z pde 2 
Como 
X. ES X. 
(r a py Y) (x, Di yA Y) 
* ((x, y) en 51) (x, y) en 52) 


Tos en onces, por el teorema 12.2.10, lím Xx, y) no existe. 
pa: Ant p cn, py y) 


0 
-0.5 el figura 12 muestra la gráfica de f, la cual apoya el hecho de que 


ao, Q Xx, y) no existe. 
] | y (x, a yA ») 


[-2.6.2.6] por [-2.6,2.6] porf-0.5,051 PE eo 7 Dada y 
SA, y) = E a Ru » 
PS sap-= 2 E 


FIGURA 12 
calcule Jim F(x, y) si existe. 


5(0,0) 
soliaión La función está definida para todos los puntos de KR? excep- 
to (0, 0). Sea S¡ el conjunto de todos los puntos de cualquier recta que pase 
por el origen; esto es, para cualquier punto (x, y) de $¡, y = mx. Sea S), el 
conjunto de todos los puntos de la parábola y = x?. Entonces 


lím x,y) = lím fíx, mx lím x,y) = lim f(x, x? 
(x,y)>(0, ¿1 y) lim fe ) (x,y)>(0, Ae Y) lim fl ) 
(x, y) en $;) 2 3 (e. y) en $) > 4 
laz = lim 
150 x% + m*%x 20x%+x 
= lim 225 = lim! 
1530 x% +m 1>0 
in 
xy clio x, 
á es, y E y) im, LY 
(x, y) en 51) de e S2) 


entonces a o 0 F(X, y) no existe. 
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E figura 13, la cual muestra la gráfica de f, apoya el hecho de que 


X, no existe. 
(x, co md y) 


P EJEMPLO 8 sea 


x% + 2x2 + 2y? + y! 


Sy = + y? 


Calcule lím Xx, y) si existe. 
TON y) 


Solución La función está definida en todos los puntos de R? excepto 
en (0, 0). Sea $; el conjunto de todos los puntos de cualquier recta que pase 
[-4, 4] por [-4, 4] por [-1, 1] por el origen; de modo que si f(x, y) es un punto de S;, entonces y = mx. 
Sea S el conjunto de todos los puntos de la parábola y = x?. Entonces 


Fay = PY 
did xd 4 2x2 4 2m?x? 4 m%x? 
fa y = lím A _ AAA AAAAÁ 
FIGURA 13 e OO x>0 x2 + m2x 
x, y) en $; 
= tim 24 m0) + 2x% (1 + m?) 
1>0 x2(1 + m2) 
= lim 4 mó) + 2(1 4 m2) 
0 l+ m2 
=2 
4 4 8 
x4 4 2x2 +2x%+x 
y = lim tc EA 
(x, Eo y ») x>0 x2 + y? 
((x, y) en S2) 


J 
N 


Aunque se obtiene el mismo límite 2 si (x, y) se aproxima a (0, 0) a lo largo 
de cualquier recta que pase por el origen así como por la parábola y = x?, 
no se puede concluir que el límite exista y sea igual a 2, no obstante se puede 
esperar que este sea el caso. Cualquier disco abierto centrado en el origen 
satisface el primer requisito de la definición 12.2.5. Si puede probarse que 


para cualquier € > Oexiste una Í > O tal que 


4 2 42y2 4 yó 

si 0O< ,.x2? + y? < 8 entonces A <€ 
A a y 

E si 0< yx%+ y < ÓÚ entonces 0 <e€ (2) 


entonces se habrá demostrado que, a 0 fAy= 


Como x? < x? + y2 y Ao + y?, 
(12 + y2) + (22 + y?) 
A 


x% + y4 


2 


E AR 
x2 4 y? 2(x* + y) 


De modo que se tiene una elección adecuada para 3 al despejarla de 
28? = €; así, ó = ./€/2.Con esta Ó se tiene el argumento siguiente: 


0< “xd? + y? <Ó 


> 2Ax? + y? < 28? 
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2x1? + y?) 


x?2 + y? 


> < 28? E 


(1? yO AS 
x?2 + y? 


nin 


x% + y! 


2 


A 
xr? + y? 


Así, si 0 = ./€/2, entonces la proposición (2) se cumple y de este modo se 
ha demostrado que 


FA y) = 2. 


(x, o, 0) 


La figura 14 muestra la gráfica de f y apoya el hecho de que el lími- 
te es 2. 4 


A continuación se definirá la continuidad de una función de n variables 
(1, 1] por [=1, 1] por (2, 3] en un punto de R”. Observe que la definición 1.8.1 de la continuidad de una 
A 3 eN función de una variable en un número a es un caso especial de la siguien- 
Za + dy + y E 
fAy = a te definición. 
FIGURA 14 
12.2.11 Definición de continuidad de una función 


de n variables 


Suponga que fes una función de n variables y que A es un punto de R”. 
Se dice que f es continua en el punto A si y sólo si se satisfacen las 
tres condiciones siguientes: 


() F(A) existe; 
(ii) óm F(P) existe; 
(iii) lim f(P) = f(4). 


.. Si una o más de estas tres condiciones no se lag para el pos A, 
. entonces se dice que fes discontinua en A. 


Si f es una función de dos variables, A es el punto (xp, yo) y P es el 
punto (x, y), entonces la definición 12.2.11 se transforma en la definición 
siguiente. 


12.2.12 Definición de continuidad de una función 


de dos variables 


Se dice que la función f de dos variables x y y es continua en el 
punto (Xp, Yo) si y sólo si se satisfacen las tres condiciones siguientes: 


() FG Yo) existe; 

(ii) lím Ka, y) existe; a 
(1.3) >(%0-Y0) 

(iii) lím fx, y) = f(%o, Yo). 


(x.y) (X0.Y0)” Ce 
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» EJEMPLO 9 Determine si la función g es continua en (0, 0) si - 


x4 4212 +2y4y90, ; 
8(x, y) = PORRA si (x, y) + (0, 0) 
2 si (x, y) = (0, 0) 


Solución Se verificarán las tres condiciones de la definición 12.2.12 
para el punto (0, 0). 


(i) £(0, 0) = 2. Por tanto, se cumple la condición (1). 


4 2 2 4 
si ; x* +2x% + 2y + y 
ii l y) = l A _ AAA 
Mi 6 My, 12 + y? 
=2 
Este hecho se demostró en el ejemplo 8. 


(iii) cm, y 866 y) = g(0, 0) 


Por tanto, g es continua en (0, 0). 4 


» EJEMPLO 10 Determine si la función Ak es continua en (0, 0) si 


xy E 
hay) =4 777 y2 515 y 700, 0) 


0 si (x, y) = (0, 0) 
Solución Al verificar las condiciones de la definición 12..2.12 se tiene: 


(1) (0, 0) = O. Por tanto, se cumple la condición (i). 
(ii) Cuando (x, y) * (0, 0), Ax, y) = xy [qe + y2). En el ejemplo 6, se 


mostró que e lim y o/o? + y?) no existe; en consecuencia, que 
“y )> 


lím  A(x, y) no existe. Por tanto, no se cumple la condición (ii). 
(y) 210,0) 
Así, h es discontinua en (0, 0). d 


Si una función f de dos variables es discontinua en un punto (Xo, Yo) pero 
) lim, E J(x, y) existe, entonces se dice que f tiene una discontinuidad 
A y)> 
removible (o eliminable) en (xp, yo) debido a que si se redefine f en Go, YA) 
de modo que 


Fo, Yo) = lim  fay) 


(y) (00) 


entonces la nueva función es continua en (Xp, yo). Si una discontinuidad no 
es removible, entonces se denomina discontinuidad esencial. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 


(a) Si f(x, y) = (1% + 21? + 2y2 + y%]/(1? + y?), entonces f es dis- 
continua en (0, 0) ya que f(0, 0) no está definido. Sin embargo, en el 


ejemplo 8, se probó que o ds f(x, y) = 2. Por tanto la discontinui- 


dad es removible al redefinir FCO, 0) como 2. Refiérase al ejemplo 9. 
(b) Considere f(x, y) = y/? + y2). Entonces f es discontinua en (0, 0) 
debido a que f(0, 0) no está definido. En el ejemplo 6, se mostró que 


lím f(x, y) no existe. Por tanto, Ñ discontinuidad es esencial. 4 
(x. Pto, 0) 
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Los teoremas que tratan acerca de la continuidad para funciones de una 
variable pueden extenderse a funciones de dos variables. 


12.2.13 Teorema 

Sif y g son dos funciones continuas en el punto (xq, yo), entonces 
(1) f + g es continua en (xp, yo); 

(id) f — g es continua en (Xo, Yo); 


(ii) fg es continua en (%g, Yo); 
(iv) f/g es continua en (xo, yo), considerando que g(xp, yo) + 0. 


La demostración de este teorema es análoga a la demostración del teo- 
rema correspondiente (1.8.2) para funciones de una variable. 


12.2.14 Teorema 


Una función polinomial de dos variables es continua en cada punto 


de R?, 


Demostración Toda función polinomial es la suma de productos de 
funciones definidas por f(x, y) = x, g(x, y) = y y hk(x, y) = c, donde c es 
un número real. Puesto que f, g y h son continuas en cada punto de R?, el 
teorema se deduce mediante aplicaciones repetidas de los incisos (i) y (iii) 
del teorema 12.2.13. 1] 


12.2.15 Teorema 


Una función racional de dos variables es continua en cada punto de 
su dominio. 


Demostración Una función racional es el cociente de dos funciones 
polinomiales f y g que son continuas en cada punto de R?, según el teorema 
12.2.14. Si (xp, yo) es cualquier punto del dominio de f/g, entonces 
2(%o, Yo) + 0; de modo que por el inciso (iv) del teorema 12.2.13, f/g es con- 
tinua en ese punto. L] 


» EJEMPLO 1] Determine todos los puntos en los que f es 
continua si 
ft y) = ed + y? six?+y?*<1 
six? + y2> 1 
Solución La función festá definida en todos los puntos de R?. Por tanto, 


se cumple la condición (i) de la definición 12.2.12 para cada punto (xp, yo). 
Considere los puntos (Xp, Yo) Si xp? + yy? + 1. 


Si xg? + yo? < 1, entonces Sixg? + yo? > 1, entonces 
lím xy) = lim + y? lim xy = lim 0 
ARA y) e y) e AS » (x.y) >(%90,y0) 
= x0) + yO =B 
= fío, Yo) = fo, Yo) 


Así, f es continua en todos los puntos (Xp, yo) para los que xp? + yy? x 1. 
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lím 
(x,y)>(%0,y0) 
(x, y) en 51 


Con el fin de determinar la continuidad de f en los puntos (xp, yo) para 


los cuales xp? + yy? = 1, se considera ñ 0 de f(x, y) para estos puntos. 
, »0 


Sean $, el conjunto de todos los puntos (x, y) tales quex? + y? < 1, 
y 5, el conjunto de todos los puntos (x, y) tales que x? + y? > 1. Entonces 


fa y = lím  (x? + y? lim  fGy = lím 0 
(x1,y)3(%0, yo) (x,y)>(x0.y0) (x.y )>(%0,y0) 
(x, y)en $] (x, y)en $2 (x. y) en S2 

= xP + yo? =0 

=1 
Como 

lim FAY lím f(x, y) 
(1,y)>(x0, Y0) (1,1) >(x0,Y0) 

(x, y) en 5] (x, y) en $ 

se concluye que lím f(x, y) no existe. En consecuencia, f es discon- 


. (1,1) > (0, y0) 
tinua en todos los puntos (xq, yo) para los cuales xy? + yy? = 1. 


De esta manera se ha demostrado que fes continua para todos los pun- 
tos de R? excepto para aquellos de la circunferencia x? + y? = 1. d 


12.2.16 Definición de continuidad en una bola 


abierta 


La función f de n variables es continua en una bola abierta si es 
continua en cada punto de la bola abierta. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 5 A partir de los resultados 


del ejemplo 11, la función de ese ejemplo es continua en cada disco abierto 
que no contenga ningún punto de la circunferencia x? + y? = 1. 


El teorema siguiente, análogo al teorema 1.9.2, afirma que una función 
continua de una función continua es continua. 


12.2.17 Teorema 


Suponga que fes una función de una variable y que g es una función de 
dos variables tal que g es continua en (Xp, Yo) y f es continua en 
£(xo, Yo). Entonces la función compuesta f o g es continua en (Xp, Aj). 


La demostración de este teorema es semejante a la del teorema 1.9.2. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 6 — Sea h la función del ejem- 
plo 3: 


h(x, y) = In(xy — 1) 


Si g(x, y) = xy — 1, g es continua en todos los puntos de R?. La fun- 
ción logarítmica natural es continua en su dominio completo, el cual es 
el conjunto de todos los números reales positivos. De modo que si f es la fun- 
ción definida por f(t) = Int, entonces f es continua para todo t > 0. 
Por tanto, la función Ah es la función compuesta f o g y, por el teorema 
12.2.17, es continua en todos los puntos (x, y) de R? para los cuales 
xy-1>0. 4 


Ed 
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FIGURA 15 


» EJEMPLO 12 Determine todos los puntos en los que f-es 


continua si 


1 
yx? + y? - 25 


Solución El dominio de f es el conjunto de todos los puntos (x, y) de R? 
para los cuales x? + y? — 25 > 0. Estós son los puntos de la región 
exterior limitada por la circunferencia x2 + y? = 25 como se muestra en la 
figura 15. La función fes el cociente de las funciones g y h para las que 


guy) = 1 hay = yx? + y? — 25 


Como g es una función constante, es continua en cada punto de R?, Del teo- 
rema 12.2,17, h es continua en todos los puntos de R? que satisfacen la de- 
sigualdad x? + y? > 25. Por tanto, por el teorema 12.2.13(iv), f es continua 
en todos los puntos de su dominio. 


faUy = 


EJERCICIOS 12.2 


MS 


6, 2 2 3 3 
En los ejercicios 1 a 6, evalúe el límite mediante los teoremas, 17. 10 di + xy : fa » = +y 


de límites. a = ES + y? 124 y? 
1. lím 3x? + xy - 2y? , x Sa + 2xy 
a 107 19. pe = == 20. 0) ra 
: 2 2 1? + y? 1? + y? 
2. lim  (5x%-— 2xy + y5) ] 
CERA 3 h En los ejercicios 21 a 24, determine si el límite existe. 
4 x= L£y 4 31,3 ñ 
3, lím 4. lim yx? +2 Nr o il 4 
(4,y)3(2,-1) Xx + dy sena? 2 d 1%. lim LEE 22." cb En 2 
ñ (920.0) 12 + y? (x, A mxt+ y? 
5 lim AO A id Mo Ao x2y? 
(1,9>(0,0) x? + GQ - 1? IÓS LN lim 5 24. lim > 


m 
SOLD (y > 


(ax - 1 - 
D?P + y - DA 


y (1,995(0.0) 1? + y? (1 9>(0.0) 13 + y? 


- 4/3 
GEAgta . En los ejercicios 25 a 28, muestre la aplicación del teorema 


12.2.6 para calcular el límite. 


En los ejercicios 7 a 10, establezca el límite determinando una 5 lim tan” 2 % lim e) 
Ú > 0 para cualquier € > 0 tal que 5e cumpla la defini- " 1N>02) x " (xy) 3 (n 3,11 2) 
ción 12.2.5. 
A 1 2 
ñ 27. 1 28. + > 
e ló d mata V3x — 4y e 
x,y 5 e 
8.  lím (Sx + 4y) = -6 En los ejercicios 29 a 52, determine todos los puntos en los que 
y 122 la función es continua. ] J 
E O ei Za a e e 1 
10. lim (Sr-3y=-= DS a o ge 3 
(y 3(2.4) 2 e d 
* En los ejercicios 11 a 16, demuestre que lim. fe y 3L kxy = sen 2 32. f(x, y) = In xy? 
no existe. , (90,0) C A 
2_ y 2 cu 41%y + 3y? 
NA Y) x Ae DO EA 
ay = ES : 12. fx SA Fx, y) 
> fa y) o a 2 2x - y 
A % Pr 2 
E x*y* A 34. g(x, y) = 0, 
DB. fay = E E 16 — x? - 4y? 
de E mE 2 
UE xi +312y? + 2xy? 5 qe ISO E e 
. y) = EA a y y . 14736. fa, y) = cos Ux + y) 
9 xy? * de Y : 
15. E Y + Qda” = si (x, y) + (0, 0) 
5. fa, y) EROS 16. f(x y = E a foyr= 1 e 
En los ejercicios 17 a 20, demuestre que ; lia A f(x y) 0 si (x, y) = = (0,0) 
x,y)> (0, 


existe. 


Sabreniia: consulte el eAsTeIalO 19, 
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Jet pa y 


2 1 
Y sil y) 2 (0,0) 


38. híx. y) = 4344 y? 
0 si (x, y) = (0, 0) 


Sugerencia: refiérase al ejercicio 7. 


x+y e 
ñ <W—— six, y) * (0,0 
39. fa) = 4x2 + y? (x, y ) 
0 si (x,y) = (0, 0) 
e a. 
Ve ? y Ñ 
40. fa) = (27 y > (1, y + (0, 0) 
0 si (x, y) = (0,0) 
Aoc! Y si (x, y) + (0, 0) 
41. Gy) =4 lx] +1») 
0 si (x, y) = (0,0) 
Ar x2y2 
— Y —  si(y)* 00,0) 
2. Fay =¿)a]+ y] á 
% Evo “lo si (x, y) = (0,0) 
40) = 2 
16 - 1? - y? 
y 
4. [y = => 
*-y-4 
45. fay = === 
4x2 + 9y? - 36 
Ñura E 2 2 
+ 
46. fíx, y) = — 
9 = 1? - y? 


47. f(x,y) = sec Uxy) 

48. f(,y) = (1? + y? - 9) - In(1 — x? - y? 
49. fía, y) = sex + y) + In(xy) 

50. f(x, y) = sen (xy) 


SL. fa y) = A six+yxv%0 
1 six+y=0 
: ade six xk y 
532. fy)= i x- y 
x-y six= y 


En los ejercicios 53 a 59, la función es discontinua en el origen 
debido a que f(0, 0) no existe. Determine si la discontinuidad 
es removible o esencial. Si la discontinuidad es removible, rede- 
fina f(0,0) de modo que la nueva función.sea continua en (0, 0). 


53. fuy = LG 54. fx, y) = Pa 


2 


2 +xy+ y? + 
55. fly) = (1 + y) sen > 
Eb xXx +y A 
So aid 
dy? - To a 
pe. Say == SA A A 
A e xó 4 y 
IS E: nee 3 day? 
58 /0)= 52. y +. EA 
xx +y sy EY 


60. (a) Dé una definición, semejante a la definición 12.2.5, del 
límite de una función de tres variables conforme un pun-” 
to (x, y, z) tiende al punto (Xp, Yo» 29). (b) Proporcione 
una definición, similar a la definición 12.2.8, del límite 
de una función de tres variables conforme un punto 
(x, y. z) se aproxima del punto (xp, Yp, 2p) a través de un 
conjunto específico S de puntos de RÍ, 


61. (a) Enuncie un teorema semejante al teorema 12.2,9 para 
una función f de tres variables. (b) Establezca ún teore- 
ma similar al teorema 12.2.10 para una función f de tres 
variables. 


En los ejercicios 62 a 65, use las definiciones y teoremas de 


los ejercicios 60 y 61 para probar que lim fi 
no existe. (x, y,2)>(0,0,0) 
3 


2 

xo + yx 
680. fAy. DD = 
f6 xy 2? 


2 2 2 
xt + - 
SD A 

XxX +yY+2 


4: 3 2,2 
XA" + ya + ZO 
64. fuy2= E AE 

- 2a+y+z 


. 
x2y?2? 


65. fa,y, 2) = A 

dá xs yz 

En los ejercicios 66 y 67, utilice la definición del ejercicio 

60(a) para demostrar que lím Fx, y, 2) existe. 
(x,y,2)>(0,0,0) 


3 2 
+ 
66..f(x,y,D = LE, 
2+ry+z 
TEA 


2 2 


67. fly = 
2is+yz 


68. (a) Dé una definición, semejante a la defimición--12.2.12, 
de continuidad en un punto para una función de tres varia- 
bles: (b) Establezca teoremas para las funciones de tres 
variables similares a los teoremas 12.2.13 y 122.17. 

En los ejercicios 69 a 72, utilice la definición y los teoremas 

del ejercicio 68 para determinar todos los puntos en los que la 

función es continua, : 

69. f(x, y,2) = = 


Na y +22-1 


70. f(x, y, 2) = In(B6 — 4x2 - y? - 922) 


3xy2 a 

ST— == siy 2 + (0,0, 0 

TL AD q + yo +2 IS ? 
0 . six, y, 2) = (0, 0, 0) 

7 : 

, O SA i 0,0 

TZ. [y = 11? +4 y? + 2 ] cad aci 
0 Ñ si (x, y, 3 = (0,0, 0) 


73. La función G está definida por 
: G(x, y) = 3 + 4d six+4y<5 
y a six? + 4y? >5 


Demuestre que G es continua en todos los puntos (x, y) 
de R? excepto én aquellos de la elipse x? + 4y? = 5. 


. . 
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74. La función F está definida por (1D) ftx,ty) = "fe y); g(tx, ty) = t"g(x, y) para algu- 
toda £; - 
pay (07 six? -3y? 51 EPA 
2 six? - 3y?> 1 Gi) (1, D) + 0yg(1,0) +0; 


Demuestre que F es continua en todos los puntos (x, y) de 
R? excepto en aquellos de la hipérbola x? — 3y? = 1. 


2 


Gi) gdl, 1) - 10,0) * £(1,0) - F1, D. 


75. Suponga que f y g son funciones de dos variables que Demuestre que lím FG, y) no existe. 
satisfacen las condiciones siguientes: (1,3(0,0) g(x, y) 


12.3 DERIVADAS PARCIALES 


La diferenciación de funciones de valor real de n variables se reduce al caso 
de una dimensión al considerar una función de n variables como una fun- 
ción de una variable mientras que las demás se mantienen fijas. Esto condu- 
ce al concepto de derivada parcial*. Primero se considerarán las derivadas 
parciales de una función de dos variables. 


12.3.1 Definición de derivada parcial de una función 


de dos variables 


Sea.f una función de las variables x y y. La derivada parcial de f 
con respecto. a. x es la función, denotada por Df, tal que su valor 
en cualquier punto (x, y) del dominio de festá dado por 


a mo ¿(+ Ax, y) — f(x, y) 
D¡fx, y). = o, : Ax 


si este límite existe. De manera semejante, la derivada parcial de f 
con respecto a y es la función, denotada por D>f, tal que su valor en 
«cualquier punto (x, y) del dominio de festá dado por 


Df, y) = Jn, Perra LY 


sivexiste este límite. 


El proceso para calcular una derivada parcial se denomina diferen- 
ciación parcial. 

Df, que se lee “D sub 1 de f”, denota la función que es la derivada 
parcial de f con respecto a la primera variable. D| f(x, y), que se lee “D 
sub 1 de f de x y y”, denota el valor de la función D;¡f en el punto (x, y). 


Y e 


Otras notaciones para Df son fi, f., y —. Además, se tienen las nota- 


ox 
ciones f(x, Y), f£ AA y) y Ay para D¡f(x, y). De manera semejante, 


las notaciones para D)f son fa, f, y $ y para D,f(x, y) son fa(x, y), 


* Nota. El autor utiliza la notación de Cauchy (con la letra D) para la derivada parcial empleando un subíndice numérico (1 a 2) para indicar la 
variable (x o y) con respecto a la cual se deriva. También se utiliza en otros libros como subíndice más específico la propia letra: x o y. Así em, 
vez de D| o D, se escribe D, o D,, y el contexto indica que se trata de derivadas parciales. Para distinguir mejor podría usarse en tal caso la 
letra D con subíndices xo y, o bien 1 02, 

** Nota. Esta simbología recibe el nombre de notación de Jacobi. La d se llama “de” de Jacobi y se utiliza en forma análoga a la “de” de 
Leibnitz, aunque no corresponde a) concepto de diferencial. 


4 


D¡f(x, y) 


D¿f(x, y) 
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FAX, y) y AA, Si z = f(x, y), entonces se puede expresar Dj f(x, y)” 
como o Una derivada parcial no puede considerarse como la razón de 02 
lx 
y dx puesto que ninguno de estos símbolos tiene significado por separado. 


, E dl : 
Anteriormente se dijo que la notación ña puede considerarse como el co- 
ciente de dos diferenciales cuando y es una función de la variable x, pero no 


existe una interpretación similar para d 


dx 


» EJEMPLO 1 Aplique la definición de derivada parcial para 
calcular D, f(x, y) y D2 f(x, y) si 


fi y = 3x? — 2xy + y? 


Solución 


lím fu + Ax, y) F fu, y) 


Ax>0 Ax 
- tm 22 + Ax? - Lx + Ax)y + y? — (31? - 2xy+ y?) 
—Ax>/0 Ax 
a 3x2 + 6xAx+ 3(Ax)? —- 2xy - 2yAx+ y? - 312 + 2xy - y? 
—Ax>0 Ax 

Maz 

ese li 6xAx + Ax) 2yAx 

Ax=>0 Ax 


= Jm (6x + 3Ax — 2y) 


= 6x — 2y 
= lím FO, y + Ay) = f(x, y) 
Ay=>0 Ay 
tin PEO AMY A 2 + y) 
A Ay=0 Ay 
= lím 312 — 2xy — 2xAy + y? + 2yAy + (Ay)? - 3x1? + 2xy — y? 
a Ay—=>0 Ay 
= tim 2%4Y + 2yAy + (Ay? 
Ay>0 Ay 


= Um, (-2x + 2y + Ay) 
= -2x + 2y 4 


Si (xo, Yo) es un punto particular del dominio de f, entonces 


f(Xg + Ax, yo) — f(xo> Yo) 


Di fo, y) = Pra Ax DES 
si este límite existe, y 
XD» + Ay) - . 
Df yo) = lim Lodo + AN) — So. Yo) 0) 


Ay=>0 Ay 


si existe este límite. 
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Df, 2) 


'> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 — Se aplicará la fórmula (1) a 
fin de calcular D; f(3, —-2) para la función f del ejemplo 1. 


lim fF3%+ Ax, 2) - f(3, 2) 


> Ax>0 Ax 

ie 33 + Ax? - 213 + ADC) + (2 - (27+12 +4) 
Ax>0 Ax 

Ze 27 + 18Ax + 3(Ax)? + 12 + 4Ax + 4 - 43 
Ax>0 Ax 


lím (18 + 3Ax + 4) 
Ax>0 


22 4 


Las siguientes son fórmulas alternativas de (1) y (2) para D¡ f(Xo, yo) 
y D2f(Xo, Yo): 


= tim L%:70- fo. 0 
Difto yO) = Jim e O 3) 
si este límite existe, y 
Dato yo) = Mm 220) 40: Yo) db 


y >Y0 Y “Y 


si existe este límite. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Se aplicará la fórmula (3) 
con el objeto de calcular D¡ f(3, —2) para la función f del ejemplo 1. 


iia Hs 


DIfB,2) = lim LE 
2 - 
= lim + 4x + 4 - 43 
1>3 x-3 
Mi Ii 39 
1>3 o 3 
da (3x + 13Xx — 3) 
1>3 x-3 
Ss lím Gx + 13) 
= 22 4 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 En el ejemplo 1 se probó que 
D¡f(x, y) = 6x — 2y 
Por tanto, 


D¡f(3, 2) = 18 + 4 


= 22 É 


tí 


Este resultado concuerda con los resultados de los ejemplos ilustrativos 
1 y2. 4 


12.3 DERIVADAS PARCIALES 945 


PokXo» Yo» For YO) 
A 


z 
¡ 
H 
1 
Lo 


2= fx, y) 


2 


PoXg Yo fp 70) 4 
| 


FIGURA 2 


Al comparar la definición de derivada parcial (12.3.1) con la definición 
de derivada común (2.1.3), se observa que D¡f(x, y) es la derivada ordina- 
ria de f' si se supone que f es una función sólo de la variable x (esto es, y se 
toma como una constante), y D>f(x, y) es la derivada ordinaria de f si f 
se piensa como una función sólo de la variable y (mientras que x se consi- 
dera constante). De modo que los resultados del ejemplo 1 pueden obtenerse 
más fácilmente al aplicar los teoremas de diferenciación ordinaria si y se 
toma como constante cuando se calcula D¡f(x, y), y si x se considera cons- 
tante cuando se obtiene D) f(x, y). El ejemplo siguiente ilustra esto. 


» EJEMPLO 2 


f0, y) = 3x7 — 4x2%y + 3xy? + senxy? 


Calcule f,(x, y) y fy(x, y) si 


Solución Si se considera f como una función de x y se toma como 
constante a y, entonces se obtiene 


fAx, y) = 9x2? — 8xy + 3y? + y? cos xy? 


Al considerar f como una función sólo de y y se tiene a x como constan- 
te resulta 


fy(x, y) = -4x? + 6xy + 2xy cos xy? 4 


Las interpretaciones geométricas de las derivadas parciales de una 
función de dos variables son semejantes a la de una función de una variable. 
La gráfica de una función f de dos variables es una superficie que tiene 
ecuación z = f(x, y). Si y se considera comp constante (digamos, y = yg), 
entonces z = f(x, yo) es una ecuación de la traza de esta superficie en el 
plano y = yg. La curva puede representarse mediante las dos ecuaciones 

y YO Y  2=f0)y) (5) 
debido a que la curva es la intersección de estas dos superficies. 

Entonces, D¡f(%o, yo) es la pendiente de la recta tangente a la curva 
representada por las ecuaciones (5) en el punto Py(xo, Yo, o, Yo) del. plano 
y = yo. De manera análoga, D, f(xp, Yo) representa la pendiente de la recta 
tangente a la curva que tiene ecuaciones 

x=xXx9 Y  2=fx)y) 
en el punto Py del plano x = xq. Las figuras 1 y 2 muestran una porción de 
la curva y de la recta tangente. 


» EJEMPLO 3 Calcule la pendiente de la recta tangente a la 


curva de intersección de la superficie 
E A S 
2= 3 124 Xx 2y 


con el plano y = 2 en el punto (2, 2, 43). 
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y=2 Solución La figura 3 muestra la curva de intersección de la superficie y 
del plano, así como la recta tangente. La pendiente requerida es el valor de 


sE en el punto (2, 2, 43). Así, 


dz -x 


dx" 2.24 - x? - 2y? 


De modo qué en (2, 2, 4/3), 


' y] 3 02 e 32 
PAGA ea dx" 2/12 
1 
FIGURA 3 A 4 
243 


Cuando se calcula una derivada parcial en un punto particular, en ocasio- 
nes es necesario aplicar las fórmulas (1) a (4) como se muestra en el ejem- 
plo siguiente. 


D — EJEMPLO-4 sea 


xy(a? — y?) 
fa y) = 24 y? 
0 si (x, y) = (0,0) 


si (x, y) * (0, 0) 


Demuestre que f¡(0, 0) = 0 y que f,(0, 0) = 0. 


Solución Se calculará f;(0, 0) a partir de (3) con yy = 0, y f2(0,0) a 
partir de (4) con xy = 0. 


_ o f(x,0)- f(0, 0) _ 1. ¿00 y) — f(0,0) 
f1(0,0) = lím > fX0, 0) = lí, ro 
= lim 9 = 0 = lím >. 
1> y> 
= límO = limO 
1>0 y>0 
=0 =0 < 


La figura 4, que muestra la superficie definida por la función del ejem- 
plo 4, apoya el hecho de que f,(0, 0) y £2(0, 0) son iguales a cero: La inter- 
sección del plano y = 0 y la superficie es el eje x, y f¡(0, 0) es la pendiente 
del eje x en el plano xz, la cual, por supuesto, es cero. De manera similar, 
f-0, 0) es la pendiente del eje y en el plano yz, la cual también es cero. 


> EJEMPLO 5 Para la función del ejemplo 4, demuestre que: 
(a) f¡(0, y) = —y para toda y; (b) f,(x, 0) = x para toda x. 


= Solución 
(a) Si y % O, de (3), (b) Six + 0, de (4), . 
[-2.5, 2.5] por [-2.5, 2.5] por [-6, 6] 

Ñ Ñ £0,) = lim LEI px, 0) = tim LEVI 

xy(a? E y» si (x, y) x (0,0) x>0 x-0 y>0 A 0 
fuy = 124 y? - 
0 si (1, y) = (0,0) Ca a cd a 
+ y q y 
= lím = lím 


FIGURA 4 :>0 x y>0 y 
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Dz. 2 Maz 
= lím pe Z ) = lím e z ) 
20 x%+ ys yJ20 1x4 y 
e e E 

y? y? 
= y == 


(a) Como f¡(0, y) = —y si y * 0 y, del ejemplo 4, f¡(0,0) = 0, se con- 
cluye que f¡(0, y) = > para toda y. 

(b) Puesto que f(x, 0) = x six x 0 y, del ejemplo 4, f2(0, 0) = 0, se in- 
fiere que f(x, 0) = x para toda x. e! 


Debido a que toda derivada es una medida de una tasa de variación, 
una derivada parcial se puede interpretar de la misma manera. Si f es una 
función de las dos variables x y y, la derivada parcial de f con respecto a x en 
el punto Polxo, Yo) proporciona la tasa de variación instantánea, en Pp, de 
f(x, y) por unidad de variación de x (x varía y y se mantiene fija en yg). 
De manera semejante, la derivada parcial de f con respecto a y en Py pro- 
porciona la tasa de variación instantánea, en Py, de f(x, y) por unidad de va- 
riación de y. 


» EJEMPLO 6 De acuerdo con la ley del gas ideal para un gas 
confinado, si P atmósferas es la presión, V litros es el volumen y T grados es 
la temperatura absoluta en la escala Kelvin, se tiene la fórmula 


PV = kT (6) 


donde k es una constante de proporcionalidad. Suponga que el volumen de 
un gas de cierto recipiente es de 12 litros y que la temperatura es de 290"K, 
con k = 0.6. (a) Calcule la tasa de variación instantánea de P por unidad 
de variación de T si V permanece fijo en 12. (b) Utilice el resultado del inciso 
(a) para aproximar la variación de la presión si la temperatura se incrementa 
a 295%K. (c) Calcule la tasa de variación instantánea de V por unidad de 
variación de P si T permanece fija en 290%K. (d) Suponga que la temperatu- 
ra se mantiene constante. Utilice el resultado del inciso (c) para calcular la 
variación aproximada del volumen necesario para producir la misma varia- 
ción en la presión que se obtuvo en el inciso (b). 


Solución Al sustituir Y por 12, T por 290 y k. por 0.6, se obtiene 
P = 14.5. á 
(a) Si se resuelve (6) para P cuando k = 0.6 resulta 


0.6T 


P= == 


La tasa de variación instantánea de P por unidad de variación de T, si 
' oP 
V se mantiene constante, es —, esto es 


OT 
JP _ 06 
ITV 
aP 
Cuando T = 290 y V = 12, FT 
(b) Del resultado del inciso (a), cuando T 3e incrementa en 5 unidades (de 
290 a 295) y V permanece fijo, un incremento aproximado de P es 


5(0.05) = 0.25. 


= 0.05, lo cual es la respuesta requerida. 
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Conclusión: Si la temperatura se incrementa de 290”K a 295”K, enton- 
ces el incremento de la presión es aproximadamente 0.25 atm. > 
(c) Al resolver (6) para V cuando k = 0.6, se obtiene 


0.6 
¡> 


La tasa de variación instantánea de V por unidad de variación de P, si T 


permanece fijo, es _ de modo que 


AA 0.6T 


JP” p? 
Cuando 7 = 290 y P = 14.5, 


9V _ _0:6(290) 
JP (14,5) 
= -0.83 


la cual es la tasa de variación instantánea de V por unidad de variación 
de P cuando T = 290 y P = 14.5 si T permanece fija en 290. 

(d) Si P se incrementa en 0.25 y T permanece fija, entonces del resultado 
del inciso (c) la variación de V debe ser aproximadamente. 


(0.25(-0.83) = -0.21 


Conclusión: El volumen debe disminuirse aproximadamente en 0.21 li- 
tros para que la presión aumente de 14.5 atm a 14.75 atm. 4 


A continuación se extenderá el concepto de derivada parcial a funciones 
de n variables. 


12.3.2 Definición de derivada parcial de una función 
de n variables 
¿Sea P(x;, Xz, « - - Xn) un punto de R”, y sea funa función de las.n varia- - 
bles xj,.xX2, » « - , Xy» Entonces la derivada parcial de.f con respecto a x; 

es la función, denotada por D;f, tal que su valor de función en cual- 
quier punto P del dominio de f está dado por 


DIS) X2» > - + + Xm) O 
FA, Agr Xp + AX... Xp do SO M2 Xp) 


= lím 
Axz >0 Ax k 
si este límite existe. 


En particular, si fes una función de las tres variables x, y y z, entonces 
las derivadas parciales de festán determinadas por 


Df) = lim, HA+ Ay f/f y, 2) 


Ax 
í ia +A A E X, y, 
Df, 0 = fím, ferran 2 A 
í xy 2 + 42) f(%,y,2 
DsfGx, y. 2) = Jím, A 


si estos límites existen. 
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» EJEMPLO 7 Dada fx, y» =x12y + yz? + 22, verifique que . 


xfi(x%, y, 0 + yA, D + 2f34,y, 0) = 3 f(x, y, z) 


Solución Si se mantienen y y z constantes resulta 


fi, y, 2) = 2xy 
Al considerar x y z constantes se obtiene 


fly Dd = 12 + 22 


Cuando x y y se consideran constantes se tiene 
fiay 2 = 2yz + 322 
Por tanto, 


Xf (9,0 + y 9,0 + 240,9, 9 = x1Qxy) + y? + 23) + 2Qy2 + 322) 
2x2y + x2%y + y22 + 2y2? + 32? 
Xa?y + yz? + 22) 

3 f(x, y, 2) o! 


Si f es una función de dos variables, entonces, en general, D¡f y 
D,f también son funciones de dos variables, y si las derivadas parciales 
de estas funciones existen, se denominan segundas derivadas parcia- 
les de f. En constraste, D¡ f y D, f reciben el nombre de primeras derivadas 
parciales de f. Existen cuatro segundas derivadas parciales de una función 
de dos variables. Si fes una función de las dos variables x y y, las notaciones 

2f 

DADIf) Dif fo Fe dydx 


expresan la segunda derivada parcial de f que se obtiene al derivar parcial- 
mente f con respecto a x y después derivar parcialmente el resultado con res- 
pecto a y. Esta segunda derivada parcial está definida por 


Zu fi, y + Ay) — f(x, y) 
foo y = am, Ay Y) 
si este límite existe. Las notaciones 
2? 
DIDIA —Duf fu fi le 


representan la segunda derivada parcial de f que se obtiene al derivar par- 
cialmente dos veces con respecto a x, y se define como 


wm ÁAGU+Axr y 40) 
ut» = ln, > o 


si existe este límite. Las otras segundas derivadas parciales están definidas 
de manera análoga, 


= lin 2RE+BLYN= btoY 
fia, y = Ximo me 0) 
fay = lim Lx, y AN - fax y) ii 


Ay>30 Ay 


si estos límites existen. 
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Las definiciones de las derivadas parciales de orden superior son Si- 
milares. Existen diferentes notaciones para una derivada parcial específica. 
Por ejemplo, 


93 2 
Dmf fu Fxxy E 7 


representan la tercera derivada parcial de f que se obtiene al derivar par- 
cialmente dos veces con respecto a x y después una vez con respecto a y. En 
la notación de subíndice, el orden de la derivación parcial es de izquierda a 


3 
derecha; en cambio, en la notación q, el orden se considera de de- 
recha a izquierda. dd 


DP EJEMPLO 8 sea 


f(x, y) = e*sen y + Inxy 


3 
Calcule: (a) D¡ ¡f(x, y); (b) D¡2 f(x, y); (c) z ca 
dxdy 


Solución 
D¡f(x, y) = e*sen y + 50) 
= e seny + 


(a) D¡¡ f(x, y) = e*seny — > (b) D¡2f(x, y) = e*cos y 


3 E . 
(c) A fin de calcular df y > se deriva parcialmente dos veces con respecto 


dx dy 
a y y después una vez con respecto a x. Así, se tiene 


Í es e E A 
O Er e* sen y 0 dde 


= —e* sen y 4 


Las derivadas parciales de orden superior de una función de n variables 
se definen de manera análoga a las definiciones de las derivadas parciales de 
orden superior para una función de dos variables. Si f es una función de n 
variables, entonces pueden tenerse n? segundas derivadas parciales de f en 
un punto particular. Esto es, para una función de tres variables, si todas las 
segundas derivadas parciales existen, entonces se tienen nueve de estas de- 


rivadas: fi, £12 £i3 La f22 £23 £31 f32 Y f33 


» EJEMPLO 9 Calcule D¡ 32 f(x, y, 2) si 


fy D = sen(xy + 27) 


Solución 
D¡f(x, y, Y = y cosíxy + 22) * 
Dif, y, 2) = -2y sen(xy + 22) 


Dirf(x, y 2 = -2sen(xy + 22) — 2xycosí(xy + 22) 4 
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» EJEMPLO 10 sea 

fa, y) = x%y — y cosh xy 
Calcule: (a) f(x, y); (b) f(x, y). 
Solución 


(a) fx y) = 3x12y — y? senh xy 
fiy(x, y) = 31? — 2ysenh xy — xy? cosh xy 


(b) fr, y) = x? — coshxy — xysenh xy 
Ly (A, y) = 3x? — ysenh xy — y senh xy — xy2cosh xy 
3x2 - 2ysenh xy — xy2cosh xy 


ñ 


4 


Observe en el ejemplo 10 que las derivadas parciales “mixtas” f,,(x, y) 
y f, (x, y) son iguales. De modo que para esta función particular, cuando 
se calcula la segunda derivada parcial con respecto a x y después con res- 
pecto a y, el orden de derivación no importa. Esta condición se cumple para 
muchas otras funciones. Sin embargo, el ejemplo siguiente muestra que esto 


no siempre es verdad. 


DP EJEMPLO 11 Calcule f12£0, 0) y £2,(0, 0) si 


2. y2 
fa y = 10 Pi si (x, y) * (0,0) 
0 si (x, y) = (0, 0) 


Solución En el ejemplo 5, se demostró que para esta función 


f1(0,y) = y  paratoday 


fax, 0) = x para toda x 
De (7), 


mm fi(0,0 + Ay) — $(0, 0) 
30 


f12(0, 0) = dí Ay 


y de (11), f,(0, Ay) = -Ay y f¡(0, 0) = 0; de modo que 


_owTAy-0 
fi2(0, 0) = Jim, e 
> 
= -1 
De (9), ] 
f21(0,0) = lím f2(0 + Ax, 0) — f2(0, 0) 


Ax>0 Ax 


(11) 


(12) 
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Sin embargo, de (12), fx(Ax, 0) = Ax y £2(0, 0) = 0. Por tanto, 


fa1(0,0) = lim 2-0 


Ax>0 Ax 


¿= líml 
Ar=>0 


A 4 


Para la función del ejemplo 11 las derivadas parciales mixtas 
fi y) y fa4(x, y) no son iguales en (0, 0). Un conjunto de condiciones para 
que f2(%o, Yo) Y £21(%o, Yo) sean iguales se da en el teorema 12.3.3, el cual 
se presenta a continuación. La función del ejemplo 11 no satisface las hi- 
pótesis de este teorema ya que f¡> y f>1 son discontinuas en (0, 0). Se deja 
como ejercicio demostrar esto (refiérase al ejercicio 64). 


12.3.3 Teorema 


Y o Suponga que f es una función de las variables x y y, que está definida 
WE "en el disco abierto B((xg, Yo); 1) Y Que fo Ly, fey Y fyx están definidas 
S yd en B. Además, suponga que f,, y f,, $0n continuas en B. Entonces 

A 


A Luo, YO) = Lylxo» YO) 


La demostración de este teorema se presenta en el suplemento de esta 


sección. 
q ai Y . z 
Y ; Xx Como un resultado del teorema 12.3.3 se tiene que si la función f de 
de dos variables tiene derivadas parciales continuas en algún disco abierto, en- 


tonces el orden 'de derivación parcial puede cambiarse sin afectar el re- 
sultado; esto es, 


Dif = Diaf= Danf 
Dif = Durf= Diaf = Danf= Duaf = Damif 


etcétera. En particular, suponiendo que todas las derivadas parciales son 
continuas en algún disco abierto, se puede demostrar que D,¡¡f = D¡¡2f 
al aplicar el teorema 12.3.3 de manera repetida. Al hacer esto se obtiene 


Danf = DD) = DD) = DIDADI PD) = DADO Al 
= DADUA = Dif ' 


En los ejercicios 1 a 6, aplique la definición 12.3.1 a fin de To fay o = xy - 3xy? + 2y2,D,f(x, y, 2) 
calcular la derivada parcial. 8. fAyD = 1 + 4y? 4 92D f(,y,0) 


Ll. foy = x + 3y - 7D f(0,y) 9. [AY 25,1) = XYF + yzt 4 y rt + zrtef (y, 2,5, 1) 


fa y = 4x1? - 3xy: D¡ fx, y) 10. f(r,s,t,u,v,w) = 3rÍst+ sttv - 2Ztuv? - tvw + 


2. 
3. fa y) = 3x3 + 6x — y? D, f(x, y) 
4 
5 


3uw?; f Ar, s,t,u, v, w) 
11. Sea f(x, y) = x? — 9y?. Calcule D¡fQ, 1) al aplicar 


. fay) = xy? - Sy + 6; D, f(x, y) (a) la fórmula (1); (b) la fórmula (3); (c) la definición 

E A e y) 12.3.1 y después sustituir x y y por 2 y l, respectiva- 
mente. 

6. fx y) = EZ 2 f,(x, y) 12. Para la función del ejercicio 11, calcule D, f(2, 1) me- 

xy * diante la aplicación de (a) la fórmula (2); (b) la fórmula 

En los ejercicios 7 a 10, aplique la definición 12.3.2 para (4); (c) la definición 12.3.1 y después reemplazando x y y 


determinar la derivada parcial. por 2 y 1, respectivamente. 


E 


En los ejercicios 13 a 24, calcule la derivada parcial conside- 
rando todas las variables, excepto una, como constantes y apli- 
cando los teoremas para la derivación ordinaria. 


1. fAy =4y + Jx? + y Df) 


14, $, = 5D 40) 
As ly -x 
15. f(6, fp) = sen30cos 24; fa(8, $) 
16. f(r,0) = r?cos 6 — 2rtan 9; f,(r, 0) 
2 
= eMiin 2 
1. 2 = ein dy 
18. r= e Écos(0 + 0; dr 
pi * 8 
(11, 2y112, Qu 
19. u= (1 + y4 + 2934 
20. y = tan”! (xy zw); Ze 


21. fx, y, 2) = 4xyz + In(2xyz); f(x, y, 2) 

22. Sa, y, 2) = e semh 22 — e* cosh 2z; f,(x, y, 2) 

B. fay od = e + tal; fx, 9,0) 

24. fir, O, $) = 4r? sen O + Se" cos O sen $ - 2 cos q; 

far, 0, p) 

Si f(r, 6) = rtan 8 — r? sen 8, calcule (a) f, (42, 25, 

(d) £, (3,7). 

Sify o = e”y In(y + 2), calcule (a) £,(3, O, 17); 

(b) £2C1, O, 2); (c) £3(0, O, 1). 

En los ejercicios 27 y 28, calcule LAI 
> > 

28. f(x, y) = "gens gy 


E AAA 


25. 


26. 


27. fa, y) = | (Insentds b 


e o al E 


En los ejercicios 29 38 haga lo siguiente: (a) calcule 


D¡¡fGr, y); (b) obtenga Da, f(x, y); (c) pruebe que Dy2f(x, y) 
y D,¡ f(x, y) son iguales. 4 j 


» y Ñ | 
2. flay = E-+% 
A Y PT 
30. f(x,y) = 2x? - 3x2y A xy? ; pa 


31. f(x, y) = e? 


32. fix, y) = e + In a 


A 

33. f(0, y) = (2 + y? tan! 2 xy 
x o pai 
34. fíx, y) = sen! 2, M; Xu ' ved 
. 44 ¡0 

35. fíx, y) = 4xsenh y + 3ycoshx ¿0 
36. fíx, y) = xcos y - ye* dl 
37. fx, y) = e*cos y + tan! x- In y 
38. fix, y) = 3xcosh y — sen! e* 


En los ejercicios 39 a 46, calcule las derivadas parciales in- 
dicadas. : 
39. fa, y) = 2 y + Sa?y? — 3xy?; (8) f 12102, y); 

(b) £21(%, y) 
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40. Gl, y) = 31%? + 5x2y? + 2x (8) G,y.(x, y); E 
(D) Gy,y(x, y) 


41. fa, y D=yet+ 2er +e% (a) f(x, y, 2); (b) f,¿(x, y, 2) 
42. g(x, y, 2) = sen(xyz); (a) 2,30%, y, 2); (D) g ¡2(x, y, 2) 

43. f(w,2) = w? cose?; (8) f,2,(w, 2); (D) f212(w, 2) 

44, fu, v) = Incos(u — v); (a) f,,,,(u, v); (D) f,, (u, v) 


45. £(r,s,1) = In(r? + 45? — 51?), (8) g ¡32(r, s, 1); 
(d) gu22lr, s, 1) 


46. f( y, 2) = tan lBxy2); (a) f, 1300 y. (0) figatr. y. 2) 
47. Seau = sen” + In?. Verifique que ¿9% + p9u = 0. 
7 r ot dr 


48. Seaw = x?y + y?z + 22x. Verifique que 


dw_dw_ dw 


Le APA zz 2 
a ga 


En los ejercicios 49 a 52, demuestre que u(x, y) satisface la 
o du du so 
ecuación == + 27 = 0, la cual se conoce como ecuación 
Ox dy 
de Laplace en R?. 
49. u(x, y) = In? + y?) 


50. u(x, y) = tan? 2 
x 


51. 


u(x, y) = tam!2 4 5 z 7 
x + y 


52. u(x, y) = e*sen y + eXcos x 


. 53. La ecuación de Laplace en Res 
du du, du 
—- — + — =0 
de. dy? 


Pruebe que la función u(x, y, 2) = (12 + y? + 22312 


satisface esta ecuación. 


54, Calcule la pendiente de la recta tangente a la curva de 


intersección de la superficie 
3617 9y? + 422 + 36=0 


con el plano x = 1 en el punto (1, 12, -3). Interprete 
esta pendiente como una derivada parcial. 


z 
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55, 


56. 


57. 


58. 


59, 


Calcule la pendiente de la recta pene a la curva de 
Pines de la superficie z = x? + y? con el, ¿plano 

= 1 en el punto (2, 1, 5). Dibuje la curva e interprete 
a pendiente como una derivada parcial. 


Determine ecuaciones de la recta tangente a la curva de 
intersección de la superficie x? + y? + 22 = 9 eon el 
plano y = 2 enel punto (1, 2, 2). 


La temperatura en cualquier punto (x, y) de una placa 
delgada es T grados, donde T = 54 — 21? — 4y?, Si la 
distancia se mide en centímetros, calcule la tasa de varia- 
ción de la temperatura con respecto a la distancia reco- 
rrida a lo largo de la placa en las direcciones positivas de 
los ejes x y y, respectivamente, en el punto (3, 1). 


Emplee la ley del gas ideal para una gas confinado (con- 
sulte el ejemplo 6) a fin de demostrar que 


Y 9T IP, 
oT OP 9V 


Si Y dólares es el valor actual de una anualidad ordinaria 
de pagos iguales de $100 por año para 1 años a una tasa de 
interés de 1007 porciento anual, entonces 


y = 100 | 


(a) Calcule la tasa de variación instantánea de Y por uni- 
dad de variación de ¡ si £ permanece fija en 8. (b) Utilice 
el resultado del inciso (a) para calcular la variación apro- 
ximada del valor actual si la tasa de interés varía de 6 a 7 
porciento y el tiempo permanece fijo en 8 años. (c) Deter- 
mine la tasa de variación instantánea de Y por unidad de 
variación de 1 si ¿ permanece fija en 0.06. (d) Utilice el 
resultado del inciso (c) para calcular la variación aproxi- 
mada del valor actual si el tiempo se disminuye de 8 a 7 
años y la tasa de interés permanece fija en 6 porciento. 


Suponga que 10 000x dólares es el inventario de un al- 
macén que tiene y empleados, P dólares es la utilidad 
semanal del almacén, y 


P = 3000 + 240y + 20y(x - 2y) - 10(x — 12) 


A 
a 


. Seafía y) = 3 x2 + y? 


donde 15 <-x < 25 y 5 < y < 12, Actualmente, el 
inventario es de $180 000 y hay 8 empleados. (a) Calcule 
la tasa de variación instantánea de P por unidad de varia- 
ción de x si y permanece fija en 8. (b) Utilice el resultado 
del inciso (a) para obtener la variación aproximada de la 
utilidad semanal si el inventario varía de $180 000 a 
$200 000 y el número de empleados permanece fijo en 8. 
(c) Determine la tasá de variación instantánea de P por 
unidad de variación de y si x permanece fija en 18. (d) Uti- 
lice el resultado del inciso (c) para calcular la variación 
aproximada de la utilidad semanal si el número de em- 
pleados se incrementa de 8 a 10 y el inventario perma- 
nece fijo en $180 000. 


3 3 
EY si (y + (0,0) 


0 si (x, y) = (0, 0) 
Calcule (a) £,(0, 0); (b) f2(0, 0). 
Seafíx.y) = 3 7 m > si (x, y) H (0, 0) 
0 si (x, y) = (0, 0) 


Calcule (a) f,(0, y) si y = 0; (b) £,(0, 0). 


. Para la función del ejercicio 62 calcule (a). fo 0) si 


x 0; (b) £2(0, 0). 


Para la función del ejemplo 11, demuestre que f,, es 
discontinua en (0, 0), y en consecuencia, que la hipótesis 
del teorema 12.3.3 no se satisface si (Xq, yg) = (0, 0). 


En los ejercicios 65 a 67, calcule f ¡2(0, 0) y f>,(0, 0), si 


existen. z 
2xy z 
65. fly) = 4x2 4 y? si (x, y) + (0, 0) 
0 si. (x, y) = (0,0) 
: dy Ñ 
6. f(ay= ya (x, y) H (0, 0) 
0 si (x, y) = (0,0) 
2012 — v2tantiX o si 
67. fla y) = x* tan x y e y sixyx*0 
0 sixy=0 
68. Demuestre que si fes una función de dos variables y todas 


69, 


las derivadas parciales de f, incluso las de cuarto orden, 
son continuas en algún disco abierto, entonces 


Dif = Dinmf 


Si $ metros cuadrados es el área de la superficie del cuer- 
po de una persona, entonces una fórmula que proporciona 
el valor aproximado de S es 


S = 2W%4p01 


donde W kilogramos es el peso de una persona y H metros 


os EN 


TW y > Cuando 


la alt de 1 sona. Calcul: 
es la altura de la persona. Calcule 3H 


= 70yH = 188, e interprete los resultados. 
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1= f(x, y) a 


ot Yo Fo YY) 
z No + Ax, Yo + Ay, fp + 
| Ax, Yo + Ay) 


(or Yo» 2 £ SES, 
(xp + Ax, yg + Ay, 0) 


FIGURA 1 


) 


Se definirá la diferenciabilidad de funciones de más de una variable por 
medio de una ecuación que. involucra el incremento de una. función. A fin de 
motivar esta definición, primero se obtiene una representación del incremen- 
to de una función de una variable que es semejante.al presentado en la defi- 
nición (12,4.2) de diferenciabilidad. 

Recuerde de la sección 2.1 que si f es una función diferenciable de x 
y y = f(x), entonces 


im 2 


PO = 0 Ax 


donde Ax y Ay son los incrementos de x y y, y 


Ay =fA + Ax -f0) 


Cuando | Ax| es pequeño y Ax % 0, Ay/Ax difiere de f '(x) por un número 
pequeño que depende de Ax, el cual se denota por €. Así, 


e= 2-10 siAx x*0 


donde € es una función de Ax. De esta ecuación se obtiene 


Ay = f'(1)Ax + EAx 


donde € es una función de Axy € —> O conforme Ax —= 0. 


De lo anterior se deduce que si la función f es diferenciable en xq, en- 
tonces el incremento de fen xp, denotado por Afíxg), está determinado por 


AfGY = FAN Ax + EAx donde * lím, é=0 


En el caso de las funciones de dos o más .variables, se utiliza una ecuación 
semejante a la anterior a fin de definir la diferenciabilidad de una función, y 
de la definición se establecen criterios con el propósito de determinar, la di- 
ferenciabilidad de una función en un punto. Á continuación se presentan los 
detalles para una función de dos variables y se inicia con la definición de 
incremento de una función de este tipo. 


12.4.1 Definición de incremento de una función 


de dos variables 


Si fes una función de las variables x y y, entonces el incremento de f 
en el punto (xp, Yo), denotado por Af(xp, yo), está dado por ' ...... 


Afíxo» Yo) = fo + Ax, Yo + Ay) =f(%0:J0) 


La figura 1 ilustra esta definición para una función continua en un disco 
abierto que contiene los puntos (xp, Yo) y (Xp + Ax, yo + Ay). También 


---4 la figura muestra una porción de la superficie z = f(x, y). Se observa que 


AfíXo Yo) = OR, donde Q es el punto (xy + Ax, yy + Ay, f(xp, y) y R es 
el punto que tiene coordenadas (xy + Ax, yo + Ay, fp + Ax yo + Ay). 
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> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Para la función f definida 'por 
FA y) = 3x - xy 


se calculará.el incremento de fen cualquier punto (xo, yo). 


Afíxo, yo) = fo + Ax, yo + Ay) — fo, Yo) 

3(x%0 + Ax) — (xo + AddOGo + Ay? — (Bxp — xoyo?) 

3x9 + 3Ax — X0Y0? - Yo? Ax — 2x9yp9Ay — 2yy Ax Ay — xo(Ayy? - AxXA y? - 3x7 + XoYo? 
3Ax — yo Ax — 2x9y0 Ay — 2ypAxAy — xa Ay? — Axía y)? 


12.4.2 Definición de función diferenciable de dos 


variables 


Si f es una función de las variables x y y, y el incremento de f en 
(xo, Yo) puede escribirse como 


AfXo, Yo) = Di f(%o, Yo) Ax + Dofíxo, yo) Ay + E Ax + €3 Ay 


donde €¡ y €2son funciones de Ax y Ay, tales que €, > 0y €,> 0 
conforme (Ax, Ay) —= (0, 0), entonces fes diferenciable en (xp, vo). 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Se utilizará la definición 


12.4.2 para demostrar que la función del ejemplo ilustrativo 1 es diferencia- 
ble en todos los puntos de R?. Se debe probar que para todo punto (xp, yo) 
de R? se pueden determinar € y €, tales que 


Afio» yo) — Dif%o, Yo) Ax — Dafíxo, yo) Ay = € Ax + €2Ay 


y E > 0 y €2> 0 conforme (Ax, Ay) => (0, 0). 
Como f(x, y) = 3x — xy?, entonces 


Dif yo) =3= yo? y  D2f*0Yo) = 2x0 
Con estos valores y el valor de Af(xp, yo) del ejemplo ilustrativo 1, se obtiene 
Afi%o» Yo) — D¡fG%0, Yo) Ax — D¿f(%o, yo) Ay = — AN(Ay)? — 2yp Ax Ay — Ax(Ay)? 


El miembro derecho de la ecuación anterior puede expresarse en las siguien- 
tes formas: 


(a) L2y Ay — (Ay?] Ax + 9 Ay) Ay 
(b) E2y Ay) Ax + Ax Ay — xp Ay) Ay 
(e) H(Ay?] Ax + 2yp Ax — x9 Ay) Ay 
(d) 0: Ax + [-2yp9Ax -— AxAy — xpAy] Ay 


Por lo que existen al menos cuatro pares posibles de valores de €¡ y €): 


€, = -2y Ay - (Ay? y €=-xpAy 

€¡ = -2yp Ay y € =-AxAy- xAy 

€ = (Ay)? y € =-23yAx — xy Ay 

€e¡=0 y €2=-—2y Ax - AxAy -— x9 Ay 
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Para cada par, ] E 
lím €e=0 y lím €) = 
(Ax. Ay)>(0,0) (Ax, Ay)>(0,0) 
Observe que sólo es necesario determinar un par de valores de €| y €». d 


El teorema siguiente afirma que para una función de dos variables, la 
diferenciabilidad implica la continuidad, de igual manera que para una fun- 
ción de una variable. 


12.4.3 Teorema 


Si una función f de dos variables es diferenciable en un punto, enton- 
ces es continua en ese punto. 


Demostración Si fes diferenciable en el punto (Xp, yo), entonces, de la 
definición 12.4.2, se tiene 


F(xp + Ax, yo + Ay) — f(Xo, Yo) 
= Dif(%o, Yo) Ax + D2f(xo, Yo) Ay + €1 Ax + €2 Ay 


donde €, > 0 y € > O conforme (Ax, Ay) => (0, 0). Por tanto, 


fp + Ax, Yo + Ay) 
= fíxo Yo) + Dif(x0, Yo) Ax + D2fíxo, yo) Ay + €, Ax + €2Ay 


Al tomar el límite en los dos miembros de la ecuación anterior conforme 
(Ax, Ay) > (0, 0) se obtiene 


O NAS FALI0F AE 1000) y 
Si se considera xy + Áx = x y yo + Ay = y, entonces “(Ax, Ay) => (0, 0)” 
equivale a que “(x, y) —= (xp, yo)”. Así, de (1), 


FG, y) = fo Yo) 


lím 
(x.y) >(%0,Y0) 


lo cual demuestra que fes continua en (xp, Yo). n 


Se dijo que para una función f de una variable, la existencia de la de- 
rivada de fen un número implica la diferenciabilidad y, por tanto, continuidad 
en ese número. Sin embargo, como lo muestran los ejemplos siguientes, para 
una función de dos variables la existencia de las derivadas parciales en un 
punto no implica la diferenciabilidad en ese punto. 


DP EJEMPLO 1 Dada 


Fa, y) = EE si (x, y) * (0, 0) 


0 si (xy) = (050) 


demuestre que D¡f(0, 0) y D,f(0, 0) existen y que, sin embargo, f no es 
diferenciable en (0, 0). 
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2 


[-2.6, 2.6] por [-2.6, 2.6] por [-0.5, 0.5] 


fa, y) = | 


x 
0 


E si (x, y) % (0,0) 
y 
si (x, y) = (0,0) 
FIGURA 2 


2 -—0.5 


Solución E 
ou f(x 0) — £(0, 0) ou Jf(0, y) - f(0, 0) 
A a O E or 
slim 20 = tim9-0 
1>0 Xx y>0 y 
= limO = limo 
h 1>0 y>0 


Por tanto D¡f(0, 0) y D> f(0, 0) existen. 
En el ejemplo 6 de la sección 12.2 se demostró que para esta función 
A lim. 6 F(x,y) no existe; en consecuencia, f no es continua en (0, 0). 
A y)> » 
Como f no es continua en (0, 0), entonces, por el teorema 12.4.3, f no es 


50.5 diferenciable en (0, 0). 


En la figura 2 se muestra una porción de la gráfica de esta función. Las 
derivadas parciales en el origen existen aunque la función no es continua en 
el origen, esto se debe a que D,f(0, 0) y D>f(0, 0) dependen sólo del com- 
portamiento de f(x, y) a lo largo de los ejes x y y, mientras que la conti- 
nuidad de f en (0, 0) depende del comportamiento de f en un disco abierto 
que tenga su centro en el origen. d 


Aunque la existencia de las derivadas parciales de una función de dos 
variables en un punto no garantiza la diferenciabilidad en ese punto, existen 
condiciones adicionales que se le piden a la función que proporcionan tal 
garantía. Estas condiciones se enuncian en el teorema siguiente, cuya de- 
mostración se presenta en el suplemento de esta sección. 


12.4.4 Teorema 


Sea f una función de x y y tal que D¡f y D)f existen en un disco 
abierto B(Pp, r), donde Py es el punto (xp, Yo). Si D¡f y D¿f son con- 
tinuas en Pq, entonces f es diferenciable en Pp. 


Este teorema es mucho más fácil de aplicar que la definición 12.4.2 para 
demostrar la diferenciabilidad de una función de dos variables. Por 
ejemplo, debido a que las derivadas parciales de cualquier función polino- 
mial son también funciones polinomiales, y como estas funciones son conti- 
nuas en cualquier punto de su dominio, el teorema 12.4.4 establece que las 
funciones polinomiales son diferenciables en cualquier punto de su dominio. 


» EJEMPLO 2 Utilice el teorema 12.4.4 para demostrar que la 
función definida por 


fc, y) = xeY — ylnx 
es diferenciable en su dominio. 


Solución El dominio de fes el conjunto de todos los puntos de R? para 
los cuales x > 0. Al calcular las derivadas parciales se obtiene 


Dif y) == 2 Daft y) = xe? — Inx 
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Como D¡f y D,f son continuas en todos los puntos de R? para los cuales 
x > 0, entonces, por el teorema 12.4.4, fes diferenciable en todos los puntos 
de su dominio. Ñ . 4 


En el ejemplo 5 al final de esta sección, se muestra cómo el teorema 
12.44 puede aplicarse para probar que una función particular definida a 
trozos es diferenciable. 

Si una función satisface las hipótesis del teorema 12.4.4 en un punto, 
entonces se dice que es continuamente diferenciable en el punto. Aunque la 
diferenciabilidad continua en un punto es una condición suficiente para de- 
mostrar que una función es diferenciable en un punto, no es una condición 
necesaria. Esto es, es posible que una función sea diferenciable en un punto 
aunque sus derivadas parciales no sean continuas en ese punto. En los ejemplos 
42 a 45 se presentan ejemplos de este tipo de funciones. 

La ecuación de la definición 12.4.2 es 


AfXo Yo) = Dif, Y) Ax + Da fo yo) Ay + € Ax + €2 Ay (2) 


La expresión formada por los dos primeros términos del miembro derecho 
de esta ecuación se denomina parte principal de Af(xp, yy) o diferencial 
total de fen (xo, yo)- 


12.4.5 Definición de la diferencial total de una 


función de dos variables 


- Si f es una función de las variables x y y, y si f es diferenciable.-en 
(x, y), entonces la diferencial total de f es la función df que tiene va- 
lores de función determinados por. 


¡f(, y) Ax + Da f(x, y) Ay 


ES 


dfíx, y, Ax, Ay) = D 


Observe que df es una función de las cuatro variables x, y, Ax y Ay. 
Si z = f(x, y), en ocasiones se emplea dz en lugar de df(x, y, Ax, Ay), y 
se escribe 


dz = D¡f(x, y) Ax + D2f(x, y) Ay 3) 


Si en (3), f(x, y) = x, entonces z = x, D¡f(x, y) = 1 y D2f(x, y) = 0; 
de modo que (3) proporciona dz = Ax. Puesto que z = x, para esta fun- 
ción dx = Ax. De manera semejante, si se considera f(x, y) = y, 
entonces z = y, D¡ f(x, y) = 0 y Da f(x, y) = 1; por lo que de (3) se obtiene 
dz = Ay. Como z = y, entonces para esta función dy = Ay. En conse- 
cuencia, se definen las diferenciales de las variables independientes como 
dx = Ax y dy = Ay. Entonces (3) se puede expresar como 


di = D¡f(x, y) dx + D¿f(x, y) dy (4) 


y en el punto (xp, Yo), 
dz = Di¡f(%o, Yo) dx + D2 f(x, yo) dy (5) 
' En (2), sea Az = Af, Yo), dx = Ax, y dy = Ay. Entonces 


Az = D¡f(%o, Yo) dx + Df Go» Yo) dy + € dx + €) dy 
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Al comparar esta ecuación y (5), se observa que cuando dx (es decir, Ax) y 
dy (esto esjidiy) están cercanos a cero, y como €; y €, también estarán cerca 
de cero, entonces dz es una aproximación para Áz. 

La ecuación (4) con la notación 92/9x y d2/0y se transforma en 


0 
dz = de dx + 5 2 dy (6) 


0.! pulg > EJEMPLO 3 Un envase metálico cerrado tiene la forma de ci- 
Ñ lindro circular recto 6 pulg, de altura interior, de 2 pulg de radio interior y 
de 0.1 pulg de grosor. Si el costo del metal es de 40 centavos por pulgada 
——— — cúbica, aproxime mediante diferenciales el costo total del metal empleado 
en la elaboración del envase. 


Solución La figura 3 muestra el envase. Si V pulgadas cúbicas es el 
dE volumen de un cilindro circular recto que tiene un radio de r pulgadas y una 
altura de k pulgadas, entonces 


V = ar?h 


-—*=— El volumen exacto del metal empleado en el envase es la diferencia entre 
los volúmenes de dos cilindros circulares rectos para los cuales r = 2.1, 
h=62yr=2yh = 6, respectivamente. El incremento AV proporciona 
el volumen exacto del metal, pero como únicamente se desea un valor apro- 
ximado, se calcula 4V. De (6), 


FIGURA 3 


oV ovV 


dv = ar dr + 5 Ah 
= 2xrh dr + rr? dh 
Conr = 2,h = 6,dr = 0.1 y dh = 


dY = 212160.) + (2? (0.2) 
= 3.271 


De este modo, AV = 3.27, por lo que el metal empleado en el envase es 
aproximadamente 3.277 pulg?. Puesto que el costo del metal es de 40 centa- 
vos por pulgada cúbica, entonces el número aproximado de ceritavos del 
costo aproximado es 1287 = 402. 


Conclusión: El costo aproximado del metal empleado en el envase es 
$4.02. d 


Ahora se extenderán los conceptos de diferenciabilidad y de diferencial 
total para funciones de n variables. 


12.4.6 Definición de incremento de una función de n 


variables 
Si f es una función de las n variables xj, x7, . . .., Xp» y P es el punto 
(X¡, Ya, . - - » Tp), entonces el incremento de f en P está determina- 
do por - E 


AFP) = 0 + Ax, Xd) + Ax)... Xp + Axp) e FE 


12.4 DIFERENCIABILIDAD Y DIFERENCIAL TOTAL 961 


12.4.7 Definición de función diferenciable de n 


variables 


Si.fes una función de las n variables xy,xz, . . ..» Xp» y el incremento de 
fenel punto P puede escribirse como: 


AÑ?) = DIKP) Ax + DIF(P) Ax) + + DNP) Ax, + 
€, Ax; + €2 Ax» A En AXn 


dondé €, > 0, €, > 0,..., €, > 0; conforme 
(Ax, Am, ..., Axy) > (0,0,...,0), 


entonces se dice que f es difereniciable en P. 


De igual manera que con el teorema 12.4.4, se puede demostrar que las 
condiciones suficientes para que una función de n variables sea diferen- 
ciable en un punto P son que las derivadas parciales D¡f, Df, ..., D,f 
existan en una bola abierta B(P; r) y que sean continuas en P. Como en el 
caso de las funciones de dos variables, para las funciones de n variables 
la diferenciabilidad implica la continuidad. Sin embargo, la existencia de las 
derivadas parciales D¡f, D>f, .. . , D,f en un punto no implica la diferen- 
ciabilidad de la función en ese punto. 


12.4.8 Definición de la diferencial total de una 


función de n variables 


Si f'es una función de las n variables xy, X7, . . . , Xp, y f es diferen- 
ciable en P, entonces la diferencial total de f es la función df que 
tiene valores de función determinados por 


dfP, Axy, Axo, ...., Ax) 
= D¡f(P) Ax] + DIf(P) Ax) + ...+ Dpf(P) Ax. 


Si se considera w = f(X],X7, . . . , Xp). se definen dx, = Ax, dx) = 
Axa... , dxy = Ax, y además se usa la notación ou en lugar de D,f(P), 
i 


se puede expresar la ecuación de la definición 12.4.8 como 


dw dw dw 
= — — A al 7 
dw + dx + de de +...+ Te dx, ) 


» EJEMPLO 4 Las dimensiones de una caja son 10 cm, 12 cm y 
15 cm, con un posible error de 0.02 en cada medición. (a) Aproxime me- 
diante diferenciales el máximo error si el volumen de la caja se calcula a 
12 cm partir de estas medidas. (b) Aproxime también el error relativo. 


Solución La figura 4 muestra la caja. 


10cm NS (a) Si V centímetros cúbicos es el volumen de la caja cuyas dimensiones 


NOE 15 cm son x, y y z centímetros, entonces su volumen es 


FIGURA 4 V = xyz 
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El valor exacto del error se de AV; sin embargo, se empleará dV como 
una aproximación de AV. De (7), para tres variables independientes 


dv dv dV 
a+ dy O + 97 R 


1 


dv 


yz dx + x2dy + xydz 


De la información dada |Ax| < 0.02, |Ay| < 0.02 y |Az| < 0.02. 
Para determinar el máximo error del volumen se consideran los errores 
máximos de las tres mediciones. Por lo que tomando dx = 0.02, 
dy = 0.02,dz = 0.02,x = 10,y = 12yz = 15, se obtiene 


dY = (12(151(0.02) + (10115)(0.02) + (10)(12)(0.02) 
=9 
Así, AV = 9. 


Conclusión: El mayor error posible al calcular el volumen de la caja 
a partir de las medidas dadas es aproximadamente 9 cm!, 


(b) El error relativo se obtiene al dividir el error entre el valor real. Por tanto, 
el error relativo al calcular el volumen de la caja a partir de las medi- 
ciones dadas es AV/V = dV/V. Como dV/V = 9/1800, entonces 


AV 
= = 0.00 
V 5 
Conclusión: —El error aproximado en porcentaje es de 0.5%. 


PD EJEMPLO 5 Dada 


SS si (x * (0,0 
> > 
FO, y) = 2 2 1 ( y) ( ) 


0 si (x, y) = (0,0) 
utilice el teorema 12.4.4 para demostrar que fes diferenciable en (0, 0). 


Solución Para calcular D,f, se considerarán dos casos: (x, y) = (0, 0) 
y (x, y) % (0, 0). Si (x, y) = (0, 0), entonces 


lim f(x, 0) — f(0, 0) 


1>0 x-0 


Df(0, 0) 


] 
3 


=0 


Si (x, y) % (0,0), entonces f(x, y) = x2y2/(x? + y?). A fin de calcular 
D; f(x, y) se utiliza el teorema para la derivada ordinaria de un cociente y se 
considera y como constante. 


2xy (1? + y?) - 2x(12y2) 
(1? + y?) 
4 


Df y = 


- 2%. 
(1? + y2y 


— y 


2,2 
ds EEN si (x, y) * (0,0) 
0 si (x, y) = (0,0) 
FIGURA 5 


[-3, 3] por [73, 3] por [-2, 2] 


2xy* 


Df, y) = Le e 


12.4 DIFERENCIABILIDAD Y DIFERENCIAL TOTAL _ 963 


Por tanto, la función D, f está definida por E 
Day" l 
DIA) = 374 yaa 0 (y = (0,0) 


0 si (x, y) = (0, 0) 


De la misma forma se obtiene la función D> f, definida por 


DIJO. y) = 


$ A 
rod si (x, y) + (0,0) 
0 si (x, y) = (0,0) 


Tanto D¡f como D, f existen en todo disco abierto que tenga su centro 
en el origen. Queda por demostrar que D| f y D, f son continuas en (0, 0). 


Como D|f(0, 


0) = 0, entonces D¡ f será continua en (0, 0) si 


Df, y) = 


(x, eS 0) 


Por tanto, debe probarse que para cualquier € > 0 existe una 9 > O tal que 


4 
si 0< + y? < 8 entonces a <€ (8) 
(1% + y5D 
2xy? 2] x]y* 
(12 + y?y (1? + y?) 


De modo que una elección adecuada para 0 es 28 = €, esto es, Ó = 


y Da? + y + yy 
5 (24 ya 


24/12 + y? 


t 


| 


0 si (4, y) = (0,0) Con esta Ó se tiene el argumento siguiente: 


FIGURA 6 


[-3, 3] por [-3, 3] por [-2, 2] 


2x*y ú 
AUREA , 0,0 
DAY) = $ (1? + y?y? si (x, y) % (0, 0) 
E si (1, y) = (0, 0) 
FIGURA 7 


< yx? + 


Y <S y 8=le€ 


da E RAYA 213€) 


2/1? + y 12 + y? y 


> A <€ 
4 
En 2|xly E 
(1? + yy 
> A € 
(74 y?y 


Por tanto, sé ha 


demostrádo que se cumple (8). Én consecuencia, D¡f 


es continua en (0, 0). En la misma forma puede probarse PE que D,f es 
continua en (0, 0). Por lo que se concluye, por el teorema 12.4.4, que f 
es diferenciable en (0, 0). 

Las figuras 5, 6 y 7 muestran gráficas generadas en computadora de f, 
Dif y D,f, las cuales apoyan los resultados de este ejemplo. d 
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EJERCICIOS 12.4 | 


L. Sif(x, y) = 3x? + 2xy — y?, calcule: 
(a) AFC, 4), el incremento de fen (1, 4); (b) Af(1, 4) cuan- 
do Ax = 0.03 y Ay = -0.02; (0) df(l, 4, Ax, Ay), la 
diferencial total de fen (1, 4); (d) af(1, 4, 0.03, -0.02). 


2. Sifíx, y) = 21? + 5xy + 4y?, calcule: 
(a) AFQ, —D), el incremento de fen (2, —1); (b) AF, -1) 
cuando Ax = —-0.01 y Ay = 0.02; (c) df(2, —1, Ax, Ay), 
la diferencia total de fen (2, —1); (d) 4f(2, —1, —0.01, 0.02). 


3. Si g(x, y) = xye””, calcule: 
(a) Ag(2, -4), el incremento de g en (2,-4); (b) Ag(2, -4) 
+ cuando Ax = -0.1 y Ay = 0.2; (c) dg(2, -4, Ax, Ay), 
la diferencial total de g en (2, -4); (d) dg(2, -4, -0.1, 0.2). 


4, Sih(x,y) = (2 + y)/(x — y), calcule: 
(a) Ah(3, 0), el incremento de k en (3, 0); (b) AH(3, 0) 
cuando Ax = 0.04 y Ay = 0.03; (c) dk(3, 0, Ax, Ay), 
la diferencial total de h en (3, 0); (d) 4k(3, 0, 0.04, 0.03). 


5. SiF(x, y, 2) = xy + In(yz), calcule: 
(a) AF(4, 1, 5), el incremento de F en (4, 1, 5); 
(b) AF(4, 1, 5) cuando Ax = 0.02, Ay = 0.04, y 
Az = -0.03; (c) dF(4, 1, 5, Ax, Ay, Az), la diferencial 
total de F en (4, 1, 5); (d) dF(4, 1, 5, 0.02, 0.04, -0.03). 


Si G(x, y, 2) = x?%y + 2xy2 - 27, calcule: 

(a) AG(3, 0, 2) el incremento de G en (-3, 0, 2); 
(b) AG(, 0, 2) cuando Ax = 0.01, Ay = 0.03 y Az = 
0.01; (c) dG(-3, 0, 2, Ax, Ay, Az), la diferencial total 
de G en (3, 0, 2); (d) dG(3, 0, 2, 0.01, 0.03, -0.01). 


En los ejercicios 7 a 14, calcule la diferencial total dw. 


A 


7. w= 4x? - xy? + 3y - 7 
8. w= ytanx? - 2xy 
w= xe0 + e 


Xyz 
xX+y+2z 


9. w=xcos y - ysenx 10. 


11. w= In? + y? +2? 1 w= 


13. w=xtnlz- 2 14. w = e? - cos xz 


En los ejercicios 15 a 18, demuestre que f es diferenciable en 
todos los puntos de su dominio realizando lo siguiente: 
(a) calcule Af(Xo, yo); (b) determine €, y €, de modo que 
se cumpla la ecuación (2); (c) demuestre que las €, y €, 
determinadas en el inciso (b) tienden a cero conforme 
(A, Ay) > (0, 0). 


15. f(x, y) = x?y - 2xy 
2 

O. fay= E 
y 


16. f(x, y) = 24? + 3y? 


18, f(x, y) E 


» 


En los ejercicios 19 a 26, utilice el teorema 12.4.4 para de- 
mostrar que la función es diferenciable en todos los puntos de 
su dominio. 

19. 8%, y) = 2x9 - 3x2y? 4 1?y2 

3x —- 4y j 


20. fx, 
FG, y) sy 


21. f(x, y) = 3Inxy + 5senx 


22. f(x, y) = senz + cos 2 
Xx y 


29. fx,y)= 3x4 + y? 


1 


23. h(x, y) = taml(x + y) + 
LY 


24. g(x,y) = yInx- E 
y 
25. fía, y) = ye? - xe% 
26. fíx, y) = e?*seny + ecos y 


o y=1l 
y yx1l 


six=1 


7. S y x+y-2 
e SAN E el 


Demuestre que D¡ f(1, 1) y D,f(1, 1) existen y que fno es 
diferenciable en (1, 1). 


3x?y 
28. Seafíx y) = q 52 + y? 
0 si (x, y) = (0, 0) 


si (x, y) + (0, 0) 


Demuestre que D,f(0, 0) y D,f(0, 0) existen y que D¡f y 
D»f no son continuas en (0, 0). 


En los ejercicios 29 y 30, demuestre que D¡f(0, 0) y 
D,f(0, 0) existen y que f no es diferenciable en (0, 0). 


2x? y? 


si (x, y) + (0, 0) 


0 si (x, y) = (0,0) 

E. (x, y) + (0, 0) 
30. fx, y) = 41? + y? j p 

0 si (x, y) = (0, 0) 


En los ejercicios 31 y 32, demuestre que f es diferenciable en 
todos los puntos de R3 haciendo lo siguiente: (a) calcule 
Af(%o» Yo» 20); (b) determine €, €, y €y tales que se cumpla 
la ecuación de la definición 12.4.7; (c) demuestre que las € |, 
€) y € 3 determinadas en el inciso (b) tienden a cero conforme 
(Ax, Ay, Az) se aproxima a (0, O, 0). 


31. fly, 2) = xy - x2 + 2? 


32. fla,y,2) = 21% - 3y2? 

En los ejercicios 33 y 34, demuestre que D|f(0, 0, 0), 
D,f(0, 0,0) y D,f(0, O, 0) existen y que f no es diferenciable 
en (0, 0, 0). 


2 
xyóz E 
O 
0 si (x, y, 2) = (0,0, 0) 
3yz y 
34. fay 2 = Aya TOO 000 
0 si (x,y, 2) = (0, 0, 0) 


35. Un contenedor tiene la forma de un sólido rectangular y 
tiene una longitud interior de 8 m, un ancho interior de 
5 m, una altura interior de 4 m y un espesor de 4 cm. Em- 


36. 


37. 


38. 


39, 
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pleé la diferencial total para aproximar la cantidad de 
material necesario para construir el contenedor. 


4cm 


Utilice la diferencial total para calcular aproximadamente 
el mayor error al determinar el área de un triángulo rec- 
tángulo a partir de las longitudes de los catetos si'ellos 
miden 6 cm y 8 cm, respectivamente, con un error posible de 
0.1 cm para cada medición. También obtenga aproxima- 
damente el error relativo. 


Determine aproximadamente, Utilizando la diferencial 
total, el mayor error al calcular la longitud de 'la hipote- 
nusa del triángulo rectángulo del ejercicio 36 a partir de 
las mediciones dadas. También obtenga aproximada- 
mente el error relativo. 

Si la ley del gas ideal (vea el ejemplo 6 de la sección 12.3) 


se emplea para calcular P cuando se proporcionan T y V, 
pero existe un error de 0.3% en la medición de T y 


un error de 0.8% en la medición de V, calcule aproxima- | 
. damente el mayor error relativo al calcular P. 


La gravedad específica s de un objeto está determinada 
por la fórmula 


A-W , 

donde A libras es el peso del objeto en el aire y W libras es 
el peso del objeto en el agua. Si el peso de un objeto en el 
aire es de 20 lb con un error posible de 0.01 lb y su peso 
en el agua es de 12 lb, con un error posible de 0.02 lb, 
calcule aproximadamente el mayor error posible al de- 
terminar s a partir de estas medidas. También calcule el 
mayor error relativo posible. 


Se elabora una caja sin tapa de un trozo de madera de 2 
pulg de espesor. La longitud interior será de 6 pie, el ancho 


interior será de 3 pie, la profundidad interior será de 4 pie. 
Utilice la diferencial total para calcular la cantidad aproxi- 
mada de madera que se empleará en la caja. 


41. Una compañía tiene un contrato para la elaboración de 
10 000 cajas de madera cerradas cuyas dimensiones serán 
de 3 m, 4 m y 5 m. El costo de la madera que se empleará 
es de $3 por metro cuadrado. Si las máquinas que se em- 
plearán para cortar las piezas de madera tienen un error 
posible de 0.5 cm en cada dimensión, calcule aproxima- 
damente, utilizando la diferencial total, el mayor error po- 
sible en la estimación del costo de la madera. 


En los ejercicios 42 a 45, demuestre que la función puede ser 
diferenciable en un punto aunque no sea continuamente .di- 
ferencible en ese punto. En consecuencia, las condiciones del 
teorema 12.4.4 son suficientes pero no necesarias. La función 
f de este ejercicio está definida por. 


(+? + y?) sen si (x, y) + (0,0) 


Fay = A 


qx? + y 
0 si (x, y) = (0, 0) 


42. Determine Af(O, 0). 

43. Calcule D¡ f(x, y) y Da f(x, y). 

44. Demuestre que f es diferenciable en (0, 0) utilizando la 

definición 12.4.2 y el resultado de los ejercicios 42 y 43. 

45. Demuestre que D, f y D, f no son continuas en (0, 0). 

46. Sea 

xy? - y) 
x? + y? 

0 si (x, y) = 


,0 
fa y = si (x, y) + (0,0) 


(0, 0) 


La gráfica de esta función se muestra en la figura 4 de la 
sección 12.3. Demuestre que f es diferenciable en (0, 0) . 
empleando el teorema 12.4.4. 


47: Sea ] 
12+y42 , 
0 si (x, y, 2) = (0,0,0) 


dia si (x, y, 2) % (0, 0, 0) 


Demuestre que fes diferenciable en (0, O, 0). 


12.5 REGLA DE LA CADENA PARA FUNCIONES 


DE MÁS DE UNA VARIABLE 


Recuerde que con la notación de Leibniz la regla de la cadena para una fun- 


ción de una variable se expresa como sigue: Si y es una función de u y de 
- u 


dy- 


Ñ A me du a a 
existe, y si u es una función de x y eh existe, entonces y es una función de x 


y 2 existe y está determinada por 


dy 
dx 


du 


dy du 


dx 
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Ahora se considerará la regla de la cadena para una función de dos variables, 
donde cada una de estas variables es también una función de dos variables. 


12.5.1 Teorema La regla de la cadena 


Si u es una función diferenciable de x y y, definida por u = f(x, y), 


dx dx dy dy... 
FE Ue existen, en- 


torices u es una función de r y s, y además 


du _ duo du) 
dr . dxdr  dyor 
du _JQuox , du dy 
ds  dxds dy os 


dida AUR, Y Y, 9, y 


La demostración de este teorema se deja para el final de la sección, de 
modo que primero se verán algunos ejemplos y ejemplos ilustrativos con el 
fin de que se familiarice con el enunciado de la regla de la cadena. 

La regla de la cadena para funciones de una variable se recuerda fácil- 
mente al considerar una derivada ordinaria como el cociente de dos diferen- 
ciales, pero no se tiene una interpretación similar para derivadas parciales. 
Sin embargo, un recurso nemotécnico conveniente para recordar la regla de la 
cadena consiste en un diagrama de árbol con ramas que parten de una variable 
a otra, como se muestra en la figura 1. Puesto que u es una función de x 
y y, coloque u en la cima del árbol y dibuje ramas para x y y. Después, como 
x es una función de r y s, dibuje ramas desde x hacia r y s. De manera seme- 
jante, dibuje ramas a partir de y hacia r y s. Observe que cada variable 
depende de las variables que se encuentran debajo de ella. A lo largo de estas 
ramas escriba la derivada parcial que corresponde a las variables específicas. 

Con el fin de obtener la ecuación para dufdr, se consideran los caminos a 
lo largo de las ramas de u a r. Se tienen dos de tales caminos, cada uno con un 
par de ramas. Sume los productos de las derivadas parciales asociadas con las 
ramas de cada camino, de modo que 


du _dudx , du 9y 
dr  dxdr  dyor 


la cual es la primera ecuación del teorema 12.5.1. La segunda ecuación del 
teorema puede obtenerseen la misma forma considerando los dos caminos a 
lo largo de las ramas de y a s. 


DP EJEMPLO 1 Sean 


DS x= re? y = res 
Aplique la regla de la cadena para calcular qu y E 
Solución 
du _dudx qudy 0 3 O du, 0 
dr dx dr  dyor ds dx ds dy ds 


2x(e*) + 3yUe”) 2x(re") + 3y re”) 
ZUreKes) + 3reSYle=) 2(reSNres) + Ire ere”) 
2re?5 + 312835 = 212% - 3303 4 


Ú 
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Un problema particular de notación surge cuando se considera u como 
una función de x y y, y después como función de r y s. Si u = f(x, y), 
= Fír, s) y y = Gr, s), entonces u = f(F(r, s), G(r,.s). Observe que 

u 2 f(r, s). 


'> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1  Enelejemplo1 


u=fxy  x="Fíirs) y = G(rs) 
=x24+y3  =re = re” 
De modo que, 
u <= 


FESSER). y frey=r+s AN q 
id 


= ple 4 pipas 


Enoc fro) y MO los 4 


El propósito de 


sicaple al itei 9prOSie arrx y y en la expresión para u antes de: 
haber diferenciado, como se muestra en el ejemplo ilustrativo siguiente. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 — Del ejemplo 1, como se 


mostró en el ejemplo ilustrativo 1, u = r2e2 + r3e73, Al calcular las de- 
rivadas parciales de esta expresión se tiene 


Qu _ Qye?s + 3p203s Du — U2025) + r3-3073) 
dr ds 
= 2r22 — 3r3g73 
Ho 
lo cual es acorde con los resultados del ejemplo 1. E fa O 4 


Ahora suponga que u es una función diferenciable de las variables x y y, 
y que también x y y son funciones diferenciables de la variable f. Entonces 
u también es una función de la variable £. En consecuencia, la fórmula de la regla 
de la cadena, con derivadas ordinarias en lugar de derivadas parciales, se trans- 
forma en 


du _ duóx, du dy 
dx dt ' dy di 


La derivada ordinaria dufd: dada por esta fórmula se denomina derivada 
total de y con respecto a £. 


DP — EJEMPLO 2 — Sean 


y=2W2+22 w=e"  2z=c0sx 


Calcule la derivada total E aplicando la regla de la cadena. 
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dw 
dx 


y 
dy dy 
dw o 
w z 


FIGURA 2 


dz 
dx 


Solución De la regla de la cadena, empleando el diagrama de árbol de 
la figura 2, se obtiene 


dy _ dy dw , 9 di 


dx  dwdx dz dx 
= 22(e%) + Qw + 22)(=sen x) 
2(cos Me) + (Qe* + 2 cos x)Jesen x) 
= 2e*cosx — 2e*senx - 2Zsenxcosx 4 


En el enunciado del teorema 12.5.1, u es la variable dependiente, r y s son 
las variables independientes, y x y y reciben el nombre de variables inter- 
medias. Á continuación se extenderá la regla de la cadena a n variables 
intermedias y m variables independientes. 


12.5.2 Teorema La regla de la cadena general 


Suponga que u es una función diferenciable de las n variables x;, 
X2, » » «y Xy, y que cada una de estas variables es a su vez una función de 
las m variables y¡, yz, . - - , Jm Suponga además que cada una de las 


Lo. ¿mz 1,2): m) existe. 


derivadas parciales 9%; 
dy; 


Entonces u es una función de yy, Yo, . . - » Ym» Y 


du _ du, dudx,  , duda 
dy 0x1 0y 0x7 dy  "'  0xp 0 
du _ du dX du Óx, Du, 
dy 0x1 dy, 0x2 dy, Ox. 0Y 
du _ du 0x1 , du 0% Ju Ox, 


Dm 0x1 OY dx, 0 Ym MA OXn Y 


La demostración de este teorema es una extensión de la demostración 
del teorema 12.5.1. 

Observe que en la regla de la cadena general existen tantos términos 
en el miembro derecho de cada ecuación como el número de variables 
intermedias. 

Si u es una función diferenciable de las n variables xj, X2, . . . , Xp y 
cada x; es una función de la variable t, entonces u es una función de t y la de- 
rivada total de y con respecto a t está determinada por 


du _ Qudx ¡dude ,  , du din" 


dt — dx de “dx, de "dx, dt 


DP EJEMPLO 3 Sean 
u=x2+ yz x=rsent  y'=rcost  z2=rsent 


du 04. 
Calcule Aa aplicando la regla de la cadena. 
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dx dx dy dd dz 
dr, d% dr da dr ot 


FIGURA 3 


er 


“IGURA 4 


Solución Dela regla de la cadena, empleando el diagrama de árbol de 
la figura 3, se tiene 
du _ dudx , dudy , du dz 
dr dx dr  dydr dor 
= 2x(sen £) + z(cos f) + y(sen? 1) 
2(r sen £) + (sen £) + (rsen? ¿(cos ) + (rcos Dsen? £) 
2rsen?1t + rsen?tcost + rsen? tcos f 
= 2rsen?t + 2rsen? 1 cos £ 
= 2rsen?r(1 + cos f) 
du du dx , Judy , du dz 
ot dxdt  dydt dot 
= 2x(rcos f) + z(=r sent) + y(2r sen f cos £) 
= 2(rsen fr cos f) + (rsen? for sen 1) + (reos Gr sen £ cos £) 
= 2r? sen tcost — r2senót + 2r? sen tcos” £ 


= r2sent(2cost + 2c0s?t - sen? 1) d 


» EJEMPLO 4 Si f es una función diferenciable y a y b son 
constantes, demuestre que z = FGhx? AS Lay?) satisface la ecuación dife- 
rencial parcial 


202 dEl 
Dax dy 0 


Solución Sea u = |bx? — lay?. Se desea probar que z = f(u) satis- 
face la ecuación dada. De la regla de la cadena, utilizando el diagrama de 
árbol de la figura 4, se obtiene 


+ bx 


% dida d_ did 
Ox du dx dy du dy 
= f(u)xbx) = far?) 
Por tanto, 
ay2% +oxX a af] + bex[f(1Eay3)] 
Ox dy 
=0 
lo cual es lo que se deseaba demostrar. d 


En el ejemplo siguiente se emplea la regla de la'cadena en una aplicación 
que trata sobre tasas relacionadas. 


» EJEMPLO 5 Utilice la ley del gas ideal (vea el ejemplo 6 de 


* la sección 12.3) con k = 0.8 para obtener la tasa a la que la temperatura varía 


en el instante en que el volumen del gas es de 15 litros y el gas está bajo 
una presión de 12 atm si el volumen se incrementa a la tasa de 0.1 litro/min y 
la presión disminuye a la tasa de 0.2 atm/min. 


Solución Sean 7 minutos el tiempo que han transcurrido desde que el 
volumen del gas comenzó a incrementarse. Sean T grados Kelvin la temperatura, 
P atmósferas la presión y V litros el volumen a los £ minutos. De la ley del gas 
ideal, 
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PV = 0.8T 
T = 1.25PV 
En el instante dado, P = 12,V = 15, - = 4,2, y e = 0.1. Alaplicar 


la regla de la cadena se obtiene 
dl _ OT dp, 0TdY 
dt o0P dt 0 di 
dv 


dP 
1.25 Vi, + 1.25P dí 


1.2515) 0.2) + 1.25(12)(0.1) 
=-2,25 


Conclusión: La temperatura disminuye a la tasa de 2.25”K/min en el instante 
indicado. 


Ahora se aplicará la regla de la cadena para demostrar un teorema que 
proporciona una fórmula para calcular la derivada de una función definida 
implícitamente. 


12.5.3 Teorema 


Si fes una función diferenciable de la variable x tal que y = f(x) y f 
está definida implícitamente por la ecuación F(x, y) ¿="0, y si F es 
diferenciable y Fy(x, y) + 0, entonces 

dy Ze Eo y) 

dx E, (x, y) 


Demostración Sea 
w= F(x,y) donde y = fo) 
De la regla de la cadena, 


LERNER ANA 0 


dx 


Debido a que w = F(x, f(x)) para toda x del dominio de f y por hipótesis 
Fo f009) = 0, entonces dw/dx = 0. Además, dx/dx = 1. Por tanto, de (1) 


- 


O = FMESID + PNL 


Puesto que F,(x, y) H 0, al resolver esta ecuación para dy/dx se obtiene 


dy 2 EY) 


dx E, (x, y) ” 


DP EJEMPLO 6 — Caicule dyldx si 


xCOoSy + ycosx-1=0 


Solución Sea F(x, y) = xcos y + ycos x — 1. Entonces 


Fáx, y) = cos y — y senx Fy(%, y) = —xsen y + cos x 
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Del teorema 12.5.3, 


dy COS y — y sen x 
dx. =x sen y + cos x 
_ _ ySenx-— cos y y 


COS x — x SEN y 


Compare la solución del ejemplo anterior con la del ejemplo 4 de lasección 
2.9, donde se obtuvo la misma expresión para dy/dx mediante diferencia- 
ción implícita. : 

Ahora considere una ecuación en las tres variables x, y y z, y suponga que 
la ecuación define implícitamente a ¿como una o más funciones diferenciables 
de x y y. Por medio del teorema siguiente, análogo al teorema 12.5.3, se pueden 
calcular 02/0x y 0z/dy sin resolver la ecuación para z. 


12.5.4 Teorema 


Si f es una función diferenciable de x y y tal que z = f(x, y) y f está 
definida implícitamente por la ecuación F(x, y, z) = 0, y si F es dife- 
renciable y F.(x, y, 2) + 0, entonces 


dz _ _FAx,y,2) dz _ FAx,y,z) 
o A y A RN A 
ox F.(x, y, 2) dy EL(x, y, 2) 
Demostración Sea a 
w= F(%y,2 donde z= f(x, y) 


De la regla de la cadena, 


dw 
dx 


= Fases a yA 

= F4x,y, 2) dx + Fy(% y, 2) ch Fx, y, z dx (Q) 
Debido a que w = F(x, y, f(x, y)) para todos los puntos (x, y) del dominio de 
f, y por hipótesis F(x, y, f(x, y)) = 0, entonces dw/dx = 0. Como y es 
constante cuando se calcula la derivada parcial con respecto a x, entonces 
dy/dx = 0. Además, dx/dx = 1. Por tanto, de (2), 


0 = FAS + EDO + Fay 0 E 
Puesto que F(x, y, z) % 0, al resolver esta ecuación para 0z/dx se obtiene 


d%_ (1) 
dx Ex, y y) 


La fórmula para 0z/dy se obtiene en la misma forma al calcular dw/0y me- 
diante la regla de la cadena. nm 


» EJEMPLO 7 Calcule 0z/x y 0zfy si 
043 + 3x2 -xy2-202 +70 
Solución Sea F(x,y,2) = 423 + 3x22 — xyz - 2xy2 + 7 =0. En- 
tonces 
F4xy 2D = 3% - yz - 2y? FAR Y.) = -xz — 4xy 


Fdo y 2) = 122 + 6x2 — xy 
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lim 24 


du 


Del teorema 12.5.4, 


da 32-y-2y dz -—xz- 4xy « 


dx 1222 + Ó6xz — xy 24 dy — 1222 +6xz — xy 


Se concluye esta sección con la demostración de la regla de la cadena 
enunciada en el teorema 12.5.1. 


Demostración del teorema 12.5.1 Se probará el teorema para 
du/dr. La demostración para du/ds es similar. 

Si se mantiene s fija y r varía por una cantidad Ar, entonces x varía por una 
cantidad Ax y y varía por una cantidad Ay. De este modo, 


Ax = Fr + Ar,s) — Flr,s) (3) 


Ay = G(r + Ar,s) -— Gr, s) (4) 


Como f es diferenciable, entonces 
AfGx, y) = D¡f(x, y) Ax + Dof(x, y) Ay + € Ax + €2 Ay (5) 


donde €; y €» tienden a cero conforme (Ax, Ay) se aproxima a (O, 0). Ade- .. 
más, se requiere que €; = O y € = 0 cuando (Ax, Ay) = (0, 0). Se pide 
este requisito a fin de que €, y €2,los cuales son funciones de Ax y Ay, sean 
continuas en (Ax, Ay) = (0, 0). 


Si en (5) se sustituyen Af(x, y) por Au, D¡ f(x, y) por Qu y D, f(x, y) por 


du dx 


y y si se dividen los dos miembros entre Ar(Ar % 0), se obtiene 
e 


Au _ du Ax du Ay Ax Ay 


Ar ” dx Ar dy Ar 


Al tomar el límite en ambos miembros de la ecuación anterior cuando Ar tiende 
a cero se tiene 


Ax du y. Ay y 


Ar>0 Ar 


1 
dx Ars0 Ar dy Ar>0 Ar 


2 Ax : A 
+ lím = + (lim €) lím <= + ( lím €z) lím — 6 
A 1 Ar>0 Ar e 2) Ar=0 Ar (6) 
Puesto que u es una función de x y y, y tanto x como y son funciones de r y s, * 


entonces u es una función de r y s. Como s se mantuvo fija y r varía por una 
cantidad Ar, resulta 


des Au Si u(r + Ar, s) — u(r, s) 
Ar>0 Ar Ar=>0 Ar 
-% 
= + 0) 
Así mismo, 
A > dx ia Ay _ dy 
Ne Ar dr ? A Ar dr $ 
dx dy 


Debido a que eS y En existen, F y G son continuas con respecto a la 
r r 


variable r. (Nora: la existencia de las derivadas parciales de una función no 
implican la continuidad con respecto a todas las variables simultáneamente, 
como se dijo en la sección anterior, pero con funciones de una sola variable sí 
implica la continuidad con respecto a cada una de las variables por separado.) 
En consecuencia, de (3), 
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lim Ax e Jim LE" + Ars) — Fr, s)] 
= Fír,s) — Elr, s) 
=0 
y de (4), 
lim Ay = Jim [G(r + Ar,s) — Gr, s)] 
= Gír, s) — Glr, s) 
=0 


Por tanto, conforme Ar tiende a cero, Ax y Ay también tienden a cero, y como 
€ y €, se aproximan a cero cuando (Ax, Ay) tiende a (O, 0), se puede con- 


cluir que 


lím € = 0 
Ar>0 


y Jim €, =0 (9) 


Ahora bien, es posible que para ciertos valores de Ar, Ax = 0 y Ay = 0. 
Como en tal caso se pidió que €, = 0 y €2 = 0, los límites de 0) también 


son cero. Al sustituir de (7), (8) y (9) en (6) se obtiéne 


du _ du dx du dy 
or dx dr dy dr 
lo cual es lo que se deseaba demostrar. " 


En los ejercicios 1 a 6, calcule la derivada parcial indicada por 
medio de dos métodos: (a) utilice la regla de la cadena; (b) realice 
las sustituciones para x y y antes de derivar. 


1. u=xyhx= dro siy=5r +25 9; 9 
Ñ ñ dr ds 
2. 1 =3x - 4y%x = 5pqiy = 3p? - 2g; du : du 
dp" dq 
3, u= 3% + xy -2y9 + 3x-y,x0=2r- 35; 
E . Qu, du 
Ñ " dr” ds 
4. u=x% + y?x = coshrcost; y = senhrsen ft; du, du 
dr de 
5. u= el x= 2rcost, y = 4rsent; du, du 
dr” 01 
6. V= 1x%y,x = coszsent;iy = 2e EE ¡e 


En los ejercicios 7 a 14, obtenga la derivada parcial indicada 
utilizando la regla de la cadena. 


Tu=xd+ yx = 53? +5%y=3r- 25; du. Ju 
dr” ds 
$. U=x+x2+ yu = 1sy=.5?-s; 
Ss 
y=(r- sy; pd 


9 u=senlBx + y)x = r?e y = senrs; e: Ze 
5 
10. u = sen(xy)x = 2zel; y = 1?e7?; ¡Le A 
ll. u =cosh %;x = 3r7s; y = 6se"; qu. du 
u ri rs; y ee 
12. u = xx = tan l(rshiy = InGBrs + Sst); de; e: du 


dr 
lB.u=xX* +94 2x= rsen $ cos 0; y = a 


z= rcosd; de, A se 


$ 
ld. u=xyox= ly = rez = re 


En los ejercicios 15 a 18, determine la derivada total ze me- 
diante dos métodos: (a) emplee la regla de la cadena; (b) efectúe 


las sustituciones para x, y y z antes de derivar. 


15. u = ye? + xe%x = cost; y = sen! 


l6. u =Inxy + yx =eiy=eé 


M.u= Ji +yo4+22ix= tant; y =005f;z = sent; 
0<t< la 
2 
ke 
18. u= 4 x= 3sent;y = Inf 


pan 
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En los ejercicios 19 a 22, calcule la derivada total ee por medio 


de la regla de la cadena; no exprese u como una función de 1 


antes de derivar. y 
mn 
19. u= (2h =Ihtry=el 
Xx 
20. u = xy + x2 + px = 1cost y = tsentiz =t 
2d.u= 2 +lox = Int; y = Inl 
y +! t 


22. u = In? + y + Dix = tsen ft; y = cost 


En los ejercicios 23 a 26, obtenga 2 mediante el teorema 
xx 


12.5.3. Compare la solución con la del ejercicio indicado de la 
sección 2.9. 


23. x? + y? = 8xy; ejercicio 19. 
24. 2x%y + 3xy? = 
25. xsen y + ycosx = l; ejercicio 31. 


5; ejercicio 24, 


26. cosíx + y) = y sen x; ejercicio 32. 


En los ejercicios 27 a 30, suponga que la ecuación define z como 


una función diferenciable de x y y. Calcule 9 y ES mediante 
y y 


dos métodos: (a) Use el teorema 12.5.4; ( pi implícita- 
mente. 

27. 3 + y? + 2 3xy + 4x2 - 15=0 

28. 2 = (2? + y?) senxz 

29. ye Y cos 3xz = 5 

BM. ze + 2xe* —- 4eY = 3 

31. Si fes una función diferenciable de la variable u, considere 


= bx — ay y demuestre que z = fí(bx - ay) satisface la 


Oz Oz ) ade 
ecuación a % 3x 2) + (2 dy = (0, donde a y b son cons- 


tantes. 


32. Si f es una función diferenciable de las variables u y v, 


considere u = x — y y v = y — x; demuestre que z 
d Oz 


Fa - y, y — x) satisface la ecuación Á + > 0. 
: y 


33. Suponga que f es una función diferenciable de x y y, 


y que u = f(x, y). Entonces si x = cosh y cos w y y-= 
du, du du du 


E y E en términos de ar? ay 


senh v sen w, exprese 


= ES e] du 
34. Sean u = e" cosx,x = 21, y = ft”. Calcule mr en dos 


2 
£ 

formas: (a) primero exprese u en términos de f, (b) utilice la 
regla de la cadena: 


35. Sean u = 3xy — 4y?, x = 2se”, y = re”. Calcule. AS 
en dos formas: (a) primero exprese u en términos derys; 
(b) emplee la regla de la cadena. 

uy 

ds dr 
dos formas: (a) primero exprese u en términos de r y s; 
(b) utilice la regla de la cadena. 


36. Parau, x y y dadas como en el ejercicio 35, calcule 


en 


y 


Sean u = 9x? + 4y?, x = rcos 6, y = r sen 6. Calcule 


uy 
ar? 
y 6, (b) emplee la regla de la cadena. 


en dos formas: (a) primero exprese u en términos de 


Pu 


. Para u, x y y dadas como en el ejercicio 37, calcule 07 


en:dos formas: (a) primero exprese u en términos de r y 6, 
(b) use la regla de la cadena. 


Para u, x y y dadas como en el ejercicio 37, calcule 


deu 
or de 
en dos formas: (a) primero exprese u en términos de r y 6, 
(b) utilice la regla de la cadena. 


Suponga que f es una función diferenciable de x, y y 2, y 


que u = f(x, y, z). Entonces si x = r sen € cos 6, y = 
de, du y de 


rsen € sen Ó, y z = rcos $, exprese Sr 7] en 


$ 
términos de Qu du du ¿” 


dx dy? 07 


Siu = fx, y) y v = g(x, y), entonces las ecuaciones 


se denominan ecuaciones de Cauchy-Riemann. Demuestre 

que las ecuaciones de Cauchy-Riemann son satisfechas si 
u= 3 In(x? +y% y y = tan! Ss 

Suponga que f y g son funciones diferenciables de x y y, y 

que u = f(x, y) y v = g(x, y). Demuestre que si se cum- 


plen las ecuaciones de Cauchy-Riemanmn (vea ejercicio 41) 
y six = rcos 6 y y = rsen Ó, entonces 


du _ 1d, de _ 10u 


dr r 00 á or r 00 
En un instante dado, la longitud de un cateto de un triángulo 
rectángulo es de 10 cm y crece a la tasa de 1 cm/min, y la 
longitud del otro cateto es de 12 cm y decrece a una tasa de 
2 cm/min. Calcule la tasa de variación de la medida del 
ángulo agudo opuesto al cateto de 12 cm en ese instante. 


Se introduce agua en un tanque que tiene forma de cilindro 


circular recto a una tasa de E am /min. El tanque se ensan- 
cha de modo que, aun cuando conserva su forma cilíndrica, 
su radio se incrementa a una tasa de 0.2 cm/min. ¿Qué tan 
rápido sube la superficie del agua cuando el radio es de 2 m 
y el volumen del agua en el tanque es de 207 m*? 


La altura de un cilindro circular recto disminuye a la tasa de 
10 cm/min y el radio se incrementa a la tasa de 4 cm/min. 
Obtenga la tasa de variación del volumen en el instante en que 
la altura'es de 50 cm y el radio de 16 cm. 


La altura de un cono circular recto se incrementa a la tasa de 
40 cm/min y el radio disminuye a la tasa de 15 cm/min. 
Calcule la tasa de variación del volumen en el instante en que 
la altura es de 200 cm y el radio es de 60 cm. 


Una cantidad de gas obedece la ley del gas ideal (vea el ejem- 
plo 6 de la sección 12.3) conk = 1.2, y el gas está encerra- 
do en un recipiente que se calienta a una tasa de 39K/min. Si 
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en el instante en que la temperatura es de 300%K, la pre- D 08 __ ox 
sión es de 6 atm y decrece a la tasa de 0.1 atm/min, calcule emueste que Te 
lat iación del vol instante. 
Apasa da VAnBCIón de NOIIIEn En ese TESIAnle 50. De la ecuación de Van der Waals y $B y k dadas como en el 
48. Una pared de retención forma un ángulo de 2 2 merad con el ejercicio 49, demuestre que 
suelo. Una escalera de 20 pie de longitud está ecendo con- B RV2(V - b) A VUV - by 
E y K= 


tra la pared y su parte superior se desliza hacia abajo sobre la 
pared a una tasa de 3 pie/s. ¿Qué tan rápido varía el área del 


triángulo formado por la escalera, la pared y el piso cuando Para un gas ideal, a = 0 y b = 0. ¿Cuáles son las expre- 
siones de fB y k para un gas ideal? 


RTV? - 2a(V - by? RTV? - 2aV - by 


la escalera forma un ángulo de 1 7crad con el suelo? 
e 51. Si fes una función diferenciable de x y y, y u = = Lt y), 


49. Un kilomol de un gas real obedecé la ecuación de Van der 
/ x = rcos O y y=rsen 0, demuestre que 


Waals: si P, Y y T son, respectivamente, las medidas de la 


presión, el volumen y la temperatura absoluta, entonces du = du cos O — du sen 6 
Ox Or 00 r 
a 
P+ vw -b)= RT du _ du du cos O 
2 MU == Asno+ LU 
v dy Pri TA 


donde R es la constante universal de los gases, y a y b son 
constantes que dependen del gas particular. Si [Bes el coefi- 
ciente de la expansión del volumen y x es el coeficiente 
de compresibilidad, entonces 


52. Suponga que u = f(x, y) y v = g(x,y), y que f, g y 
sus primeras y segundas derivadas parciales son conti- 
nuas. Demuestre que si u y v satisfacen las ecuaciones de 
Cauchy-Riemann (vea el ejercicio 41), entonces también 

Ds 1 ( z) el ( y) satisfacen la ecuación de Laplace (refiérase a los ejercicios 

=w€Hoar) Y ** vlor _ 49 a 52 de la sección 12.3). 


12.6 a DIRECCIONALES Y GRADIENTES 


Se ha visto cómo las derivadas parciales de una función caracterizan la tasa 
de variación de la función a lo largo de rectas paralelas alos ejes coordenados. 
Esto es, si fes una función de las variables x y y, la derivada parcial f(x, y) 
describe la tasa de variación de fen la dirección del eje x, y Fy(x, y) describe 
la tasa de variación de fen la dirección del eje y. A continuación se genera- 
lizará la definición de derivada parcial para obtener la tasa de variación de una 
función con respecto a cualquier dirección. Esto conduce a la noción de deri- 
vada direccional. 

Para indicar una dirección, se utiliza el concepto de vector unitario U que 
forma un ángulo de medida O radianes con la parte positiva del eje x, de modo 


“ 


PLN dos 0 que 
U = cos 6i + sen 6j 
o > * — Lafigura 1 muestra la representación de U cuyo punto inicial es P(x, y) en el 
plano xy. Si fes una función de x y y, entonces la tasa de variación de los va- 
FIGURA 1 lores de función f(x, y) con respecto a la dirección del vector unitario U está 


determinada por la derivada direccional. 


12.6.1 Definición de derivada direccional de una 


función de dos variables 


Sea funa función de las dos variables x y y. Si U es el vector unitario 
cos 6i + sen 6j, entonces la derivada direccional de f en la direc- 
ción de U, denotada por Duf, está determinada por 


fx +hcos0, y + hsen0)- f(x, y) 
2 h 


Dy fa y):s 


si este límite existe. 
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Q(x%, + h cos 6, yy + h sen 6, 0) 


FIGURA 2 


FIGURA 3 


La interpretación geométrica de la derivada direccional se ilustra en la 
figura 2. Una ecuación de la superficie S de la figura es z = f(x, y). El punto 
Polxo, Yo, 20) Se. encuentra sobre la superficie y los puntos R(xp, Yo, 0) y 
O(xy + hcos 6, yy + h sen 6, 0) están en el plano xy. El plano que pasa por 
R y Q, paralelo al eje z, forma un ángulo de € radianes con la dirección posi- 
tiva del eje x. Este plano intersecta la superficie S en la curva C. La derivada 
direccional Dy;f, evaluada en el punto Pp, es la pendiente de la recta tangente 
a la curva C en Py en el plano que pasa por R, Q y Po. 

Si U = i, entonces cos O = | y sen 6 = 0, y de la definición 12.6.1, 


DifG%, y) = lim [AN 109 


la cual es la derivada parcial de f con respecto a x. 
SiU = j, entonces cos O = O y sen 8 = l, y 


= tim [24y +46 
Djf(x, y) = lim A 
la cual es la derivada parcial de fcon respecto a y. 
De este modo, f, y f, son casos especiales de la derivada direccional en 
las direcciones de los vectores unitarios i y j, respectivamente. 


» EJEMPLO 1 Aplique la definición 12.6.1 para calcular Dyf(x, y) 
si f(x, y) = 12 — 2 — 4y? y U es el vector unitario en la dirección ro : 


Solución ComoU = cos ¿ri + senlaj, U = 3431 + zj, entonces 
+143h,y+2h)- f(x, 
DS la AA 
h>0 h 
12 (+ 24359 - 4y + 2h)? — (12 — x? — 4y2) 
= lím 
h=>0 h 
12-12 3hx - 3 h2 — 4y? - 4hy — h? - 124 1? + 4y? 
= lim 
A>0 ás h 
o —V3hx — Th? - Ahy 
= lím 
h>0 h 
A A =1h- 
= lim(-/3x - Ph - 4y) 
= dx — 4y « 


D EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Para la función f y el vector 


unitario U del ejemplo 1, 


Duf2,1) = 243 - 4 
—7.464 


R 


La figura 3 muestra la interpretación geométrica de esta derivada direccio- 
nal. La curva C es la intersección de la superficie 


z= 12 - x? — 4y? 
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con el plano que pasa por R(2, 1,0), Q(2 + 34V3h,1 + 3h, 0) y PoQ, 1, 4). 
El valor —7.464 de la derivada direccional es la pendiente de la recta tangente 
a la curva C en Py en el plano definido por R, Q y Po. 4 


Ahora se obtendrá una fórmula que permite calcular una derivada direc— 
cional de manera más breve que empleando la definición. Sea g la función de 
la variable t, con x, y y 6 fijos, de modo que 


2(0) = f(x + tcos O, y + tsen O) (1) 
yseaU = cos 6i + sen Oj. Entonces, por la definición de derivada ordinaria, 
se tiene 

im tim (x + (0 + h)cos O, y + (0 + h) sen 0) — f(x + O cos O, y + 0 sen 0) 
810) = pa h 
(0) = lím f(x +hcos 6, y + hsen 0) — f(x, y) 
g8 10 h 
Como el miembro derecho de la ecuación anterior es Dy f(x, y), entonces 
80) = Dyfx, y) Q) 


Ahora se obtendrá g(£) aplicando la regla de la cadena al miembro derecho 
de (1), obteniéndose : 


Ox + cos 0) 
ot 


= f(x + tcos O, y + tsen O)cos O + f(x + 1cos O, y + 1 sen 0) sen O 


O(y + t sen 0) 


+ f(x + tcos O, y + 1 sen 0) Er 


80) = fi(x + 1cos 6, y + tsen O) 


Por tanto, 
8'(0) = fx, y)cos O + f(x, y)sen O 


De esta ecuación y de (2) se tiene el teorema siguiente. 


12.6.2 Teorema 


Sif es una función diferenciable de x y y, y U:= cos 0l + sen Oj, 
entonces 


Dufx,y) = fix, y)cos O. + f(x, y)sen O 


D EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Se aplicará el teorema 12.6.2 


para calcular D¡,f para la función y el vector unitario del ejemplo 1. 
fay) = 12 - x?- 4y? U = cos ¿xi + sen ¿15 
Entonces 
Dufa, y) = ftx,y)cos La + f(x, y)sen 17 
= -2x(143) - 8y(1) 
= -/3x - dy o 


lo cual es acorde con el resultado del ejemplo 1. 4 


La derivada direccional puede expresarse como el producto punto de dos 
vectores. Como 


Fox, y)cos O + f(x, y)sen 8 = (cos Gi + sen Oj) * [fi + 0 931 
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| Qo- Yo Lo: YO) 


+ 


+ (Xp Yo) 
Vfl%o: Xp) Lis 
FIGURA 4 
y 
A 
Q(S, 6) 
51 VRO) 
y V(4, 3) 
R(4, 3) 
1 
7) t + + + E + xi 


VRO) =i+3j V/(1.3)= lis aj 


FIGURA 5 


entonces, por el teorema 12.6.2 
Dufx, y) = (cos 0i + sen Oj) * [f(x pi + £6 9] (3) 


La función vectorial del miembro derecho de (3) es una función im- 
portante, y se denomina gradiente de la función f de las dos variables x y y. 
El símbolo para el gradiente de fes Vf, donde V es la letra griega delta 
mayúscula invertida y se lee “del”. En ocasiones se emplea la abreviación 


grad f. 


12.6.3 Definición del gradiente de una función 
de dos variables 


Sifes una función de las dos variablesx y y, y f, y :f, existen, entonces 
el gradiente de f, denotado por Vf (léase “del f ”), está definido por 


Vf y) = fi + fr y 


A fin de representar el vector gradiente Vf(xg, yp) en el plano xy, se toma 
el punto inicial en (xy, yg). Refiérase la figura 4. 
De la definición 12.6.3, la ecuación (3) puede escribirse como 


Duf(x y) = U- Vf(x, y) ” (4) 


Por tanto, cualquier derivada direccional de una función diferenciable puede 
obtenerse mediante el producto punto del gradiente y un vector unitario de la 
dirección deseada. Esta fórmula es la que más conviene emplear al calcular una 
derivada direccional. 


DP EJEMPLO 2 si 


A e 
FA y = 16 +5 


(a) Determine el gradiente de f en R(4, 3). (b) Utilice el gradiente para 
calcular la derivada direccional defen Ren la dirección de Ra Q(5,6). (c) Dibuje 
las representaciones de los vectores Vf(4, 3) y V(RO) que tienen su punto 
inicial en R. 


Solución 
(a) Como f(x, y) = x/8 y Fx, y) = 2y/9, entonces 


Vf(x. y) = zi + Y VA(4,3) = %i+ Si 


1 
2 
(b) El vector en la dirección de R(4, 3) a O(S5, 6) es 
VRO) = (5 - Wi + (6 - 3) 
=i+ 3j 
El vector unitario U en la dirección de V es V(RO)/ IFvRO) ll: 
lo, 3 
U= =—= -— 
To! + 70 j 
Se calculará Dyf(4, 3) mediante el producto punto de U por Vf(4, 3): 


FIGURA 6 


Oo: Yo Sp» Y0)) 


curva de nivel f(x, y) = f(Xg, Yo) 


FIGURA 7 


4 
3 e 
+2 E 
q e 
S 
] 


¡243,2 


FIGURA 8 
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1, 3. Ti Di 
—i+ == j) ti+ <£ 
(5 Fai) (3 5) 


Ie da 
24/10 10 
O 

= mw 0.79 


(c) Las representaciones de Vf(4, 3) y V(RO) se muestran en la figura 5. « 


Dyf4, 3) 


La gráfica de la función f del ejemplo 2 és un paraboloide elíptico. La 
figura 6 muestra esta superficie, el gradiente de fen R, el vector unitario U en 
la dirección de V(RO), y el plano que pasa por R, O y el punto P(4, 3, 2) del 
paraboloide. Dyf(4, 3) es la pendiente de la recta tangente en el punto P de la 
curva de intersección del plano con el paraboloide. 

De (4), se puede concluir que si Vf(xp, Yo) = 0, entonces Dyf(Xo, Yo) = O 
para cualquier U. Si Vf(xo, yo) + 0, entonces de (4) y del teorema 10,3.5 y si 
0. es la medida en radianes del ángulo entre los dos vectores U y Vf(xo, Yo), 
entonces 


Dufíxo, yo) = U* Vf(x0, yo) 
= | UI! || VfGxo, yo) || cos a: 
= || Vf, yo) [| cos e: 


De esta ecuación, el valor máximo de Dyf(xp, yy) ocurre cuando cos Y = l;es 
decir, cuando  = 0 o, equivalentemente, cuando U está en la dirección de 
Vf(xo, Yo). El valor máximo de Dyf(xo, yo) es || Vf(xo, vo) ||. De manera si- 
milar, el valor mínimo de Dyf(xo, Yp) se presenta cuando cos Y = —1; esto 
es, cuando Y = 7 o, equivalentemente, cuando la dirección de U es opuesta a 
la de Vf(xo, Yo). El valor mínimo de Dyf(xo, yo) es —|| Vf(xo, yo) || . El teorema 
siguiente resume estos resultados. 


12.6.4 Teorema 


Sea f una función de dos variables y diferenciable en (xp, yo), donde 
Vf(xo, Yo) + 0. Sea U cualquier vector unitario, tal que Dyf(xo, yo) 
es una función de U. 


(i) El valor máximo de Dyf(xo, yo) es || Vf(xo, yo) [|]. Este valor máxi- 
mo se obtiene cuando la dirección de U es la de Vf(xp, yo). 

(ii) El valor mínimo de Dyf(xo, yo) es — || VfGxo, yo) ||. Este valor míni- 
mo se alcanza cuando la dirección de U es la opuesta de la dirección 


de Vf(xo, Yo)- 


El inciso (i) de este teorema afirma que si z = f(x, y), entonces la tasa 
máxima de crecimiento de z en (Xp, yg) ocurre en la dirección de Vf(xg, yo), 
como se muestra en la figura 7. De este modo, Vf(xp, yo) apunta en la dirección 
de máxima inclinación. Este hecho sugiere el nombre de gradiente; esto es, el 
grado de mayor inclinación es en la dirección del gradiente. 

En el ejemplo ilustrativo siguiente se interpreta el teorema 12.6.4 en 
términos geométricos para una función particular. 


D EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 Refiérase a la figura 8 que 


muestra el paraboloide elíptico definido por la función f del ejemplo 2, de 
este modo, 
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Curvas de nivel de f(x, y) = Cra pd 


FIGURA 9 
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y 


9 


bi 


2. y 
rai j 
La figura también muestra el punto R(4, 3) del plano xy, el punto P(4, 3, 2) del 
paraboloide y el vector gradiente Vf(4, 3) en el plano xy. La máxima tasa de 
crecimiento de z en el punto P ocurre en la dirección de Vf(4, 3). De manera 
similar, la tasa mínima de crecimiento o, equivalentemente, la tasa máxima de 
decrecimiento, de z en P ocurre en la dirección de -Vf(4, 3). d 


D EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 En la figura 9 se muestra un 
mapa de contornos que presenta las curvas de nivel de la función del ejemplo 2 
y del ejemplo ilustrativo 3 para 1, 2 y 3. Estas curvas de nivel son elipses. La fi- 
gura también muestra la representación de Vf(4, 3) cuyo punto inicial es (4, 3) 
y apunta en la dirección de máxima inclinación. 


DP EJEMPLO 3 Dada 
fx, y) = 21? - y? + 3x - y 


calcule el valor máximo de Dyf en el punto donde x = 1 y y = —2. 


Solución Como fx, y) = 4x + 3 y f(x, y) = -2y — 1, entonces 


rr a y) = (14 + Mi + y Di y VA(,2) = 7i + 3j 


Por lo que el valor máximo de Dyf en (1, -2) es 
IVA, -Dl| = VI +95 
= /58 


Este resultado indica que la gráfica de festá muy inclinada en el punto (1, -2, 3) 
de la superficie. 


» EJEMPLO 4 La temperatura en cualquier punto (x, y) de una 
placa rectangular situada en el plano xy está determinada por 


Tíx, y) = x? + y? 


(a) Calcule la tasa de variación de la temperatura en el punto (3, 4) en la 
dirección que forma un ángulo de 37 rad con la parte positiva del eje x. 
(b) Determine el ángulo de la dirección en la que la tasa de variación de la 
temperatura en el punto (-3, 1) es un máximo. 


Solución 

(a) Se desea calcular DyT(x, y), donde 
U = cossxi + sen3xj y VI(y= Tx yi + 7,0 y)j 

= 31+ 543j = 2xi + 2yj 
Por tanto, 

DyT(x, y) = U- VT(x, y) / 

(ti + 3435 + Qxi + 2yj) 

x+ /3y 
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Así, 
DyT(B, 4) = 3 + 443 
= 9.93 


Conclusión: En el punto (3, 4) la temperatura crece aproximadamente 
a la tasa de 9.93 unidades por unidad de variación en la distancia medida 
en la dirección de U. 


(b) DyTG-3, 1) es un máximo cuando U está en la dirección de V7(-3, 1). 
Como VT(-3, 1) = -61 + 2j, entonces la medida en radianes del ángulo 
que indica la dirección de VT(3, 1) es 6, donde tan O = =3- De esta 
manera, 0 = x- tan!l! = 2.82. : 


Conclusión: La tasa de variación de la temperatura en el punto (-3, 1) 
es un máximo en la dirección que forma aproximadamente un ángulo de 
2.82 rad con la parte positiva del eje x. d 


La definición siguiente extiende el concepto de derivada direccional para 
funciones de tres variables, de modo que proporcione la tasa de variación de los 
valores de función f(x, y, z) con respecto a la distancia medida en la dirección de 
un vectorunitarioU = cos ai + cos fj + cos yk del espacio tridimensional. 


12.6.5 Definición de derivada direccional 


de una función de tres variables 


Suponga que fes una función de las tres variables x, y y z. Si U es el vector 
unitario cos Yi + cos fj + cos yk, entonces la derivada direccional 
de fen la dirección de U, denotada por Dyf, está dada por 


Dufi, y, 2) 

* iim£E+hcosa, y + heos PB, z + hcos y) — f(x, y, 2) 
5 h=>0 h 

si este límite existe, 


El teorema siguiente, el cual proporciona un método para calcular una 
derivada direccional de una función de tres variables, se prueba de manera 
semejante a la demostración del teorema 12.6.2, el cual es el teorema corres- 
pondiente para funciones de dos variables. 


12.6.6 Teorema 


Si fes una función diferenciable de x, y y 2, y 
U = cos ai + cos Aj + cos yk 


entonces 


Duf%, y, 2) = fkx, y, DOS 0 + $y(x, y, 2)cos B + fx, y, z)cos y 


PD EJEMPLO 5 Dada 
fa. y 2) = 3% + xy - 2y?- yz + 22 


calcule la tasa de variación de f(x, y, z) en (1, —2, —1) en la dirección del vector 
2i — 2j — k. 
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Solución El vector unitario en la dirección de 2i — 2j - kes 


Del teorema 12.6.6, 


Dufíx, y, 2) = F(6x + y) — (1 — dy -2) - Fry + 22) 


Por tanto, la tasa de variación de f(x, y, 2) en (l, -2, —1) en la dirección de U 
está determinada por 


DyfUl, 2, -1) 


24) - 2010) - 10) 
EA 4 


12.6.7 Definición del gradiente de una función 


de tres variables 


Sifes una función de las tres variables x, y y z, y las primeras derivadas 
parciales fz, f, y f, existen, entonces el gradiente de f, denotado por 
Vf, está definido por 


Vi) 0D) = $49, Di + f/5y,D] + $40, y, Jk 


Al igual que para las funciones de dos variables, si U es un vector unitario, 
entonces de la definición anterior y del teorema 12.6.6 se tiene 


Dyf(X, y, 2) = U* Vf(x, y, 2) 


El teorema 12.6.4(1) puede extenderse para funciones de tres variables, de 
modo que la derivada direccional es un máximo cuando U está en la dirección 
del gradiente, y es igual al módulo del gradiente. Se tiene un comentario similar 
para el inciso (ii) del teorema 12.6,4. 

En física se puede aplicar el gradiente en algunos problemas relacionados 
con la conducción de calor y electricidad. Suponga, por ejemplo, que la función 
F está definida por la ecuación w = f(x, y, 2). La superficie de nivel de f 
para la constante k está determinada por la ecuación 


fuy3=k 


Si w grados es la temperatura en al punto (x, y, 2), entonces todos los puntos de 
esta curva de nivel tienen la misma temperatura de k grados, por lo que esta 
superficie se denomina superficie isoterma. Si w volts es el potencial elée- 
trico en un punto (x, y, z), entonces todos los puntos de la superficie están al 
mismo potencial, por lo que la superficie recibe el nombre de superficie 
equipotencial. En el caso de una superficie isoterma, el gradiente proporciona 
la dirección de la máxima tasa de variación de la temperatura, y para una 
superficie equipotencial, el gradiente indica la dirección de la máxima tasa de 
variación del potencial. 


> EJEMPLO 6 Suponga que V(x, y, 7) voltses el potencial eléctrico 
en cualquier punto (x, y, z) del espacio tridimensional y que 
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1 


Va y, = A 
y Z 


x? 2 


(a) Calcule la tasa de variación de V en el punto (2, 2, -1) eri la dirección del 
vector 2i — 3] + 6k. (b) Determine la dirección de la máxima tasa de va- 
riación de V en (2, 2, —1). 

Solución 


(a) Un vector unitario en la dirección de 2i — 3j + 6kes 


Se desea calcular DyV(Q, 2, -1). 
VV(, y, 7) 


tl 


Vio y Di + Vy(a y Dj + V¿(x y, yk 
= — Ei Y i+ se 
(12 + y? + ¿2992 (12 + y? + ¿299 (124 y? 4 2. 


Entonces 
DyVQ, 2,-1) = U» VV(, 2, -1) 
= Gi - 3) + £) + Ezi - e] + 5K) 
8 
189 
= (),042 


Conclusión: En (2, 2, —1), el potencial crece aproximadamente a la tasa 
de 0.042 volt por unidad de variación en la distancia medida en la direc- 
ción de U. 


(b) VVQ,2,-1) = CZi- Fj+ ¿K). Un vector unitario en la dirección 
de VV(2, 2, -1) es 


Vv(2,2 -1) + 1er ik 
3 


Ivv(, 2, —oll 7 


= -2ij- 25 1 
= -31 33 + 3Kk 


Los cosenos directores de este vector son -2, a y AS los cuales 


proporcionan la dirección de la máxima tasa de variación de V en- 


Q,2,-1). >] 


EJERCICIOS 12.6 


4 
En los ejercicios | a 6, calcule la derivada direccional de la q, fia.y,z) = 6x? — 2xy + yz U 


función en la dirección del vector unitario U empleando la 1 


definición 12.6.1 o la definición 12.6.5, y después verifique el 5. g(%, y) = Pa ¡U= fi + a 
resultado aplicando el teorema 12.6.2 o el teorema 12.6.6, según 1 a A 
corresponda. 6. fx.y) = o 317 3) 
1. fía, y) = 21? + 5y?; U = cos Hri + sen 47] 
En los ejercicios 7 a 14, calcule el gradiente de la función. 
2. g(1, y) = 31? + 4y?%U = cos ¿ri + sen 37] a 
dezda » 7. fa, y) = 41? - 3xy + y? 

3. g(x, yz) = 31% +y% — 42%; EN 

U = cos Jai + cos Lrj + cos 3mk 8. 21) = + 
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9. 20 y) = my? + y 
10. f(x, y) = e? tan 2x 


fura = E 


DL fay o = 3 In(x + y) 
13. gíx,y, 2) = xe Y secz 
14. gy, 2) = e% (sen x - cos y) 


En los ejercicios 15 a 22 calcule el valor de la derivada direc- a 


cional en el punto Py para la función en la dirección de U. 


15. f(x, y) = x? - 2xy?U = cosrri + sen Trj; Pp = (1,-2) 


16. g(x, y) = 3x%y + 4y? — xy; U = cos Íri + sen ¿1rj, 
Po = (0, 3) 


17. 2, y) = y tan? U =-3431 + 3d; Po = (3, 2) 


18. f0,) =102U = 314 4/35 P) = 0,0) 


19. h(x, y, 2) = cos(xy) +, sen(yz); U = - Ji + 3j + ¿k; 


Py = (Q,0,-3) 


a l; 1. 1 
20. fi) 2D = 10? + y? + 220 = —i- —=j- -—k; 
3 43 43 
Po = (1,3, 2) ye 
21. fíx, y) = e cos 3y; U = cos(- ¿mi + sen(- ¿mi 
Po E Ejór, 0) 
1: il; 
22. ,y,2) = cos 2x cos 3y senh 42; U= —<i- —=j + 
80, y, 2) s y Z E ME 


TL 


5 Po = 7”, 0, 0) 


En los ejercicios 23 a 26, calcule (a) el gradiente de f en P, y 
(b) la tasa de variación del valor de la función en la dirección 


deUenP. 


23. f(x, y) = 1? - 4y¡P = (2,2) U = cosiri + sen4mj 


4. fx, y) = Y,P=(Q,D;U= $ - ?j 


25. fíx.y,2) = y? + 2 - 4xP = (2,1,3); 
U= ldi- £+ ¿k 


26. fíx,y,2) = 2x7 + xy? + xP =(1,1,1); 
U= ¿V21j- ¿47k 


27. Dibuje un mapa de contornos que muestre las curvas de nivel 
de la función del ejercicio 23, para 8, 4, O, -4 y -3. Tam- 
bién muestre la representación de Vf(2, 2) cuyo punto 


inicial es (-2, 2). 


28. Dibuje un mapa de contornos que muestre las curvas de nivel 
de la función del ejercicio 24, para el, e*, 1, e7* y e, 
También muestre la representación de Vf(2; 1) que tiene su 


punto inicial en (2, 1). 


En los ejercicios 29 a 32, calcule Dyf en el punto P para el cual 
U es un vector unitario en la dirección de PQ. También en P, 
calcule Df, si U es un vector unitario para el cual Dyf es un 


máximo. 


29. fíx, y) = e* tam! y; P(O, 1), Q(3, 5) 


: eS 


30. f(x, y) = ecos y + e*senx;P = (1,0), QE3, 3) 


3L AD =x-2y + 25P=(3,1,-2,Q(0,7, 4) 


32. fa), =x + y? — dxzP = (3,1,-2), 0(S, 3, 4) 


33, 


£ 


35. 


36. 


37. 


38. 


Determine la dirección a partir del punto (1, 3) para la cual el 


valor de f no cambia si f(x, y) = e? tan”! Z 


La densidad en cualquier punto de una placa rectangular 
situada en el plano xy es p(x, y) kilogramos por metro 
cuadrado, donde 
Ea 1 
PAN + 3 
xXx + y*4+3 
(a) Calcule la tasa de variación de la densidad en el pun- 
to (3,2) en la dirección del vector unitario cos ¿ri + 
sen 3xj. (b) Determine la dirección y la intensidad (o 
módulo) de la máxima tasa de variación de pen (3,2), 


La temperatura en cualquier punto de una placa rectangular 
situada en el plano xy es T(x, y), donde T(x, y) = 3? + 
2xy. La distancia se mide en metros. (a) Calcule la máxima 
tasa de variación de la temperatura en el punto (3, —6) de la 
placa. (b) Determine la dirección para la cual ocurre esta tasa 
de variación máxima en (3, -6). 


En cualquier punto de un sólido del espacio tridimensional la 
temperatura es T(x, y, z) grados, donde 


TDS AAA 
(x, y, 2) AS 


x 
La distancia se mide en pulgadas. (a) Calcule la tasa de va- 
riación de la temperatura en el punto (3, -2, 2) en la dirección 
del vector -2i + 3j — 6k. (b) Determine la dirección y 
la intensidad (o módulo) de la máxima tasa de variación de T 
en (3, -2, 2). 


En cualquier punto del plano xy el potencial eléctrico es 
V(x, y) volts, y V(x, y) = e” cos 2y. La distancia se mi- 
de en pies. (a) Calcule la tasa de variación del potencial 
en el punto (0, 1m) en la dirección del vector unitario 
cos eri + sen tai. (b) Determine la dirección y la inten- 
sidad (o módulo) de la máxima tasa de variación de V en 
(0, 17), 


Una ecuación de la superficie de una montaña es 
z = 1200 — 3x? - 2y? 


donde la distancia se mide en metros, el eje x apunta hacia 
el este y el eje y hacia el norte. Una alpinista se encuentra 
en el punto que corresponde a (-10, 5, 850). (a) ¿Cuál es la 
dirección de máxima inclinación? (b) Si la alpinista se des- 
plaza en la dirección este, ¿ella asciende o desciende, y a 
qué tasa? (c) Si la alpinista se desplaza en la dirección sur- 
oeste, ¿ella asciende o desciende, y a qué tasa? (d) ¿En qué 
dirección recorre la alpinista una curva de nivel? 
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12.7 PLANOS TANGENTES Y RECTAS NORMALES 
A SUPERFICIES 


Ahora se mostrará cómo el vector gradiente se emplea para estudiar planos 
tangentes y rectas normales a superficies en el espacio tridimensional. Consi- 
dere la ecuación ps 


Fly, 2) =0 Lo (1) 


donde F es diferenciable y Fy, F, y F, no son simultáneamente cero. Un teo- 
rema de Cálculo avanzado, conocido como el teorema de la función implícita, 
garantiza que una de las tres variables x, y o z es función de las otras dos. Por 
tanto, puede considerarse la gráfica de la ecuación (1) como una superficie $. 

Suponga que Pg es un punto (<p, Yo, zp) de S, de modo que F(Xp, Yo, Zo) = 
0. Además suponga que C es una curva en $ que pasa por Py y que un conjunto 
de ecuaciones paramétricas de C es 


x=f0 y=20 2=hM0 2) 
donde el valor del parámetro + en Py es fo. Una ecuación vectorial de C es 
R() = f0i + 2800] + AOk 
Como la curva C está sobre la superficie S, se tiene, al sustituir de (2) en (1), 
F(FO, 8(0, h()) = 0 (3) 


Sea G(1) = F(F(O, g(0, h(0). Si F es diferenciable y F,, Fy y F, no 
son todas cero en Py y si f'(tp), 2 (tp) y A (tp) existen, entonces la derivada total 
de F con respecto a 1 en Py está dada por 


Gto) = Fy(X0» Yo» 20) P (tp) + Fy (xo, Yo» 20) 8 (0) + Fo Yo» zo) Ao) 
El miembro derecho de esta ecuación se puede escribir como 
[F (o, Yo, Z0)i + Fy(%o, Yo, 204 + Fo, Yo 20K] + [Fi + 20 + OK] 
Así, 

Gto) = VF(xo, Yo, zo) * DR) 


Puesto que G(t) = O para toda £ (debido a(3)), G'(tp) =-:0; por tanto, se 
deduce que : 


VF (xo, Yo» 20) * PRítp) = 0 (4) 


Dela sección 11.3 se sabe que D¿R(1p) tiene la misma dirección que un vec- 
tor tangente a la curva C en Pg. Por tanto, de (4) se puede concluir que el vector 
gradiente de F' en Pg es ortogonal a un vector tangente de cada curva C de 5 que 
pase por el punto P¿. Así, se ha demostrado el teorema siguiente en el que seem- 
plea el término vector normal, el cual se definirá antes de enunciar el teorema. 


12.7.1 Definición de vector normal 


Un vector ortogonal a un vector tangente de toda curva C que pase por un 
punto Pg de una superficie $ se denomina vector normal a $ en Pp. 
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> 


VF (Xp Yo 20) 


FIGURA 1 


p2 


dr +y-167=0 


FIGURA 2 


12.7.2 Teorema 


Si una ecuación de una superficie S es F(x, y, 2) = 0, y si F es diferen- 
* ciable y F,, F, y F, no son todas cero en el punto Po(xo, Yo, 20) de S, 
- entonces VE(o, Yo, 20) es un vector normal a S en Po- 


El concepto de vector normal se emplea para definir el plano tangente a 
una superficie en un punto. 


12.7.3 Definición de plano tangente 


Si una ecuación de una superficie S es F(x, y, 2) = 0, y F satisface la 
hipótesis del teorema 12.7.2, entonces el plano tangente de S en el punto 


Po(%o, Yo, 20) es el plano que pasa por Py y tiene a VF(xo, Yo, 20) como un 
vector normal, 


Una ecuación del plano tangente de la ecuación anterior es 


Fo» Yo, ZONA — X0) + FyfXo, Yo, 2030 — Yo) + Falo, Yo» ZO NZ — 20) = 0 65) 


Refiérase a la figura 1, la cual muestra el plano tangente a la superficie 5 
en Py y la representación del vector gradiente que tiene su punto inicial en Po. 
Una ecuación vectorial del plano tangente dado en (5) es 


VF(Xo, Yo, zo) * [(x — xpi + O — yj + E -2NK] = 0 (6) 


» EJEMPLO 1 Obtenga una ecuación del plano tangente al para- 
boloide elíptico 


4? + y? - 16 =0 
en el punto (2, 4, 2). 
Solución Sea F(x, y, 3 = 4x? + y? — 167. Entonces 

VF(x, y, 2) = 8xi + 2yj - 16k y VFQ,4,2) = 161 + 8j - 16k 
De (6) se infiere que una ecuación del plano tangente es 


l6(x — 2) + 8(y — 4) - 16(z - 2) 
2x + y-22-4 


0 
0 


5 


La figura 2 muestra el paraboloide elíptico junto con el plano tangente y 
la representación del vector normal en (2, 4, 2). 


La definición siguiente de recta normal a una superficie en un punto está 
motivada por el requisito de que la representación del vector normal en un punto 
debe estar sobre la recta normal. 


12.7.4 Definición de recta normal a una superficie 


La recta normal á'una superficie Sen unpunto Py de Ses la recta que pasa 
por Pg y tiene como un conjunto de números directóres a las componentes 
de cualquier vector normal a S en Po. 
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De esta definición, si una ecuación de una superficie S es F(x, y, 2) = 0, 
entonces las ecuaciones simétricas de la recta normal de $ en (Xp, yo, Zo) Son 
Xx Xo A YY Z 20 
Fo(Xo> Yo, 20)  Fylxo» Yo»Z0) Foo, Yo» 20) 


debido a que los denominadores son las componentes de VF(xg, yo, zo) el 
cual es un vector normal a 5 en (Xp. Yo, Zo). 


+ 


» EJEMPLO 2 Obtenga las ecuaciones simétricas de la recta nor- 
mal a la superficie del ejempló 1 en el punto (2, 4, 2). 


Solución Como VF(2. 4,2) = 161 + 8j — 16k, las ecuaciones simé- 
tricas de la recta normal son 


2 y — 4 2-2 
Xx 2 ) 4 _2 Zz pr 


2 j 2 


12.7.5 Definición de recta tangente a una curva 


en el espacio 


La recta tangente a una curva C en el punto Py es la recta que pasa por 
Po y tiene como números directores las componentes del vector tangente 
unitario a C en Py. 


De esta definición y la definición 12.7.3, todas las rectas tangentes en el 
punto Py a las curvas contenidas en una superficie dada están en el plano 
tangente a la superficie en P¿. Refiérase a la figura 3, la cual muestra dibujos 
de algunas curvas que pasan por Py y sus rectas tangentes. 

Considere ahora la curva C de intersección de dos superficies que tienen 
ecuaciones 


Fova3=0 y Gloyo3=0 


FIGURA 3 respectivamente. Se mostrará cómo se obtienen las ecuaciones de la recta tan- 
gente a C en un punto Po(Xo, Yo» zo). Puesto que esta recta tangente está conte- 
nida en cada uno de los planos tangentes a las superficies dadas en Pg, dicha 
recta es la recta de intersección de los dos planos tangentes. Sea Ny un vector 
normal en Py a la superficie que tiene la ecuación F(x, y, 2) = 0, y sea N, un 
vector normal en Pg a la superficie que tiene la ecuación G(x, y, 2) = 0. 
Entonces 


= VF(Xo.Yo.20) y Na = VG(xXo, Yo: Zo) 


Los vectores Ny y N, son ortogonales al vector tangente unitario a Cen Py. De 
modo que si N; y N, no son paralelos, entonces, del teorema 10.5.10, el vector 
tangente unitario tiene la misma dirección, o la opuesta, que el vectorN, X No. 
Por tanto, las componentes de N; X N, sirven como los números directores de 
la recta tangente. A partir de este conjunto de números directores y de las 
coordenadas de Pg se pueden obtener las ecuaciones simétricas de la recta 
tangente requeridas, como se ilustra en el ejemplo siguiente. 


» EJEMPLO 3 Obtenga las ecuaciones simétricas de la recta tan- 
gente a la curva de intersección de las superficies 


3 +24 22=49 y 12+y?-2%=10 


en el punto (3, -3, 2). 
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2 Solución Sean A 
10+y Ot 0 30 +2y, +22=49 Fly = 3x2 + 2y? + 22-49 y G(1y= + y? - 222 - 10 

, entonces ] 

+3 


VF(xy, 1D = 6xi + 4yj + 22k y VG(,y, = 2xi + 2yj - 4zk 
Por tanto, 


N; = VF, -3, 2) N, = VG(3, -3, 2) 
y = 181 — 12j + 4k = 6i - 6j - 8k 
= 2(9i - 6j + 2k) = 2(3i — 3j + 4k) 


N; Xx N, = 4(9í — 6j + 2k) X (Qi - 3j + 4k) 
= 4(30i + 42j - 9k) 
= 12(10i + 14) — 3k) 


FIGURA 4 En consecuencia, un conjunto de números directores de la recta tangente es 
[10, 14, -3]. Así, las ecuaciones simétricas de la recta tangente son 


La figura 4 muestra dibujos de las dos superficies, la curva de intersección 
y la recta tangente en (3, -3, 2). 4 


Si dos superficies tienen un plano tangente común en un punto, se.dice 
que las dos superficies son tangentes en ese punto. Vea la figura 5. De la 
definición 12.7.3, dos superficies cuyas ecuaciones son F(x, y,z) = 0 y 
G(x, y, z3 = 0, son tangentes en el punto (xp, Yo, Zo) si para alguna constante k 


VF (xo, Yo» zo) E KkVG(x%o, Yo» Zo) 


» EJEMPLO 4 Demuestre que las esferas 


2+yr2=4d y a-IP+ 4 2=1 


FIGURA 5 son tangentes en el punto (2, O, 0). 


Solución Sean 
Fayld=*+yY+2-4 y Guy2= olteyez=t 


Entonces 
VF(x%,y, 2) = 2xi + 2yj + 22k  VG(x,y,z) = 2 - Di + 2yj + 2zk 
N;¡ = VF(, 0,0) N, = VG(2, 0, 0) 


Como N; = 2N, o, equivalentemente, VF(2, 0, 0) = 2 VG(2, O, 0), las es- 
feras son tangentes en (2, 0, 0). Consulte la figura 6. 4 


El teorema siguiente para funciones de dos variables es análogo al teorema 
12.7.2 y su demostración es semejante. 


12.7.6 Teorema 


Si una ecuación de una curva Ces F(x, y)= 0 y si Fesdiferenciable y F, 
y F, no son cero simultáneamente en el punto Py(xo, yo) de C, entonces 
Fay tul vectormormal a Céá Es 


FIGURA 7 
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Análogas a las ecuaciones (5) y (6) de un plano tangente, se tienen las si- 
guientes ecuaciones para una recta tangente en el punto Po(xp, yo) de la curva 
contenida en el plano xy si F(x, y) = 0: 


Fo YY — xp) + Fito, 00 — yo) = 0 
o, equivalentemente, 


VF (xo, yo) * [(x — xpi + G — yk] = 0 


» EJEMPLO 5 Utilice el gradiente para determinar una ecuación 
de la recta tangente a la curva 3+ y? = 9 en el punto (1, 2). 


Solución Sea F(x, y) = x3 + y3 — 9. El gradiente de F es 
VF(x, y) = 3421 + 3y2j 
En el punto (1, 2) de la curva, un vector normal es 
VF(, 2) = 31 + 12j 
Por tanto, una ecuación de la recta tangente en (1, 2) es 
VF(1,2) * [+ - Di + Q - 2] =0 
Gi + 12) + [a — Di + O - 2]=0 
Ax —- 1) + My -2) =0 
x+4y-9=0 


La figura 7 muestra dibujos de la curva, del vector normal y de la recta 
tangente en (1, 2). 


Compare la solución del ejemplo 5 con la solución del ejemplo 3 de la 
sección 2.9 para el mismo problema. 


EJERCICIOS 12.7 


En los ejercicios l a 12, obtenga una ecuación de la rectanormal 11. A Ah + 2h = 14; (8, 27, 1) 
a la superficie en el punto indicado. 


mo. 
] 


AAA rs Aaa» on 


ey = 17,(2,-2, 3) 
40 + y + 22 = 26;(1,-2, 3) 
A+ y 3 = 2;(2,-4, 6) 
es y 2 = 6,(3,-1,2) 

y = e*cosz; (1, e, 0) 

z = e* sen 3y; (0, ¿7, 1) 

x? = 12y;(6, 3, 3) 

Z¿= y ya, 1,2) 

Ae + yl +A =4,(4,1,1) 


. ae xy? - yé =18,(0,-2, 3) 


Rd y ¿A 8,(25,2,9) 


En los ejercicios 13 a 20, si las dos superficies se intersectan en 
una curva, determine ecuaciones de la recta tangente a la curva 
de intersección en el punto indicado; si las dos superficies son 
tangentes en el punto dado, demuéstrelo. 

13 2 +y-2=8x-yY+2=-2,(2,-2,0) 

14. Y +9-2+1=0x+y-2=0;(0,1,1) 

15. y = Y,y = 16 -2;(4,16, 0) 

l6. x =2 + cosfTryz y = | + sen Txz; (3, 1,2) 

17. y = sen2rz + 2,2 = y — In(x + 1) - 3,(0,2, 1) 
18. x2? - 3xy + y? =2,2x? + y? — 32 + 27 = 0:(1,-2, 11) 
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19. x2 +22 + 4y=0,x2 4 y? 4 22-62 + 7 =0; 25. Pruebe que las esferas 1? + y? + 22 =a? y (x- by? + 
(0, 1, 2) y + 2= (b - aY son tangentes en el punto (a, O, 0.— 
20. x? + y? + 22 =8,y2 = 4;(0, 2,2) 26. Demuestre que las superficies 4x? + y? 92? = 108 y 


xyz = 36 son tangentes en el punto (3, 6, 2). 
En los ejercicios 21 a 24, utilice el gradiente para obtener una 27. Sedice que dos superficies son perpendiculares en un punto 
ecuación de la recta tangente a la curva dada en el punto de intersección Py si los vectores normales a las superficies 
indicado. en Py son ortogonales. Demuestre que en el punto (1, —1, 2) 
3 3 ] la superficie x? — 2yz + y? = 4 es perpedicular a cada 
21. 9x1” — y” = 1,(1,2) miembro de la familia de superficies 


22. 16x% + y? = 32; (1, 2) 


3 VIA: 
E A 28. Demuestre que toda recta normal a la esfera 1? + y? + 
24. x* + 2xy — y? = 4,(2,-2) 2? = a? pasa por el centro de la esfera. 


+ (de - 2Qy-co2+1=0 


y 


12.8 EXTREMOS DE FUNCIONES DE DOS VARIABLES 


En el capítulo 3 se dijo que una aplicación importante de la derivada de una fun- 
ción de una sola variable está relacionada con los valores extremos de una 
función, lo cual condujo a una gran variedad de aplicaciones. En ese capítulo 
se demostraron teoremas que involucran la primera y segunda derivadas, a 
partir de los cuales se determinaron los valores máximos y mínimos relativos 
de la función. Después se incluyeron los valores extremos relativos como 
posibles extremos absolutos. Al extender la teoría a funciones de dos variables, 
se verá que el procedimiento es similar al caso de una variable; sin embargo, se 
presentan ciertas complicaciones. 

Este estudio se inicia con la definición de extremos relativos y absolutos 
de funciones de dos variables. 


12.8.1 Definición de extremos absolutos de funciones 
de dos variables 


(i) Se dice que la función f de dos variables tiene un valor máximo 
absoluto en su dominio D del plano xy si existe algún punto (xp, Yo) 
-en D tal que fíxo, yo) = f(x, y) para todos los puntos (x, y) de D. 
En tal caso, f(xp, yo) es el valor máximo absoluto de fen D. * 

(ii) Se dice que la función f de dos variables tiene un valor mínimo 
absoluto en su dominio D del plano xy si existe algún punto (xp, Yo) 
en D tal que fíxo, yo) S f(x, y) para todos los puntos (x, y) de D. 
En tal caso, f(xp, yo) es el valor mínimo absoluto de fen D. 


12.8.2 Definición de extremos relativos de funciones 


de dos variables 


(i) Se dice que una función f de dos variables tiene un valor máximo 
relativo en el punto (xp, yg) si existe un disco abierto B((xp, yg); r) tal 
que f(Xo, Yo) > f(x, y) para todos los puntos (x, y) de B. 

(ii) Se dice que una función f de dos variables tiene un valor mínimo 
relativo en el punto (xp, yo) si existe un disco abierto B((xp, Yo); 1) 
tal que fíxo, Yo) S F(x, y) para todos los puntos (x, y) de B. 


FIGURA 1 


fay= 125-x? - y? 


FIGURA 2 


ey) =0%+ y 


FIGURA 3 
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Refiérase a la figura 1, la cual muestra la gráfica de una función f cuyo 
dominio es el plano xy. La función tiene cuatro extremos relativos, uno de los 
cuales es un máximo absoluto y otro es un mínimo absoluto. Si el dominio de 
una función es un disco abierto o el plano xy completo, como én la figura l, un 
extremo absoluto debe ser un extremo relativo. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 La figura 2 muestra la gráfica 


de la función definida por 
fly) = 425 - x? - y? 


Sea B cualquier disco abierto ((0, 0); r) para el cual r < 5. De la definición 
12.8.2(1), f tiene un valor máximo relativo de 5 en el punto donde x = O 
y y = 0. De la definición 12.8.1(i), 5 es también el valor máximo absoluto 


de f. d 


y EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 La figura 3 muestra la gráfica 


de la función definida por 
g(,y) = 22 + yY 


El dominio de g es el plano xy completo. Sea B cualquier disco abierto ((0, 0); »). 
De la definición 12.8.2(1i), g tiene un valor mínimo relativo de 0 en el origen. De 
la definición 12.8.1(11), O es también el valor mínimo absoluto de g. d 


El teorema 3.1.3 establece: Si f(x) existe para todos los valores de x del in- 
tervalo abierto (a, b), y si f tiene un extremo relativo en c, donde a < c < b,. 
y f'(c) existe, entonces f'(c) = 0. El teorema siguiente para funciones de dos 
variables es análogo. 


12.8.3 Teorema 


Si f(x, y) existe en todos los puntos de algún disco abierto B((<tg, yo); 

y si f tiene un extremo relativo en (xp. yo). entonces si f.(xo, yo) y 

$,(%o, Yo) existen, 

Íz(Xo, Yo) = 0 y f/(xo, Yo) = 0 | 
Antes de probar este teorema, se presentará un argumento geométrico 

informal. Sea f una función que satisface la hipótesis del teorema y suponga 
que f tiene un valor máximo relativo en (xp, yg). Considere la curva de in- 
tersección del plano y = yy con la superficie z = f(x, y), como se muestra en 
la figura 4. Esta curva está representada por las ecuaciones 


y=Y0 y 2=f6y 


Como f tiene un valor máximo relativo en el punto donde x = xy y y = Yo, 
la curva tiene una recta tangente horizontal en el plano y = yg en el pun- 
to (<o, Yo» F(Xo, Yo)). La pendiente de esta recta tangente es f, (Xp, yo); de modo 
que fi(Xo, yo) = O. De manera semejante, puede considerarse la curva de in- 
tersección del plano x = xy con la superficie z = f(x, y) y obtenerse 
fyCo, Yo) = O. También puede darse una discusión similar si f tiene un va- 
lor mínimo relativo en (%g, yy). A continuación se presenta la demostración 
formal, en la cual se emplea el teorema 3.1.3. 
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Co Yo Fo, YO) 


FIGURA 4 


z: 
(3. -1, 11) | 
+ 


Fay) = 6 4y 1 -2y 


FIGURA 5 


Demostración del teorema 12.8.3 Considere las dos funciones g 
y h de una sola variable definidas por je 


200) =f(y0) y 40) = fp y) 


Entonces, 
8 0) = fiX0, YO) y 00) = f,(Xo, Yo) 


Como f¿(%0, Yo) y fy(%o, Yo) existen, g'(xp) y Ayo) existen. Puesto que f 
tiene un extremo relativo en (xp, yo), g tiene un extremo relativo en xy y Ah tiene 
un extremo relativo en yo. En consecuencia, por el teorema 3.1.3, 


8) =0 y AGp)=0 
Por tanto, 


f4xo,y0) =0 y fG0y0) =0 . 


Observe que la condición de que tanto £.(xo, Yo) y f(%o, Yo) sean cero 
equivale a la condición de que el vector gradiente Vf(xp, yo) es el vector cero. 
Además, esta condición implica que la gráfica de f tiene un plano tangente ho- 
rizontal en (Xo, Yo, F Co, Yo)). Se le pedirá que demuestre esto en el ejercicio 51. 

Del teorema 12.8.3, una condición necesaria para que una función de dos 
variables tenga un extremo relativo en un punto es que sus primeras deriva- 
das parciales sean cero en el punto, o bien, que al menos una de las derivadas 
parciales no exista en el punto. Á tal punto se le denomina punto crítico de la 
función. 


12.8.4 Definición de punto crítico 


Si f(x, y) existe en todos los puntos de algún disco abierto B((xp, ya); 1), 
el punto (Xp, Yo) es un punto crítico de f si una de las siguientes con- 
diciones se cumple: 


(1) fáxo. yo) = 0 y fo, Yo) = 0; 
(id) f(xo, yo). o f/(%o. Yo) no existen. 


Cuando se estudian los extremos relativos de una función, primero se 
localizan los puntos críticos, si existen. Después se debe aplicar otro criterio 
para determinar si se tiene un extremo relativo en un punto crítico particular. 


» EJEMPLO 1 Determine los extremos relativos de la función 
definida por 


JA y) = 6x - 4y — x?2 - 2y? 


Solución Se comienza por determinar los puntos críticos de f. Al dife- 
renciar parcialmente se obtiene 


fi =6-2x y £(0,y) =-4 - 4y 


Las dos derivadas parciales existen para cualquier punto. Si se consideran 
fx, y) y FyGo y) iguales a cero y se resuelven las ecuaciones para x y y, re- 
sulta x = 3 y y = —1. Por tanto, el único punto crítico es (3,-1), y 
JG,-1) = 11. Para determinar si se tiene un extremo relativo en (3, -1), 
se completan los cuadrados en la expresión para f(x, y): 


fey)= (e - 6x4 9) - 204 2y+ 1)+9+2 
= Ax - 3 - Ly + 1? + 11 


8(x, y) =4- Jx% + y 


FIGURA 6 


fa, y = y - 1? 


FIGURA 7 
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Así, si (xy) + (3,-1), f(x, y) < 11. En consecuencia, de la definición 
12.8.2(1), f(3,-1) = 11esun valor máximo relativo. Porla definición 12.8.1(1), 
este valor también es un valor máximo absoluto. 

Vea la figura 5 que muestra la gráfica de f, la cual es un parabololde que 


“ “abre hacia-abajo con su vértice en (3, —1, 11). La gráfica apoya la respuesta. «Ú 


A 


» EJEMPLO 2 Determine los extremos relativos de la función 
definida por : 


gy) = 42 74? 


Solución Al calcular las derivadas parciales de g se tiene 
y 


Xx 
x, A CQqQqé—_— A E  _——— 
gx, y) aya Y 8%, y) lr 


El dominio de g es el conjunto de todos los puntos de R? y g, y 8y existen en 
todos los puntos diferentes de (0, 0). Además, g,(x, y) = Osólocuandox = 0, 
pero gy(x, y) 4 0; y gy(x, y) = 0 sólo cuando y = 0; pero gy(x, y) + 0, Por 
tanto, el único punto crítico de ges (0, 0). Comog(0, 0) = 4ysi(x, y) + (0, 0), 
entonces 


8, y) =4- y + y? <4 


de modo que g tiene un valor máximo relativo de 4 en (0, 0), el cual también es 
un valor máximo absoluto. La figura 6 muestra la gráfica de g, cuyo punto más 
alto se encuentra en (0, O, 4), lo cual apoya la respuesta. 


Un punto crítico de una función no necesariamente proprorciona un ex- 
tremorelativo de la función, corno se muestra en el siguiente ejemplo ilustrativo. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 — sea 7 la función definida por 
fa) = 9-2 

entonces | 
fixy =-2x  fix,y) = 2y 


Tanto f,(0, 0) como FO, 0) son iguales a cero. La gráfica de f que se muestra 
en la figura 7, tiene la forma de una silla de montar en los puntos cercanos al 
origen. En los puntos del plano xz, donde y = 0 y x % 0, los valores de la 
función son negativos, y en los puntos del plano yz, dondex = 0 y y x* 0, los 
valores de la función son positivos. Por tanto, la función f no satisface la 
definición 12.8.1 cuando (xp, yo) = (0, 0). 4 


Un punto crítico de una función f donde no se tiene un extremo relativo, 
tal como el punto (0, 0, 0) del ejemplo ilustrativo 3, se denomina punto silla de 
la función f. 

El criterio básico para determinar extremos relativos para funciones de dos 
variables es el siguiente criterio de la segunda derivada, el cual proporciona 
condiciones que garantizan el hecho de que una función tiene un extremo 
relativo en un punto donde las primeras derivadas parciales son cero. 
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12.8.5 Teorema Criterio de la segunda derivada 


Sea f una función de dos variables tal que f y sus derivadas parciales de 
primer y segundo orden son continuas en un disco abierto B((a, by, r). 
Suponga además que fa, b)-= 0 y fy(a, b) = 0. Sea 


Día, b) = fota, b)f,y(a,b) — [fi a, DP 


(ii) ftiene un valor máximo relativo en (a, b) si 
Día,b) > 0 y fita,b) < 0 (o fyy(a,b) < 0) 


(iii) f(a, b) no es un extremo relativo, pero f tiene un punto silla en 


(a, b, f(a, b)) si 
Día, b) < 0 
(iv) No se tiene ninguna conclusión acerca de los extremos relativos si 


D(a,b)= 0 


La demostración del inciso (i) del criterio de la segunda derivada se realiza 
en el suplemento de esta sección, mientras que las pruebas de los incisos (ii) 
y (iii) se dejan como ejercicios, consulte los ejercicios suplementarios 1 y 2. El 
inciso (iv) se incluye de modo que se revisen todos los casos posibles. 

Sif.y(a, b) = f,(a, b), entonces la expresión para D(a, b) del enunciudo 
del criterio de la segunda derivada es el valor del determinante 


Fix (a, b) fiy(a, b) 
f,:Ca, b) f,y (a, b) 


Este determinante, denominado hessiano (o discriminante) de la función f, 
proporciona un método conveniente para recordar la fórmula de D(a, b). 


DP - EJEMPLO 3 Dada 
Uy = 2 yA xt =2y 


determine los extremos relativos de f si es que existen. 


Solución A fin de aplicar el criterio de la segunda derivada, se calculan 
las primeras y segundas derivadas parciales de f. 


y = 8x? — 2x f(x, y) =2y - 2 
Lao y) = 24x? - 2 Ly y =2 Fey, »”»=0 
Al considerar f(x, y) = O se tiene x=-3,x=00x= 3. Si se 


considera f,(x, y) = O se obtiene y = 1. Por tanto, f, y f, son O en los puntos 
1, D.(0, 1) y (2, D), de modo que son los puntos críticos de f. Los resul- 
tados obtenidos al aplicar el criterio de la segunda derivada en estos puntos se 
resumen en la tabla 1. 
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Tabla 1 
Punto crítico 
(a, b) fi4a,b) fla bj)  fifa,b)  Día,b) Conclusión, 
E 3 ¿D 4 2 0 8 f tiene un valor mínimo relativo 
(0, 1) 2 2 0 -4 fno tiene extremo relativo 
( > D 4 2 0 8 f tiene un valor mínimo relativo 


Por el inciso (1) del criterio de la segunda derivada, ftiene en los puntos críti- 
cos (- 33 Dy( 5 1) un valor mínimo relativo. Del inciso (iii) del criterio, fno 
tiene extremo relativo en el punto crítico (0, 1). 

Como f(=5. 1) = -¿ y f(3, 1) = -Í, se concluye que f tiene un valor 
mínimo relativo de -: en los dos puntos críticos (— »; 1) y E ¡DA 

La figura 8, la cual muestra la gráfica de f con los puntos mínimos en 


=4, 1,4) y (3, 1, —?) y el punto silla en (0, 1,1), apoya los resultados. 4 


FIGURA 8 


» EJEMPLO 4 Determine las dimensiones relativas de una caja 
rectangular, sin tapa que tiene un volumen específico, si se desea emplear la 
mínima cantidad de material en su elaboración. 


Solución La figura 9 muestra la caja, donde la longitud de la base es xuni- 
dades, el ancho de la base es y unidades y su profundidad es de z unidades. Sean 
S unidades cuadradas el área de la superficie de la caja. Si V unidades es el 
volumen de la caja, V es una costante puesto que la caja tiene un volumen 
específico. 

Cada una de las variables x, y y z está en el intervalo (0, +00). De las 
fórmulas para el área de la superficie y el volumen, 


S =xy+ 2x2 + 2yz y V= xy 


FIGURA 9 


Al resolver la segunda ecuación para z en términos de x, y y de la constante V, 


se tiene z = E , y al sustituir esto en la primera ecuación resulta 


sena Da (1) 
y X 


Al diferenciar parcialmente se obtiene 


A ea 

ax 0 y y y 

Ps - 4 es Ps _ av 

dx? 1 dydx dy y 
: : 0Ss _ gs _ : 
Si se considera dx 0 y -én O se tiene 

12 -2V=0 

xy? -2V=0 


Al resolver estas dos ecuaciones simultáneamente, se obtiene x = Y2V y 
y = V2V.. Para estos valores de x y y, 


Ps __4Y q 25 (25 40 Y 
dx? Envy dx? gy? dydx Envy Envy 


3>0 


2>0 
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Punto 
frontera P 


: | 
( 5 


FIGURA 10 
frontera 
FIGURA 11 


frontera 


FIGURA 12 


frontera 
5 


FIGURA 13 


frontera 


Por el inciso (i) del criterio de la segunda derivada, $ tiene un valor mínimo rela- 
tivo cuando x = Y2V y y = 3/2V. Recuerde que x y y están en el intervalo 
(0, +00), y observe en la ecuación (1) que $ es muy grande cuando x y y están 
cerca de cero o cuando son muy grandes. Por tanto, se concluye que el valor 
mínimo relativo de $ es un valor mínimo absoluto de $. 

Como z = V/(xy), entonces cuando x = 32V y y = Y2V, 


< 


Zz <= 


Conclusión; La caja debe tener una base cuadrada y una profundidad de un 
medio de la longitud de uno de los lados de la base. 4 


Recuerde el teorema del valor extremo para funciones de una variable: Si 
la función f es continua en un intervalo cerrado, entonces f tiene un valor 
máximo absoluto y un valor mínimo absoluto en ese intervalo cerrado. Se dijo 
que un valor extremo de una función continua en un intervalo cerrado debe ser 
un extremo relativo o un valor de la función en uno de los extremos del 
intervalo. Se tiene una situación análoga para funciones de dos variables en la 
que se involucra el teorema del valor extremo. 

En el enunciado del teorema del valor extremo para funciones de dos 
variables se emplea el término región acotada y cerrada. Una región R se dice 
acotada si es una subregión de un disco cerrado. La frontera de una región R 
es el conjunto de todos los puntos P para los cuales todo disco abierto que tiene 
su centro en P contiene al menos un punto de R y al menos un punto que no 
pertenece a R. Una región cerrada es aquella que contiene a su frontera. 

La figura 10 muestra una región acotada y cerrada R, la frontera de R y un 
punto P de la frontera. El ejemplo ilustrativo siguiente presenta algunas 
regiones acotadas y cerradas, en las que se identifica la frontera de cada región. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 


(a) Un disco cerrado es una región acotada y cerrada. La frontera de esta 
región es la circunferencia del disco. Consulte la figura 11. 

(b) Los lados de un triángulo junto con la región limitada por él es una región 
acotada y cerrada. La frontera de esta región consta de los lados del 
triángulo. Observe la figura 12. 

(c) Los lados de un rectángulo junto con la región acotada por el rectángulo 
es una región acotada y cerrada. La frontera de esta región consiste de los 
lados del rectángulo, Refiérase a la figura 13. d 


12.8.6 Teorema del valor extremo para funciones 
de dos variables 


Sea R una región acotada y cerrada del plano xy, y sea f una función 
continua en R. Entonces f tiene un valor máximo absoluto y un valor 
mínimo absoluto en R. 


La demostración de este teorema está más allá del alcance de este libro, por 
lo que se omite. ] 

Si fes función de dos variables que satisface el teorema del valor extre- 
mo, entonces un extremo absoluto de fes un extremo relativo o un valor de la 


FIGURA 14 
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función en un punto de la frontera de la región R. El valor extremo en tak 
situación puede determinarse mediante el procedimiento siguiente: 


1. Calculelos valores de la función en los puntos críticos de f del interior 
de la región R. 
2. Determine los valores extremos posibles de f de la frontera de la 
región R. 
'-3, El mayor de los valores determinados en los pasos 1 y 2 es el valor 
máximo absoluto, y el menor de los valores es el valor mínimo 
absoluto. 


» EJEMPLO 5 Calcule los extremos absolutos de la función defi- 
nida por 


fuy) =2 + y? - dx -2y+7 


si el dominio de f es la región triangular cerrada cuyos lados están sobre el 
eje x, el eje y y la rectax + y = 5. 


Solución La figura 14 muestra la región triangular cerrada R indicada. 
La función polinomial f es continua en R, de modo que se puede aplicar el 
teorema del valor extremo. A fin de determinar los puntos críticos de f se 
calculan las primeras derivadas parciales: 


f(1y) =2-4 y f(,y) = 2y - 2 


Estas derivadas parciales existen en cualquier punto de R?, Al considerar 
fx, y) y fyG, y) iguales a O se obtiene x = 2 y y = 1. Por tanto, el único 
punto crítico de fes (2, 1). 

Ahora se considerarán los valores de fen los puntos de la frontera de R. Se 
examinará cada lado del triángulo por separado. 

Sobre el eje x, cuando y =0y0<x+<S, se tiene f(x,0) = 1? — 
4x + 7, una función cuadrática de una sola variable. Sea a(x) = f(x, 0), 
entonces 


ax) = x?- 4x +7 0O<x<5 


La función a tendrá valores extremos cuando Q'(x) = 0 o en los extremos 
del intervalo [0, 5]. Al diferenciar Q, se tiene 


ax) = 2x- 4 


Si se considera ('(x) = Ose obtiene x = 2, de modo que en el eje x se deben 
tomar en cuenta los valores de la función en (2, 0), (0, 0) y (5, 0). 

Sobre el eje y, cuando x = 0y0 < y < 53, se tiene (0, y) = y? - 
2y + 7. Sea B(y) = f(0, y), de modo que 


BN =yY-2+7 0O<y<S5 

BO) = 2y -2 
Al considerar B'(y) = 0, se obtiene y = 1. Por tanto, sobre el eje y, deben 
tenerse en cuenta los valores de la función en (0, 1), (0, 0) y (0, 5). 


Sobre la rectax + y =5:y=5-x0<x=<5y0<yc<>5. Du 
modo que ñ 


F,5 — 1) 


5 


x2 + (5 - xy - 4x- US -x)+7 
2? -12x1+22 0<x<5 
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Tabla 2 
y Fa, y) 
(2,1) 2 
(2, 0) 3 
(0, 1) 6 
62D. 4 
(0, 0) 7 
(5, 0) ¡YA 
(0, 5) 22 
z 
4 
t 
20 + 
ed 
E 
Q,1,2- 


FIGURA 15 


Q,0) 


Curvas de nivel de 
fa, y =x32+ y?-4x-2y+7 


FIGURA 16 


(0, 5, 22) 


Sea y(x) = f(x, 5 — x), por lo que x 
y(x) = 2x? —- 12x + 22 0135 
Y'(x) = 4x — 12 


Al considerar y'(x) = 0, se obtiene x = 3. De este modo, sobre la recta 
x + y = 5, se deben tomar en cuenta los valores de la función en (3, 2), (5, 0) 
y (0, 5). 

En resumen, los puntos posibles (x, y) para un extremo absoluto son (2, 1), 
(2, 0), (0, 1), (3, 2), (0, 0), (5, 0) y (0, 5). Los valores de la función en estos 
puntos se muestran en la tabla 2. El valor máximo absoluto es f(0, 5) = 22 
y el valor mínimo absoluto es f(2, 1) = 2. 

La figura 15 muestra la gráfica de f, la porción de un paraboloide sobre la 
región triangular del plano xy dada. La gráfica apoya los resultados. 

La figura 16 presenta la región triangular R y tres curvas de nivel de f, 
circunferencias del plano xy con sus centros en (2, 1). Observe que los puntos 
frontera de la tabla 2 son los vertices del triángulo, el centro de las circunfe- 
rencias y los puntos sobre los lados del triángulo donde el lado es tangente a la 


curva de nivel. < 


A lo largo de este libro se ha visto cómo los modelos matemáticos se em- 
pleanen muchas aplicaciones. Con frecuencia, estos modelos fueron ecuaciones 
que contenían a las variables de la situación. Se emplearon varios métodos a fin 
de obtener dichos modelos, uno de los cuales trató acerca de la recta de regre- 
sión que proporciona la recta de mejor ajuste para un conjunto de puntos. El 
procedimiento para determinar una recta de regresión requiere la localización 
de un valor mínimo absoluto de una función de dos variables. 

Suponga, por ejemplo, que se desea obtener un modelo matemático para 
algunos datos dados mediante el conjunto de puntos (x;, y1), (tz, Ya), ...> 
(ns Y n). En particular, y, puede representar el número de dólares de la utilidad 
semanal de un fabricante cuando x;es el número de unidades vendidas en la se- 
mana, O y; podría representar €l total de las ventas anuales de una compañía 
cuando x; años han transcurrido desde que inició la compañía. El número de 
casos nuevos de cierta enfermedad podría representarse por y; cuando x; es el 
número de días desde el brote de una epidemia de la enfermedad. El modelo 
deseado es una relación que involucra a x y y, y que puede emplearse para hacer 
predicciones. Dicha relación está dada por una recta que “ajusta” los datos. 

Con el propósito de obtener una definición adecuada de la recta de mejor 
ajuste de los datos, primero se indica qué tan bien se ajusta una recta particular 
a un conjunto de puntos al medir las ditancias verticales desde los puntos a la 
recta. Por ejemplo, la figura 17 muestra n puntos y la recta y = mx + b. El 
punto (x;, y;) es el ¡-ésimo punto y le corresponde el punto (x;, mx; + b) de la 
recta. La desviación (o error) entre el ¡-ésimo punto y la recta está definido por 
d;, donde 


d; = y; - (mx; + b) 
La suma de los cuadrados de las desviaciones es 
n E) 
y d? = PA Di 2 (nx; + 11% 
¿=1 i=1 
la cual nunca es negativa y es cero sólo si cada d; es cero, en este caso todos los 
puntos están sobre la recta. Se considerará como la recta de mejor ajuste aque- 
n 
lla para la cual y d? es un mínimo absoluto. Esta recta se denomina recta 


i=1 
de regresión de y sobre x, y el proceso para determinarla se llama método de 
mínimos cuadrados, 
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FIGURA 17 


A continuación se presentará el método de mínimos cuadrados para deter 
minar la recta de regresión y = mx + b de un conjunto de n puntos. Como x; 


n - 
y y, son constantes, y mm y b son variables, entonces ES d? es una función de m 


y b. Denote esta función por f, de modo que dl 


fm, b) = Y () - mx; - bY 
i=1 


Con el fin de obtener los valores de m y b que hacen de f(sm, b) un mínimo 
absoluto, primero se calculan las derivadas parciales f,,(m, b) y fi(m, b). 


Íinlim, b) 


ro pa 
2 mo mx; | 


n 


= Y Ay - mx; - dex) 


i=1 
=2 Y xy; + mx? + bx;) 


i=1 


A 


= 22 Xy; + m3, 1? + Y, Xx; 
1 =l 


2=l 


i= 


fon. b) = Y lOs — ma — Dd 


¿=1 


= Y 2 - mx — DIED 
i=1 


2 Y ty + mx; + b) 


al 


AE + m Y; + no) 
pal i=1 


Al considerar fa(m, b) = O y fm, b) = 0 se obtienen dos ecuaciones 
simultáneas en mm y b: 


(E?) + (Exp = Y xy, - Q) 
i=1 i=l ¿=1 
(E) + mb = Y y 
is=1 al 
Si se resuelve la segunda ecuación para b, se tiene 
p= Ey md a] 5 
i=1 i=1 
Al sustituir este valor de b en (2) se obtiene 
n n rn 
nd” xy; - Y y - 
2 i=1 i=l i=l 
5 n n 2 
ny, x2 = (2 «) 
i=1 


i=l 


(4) 
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Tabla 3 
Xx 0 1 2 


y 1200 1800 2500 3100 


Tabla 4 
* Y xí Adi 
O 1200 0 0 
1 1800 1 1800 
2 2500 4 5000 
3 3100 9 9300 


Tabla 6 

Xi Yi x? AY 

l 20 1 20 

2 24 4 48 

3 30 9 EN 

4 35 16 140 

5 42 25 210 

y 15 151 55 508 


En el ejercicio 52 se le pedirá que proporcione los detalles de la obtención de 
la ecuación (4) a partir de (2) y (3), y en el ejercicio 53 se le pedirá que utilice 
el criterio de la segunda derivada para demostrar que f tiene un valor mínimo 
relativo para los valores de m y b determinados por (3) y (4). En este ejercicio 
verá que existe sólo un un extremo relativo para f, que m y b están en el in- 
tervalo (—oo, +00) y que fm, b) es grande cuando el valor absoluto de m o 
el valor absoluto de b es grande. De este modo, se concluye que el valor míni- 
mo relativo de fes un valor mínimo absoluto. 

Observe que en las fórmulas (3) y (4) aparecen cuatro sumas diferentes. 
Estas fórmulas pueden evaluarse en una computadora o en muchas calculado- 
ras. En el ejemplo siguiente, se muestra una manera conveniente para calcular 
las sumas cuando se tiene una cantidad pequeña de datos. 


D- EJEMPLO 6  En195se compró un objeto antiguo y raro por 
$1 200: Su valor en 1980 fue de $1 800, en 1985 su precio fue de $2 500 y en 
1990 su valor fue de $3 100. Si el valor del objeto fuese determinado para el año 
2000 de acuerdo con el mismo patrón, utilice el método de mínimos cuadrados 
para estimar el valor del objeto para este año. 


Solución A fin de obtener la recta de regresión y = mx + b, sea x el 
número de lustros (o periodos de 5 años) desde 1975 y sea y dólares el valor 
del objeto 5x años a partir de 1975. Así, se tienen los puntos de datos mostrados 
en la tabla 3. 

La tabla 4 muestra el cálculo para las cuatro sumas que aparecen en las 
ecuaciones (3) y (4). De esta tabla, 


4 
Yx1=6 NYy=3860 Yx?=14 Y xy; = 16100 
j=1 ¡ j 


Con estos valores y n = 4 se obtiene, de (4) y (3), 


m = “(16100) - 6(8600) 
4(14) — 6(6) 
= 640 


b 


1 18600 - 640(6)] 
1190 


Por tanto, una ecuación de la recta de regresión es 
y = 640x + 1190 
De donde, para el año 2000, x = 5; y para este valor de x 


y = 640(5) + 1190 
= 4390 E 


Conclusión: Se estima que el valor del objeto para el año 2000 será de 
$4 390. d 


» EJEMPLO 7 En la tabla 5, x días han transcurrido desde el brote 
de una enfermedad particular, y y es el número de casos nuevos de la enfer- 
medad en el día número x. (a) Determine la recta de regresión para los puntos de 
datos (x;, y;). (b) Utilice la recta de regresión para estimar el número de nuevos 
casos de la enfermedad en el sexto día. 
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Solución a 


(a) La recta pedida tiene la ecuación y = mx + b. Para determinar m y 
b, primero se obtienen las sumas de las ecuaciones (3) y (4) a partir de los 
datos de la tabla 6. De esta tabla, 

5 5 5 
Yx=15 Y y = 151 Y 1 =55 Y xy; = 508 
¿=1 


i=1 ¿=1 i=1 


Con estos valores y n = 5 se obtiene a partir de (4) y (3), 


_ 5(508) - (15)1151) panal, eN 
65) = UNAS b= : (151 - 5.5(15)] 
= 5,5 = 13.7 


Por tanto, la recta de regresión tiene la ecuación 
y = 5.5x + 13.7 
(b) Con x = 6 en la ecuación de la recta de regresión, 


y = 5,5(6) + 13.7 
= 46.7 


Conclusión: En el sexto día de la epidemia, se estima que habrá 47 casos 
nuevos de la enfermedad. 4 


Muchas calculadoras poseen programas que proporcionan un modelo de 
regresión lineal mediante un ajuste de mínimos cuadrados. Si su calculadora 
es capaz de esto, utilícela con el objeto de apoyar los resultados de los ejemplos 
6 y 7. Otros programas pueden determinar modelos de regresión cuadráti- 
cos, cúbicos, logarítmicos y exponenciales. Refiérase al manual del usuario de 
su calculadora para conocer los procedimientos a fin de obtener estos modelos. 


EJERCICIOS 12.8 


En los ejercicios 1 a 6, encuentre los extremos relativos de la 9. fly =y-x+2%-4y+3 
función obteniendo primero los puntos críticos y después apli- 10. f(x, y) = 2 - y? + 6x1 - 8y +25 


cando la definición 12.8.2. Determine si los extremos relativos 


son extremos absolutos. 


LL fy = y16- 1? - y? 
2 fa) = y + y? +9 


3 fay = xk + y - 4x- 8y + 16 
4 fay)=2 +21 + 6y - 1? - y? 


5 fray =9- yx + y?-2x+1 
6 fay)= Jxt+ y? +1 


164 
1. fray=-=- 
1. fa y) F ad 
12. f(x, y) = x2 - 4xy + y? + 4y 


13. fíx, y) = 4xy? — 2x?y — x 

14. f(x, y = y! - 4y? + 21? + 8xy 

15. fx,y) =x2 + y? + 3y?- 3x- 9y +2 
16. f(x, y) = e* sen y 

17. fx, y) = e? 

18. f(x, y = 37 + y? - 18Bxy 


En los ejercicios 19 a 24, obtenga los extremos absolutos de 


En los ejercicios 7 a 18, determine los extremos relativos de f la función cuyo dominio.es la región acotada y cerrada R del 


y localice los puntos silla, si los tiene. 


7. fay=x++y-6+y-1 
8. f(x, y) = 18x? - 32y? - 36x - 12 


plano xy. 


19. La función del ejercicio 3; R es la región triangular que tiene 
Sy - 110 vértices en (0, 0), (4, 0) y (0, 8). 
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20. 


21. 


22. 


23. 


24, 


25. 


26. 


27. 


28. 


29. 


31. 


32. 


33, 


35 


La función del ejercicio 4; R es la región triangular cuyos 
lados son el eje x, el eje y y la rectax + y = 5. 

Fx, y) = 3x? + xy; Res la región limitada por la parábola 
y = Y y larecta y = 4. 


FG, y) = x? — 2xy + 2y; R es la región acotada por la 
parábola y = 4 — x? y el eje x. 

feoy = y + Y? - 3y; R es la región limitada por la 
circunferencia x2 + (y - 1? = 1. 

f(x, y) = sen.x + sen y; R es la región acotada por el 
cuadrado cuyos vértices son (0, 0), (7, 0), (0, 10) y (zz, 70). 
Determine los tres números positivos cuya suma sea 24 de 
modo que su producto sea el mayor posible. 


Obtenga tres números positivos cuyo producto sea 24 de 
manera que su suma sea lo más pequeña posible. 


Encuentre el punto del plano 3x + 2y — z= 5queesté más 
cerca al punto (1,-2, 3), y calcule la distancia mínima. 


Determine los puntos de la superficie y? — xz = 4queestén 
más cerca al origen, y calcule la distancia mínima. 


Obtenga los puntos de la curva de intersección del elipsoide 
x? + 4y24+ 42? = 4yelplanox — 4y — z = 0 que estén 
más cerca del origen, y calcule la distancia mínima. 

En una fábrica, los trabajadores se han clasificado en dos 
maneras: A y B. Los trabajadores tipo A ganan $14 por 
jornada, mientras que los del tipo B ganan $13. Para alcanzar 
cierta producción en una jornada, se ha determinado aumen- 
tar los salarios de los trabajadores, si se emplean x trabajado- 
res del tipoA y y del tipo B, entonces el número de dólares del 
costo de la jornada es y? + x? — 8xy + 600. ¿Cuántos 
trabajadores de cada tipo deben emplearse a fin de que el 
costo de la jornada sea un mínimo si se requieren por lo 
menos tres trabajadores de cada tipo para una jornada? 


Una inyección de x miligramos de cierto medicamento A y y 
miligramos del medicamento B produce una respuesta de R 
unidades, y R = x?ykc — x — y), donde c es una constante 
positiva. ¿Qué dosis de cada medicamento ocasionarán la 
respuesta máxima? 

Suponga que / horas después de la inyección de x miligra- 
mos de adrenalina la respuesta es de R unidades, y R = 
tec — x)x, donde c es una constante positiva. ¿Qué va- 
lores de x y £ producirán la respuesta máxima? 

Calcule el volumen del mayor paralelepípedo rectangular 
que pueda inscribirse en el elipsoide 361? + 9y? + 47? = 
36 si las aristas deben ser paralelas a los ejes coordenados. 


. Se elabora una caja rectangular sin tapa con un costo de mate- 


rial de $10. Si el material para el fondo de la caja cuesta $0.15 
por pie cuadrado y el material para los lados cuesta $0.30 por 
pie cuadrado, determine las dimensiones de la caja de mayor 
volumen que pueda elaborarse. 


Se construye una caja rectangular cerrada con un volumen de 
16 pie? empleando tres tipos de materiales. El costo del ma- 
terial para el fondo y la tapa es de $0.18 por pie cuadrado, el 
costo del material para el frente y la parte trasera es de $0.16 
por pie cuadrado, y el costo del material para los otros dos 
lados es de $0.12 por pie cuadrado. Calcule las dimensiones 


36. 


37. 


38. 
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de la caja de modo que el costo de los materiales sea un 
mínimo. ñ 
Suponga que T grados es la temperatura en cualquier punto 
(x, y, 2) de la esfera x? + y +2=4, yT= 100x322. 
Obtenga los puntos de la esfera donde la temperatura es la 
máxima y también los puntos donde es mínima. Además, 
calcule la temperatura en estos puntos. 


Suponge que en la producción de cierto artículo se requieren 
x horas—máquina y y horas—persona, y que el costo de pro- 
ducción está dado por f(x, y), donde 


fuy = 2x9 — 6xy + y? + 500 


Determine los números de horas-máquina y de horas- 
persona necesarios para producir el artículo al costo mínimo. 


Una tienda de ropa vende dos tipos de camisa que son simi- 
lares pero que son elaboradas por diferentes fabricantes. El 
costo de la tienda para el primer tipo es de $40 y el costo 
del segundo tipo es de $50. Por medio de la experiencia, se 
ha determinado que si el precio de venta del primer tipo es 
de x dólares y el precio de venta para el segundo tipo es de y 
dólares, entonces el número de camisas del primer tipo que 
se venden mensualmente es 3200 — 50x + 25y, y el de las 
del segundo tipo es 25x — 25y. ¿Cuál debe ser el precio de 
venta de cada tipo de camisa a fin de obtener la máxima 
utilidad? 


En 1921, el autor de una pintura abstracta la vendió por 
$100. Debido a su importancia histórica su valor se ha 
incrementado con el paso del tiempo. En 1941 su valor fue de 
$4600, en 1961 se vendió en $11 000, y en 1981 su valor fue 
de $20000. Suponiendo que el valor de la pintura se esta- 
blecerá de acuerdo con el mismo patrón hasta el año 2001, 
utilice el método de mínimos cuadrados para estimar su valor 
para ese año. 


. Un automóvil modelo 1991 se vendió como un carro usa- * 


41 


42. 


do en 1992 por $6 800. Su valor fue de $6200 en 1993, 
en 1994 su valor fue de $5 700, y en 1996 su precio fue de 
$4800. Utilice el método de mínimos cuadrados para esti- 
mar el valor del carro en 1995. 


En el Cinema Uno se ha exhibido una película durante cinco 
semanas, y la asistencia semanal (con aproximación de 
cientos) para cada semana está dada en la tabla siguiente. 


Semana No. | 1 2 3 4 5 


1 
Asistencia 5000 


Suponga que la asistencia semanal continuará reducién- 
dose de acuerdo con el mismo patrón hasta lagar a 1500. 
(a) Utilice la recta de regresión para los datos de la tabla a fin 
de determinar la asistencia esperada para la sexta semana. 
(b) La película se cambiará al Cinema Dos, que es más pe- 
queño, cuando la asistencia semanal esté por debajo 2250. 
¿Cuántas semanas estará exhibiéndose la película en el 
Cinema Uno? 


4500 4100 3900 3500 


Se analiza lasavia de cinco árboles a fin de determinar lacan- 
tidad de la hormona vegetal que causa la caída de las hojas. 
En el caso de los árboles de la tabla siguiente, cuando se 


43. 


45. 
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liberan x microgramos (Hg) de la hormona vegetal ocurre 46, En la tabla siguiente, para cinco niños sanos, w kilogramos 


la caída de y hojas. 
Roble Arce Abedul Pino Acacia 
ES 57 38 15 82 
208 350 300 620 719 


(a) Obtenga una ecuación de la recta de regresión para los 
datos de la tabla. (b) Utilice la recta de regresión para esti- 
mar el número de hojas caídas de otro tipo de árbol cuando 
se liberan 100 ug de la hormona vegetal. 


Se examinaron cinco corredores a fin de determinar su absor- 
ción máxima de oxígeno, medida que refleja el estado cardio- 
vascular de una persona. Los resultados se presentan en la 
siguiente tabla, donde x segundos es el mejor tiempo del corre- 
dor al correr una milla y y mililitros por minuto por kilogra- 
mo de peso es la absorción máxima de oxígeno del corredor. 


Corredor A Corredor B_ Corredor C— Corredor D Corredor E 
x 


300.5 350.6 407.3 326.2 512.8 
418.5 375.6 350.2 400.2 325.8 


(a) Obtenga una ecuación de la recta de regresión para los 
datos de la tabla. (b) Emplee la recta de regresión para es- 
timar la absorción máxima de oxígeno de un corredor si su 
mejor tiempo al correr una milla es de 340.4 s. 


Se utiliza la calificación del examen de admisión de un 
estudiante con el objeto de predecir su promedio al final del 
primer año de estudios. La siguiente tabla proporciona los 
datos para seis estudiantes, donde x es el resultado del 
examen y y €s el promedio de calificaciones. 


Estudiante Estudiante Estudiante Estudiante Estudiante Estudiante 


Á B Cc D E F 
92 81 73 98 79 85 
3.4 2.7 31 3.8 2.2 3.0 


(a) Obtenga una ecuación de la recta de regresión para los 
datos de la tabla. (b) Emplee la recta de regresión a fin de 
estimar el promedio de calificaciones de un estudiante al 
final del primer año de estudios si el estudiante obtuvo un 
resultado de 88 en el examen de admisión. 


La siguiente tabla presenta la producción mensual de una 
fábrica y la utilidad para los primeros cinco meses del año, 
donde x miles de unidades se produjeron y y miles de dólares 
se obtuvieron de utilidad. 


Enero Febrero Marzo Abril Mayo 
xx 6S 72 82 90 100 
y 30 35 42 48 60 


Si la producción pata junio es de 105 000 unidades, utilice la 
recta regresión para los datos de la tabla a fin de estimar 
la utilidad de ese mes. 


47. 


49. 


50 


51. 


52 


53, 


es su peso y y milímetros de mercurio expresa su presión 
arterial media (el promedio de la presión sanguínea de la 
diástole y de la sístole). ; 


| Niño A Niño B Niño C Niño D Niño E 
”| 20 30 35 40 50 
y 70 85 90 9% 100 


(a) Una ecuación que “ajusta” tos datos de esta tabla es 
y = míln w) + b. Paradeterminar esta ecuación considere 

= In w y utilice el método de mínimos cuadrados para los 
puntos (x,, y;). (b) Use el resultado del inciso (a) a fin de 
estimar la presión arterial media de un niño sano cuyo peso 
es de 45 kg. 


Un decorador, quien es un monopolista, hace dos tipos de 
marcos para pinturas. Por medio de la experiencia, el deco- 
rador ha determinado que si elabora x marcos del primer tipo 
y y marcos del segundo tipo y los pone ala venta en una sala 
de exhibición, pueden venderse por (100 — 2x) dólares y 
(120 — 3y) dólares cada uno, respectivamente. El costo total 


de fabricación de estos marcos es (12x + 12y + 4xy) dó- 
lares. ¿Cuántos marcos de cada tipo debe producir para 
obtener la máxima utilidad, y cuál es esa utilidad? 


Demuestre que la caja rectangular de mayor volumen que 
puede colocarse dentro de una esfera tiene la forma de un 
cubo. 


Se elabora una caja sin tapa con una cantidad de material 
dada. Determine las dimensiones relativas de la caja que 
contenga el mayor volumen posible. 


Un monopolista produce engrapadoras y grapas cuyas ecua- 
ciones de demanda son x = li — 2p - 2g y y = 19 — 
2p — 3q, donde la demanda de engrapadoras es 1000x si 
el precio unitario es p dólares, y la demanda de grapas es de 
1000y cajas si el precio unitario por caja es g dólares. El 
costo de producción de cada engrapadora es de $2, y el de 
cada caja de grapas es de $1. Demuestre que para obtener la 
máxima utilidad total, las engrapadoras deben ser grstultas y 
las grapas deben ser costosas. 


Si fes una función diferenciable para la cual Vito y Yo) = 0, 
demuestre que la gráfica de f tiene un plano tangente hori- 
zontal en el punto (Xp, Yo, £(Xo» Yo). 

Obtenga la ecuación (4) al sustituir de (3) en (2). 


mx; — by, utilice el criterio de la 


Si fm, b) = Y (O - 
segunda derivada para demostrar que los valores de m y b 
en (3) y (4) proporcionan un valor mínimo relativo de 
f. Sugerencia: primero demuestre que f,, (m, b) > 0. 


Para probar que D(rn, b) > 0, debe demostrar que y 1? 
n a in 
(3> JE Para demostrar esto, sea x = 2 y apli- 
n 


fal 


que las propiedades de la notación sigma a la desigualdad 


Sé 1? >0. 


1=] 
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12.9 MULTIPLICADORES DE LAGRANGE A 


Extremo restringido de /23 
/ 


Extremo libre de 5 
Z 
A 
dd (1,1, 4/23) 


¿=25-x0-y? y x+y=2 


FIGURA 1 


En la solución del ejemplo 4 de la sección 12.8 se minimizó la función cuyos 
valores de función son xy + 2xz + 2yz, sujeta a la condición de que x, y 
y z satisfaciesen la ecuación xyz = V. Compare esto con el ejemplo 3 de la 
sección 12.8, en el que se determinó el extremo relativo de f para el cual 
f(x, y) = 2x4 + y? — x? - 2y. Estos son esencialmente dos tipos diferentes 
de problemas debido a que en el ejemplo 4 se tiene una condición adicional, 
denominada restricción (o condición lateral). Estos problemas se denominan 
problemas con extremos restringidos, mientras que el problema del ejemplo 
3 se denomina problema con extremos libres. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1  Enelejemploilustrativo 1 de 


la sección 12.8, se demostró que la función definida por 


fa, y) = 425 - x2 - y? 6) 


tiene un valor máximo relativo de 5 cuando x = 0 y y = O. El número 5 es 
un máximo libre de f. 

Suponga que, además de satisfacer la ecuación (1), se impone la condición 
de que x y y deben satisfacer la ecuación 


x+y=2 (2) 


Ahora se trata de obtener un máximo restringido. El punto que corresponde al 
máximo restringido estará en la semiesfera definida por la ecuación (1) y en 
el plano definido por la ecuación (2); esto es, estará sobre la curva de 
intersección de la semiesfera y el plano. Refiérase a la figura 1. Se puede 
determinar que el valor máximo restringido es /23 cuandox = lyy= l, 
esto por medio de las técnicas estudiadas en el capítulo 2: sustituya el valor de 
y en términos de x de (2) en (1), y obtenga el valor máximo relativo de la función 
de una variable que resulte. 5] 


Debido a que no siempre es posible resolver la restricción para una de las 
variables en términos de las otras, como se bosquejó en el ejemplo ilustrativo 
1, se puede seguir otro enfoque para determinar los puntos críticos a fin de 
resolver un problema de extremos restringidos. El procedimiento empleado 
para tal fin se denomina método de multiplicadores de Lagrange, en honor 
a su descubridor Joseph L. Lagrange, el matemático francés que se ha mencio- 
nado varias veces en este libro. El método está basado en el teorema siguiente. 


12.9.1 Teorema | 


Suponga que f y g son funciones de dos variables cuyas primeras deriva- 
das parciales son continuas, Si f tiene un extremo relativo en el punto 
(Xo, Yo» FCo, Yo)) sujeto. a la condición g(x, y) = 0, y Ve(xo, yo) + 0, 
entonces existe una constante A tal que 


Vfíxo, yo) + AV2(x0. yo) = 0 (3) 


Demostración Si Vfíxo, yo) = 0, entonces se cumple (3) si 4 = 0. 
Ahora se probará (3) suponiendo que Vf(xg, yo) + 0. De las condiciones 


sli 


R 


VÍ Yo) 


Vé(Xo Yo) 


PolXo Yo) 


P(x, y) 


g(x, y)=0 


FIGURA 2 


>x 
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dadas, el teorema de la función implícita, el cual se demuestra en Sep 
avanzado, permite representar la curva C, cuya ecuación es . 80 y = 
mediante la ecuación vectorial 


R() = a(dí + Bj 


para t en algún intervalo para el cual R(r) + 0. Refiérase a la figura 2. Sea ty 
el valor de + correspondiente al punto (xo, Yo, f(Xo, Yo)) donde f tiene un extre- 
mo relativo. Conforme ? varía a lo largo de C, se obtienen diferentes valores de 
la función f, de los cuales los puntos correspondientes (x, y, f(x, y)) se hallan 
sobre la superficie definida por f y están sujetos a la restricción g(x, y) = 


Sea $ la función de la variable + definida por 


$() = falo, BI) 


Como f tiene un extremo relativo en (xp, Yo, f(Xo, Yo), entonces $ tiene 
un extremo relativo en tp. Por tanto, $(tp) = 0. Ahora se calculará $1) 
mediante la regla de la cadena: 


PI = fi NA + NB 
$0) = fixo, NOJA 0) + fy(%o, JOB o) 
Debido a que $ (tp) = 0, se tiene de la ecuación anterior 


0 
0 


feXo, YHA (0) + Lo, YB O) 
Vf(%o, yo) * R'to) 


Puesto que Vf(xo, yo) y R'(tp) son distintos del vector cero, se puede concluir 
a partir de esta ecuación que VAxp, yo) es ortogonal a R'tp). Sin embargo, del 
teorema 12.7.6, V g(xp, yo) también es ortogonal a R (tp). La figura 2 ilustra es- 
tos resultados. Como Vf(xo, yo) y V g(xo, yo) son ortogonales al mismo vector, 
entonces ellos son paralelos, de modo que se cumple la ecuación (3). ” 


e 


Ahora se mostrará cómo se aplica el teorema 12,9.1 para determinar los 
extremos relativos de una función f de las variables x y y sujeta a la restric- 
ción g(x, y) = 

Se introduce una nueva variable, denominada multiplicador de Lagrange, 
y se forma la función auxiliar F de las tres variables x, y y A para la cual 


= f(x, y) + Agr, y) 


De este modo, el problema se transforma en un problema en el que se deben 
determinar los puntos críticos de F en los que las tres primeras derivadas par- 
ciales de F' son cero: 


F(x, y, 4) 


F4xy 24) =0  F(xyA=0  Fixy A =0 (4) 


Observe que las dos primeras ecuaciones de (4) equivalen a 
fix,y) + Ag y)=0 y f/(%,y + Ag, y) = 0 

y estas dos ecuaciones son equivalentes a la ecuación vectorial 
Vf(x,y) + AVg(x, y) = 


que es la ecuación (3) del teorema 12.9.1. Además, la tercera ecuación de (4) 
es g(x, y) = 0, la cual es la restricción. 
El siguiente procedimiento resume la discusión anterior. 
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- Afin de aplicar el método de multiplicadores de Lagrange para= 
determinar los extremos relativos de una función f delas dos variables . 
x y y sujeta a la restricción g(x, y) =-0: i 


1. Defina la función auxiliar F de las tres variables x, y y A para la cual 
F(5y 2D = ff, y) + Aglx y) 


2. Considere el sistema de ecuaciones que se forma al igualar a cero las 
tres primeras derivadas parciales de F. : 


Fx, y, A. = 
4 Fy y, 2) =:0 
| Falo, y A) = ='0. 


3. Resuelva el sistema de ecuaciones del paso 2 para determinar los 
“puntos críticos de F. — 
4, Entre las primeras dos coordenadas de los puntos críticos de F, ob- 
tenidos en el paso 3, se encuentran los valores de x yy que proporcio- 
nan los extremos relativos deseados. 


Observe que los extremos relativos de f sujeta a la restricción pueden 
ocurrir en un punto donde g,(x, y) y g,(x, y) sean cero, Estos puntos tal vez no 
puedan obtenerse mediante el método de multiplicadores de Lagrange, por 
lo que deben examinarse por separado. 


» EJEMPLO 1 Utilice el método de multiplicadores de Lagrange 
a fin de determinar los extremos de la función f para la cual 


FG, y) = 3x + dy —- 3 


si el punto (x, y) está sobre la circunferencia (x — 1)? + y? = 25. 


Solución Se escribe la ecuación de la circunferencia en la forma 
124 y-2x-2=0 


Con el propósito de obtener los extremos relativos de f sujeta a esta restric- 
ción, se define la función F como sigue: 


FOSy, A) = 3x + 4y - 3 + Ma? + y? - 2x — 24) 


Al calcular las derivadas parciales F,, F, y Fy, e igualar a cero los valores 
resultantes se tiene 


Fe 3+2Mx-D=0 (5) 
Fy: 4+24y=0 (6) 
Fa 2+y-2x-24=0 a) 


Observe en las ecuaciones (5) y (6) que x + 1 y y % 0. Al resolver estas 
ecuaciones para Á se obtiene 


IO Ez 
e 8) 
Si se igualan estos dos valores de A resulta 
3y = 4x- 1) 
_4 
y=30-1 (9) 


3x + 4y-28=0 


=> x 


AR (1-1? 4 y?=25 


3x + 4y+22=0 


FIGURA 3 


Este valor de y se sustituye en la ecuación (7) y se resuelve para 1: 
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2+ Lq?-2r+1)-2x-2=0 
912 + 161? — 32x + 16 — 18x — 216= 0 
25x2 — 50x — 200 = 0 

x2-2x-8 

(x + 2)x — 4) 


x=-2 x=4 


It 
oo 


De las ecuaciones (9) y (8): cuando x = 2, y =-4y4A= 2; y cuando 
x= 4, y = 4 y 4 = -—3. Por tanto, los puntos (-2,-4, 3) y (4, 4, —1) son 
los puntos críticos de F. Así, (-2,-—4) y (4, 4) son los únicos puntos posibles 
para los cuales f tiene un extremo relativo. Como 


FQ2,-4) = 3422) + 444) y f(4,4) = (34) + 4(4) - 3 
= -25 = 25 
el valor mínimo telativo de fes -25 y su valor máximo relativo es 25, 4 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 La función f del ejemplo 1 


es continua en el disco cerrado definido por 
(x- 1? + y? < 25 


Por tanto, por el teorema del valor extremo f tiene un valor máximo absoluto 
y un valor mínimo absoluto en el disco. Como 


fi) =3 y f(6yY =4 


y estos valores nunca son cero, entonces f no tiene extremos relativos dentro 
de la circunferencia. De modo que los extremos relativos deben ocurrir sobre 
la circunferencia. En consecuencia, del resultado del ejemplo 1, se puede con- 
cluir que 25 es un valor máximo absoluto y que —25 es un valor mínimo abso- 
luto en el disco cerrado. 

Refiérase a la figura 3. Las rectas 


3x + 4y - 3 =25 > 3x + 4y-28=0 
3x + 4y - 3 = -25 > 3x + 4y +22=0 


"0 


son curvas de nivel de f tangentes a la circunferencia de restricción en los 
puntos (4, 4) y (2, -4), respectivamente. 4 


El método de multiplicadores de Lagrange puede extenderse a funciones 
de tres variables. El teorema siguiente es similar al teorema 12.9.1. 


12.9.2 Teorema 


Suponga que f y g son funciones de tres variables cuyas primeras de- 
rivadas parciales son continuas. Si f tiene un extremo relativo donde 
Xx =X0 Y = Yo Y 7= Zp Sujeto a la restricción g(x, y, 2) = 0 y 
Valxo, yo, 20) + 0, entonces existe una constante A tal que: : 


Vito, Yo 20) + AVglxo, Yo, 20) = 0 (10) 
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iy 


El 


En la demostración de este teorema, semejante a la del teorema 12.9.1, es 
necesario probar que cuando Vf(xp, yo, zo) y Vg(xo, Yo, zo) son distintos del 
vector cero, los dos son ortogonales a la superficie g(x, y, z) = 0, lo cual 
implica que Vf(xo, Yo, zo) y Vg(xo, Yo. zp) son paralelos. De este hecho resulta 
la ecuación (10). 

Al igual que del teorema 12.9.1 se obtuvo el procedimiento con el fin de 
aplicar el método de multiplicadores de Lagrange para funciones de dos varia- 
bles, el teorema 12.9.2 proporciona el siguiente procedimiento para funciones 
de tres variables. 


A fin de aplicar el método de multiplicadores de Lagrange para de- 
terminar los extremos relativos de una función f de las tres variables x, 
y y 7 sujeta a la restricción g(x, y, 2) = 0: 


1. Defina la función auxiliar F de las cuatro variables x, y, z y A para la 
cual 
F(x,y, 4) = f(5,y,2) + Ag( y, 2) 


2. Considere el sistema de ecuaciones que se forma al igualar a cero las 
cuatro primeras derivadas parciales de F. 


AFM =0 
Fy(x,y, 2,4) =0 
Fx, y, 4) =0 
Fa(x,y, 4) = 0 


3. Resuelva el sistema de ecuaciones del paso 2 para determinar los 
puntos críticos de F. 

4. Entre las primeras tres coordenadas de los puntos críticos de F, ob- 
tenidos en el paso 3, se encuentran los valores de x, y y z que 
proporcionan los extremos relativos deseados. 


» EJEMPLO 2 Resuelva el ejemplo 4 de la sección 12.8 mediante 
el método de multiplicadores de Lagrange. 


Solución Se definen las variables Xx, y y z, y la constante V como en la 
solución del ejemplo 12.8. Sea 


S =fxy2 y 8(x, y, 2) = xyz - V 
= xy + 2x2 + 2y2 
Se desea minimizar la función f sujeta a la restricción 
gy 3 =0 
Ahora se considera la función F para la cual 
FAY) 4) = fx, y, 2) + Ag(x, y, 2) 
= xy + 2x2 + 2yz + Auyz - V) 


Con el propósito de obtener los puntos críticos de F se calculan las cuatro pri- 
meras derivadas parciales F,, F,, F, y F, y se igualan a cero los resultados: 
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Fe y +22+4y2=0 a11) 
Fo x+22+4x2=0 a” 
Fs: 2x + 2y + Axy=0 - (13) 
Fx: xyz-V=0 (14) 


Si se restan los miembros de (12) de los correspondientes de (11) resulta 
y2x+4Azxy-x1x=0 
GO - Dd +4z=0 


de donde se obtiene 


y=X (15) 
y como z 0, 
A! 
Zz 


Al sustituir A = —1/z en (12) resulta x + 2z — x = 0, lo que da z = 0, lo 
cual es imposible debido a que z se encuentra en el intervalo (0, +00). Si se 
sustituye de (15) en (13) resulta 
2x + 2x + Ax? =0 
x:4 + 4x)=0 
A = A debido a quex * 0 


Si en (12) se sustituye Á por —4/x, se obtiene 


x+ 2 - E (x= 0 
x+22-4z=0 


2= 2 (16) 


Al reemplazar de (15) y (16) en (14) se obtiene 113 — Y = 0,de donde resulta 
x = Y/2V. Con este valor en (15) y (16), y = Y2V y z = 1%/2V. Por 
tanto, el punto (3/2V, NV, 1 32V,4) esun punto crítico de F' y, como se mos- 
tró en la sección 12.8, f tiene un valor mínimo donde x = Y2V, y = vv, 
yz = 132V. 4 


El ejemplo que sigue trata una situación sobre economía en la que se 
emplea la función utilidad, la cual mide la satisfacción a partir de las 
cantidades de ciertos artículos. Se llama índice de utilidad a cualquier valor de 
una función utilidad, el cual describe numéricamente una preferencia indivi- 

dual por los artículos. 


» EJEMPLO 3 Suponga que U es una función utilidad para la cual 
U(x, y, 2) = xyz 


donde x, y y z representan el número de unidades de los artículos A, B y C, res- 
pectivamente, los cuales son consumidos semanalmente por una persona 
particular. Además suponga que los precios unitarios de A, B y C son $2, $3, y 
$4, respectivamente, y que el gasto total semanal para estos artículos se ha 
presupuestado en $90. ¿Cuántas unidades de cada artículo deben comprarse 
semanalmente para maximizar el índice de utilidad de la persona? 
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Solución — Se desea determinar el valor de x, y y z, cada uno en el intervalo 
[0, +00), que maximice U(x, y, 2) sujeta a la restricción de presupuesto 
2x + 3y + 42 = 90. Sean 


8(,y, 3D = 2x + 3y + 4 —- 90 


F(x,y,2, A) = xyz + AQx + 3y + 42 — 90) 


Al calcular las primeras derivadas parciales e igualar a cero los resultados, se 


obtiene 
F;: y2+24=0 (17) 
Fy: 1x2 +34=0 (18) 
Es: xy +44=0 (19) 
Fa  2x+3y+42-90=0 (20) 


De (17) y (18), y después de (17) y (19) 
y=3x y 2= (21) 
Si se sustituye de estas ecuaciones en (20) se obtiene 
2x + 321) + (30) - 90 =0 
x =15S 


Con este valor de xenla ecuación (21), y = 10 yz = 7.5. Portanto, se calcula 


(15) (10) (7.5) 
1125 


U = (15, 10, 7.5) 


Como x, y y z están en el intervalo [0, + 00), es claro que este valor no puede ser 
un mínimo porque existen muchos valores de U sujeta a la restricción dada que 
son menores que 1125. Por tanto, este valor maximiza a U sujeta a la restric- 
ción dada. 


Conclusión: Para maximizar el índice de utilidad del consumidor, éste debe 
comprar 15, 10 y 7.5 unidades de los artículos A, B y C, respectivamente, por 
semana. ] : d 


» EJEMPLO 4 Utilice el método de multiplicadores de Lagrange 
para calcular la distancia más corta del origen al plano Ax + By + Cz = D. 


Solución Sean w unidades la distancia del origen al punto (x, y, 2) del 
plano. Entonces 


w= 12 + y? + 22 


Debido a que w será un mínimo cuando w? sea un mínimo, se define la función 
fpara la cual Epa ip : y 


fray = +92 
Se desea determinar el valor mínimo de f sujeta a la restricción 


Ax + By+C2-D=0 
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Con la suposición de que existe tal valor mínimo, éste ocurrirá en un punto. 
crítico de la función F tal que 


Ftyz A =x2 4 y2 + 22 + A6x + By + Cz - D) 


A fin de obtener los puntos críticos de F se calculan las primeras derivadas 
parciales de F y se igualan a cero. 


Fe: 2x+ 4 =0 
Fy: 2y +AB=0 


Fe: 22 + A4AC=0 
Fu  Ax+By+Cz2-D=0 (Q2) 


A partir de las primeras tres ecuaciones se obtiene 
=-1AA  y=-LAB 2= -LAC (23) 
Si se sustituyen estos valores de x, y y z en (22) resulta 
-3MA? + B 4 C%=D 


A - A 
? A? + B? + C? 


En las ecuaciones (23) se sustituye — 5 zA por su valor y se obtiene 


AD BD CD 


ES Ay BO > ABC “7 AB O? 


(4) 


El punto que tiene estas coordenadas es el único punto crítico de F. Por tan- 
to, la distancia mínima del origen al plano es la distancia del origen al punto 
(%o» Yo» 20) donde xp, yo y zo son los valores de x, y y z de la ecuación (24). 
En consecuencia, la distancia mínima es 


RAZR | [ADA 
to + YO Edo ao NS 


2 bol « 
JAZ + B2 4 02 . 


El método de multiplicadores de Lagrange puede extenderse en el caso en 
que se impongan varias restricciones. En particular, si se desea determinar los 
puntos críticos de la función que tiene valores f(x, y, z) sujeta a las dos res- 
tricciones g(x, y, z) = 0 y h(x, y, 2) = 0, se determinan los puntos críticos de 
la función F de las cinco variables x, y, z, A, y para la cual - 


Fo y,2 A, = f(0,y,2) + AgGs y. 2) + ph(x, y, 2) 


El ejemplo siguiente ilustra el método. 


» EJEMPLO 5 Obtenga los extremos relativos de la 'inción f si 


FO,y,Z) =x2 + y2Z 


2 


y si el punto (x, y, z) está en la intersección de las superficies x? + 2? = 2 y 


yz = 2 
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EJERCICIOS 12.9 


En los ejercicios 1 a 4, utilice el método de multiplicadores de 4. fa, 0 
Lagrange para determinar los puntos críticos de la función sujeta 


a la restricción. 


1. f(x, y) = 25 - x? -— y? con la restricción 


1x2 4 y? -4y=0, 


2. f(x, y) = 
1? 4 y? 


3. fa y 7 
3x — 2y 


4x? + 2y? + 5 con la restricción 


y 


2y =0, 


1? + y? + 2? con la restricción 


2-4=0, 


Solución Se define la función F para la cual 
FAM) =x2 + y2 + Ma? + 22 - 2) + (yz — 2) 


Al calcular las cinco primeras derivadas parciales de F' e igualando los re- 
sultados a cero se tiene 


Fe: z+24x=0 (25) 
Fy: Z2+H=0 (Q6) 
F.: x+y+24+Hpu=0 (27) 
Fa: 2+2-2=0 (Q8) 
Fu: y<x-2=0 (29) 


De (26) se obtiene 4 = —l y z = 0. Se rechaza z = O debido a que 
esto contradice (29). De (25) se obtiene, six x* 0, 


=- 
Lo 2x 


Al sustituir este valor de A y 4 = —1 en (27) resulta 
2 
a 0 
x+y AR 


x= (30) 


Si de (30) se reemplaza en (28) se obtiene 2x2 - 2 = 0,0x? = 1. Esto pro- 
porciona dos valores para x, a saber, 1 y —1; y para cada uno de estos valores 
de x se obtiene, de (30), los dos valores 1 y —1 para z. Al obtener los valo- 
res correspondientes para y, a partir de (29), se tienen cuatro conjuntos de 
soluciones para las cinco ecuaciones (25)—(29). Estas soluciones son 


| y= 2 2= 1 4 =-i p=-1 
x= 1 y= 2 z=-l 4= 1 4 =-1 
x=-1 y= 2 z= 1 4d= 1 M=-1 
x=-1 y=2 z=-l =-¿ M=-1 


Los conjuntos de soluciones primero y cuarto proporcionan f(x, y, 2) = 3, 
y los conjuntos de soluciones segundo y tercero dan f(x, y, z) = 1. En con- 
secuencia, f tiene un valor máximo relativo de 3 y un valor mínimo relativo 
de 1. ! 


x? + y? + 22 con la restricción 
y? ==, 


En los ejercicios 5 a 8, utilice el método de multiplicadores de 
Lagrange para determinar los extremos absolutos de f sujeta a 
la restricción. También determine los puntos en los que ocurren 
los extremos. 


5. fíx,y) = 1? + y con la restricción 2 + y? = 9, 


6. f(x, y) = x?y con la restricción x? + 8y? = 24. 


7. f(x, y, 2) = xyz.con la restricción x? + 2y? + 42? = 4. 


8. f(.y 2) = y? + x22conlarestricciónx? + y? + 2? = 1. 


En los ejercicios 9 a 12, calcule los valores máximo y mínimo 
absolutos de fen la región indicada. Utilice las respuestas de los 
ejercicios 5 a 8 para los extremos en la frontera. 


9. La función del ejercicio 5; x? + y? < 9, 
10. La función del ejercicio 6; x? + 8y? < 24, 
11. La función del ejercicio 7; x? + 2y? + 42? < 4. 


12. La función del ejercicio 8; x? + y? + 22 < 1. 


En los ejercicios 13 y 14, calcule el valor mínimo absoluto de f 
sujeta a la restricción. 


] 
- 


13. f(x, y,2) = 1? + y? + 2 con la restricción xyz 
14. f(x, y, 2) = xyz con la restricción + y? +22=1, 

En los ejercicios 15 y 16, obtenga el valor máximo absoluto de 
fsujeta a la restricción. 


15. f(x, y,2) = x + y + 2.con la restricción 
2+y22=09, 
16 


f(x,y, 2) = xy2zx >0,y>0 y 2 > Oconla 
restricción 2xy + 3x2 +y2 = 72. 

17. Obtenga un valor mínimo relativo de la función f para la 
cual f(x, y, 2) = x? + 4y? + 162? con la restricción (a) 
xyz = l;(bxy = 1;(0)x = 1. 

Utilice multiplicadores de Lagrange para determinar la 
distancia más corta del punto (1, 3, 0) al plano 4x + 2y - 
z2=5. 


18 


19. Emplee multiplicadores de Lagrange a fin de obtener la 
distancia más corta del punto (1, —1,-1) al planox + 4y + 
32 =2. 


20. Calcule las distancias menor y mayor desde el origen a un 


punto de la elipse x? + 4y? = 16. 


» 
La 


Calcule las distancias menor y mayor desde el origen a un 
punto del elipsoide 9x? + 4y? + 2? = 36. 

22. Si fíx, y, 2) = 2x? + 3y? + 2?, utilice multiplicadores de 
Lagrange para determinar el punto del plano x + y + 
z = 5enel cual f(x, y, 2) es mínimo. 


pS 


Emplee multiplicadores de Lagrange para calcular el valor 
mínimo absoluto de f si f(x, y, ) = + y? + 22 con las 
dos restricciones x + 2y + 32 = 6yx- y-2z =-l. 
24. Use multiplicadores de Lagrange para calcular el valor mí- 
nimo absoluto de fsif(x, y, 2) = x? + y? + 22conlas dos 
restricciones x + y + 22 = 1y3x-— 2y + 2 = -4. 

25. Utilice multiplicadores de Lagrange para calcular el valor 
máximo relativo de f si f(x, y, 2) = xyz con las dos restric- 
cionesx + y +2=4yx-y-2=3 

26. Emplee multiplicadores de Lagrange para calcular el valor 

mínimo absoluto de f si f(x, y, 2) = 1? + y? + 2? con las 

dos restricciones x + y +2 =1yx+y-2=0. 
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En los ejercicios 27 a 36, utilice multiplicadores de Lagrange 
para resolver el ejercicio indicado de la sección 12.8. > 
27. Ejercicio 25 
30. Ejercicio 28 
33. Ejercicio 35 
36. Ejercicio 48 


28. Ejercicio 26: 
31. Ejercicio 29 
34. Ejercicio 36 


29. Ejercicio 27 
32. Ejercicio 34 
35, Ejercicio 49 


37, Resuelva el ejemplo 3 si U(x, y, 2) = env 
38. Resuelva el ejemplo 3 si U(x, y, ) = yz 
39. Si T(x, y) grados es la temperatura en cualquier punto (x, y) 
del disco circular limitado por la circunferencia x? + 
2 
yo =ly 


Tx, y) = 2x? + y?-y 


determine los puntos más calientes y los más fríos del disco 
y la temperatura en esos puntos. 


40. Enel ejercicio 39 suponga que la región es la mitad superior 
del disco circular, por lo que la región está definida por 


+ y < 1 y y > 0. Determine los puntos más calien- 
tes y los más fríos de la región si 


Tx, y) = 21? — 3xy + 5y? 
y la temperatura en esos puntos. 


41. Enel ejemplo 3, suponga que la función utilidad involucra 
.cinco artículos A, B, C, D y E. Además, suponga que x 
unidades de A, y unidades de B, 2 unidades de C, s unida- 
des de D y + unidades de E se consumen semanalmente, y 
que los precios de A, B, C, D y E son, respectivamente, $2, 


$3, $4, $1 y $5. Si 


U(x, y,2,5,1) = xy25! 


y el gasto semanal para los artículos es de $150, ¿cuántas uni- 
dades de cada artículo deben comprarse por semana para 
maximizar el índice de utilidad del consumidor? 


42. Una compañía tiene tres fábricas y todas elaboran el mismo 
producto. Si la fábrica A produce x unidades, la fábrica B pro- 
duce y unidades y la fábrica C produce z unidades, entonces 
sus respectivos costos de producción son (3x + 200) dó- 
lares, (y? + 400) dólares y (22? + 300) dólares. Si se va 
a Surtir un pedido de 1100 unidades, emplee multiplicado- 
res de Lagrange para determinar cómo debe distribuirse la 
producción entre las tres fábricas a fin de minimizar el costo 
total de producción. 


43. (a) Demuestre que si f(x, y, 2) = x2y222, entonces el valor 
máximo de f sujeto a la restricción 


+ y 2? = R? 


es(¿R2?. (b) Utiliceel resultado del inciso (a) para demos- 
trar que 
(?y23B < x? +y 


para todos los valores de x, y y 2. 
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» SUGERENCIAS PARA LA REVISIÓN DEL CAPÍTULO 12 


Defina función de dos variables e incluya en su definición el 
significado de dominio y contradominio. 


2. Efectúe la sugerencia | para función de tres variables. 


3. Defina la función compuesta f » g, donde f es una función 


de una sola variable y g es una función de dos variables. 
Establezca cómo está relacionado el dominio de f o g con 
los dominios de f y g. 


Defina la gráfica de una función de dos variables. 


5. ¿Qué es una curva de nivel de una función de dos variables? 


21. 
22. 


Invente un ejemplo. 


¿Qué es una superficie de nivel de una función de tres va- 
riables? Invente un ejemplo. 


Escriba una fórmula para determinar la distancia entre dos 
puntos de R, de R? y de R?. 


lim fGy)=L 


(a, y) Lg, Yo) 


Defina: 


. Enuncie un teorema que pueda emplearse para demostrar que 


lím f(x, y) no existe. Invente un ejemplo que ilustre la 
(5 y) (a. Yo) 


aplicación del teorema. 


. Enuncie la definición de continuidad de una función de dos 


variables. 


. Invente un ejemplo de una función de dos variables que tenga 


una discontinuidad removible en el origen. 


. Invente un ejemplo de una función de dos variables que tenga 


una discontinuidad esencial en el origen. 


. Si fes una función de las dos variables x y y, defina: 


(a) la derivada parcial de f con respecto a x, y (b) la deri- 
vada parcial de f con respecto a y. 


. Déla interpretación geométrica de las derivadas parciales de 


la sugerencia 13. 


E Interprete las derivadas parciales de la sugerencia 13 como 


tasas de variación. 


. ¿Cómose calculan las derivadas parciales de la sugerencia 13 


sin emplear la definición? 


. Invente un ejemplo de una función polinomial de dos varia- 


bles y calcule las dos derivadas parciales. 


. Efectúe la sugerencia 17 para una una función que no sea 


polinomial. 


. Calcule las cuatro derivadas parciales de segundo orden 


para la función de (a) la sugerencia 17, y (b)la sugerencia 18. 


. Enuncie el teorema que garantiza que las dos derivadas par- 


ciales mixtas de una función de dos variables son iguales. 
Defina función diferenciable de dos variables. 


Enuncie un teorema que garantice la diferenciabilidad de una 
función de dos variables. 


23. 


24, 


25. 


26. 


27. 


28. 


29. 


30. 


31. 


32. 


33, 
34. 


35. 


36. 


37. 


38. 


Defina la diferencial total de una función de dos variables. 
Invente un ejemplo. 


¿Cómo se aplica la diferencial total para aproximar un valor 
de función? Invente un ejemplo. 


Enuncie la regla de la cadena que proporciona las fórmulas 
de la derivada parcial de u con respecto a r y la derivada 
parcial de u con respecto a s si u = f(x, y) donde x = F(r, 
s)y y = G(r, s). 

Invente un ejemplo en el que se apliquen las fórmulas de la 
sugerencia 25 donde f, F y G sean funciones polinomiales. 


Invente un ejemplo en el que se apliquen las fórmulas de la 
sugerencia 25 donde fsea una función polinomial, F' sea una 
función trigonométrica y G sea una función exponencial. 


Establezca una fórmula que proporcione la derivada de una 
función de una sola variable definida implícitamente. Invente 
un ejemplo. 


Establezca las fórmulas que proporcionan las derivadas 
parciales de una función de dos variables definida implícita- 
mente. Invente un ejemplo. 


Defina la derivada direccional de una función de dos varia- 
bles en la dirección de un vector unitario dado. Establezca 
una fórmula para calcular la derivada direccional de ma- 
nera rápida en la que se emplee la definición. Invente un 
ejemplo. 


Efectúe la sugerencia 30 para una función de tres variables. 


Defina el gradiente de una función de dos variables. ¿Cómo 
se aplica el gradiente para calcular una derivada direccional? 
Invente un ejemplo. 


Efectúe la sugerencia 32 para una función de tres variables. 


¿Cómo se aplica el gradiente para determinar la dirección del 
valor máximo de la derivada direccional en un punto? Inven- 
te un ejemplo, 


¿Cómo se aplica el gradiente para obtener el vector normal 
y el plano tangente a una superficie en un punto particular? 
Invente un ejemplo. 


Invente un ejemplo que muestre cómo se aplica el gradiente 
para obtener una ecuación de la recta tangente en un pun- 
to particular de una curva del plano x y definida por una ecua- 
ción de la forma F(x, y) = 0. 


¿Qué es un punto crítico de una función de dos variables? 
Invente uñ ejemplo de una función que ténga un punto crítico 
donde (a) ambas derivadas parciales sean cero, y (b) donde 
al menos una de las derivads parciales no exista. 


¿Cómo se utilizan los puntos críticos para determinar los 
extremos relativos de una función de dos variables? Invente 
un ejemplo. 


39. Invente un ejemplo de una función que tenga un punto crítico 
donde la función no tiene extremo relativo. 


40. Enuncie el criterio de la segunda derivada para determinar 
los extremos relativos de una función de dos variables. 


41. Invente un ejemplo que muestre la aplicación del criterio de 
la segunda derivada. 


42. Enuncie el teorema del valor extremo para funciones de dos 
variables. 


43. Describa el procedimiento empleado para determinar 
los extremos absolutos de una función de dos variables 
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que satisface el teorema del valor extremo. Invente un 
ejemplo. Sl 


44. ¿Cómo se emplea el método de mínimos cuadrados para 
obtener un modelo matemático que mejor aproxime a un 
conjunto de datos? [nvente un ejemplo. 


45. ¿Cómo se utiliza el método de multiplicadores de Lagrange 
para obtener los extremos relativos de una función de 
dos variables sujeta a una restricción dada? Invente un 
ejemplo. 


46. Efectúe la sugerencia 45 para una función de tres variables. 


» EJERCICIOS DE REPASO PARA EL CAPÍTULO 12 


En los ejercicios 1 a 4, determine el dominio de f y dibuje el 
conjunto de puntos del dominio como una region de R? 


L fay = yx? + 4y? - 16 
6 
2. fx,y) = > 
36 — x? — y? 
3. fla, y) = In(y — 1?) 


4. fa, y) = semUs — 1? - y?) 


En los ejercicios 5 y 6, determine el dominio de f y describa la 
región en R3 que representa al dominio. 


5 fía y 2 = DR 


6. f,y.D = In(x? + y + 2? - 4) 


En los ejercicios 7 y 8, determine el dominio de f y dibuje su 
gráfica. 


7 fauy = 
8. fa y) = 161? — y? 
9. La función de producción de cierto artículo es f, donde 


fay = 4x1 y, y x y y indican las cantidades de dos 
insumos. Dibuje un mapa de contornos de fque muestre las 
curvas de producción constante para 16, 8 4 y 2. 


36 — 41? - 9y? 


10. La temperatura en un punto (x, y) de una placa metálica es 


t(x, y) grados, y H(x, y) = Y + 2y. Dibuje las isotermas 
cuando 1 toma los valores 0, 2, 4, 6 y 8. 


En los ejercicios 11 a 24, obtenga las derivadas parciales indi- 
cadas. 
11. f(x, y) = 2x?y — 3xy? + dx — 2y; 
(a) D¡ f(x, y); (db) D¿ f(x, y); (0) D¡ f(x, y); (d) D,¿ f(x, y); 
(e) Dj fx, y); (1) Da Fx, y) 


1. fix, y) = (Ur? — 2y9; 
(a) 0 Y); (d) Lx, y); (o) f(x, y); (0) foa(x, y); 
(O fut y; (Df y) 


2 
13. fQ4,y = EY; 
FA y) 3 


(8) £0 y); (1) £6a, y); (0) £, yx, y); (0) f(x, y) 
14. f(r,s) = re*s, 

ta) D/A, 9); (b) D, Ar, 5); (e) D,, Ar, 5); (d) D,, fr, s) 
15. g(s,1) = sen(st) + te”; 

(a) D,g(s, 1); (db) D,g(s, 1); (0) D,,g(s, 0); (d) D,sg(s, 1) 


a. 
5; 
y 


(a) D¡h(x, y); (b) Dah(x, y); (e) D¡ ¡h(x, y); (d) D,2h(x, y) 


16. h(x, y) = tan”! 


17. fy) = eb IS 
(a) £,0, y); (b) £ 0. y); (0) £,(2, y); (0) £, (1, y) 


18. f(x, y) = In Jal + y; 
(Y) o y Of, (a, Y; (0) f, 90, y); (d) f, 210, y) 


19 fa 2 = —— 2; 
Fx y, 2) O, 


(a) D¡f(x, y, 2); (db) D¿ f(x, y, 2); (c) D¿ f(x, y, 2) 
20. f(,y,2) = ya? + 3y2-2?; 
(a) £,0r, y, 7); (db) yx, y, 2); (0) £(x, y, y) 
21. f(u, v,w) = Inu? + 4v? — S5w?); 
(9) fumyltt, Y, w); (D) f,, yy (u, v, w) 
22. f(r.s,1) = Pe (a) ft, 5,030) f, (7,5, DO) filo, s, 1) 
23, fír,s,t) = e 
(a) D¡f(r, s, 0); (d) D,¿f(r, s, 1); (0) Dy3,f(r, s, 1) 
24. fíu, v, w) = wcos 2v + 3vsen u — 2uv tan w; 
(a) D,f(u, v, w); (b) D¡f(u, v, w); (6) D, 3, f(u, v, w) 
25, Siw=x?%y — y?x + y?z — 22y + 22x — x?%z, pruebe que 


dw dw dow _ 
E + ay + > 0 
26. Siu = (12 + y? +"22y1f, demuestre que 


du du uu 
=> + 0 
dx? dy? dz? 
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En los ejercicios 27 y 28, calcule Ju y Ju mediante dos mé- 


todos, qe e 


27. u = yln(? + y?),x = 25 + 31, y = 31 — 25 


28. u = e Y cos(2y-1),x = 25? - Py = 8? 4+ 28 
29. Siu = 3x%y + 2xy - 3yz - 22% x =e% y = r3s? y 
z = 1n 4r, calcule qu mediante dos métodos: (a) Utilice 


la regla de la cadena; (b) efectúe la sustitución de x, y y z 
antes de diferenciar. 
+ 32,x = senó, y = 


30. Siu =e%t? - A cos 9 y 2 = 


tan 6, obtenga la derivada total dujd0 mediante dos méto- 
dos: (a) no exprese u en términos de BO antes de diferenciar; 
(b) exprese u en términos de 6 antes de diferenciar. 


31. Siu =xy+x?4x=4c0s! y y = 3 sent, calcule el 


valor de la derivada total du/dt en t = lx mediante dos 
métodos: (a) no exprese u en términos de antes de derivar; 
(b) exprese u en términos de 1 antes de derivar. 


32. Sifí(x, y) =x? + ye?, calcule: (a) Af(O, 2), el incremen- 
to de f en (0, 2); (b) AF(O, 2) cuando Ax = -0.1 y 
= 0.2; (e) df(0, 2, Ax, Ay), la diferencial total de f en 

(0, 2); (d) af(0, 2, 0.1, 0.2). 


33. Sifíx, y, 2) = 3xy? - 5x2? — 2xy2, calcule: 


(a) AFfEl, 3, 2), el incremento de f en (-1, 3, 2); 
(b) AF, 3, 2) cuando Ax = 0.02, Ay = -0.01 y Az = 
0.02; (e) df(-l, 3, 2, Ar, y, Az), la diferencial total de f 
en 1, 3, 2); (d) df(-1, 3, 2, 0.02, -0.01, 0.02). 


34. Sean f(x) = 12 + 1,81 = E, y ho) = 
(a) (h o 83,4); (b) ¿FfG), o (c) sf, AO); 


(d) FA og) y). 


- calcule: 


En los ejercicios 35 a 37, evalúe el límite empleando los teoremas 
de límites. 


: 2 
A x 
35. lim In| == 
yr Ay +1 
2 94 
xy“+e 
Mir AE 
(1. y=(0,/2) COS X + Sen y 


37. lim sen* ES 
491,3) 2y 


36. 


En los ejercicios 38 a 40, verifique el límite obteniendo una 


$ > 0 para cualquier € > 0 tal que la definición 12.2.5 se 
cumpla. 


38. lím  (4x — 5y) = 


(x, y) >14,-1 


39. lim (3x? - 4y?) =-4 


(x, (2, -2 


40. lim (2? 


4y>3,0 


- y? + 2x- 4y) = 


En los ejercicios 41 a 44, determine si el límite existe. 


x3y3 od 
4 tm 42. lim EY 
ay>00 12 + y? ep 00 14 + y? 
: xy 2x3 +4x2y 
O ori yy PIES 
4,)>0,0 (1% + y?) 4900 x24+ y 


En los ejercicios 45 a 48, determine todos los puntos en los que f 
es continua. 


+ 4y? 
45. f(x, y) = A 
46. f(x, y) = a 
COS” ¿TX + COS” 7 MTY 
Py . 
47. fi y) = AR si (x, y) * (0, 0) 
0 si (x, y) = (0, 0) 


Sugerencia: Consulte el ejercicio 41. 


4 y 
48. fy)= 314 + y? 
0 si (x, y) = 


si (x, y) * (0, 0) 
(0, 0) 


Sugerencia: Consulte el ejercicio 42, 


En los ejercicios 49 a 53, obtenga el valor de la derivada di- 
reccional en el punto Py para la función en la dirección de U. 


49. f(x, y) 


= 3? - 2xy + 1:U= fi- Ej; Po = (5,10) 


50. g(x, y) an 2,U = = = (4,-4) 


757 jah to 
Sl. hx, y) = e* + y? cos x; U = + 2i- 3 2 j; Po = (0, 3) 


52. f(x, y) = x? — 2x%y + Inx;¡U = cosxi + sena; 
Po = (1, 2) ' 

53. f(1,y,2) = 19% - 3xy2 + 2122; 
U=-2i1+ 3j- ¿kP=(2,1,1) 


En los ejercicios 54 a 57, calcule (a) el gradiente de f en Py; (b) 
la tasa de variación de la función en Pg en la dirección de U. 


54. f(x, y) = 3? — 2xy?;U = cos ¿ni + sen ¿rj; 
= (3,1) 

55. fx, y) = Hinq? + y?)U= Li+ 1/33,P, = (1,1) 
56. flx,y,2) = y2- y -xU= fi + 3j + 5k 

Po = (1,2,3) 
57. fx) =% + de + y 

3; ] 
U= Ei Had a Y Po = Q,-1,0 


En los ejercicios 58 y 59, determine los extremos relativos de f, si 
los tiene. 


58. f(x, y) = 21? - 3xy + 2y? + 10x - 1ly 


$ foy) = 0 + y? + 3xy 


En los ejercicios 60 y Ól, demuestre que fes diferenciable en to- 

dos los puntos de su dominio probando que la definición 12.4.2 

se cumple. 

60. fix, y) = 3xy? - 4x7 + y? 6L fay = mary 

62. Suponga que des la medida en radianes de un ángulo agudo 
de un triángulo rectángulo y que sen a está determinado por 
afec, donde a centímetros es la longitud del cateto opuesto al 
ángulo ar y c centímetros es la longitud de la hipotenusa. 
Si al medir a se obtuvo 3.52 y al medir c resultó 7.14, y se 
sabe que hay un posible error de 0.01 en cada medición, 
determine el error posible en el cálculo de sen ( de estas 
mediciones. 


63. Un pintor cobra $4 por metro cuadrado al pintar las cuatro 
paredes y el techo de una habitación. Si las dimensiones del 
techo son de 4 y 5 m, y la altura de la habitación es de 3 m, 
y si estas medidas son correctas con un margen de error de 
0.5 cm, calcule aproximadamente, empleando la diferencial 
total, el mayor error posible al estimar el costo del trabajo a 
partir de estas medidas, 


ES 


En un instante dado, la longitud de un lado de un rectángulo 
es de 6 cm y se incrementa a la tasa de 1 cmfs, y la longitud 
del otro lado del rectángulo es de 10 cm y disminuye a la tasa 
de 2 cms. Calcule la tasa de variación del área del rectángu- 
lo en el instante dado. 


65. El radio de un cilindro circular recto disminuye a la tasa de 
5 cm/min y su altura se incrementa a la tasa de 12 cmfmin. 
Calcule la tasa de variación del volumen enel instante en que 


el radio es de 20 cm y la altura de 40 cm. 


66. Calcule la pendiente de la recta tangente a la curva de 
intersección de la superficie 251? — 16y? + 92 -4=0 
con el plano x = 4 en el punto (4, 9, 10). 


67 


. 


Utilice la ley del gas ideal (consulte el ejemplo 6 de la sec- 
ción 12.3) con k = 1.4 para calcular la tasa de variación de 
la presión en el instante en que la temperatura Kelvin es 
de 75” y el volumen del gas es de 20 litros si la temperatura 
se incrementa a la tasa de 0.5"K/min y el volumen crece a la 
tasa de 0.3 litrosfmin. 


En los ejercicios 68 a 70, obtenga una ecuación del plano 
tangente y ecuaciones de la recta normal a la superficie en el 
punto indicado. 

68 2 =2 + 2xy(1,3,7) 

69. x? + 2y +2 = 8;(2,1,2) 

70. 3x2 + 2xy - y? = 15;(2,3,4) 
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71. Obtenga las ecuaciones simétricas de la recta tangente 
a la curva de intersección de las superficies x? — 3xy + 
y -2=0y2+ y?-32+27=0 en el punto 


(1, -2, 11). 


72. Obtenga una ecuación de la recta tangente a la curva de in- 
tersección de la superficie z = 3x1? + y? + 1 con el plano 
x = 2€nel punto (2, —1, 14). 


73. Una ecuación de la superficie de una montañaesz = 900 — 
3xy, donde la distancia se mide en metros, el eje x apun- 
ta hacia el oeste y el eje y apunta hacia el sur. Un alpinista 
se encuentra en el punto que corresponde a (30, 4, 300). 
(a) ¿Cuál es la dirección de la mayor pendiente en ese punto? 
(b) ¿Asciende o desciende el alpinista cuando se mueve en la 
dirección norte? (c) En qué dirección recorrerá el alpinista 
una curva de nivel? 


74, 


? 


Si f(x, y) unidades son producidas por x trabajadores y y 
máquinas, entonces D,f(x, y) se denomina productivi- 
dad marginal de la mano de obra y D,f(x, y) se llama 
productividad marginal de la maquinaria. Suponga que 


fi, y) =x2 + 6xy + 3y? 


donde5 < x < 30 y 4 < y < 12. (a) Calcule el núme- 
ro de unidades producidas en un día cuando la mano de 
obra, para ese día, consiste de 15 trabajadores y se emplean 
8 máquinas. (b) Utilice la productividad marginal de la 
mano de obra para determinar el número aproximado de 
unidades adicionales que pueden producirse en un un día si 
la mano de obra se incrementa de 15 a 16 trabajadores y el 
número de máquinas permanece fijo en 8. (c) Emplee la 
productividad marginal de la maquinaria para determinar 
aproximadamente el número de unidades adicionales que se 
pueden producir en un día si el número de máquinas se in- 
crementa de 8 a 9 y el número de trabajadores permanece fijo 
en 15. 


En los ejercicios 75 a 78, utilice multiplicadores de Lagrange 
para obtener los puntos críticos de la función sujeta a la restric- 
ción indicada. Determine si la función tiene un valor máximo o 
mínimo relativo en los puntos críticos. 


75. f(x, y) = 5 + 1? — y? con la restricción x? — 2y? = 5. 

76. f,y, 2) = 1? + y? + 22 conla restricción 1? — y? = 1. 

TT. fay, ad = y + x2 - 21? — y? - 2? con la restricción 
z2=33-x- y. 

78. fía,y,2) = x2? + y conlarestricciónx? + y? + 22 = 1. 

79. Emplee multiplicadores de Lagrange para calcular la distan- 
cia mínima del punto (4, 1, 2) al planox — y + 2z =0. 


80. Utilice multiplicadores de Lagrange para determinar el 
punto de la superficie z = x? — y? + 2 que esté más 


cerca del origen. 


81. Determine tres números cuya suma sea 100 de modo que la 
suma de sus cuadrados sea mínima. 


82. Un fabricante produce cada día x unidades del artículo A y 


y unidades del artículo B. Si P(x, y) dólares es la utilidad 
diaria por la venta de los artículos, y P(x, y) = 33x + 66y + 
xy - 2 - 3y?, ¿cuántas unidades de cada artículo debe 
producir el fabricante cada día de modo que obtenga la máxi- 
ma utilidad? 


. Calcule las dimensiones del paralelepípedo rectangular de 
mayor volumen que puede inscribirse en el elipsoide 4? + 
9y? + 2? = 9. Suponga que las aristas del paralelepípe- 
do deben ser paralelas a los ejes coordenados. 


En cualquier punto (x, y) de la curva 4x? + 12y? = 1 la 
temperatura es £ grados, y 


T = 4x? + 24y? — 2x 


Determine los puntos de la curva donde la temperatura es 
.. máxima'y donde es mínima. También calcule la temperatura 
en esos puntos. 


En cualquier punto (x, y) de una placa circular caliente la 
temperatura es es T grados, y 


a 44 
te: 


x2+y49 

donde la distancia se mide en centímetros a partir del origen 
ubicado en el centro de la placa. (a) Calcule la tasa de va- 
riación de la temperatura en el punto (3, 2) en la dirección del 
vector Cos ¿ri + sen ¿nj (b) Determine la dirección 
y la intensidad (módulo) de la mayor tasa de variación de T 
en el punto:(3, 2). 


Una caja rectangular sin tapa debe tener un área superficial 
de 216 pie?, ¿Cuáles son las dimensiones de la caja de 
volumen máximo? : 


Para la caja del ejercicio 86, suponga que, en lugar de que el 
área superficial es de 216 pie?, la suma de las longitudes de 
las aristas es de 216 pie. ¿Cuáles son entonces las dimensio- 
nes de la caja de volumen máximo? 


Untrozo de alambre de L unidades de longitud se corta en tres 
partes. Una parte se dobla en forma de circunferencia, otra se 
dobla en forma de cuadrado y la tercera parte en forma de 
triángulo equilátero. ¿Cómo debe cortarse el alambre para 
que (a) elárea combinada de las tres figuras sea la mínima po- 
sible, y (b) el área combinada de las tres figuras sea la máxi- 
ma posible? . 


Determine las dimensiones relativas de una caja rectangular 
sin tápa que tiene un área superficial específica de modo que 
el volumen que debe contener sea el máximo posible. 


Calcule las distancias mayor y menor desde el origen a la 
curva de intersección de las superficies x? + 3y? + 22? = 
30 y x? = 2yz, ñ 


La tabla siguiente proporciona datos de cinco pacientes quer» 
se sometieron 4 una operación en cierto hospital, donde x 
años es la edad del paciente y y días es el tiempo de con- 
valecencia en el hospital después de la operación. 
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Paciente Paciente Paciente Paciente Paciente 
A B C D E 
x $4 46 40 36 30 
y 15 12 9 to 8 


(a) Obtenga una ecuación de la recta de regresión para los 
datos de la tabla. (b) Utilice la recta de regresión para es- 
timar el tiempo de convalecencia para una persona que ha 
sido operada en ese hospital y cuya edad es de 42 años. 


En la tabla siguiente se dan la presión sanguínea sistólica de 
un paciente y el ritmo cardiaco correspondiente, donde x 
milímetros de mercurio es la presión sanguínea sistólica y 
y pulsaciones por minuto es el ritmo cardiaco. qu 


Paciente Paciente Paciente Paciente Paciente Paciente 
A B Cc D E F 


x 110 117 133 146 115 127 
y 70 74 80 85 60 nm 
(a) Obtenga una ecuación de la recta de regresión para los 
datos de la tabla. (b) Utilice la recta de regresión para estimar 


el ritmo cardiaco de un paciente cuya presión sanguínea 
sistólica es de 85 mm de mercurio. 


. Enel desierto, el agua es un factor que limita considerable- 
mente la actividad vegetal. En la tabla siguiente x representa 
el número de milímetros de precipitación anual para seis 
regiones diferentes, y y denota el número de kilogramos por 
hectárea en la producción neta de fotosíntesis. 


Región 
D 


Región 
E 


Región Región 


B 


Región 
C 


Región 


(a) Obtenga una ecuación de la recta de regresión para los 
datos de la tabla, (b) Utilice la recta de regresión del inciso 
(a) para estimar la fotosíntesis neta producida en una regió' 
que tiene una precipitación anual de 300 mm. 


. Se realizó una prueba de venta de un cereal en cuatro 


ciudades del mismo tamaño a diferentes precios; los resulta- 
dos se muestran en la tabla adjunta, donde x centavos repre- 
senta el precio por caja y y denota los miles de cajas vendidas 
semanalmente. 


Ciudad A Ciudad B Ciudad C Ciudad D 
x 130 140 150 160 
y 100 85 75 63 


(a) Obtenga una ecuación de la recta de regresión para los 
datos de la tabla. Utilice la recta de regresión del inciso (a) * 


95. 


96. 


to 


99. 


100. 


101. 


102. 


como la curva de demanda para estimar las ventas semanales 
si el precio por caja es (b) $1.20, y (c) $1.70. 


Calcule (a) f,(x,0) six 0, y (b) £2(0,0), si 


12x?y - 3y 
"fan =y *+y 
0 si-(x, y) ="(0, 0) 


si (x, y) % (0, 0) 


Verifique que u(x, y) = (senh x)J(sen y) satisface la ecua- 
ción de Laplace en R?: 


Si fes una función diferenciable de u, considere u = x? + 


y? y demuestre que z = xy + f(x? + y?) satisface la ecua- 
ción 


Verifique que u(r, 6) = r”sen n6, donde n es una cons- 
tante, satisface esta ecuación. 


Verifique que u(x, y, z) = e?*+4Y sen 52 satisface la ecua- 
ción de Laplace en R*: 


uu 


oy? 


Pu 


%u 
eS e 


A de? 
Verifique que u(x, t) = A cos (kat) sen (kx), donde A y k 


son constantes arbitrarias, satisface la ecuación diferencial 
parcial para una cuerda vibrante: 


uo ón 
an j dx? 


Verifique que 
ulx, 1) = sen 22 ¿ermPeli 
Í L 


satisface la ecuación diferencial parcial unidimensional de 
la conducción de calor: 


Pu pd 
dr dx? 
Sea fla función definida por 
DE. si (x, y) + (0,0) 
fo) =3% + y 
0 si (x, y) = (0, 0) 


Demuestre que D,f(0, 0) y D,f(0, 0) existen y que, sin 
embargo, f no es diferenciable en (0, 0). Sugerencia: Con- 
sulte el ejemplo 7 de la sección 12.2 y el ejercicio 38 de 
esa misma sección. 


103. 


104. 


105. 


106. 


107. 


108. 


109. 


SS 


110. 
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Sea f la función definida por Z 
xy a : , 

O E IN 

o si(x, y, 2) = (0,0,0) 


Demuestre que fes diferenciable en(0,.0, 0). 
Sea f la función definida por 


eur? y 


Ue? y y 
0 six=0 


sixx0 
fu y) = 


Demuestre que f es continua en el origen. 


Para la función del ejercicio 104, demuestre que D,f(0, 0) 
y D,f(0, 0) existen. 


Si f es una función diferenciable de x y y, y u = f(x, y), 
rcos Ó y y = rsen 6, demuestre que 


2 2. 2 2 
(3) + 3) (3) (5) 
or r2 1.00 Ox dy 
La ecuación diferencial parcial unidimensional de la con- 
ducción de calor se presentó en el ejercicio 101. Demuestre 
que si fes una función de x que satisface la ecuación 
ef 
dr? 


x= 


+ BNO =0 

y g es una función de ? que satisface la ecuación 
de + PRD =0 
di d 


y siu = fG)g(0) y k y Ason constantes, entonces u satisfa- 
ce la ecuación diferencial parcial de la conducción de calor. 


La ecuación diferencial parcial para una cuerda vibrante se | 
dio en el ejercicio 100. Demuestre que si fes una fun- 
Pa 
== + AFO) =0, 
Ez REN . 
y que g es una función que satisface la ecuación E + 
“dt 
avaro =0, y siu = f0dg() y a y A son constantes, 
entonces u satisface dicha ecuación diferencial parcial de 
la cuerda vibrante. 


ción de x que satisface la ecuación 


Demuestre que si f y g son dos funciones arbitrarias de una 
variable real cuyas segundas derivadas son continuas y 


u = fA + at) + g(x - al) 


entonces 'u satisface la ecuación diferencial parcial de la 
cuerda vibrante dada en el ejercicio 100. Sugerencia: consi- 
dere v = x + at y w = x — at; entonces u es una fun- 
ción de v y w, y v y w son funciones de x y £. 


Una ecuación de onda electromagnética no homogénea 
paraun potencial escalar V(r, t)que asume simetría esférica 
de r unidades a partir del origen'es 


donde es la permeabilidad constante en el espacio libre y 
€ es la constante permitida de espacio libre. (a) Suponga 


que V(r, 1) = «(r, 1)/r donde las segundas derivadas par- 
ciales de $ con respecto a r y t existen. Demuestre que la 
ecuación de onda no homogénea puede escribirse como 


PE _,¿Pé_o 
ar? de 
e 


la cual es la ecuación de onda homogénea unidimensional. 
(b) Sea f una función de una variable cuya segunda deri- 
vada existe. Demuestre mediante sustitución directa que 


$ = f(t — r.(1€) es una solución de la ecuación de onda 
homogénea unidimensional. 
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111. La ecuación bidimensional para las ondas eléctricas trans- 


versales es 


Eh, Eh, p=0 
dx? dy? 


2 2 
donde K? = (==) + ES y K,m, n, a y b son cons- 


tantes. Demuestre que una solución de esta ecuación es 


h= Hos[ 12 4) 00s| 2) 
a b 


donde H es una constante. 


Integración múltiple. 


VISIÓN PRELIMINAR 


1 


a ocidanddas cilíndricas 
a y esféricas. 


| 13.2 Integrales dobles. 


z 13.3 Aplicaciones de las integrales : 


ni dobles: : 
13.4. Integrales: dobles en 

pe , pe 'coordenados: polares: 
13,5 : Integrales triples: 
13.6. Integrales triples en... 

1 0 coordenadas. Enoc Y 
esféricas 


as coordenadas cilíndricas y esféricas son 
L generalizaciones de las coordenadas polares 

para el espacio tridimensional, Estos tipos de 
coordenadas se estudian en la primera sección, debido a 
que se emplearán en aplicaciones posteriores. 

El propósito principal de este capítulo consiste en 
extender el concepto de integral definida de una función 
de una variable a funciones de varias variables. La sec- 
ción 13.2 se inicia con la definición de integral doble de 
una función de dos variables definida en una región rec- 
tangular cerrada de R”. Después se amplía esta definición 
al considerar la integral doble de una función definida en 
una región de integración plana más general. También se 
muestra en esta sección cómo se utilizan las integrales ¡te- 
radas para evaluar integrales dobles. En la sección 13.2 
se aplican las integrales dobles al calcular volúmenes de 
sólidos y en la sección de 13.3 se emplean para deter- 
minar masas, centros de masas, momentos de inercia y 
áreas de superficies. Posteriormente, en la sección 
13.4, se muestra cómo pueden utilizarse las coor- 
denadas polares para evaluar ciertas integrales 

dobles, 
Las integrales triples se estudian en la sección 
13.5. Primero se definen para un paralelepí- 
pedo rectangular y después en, una región de 
integra-ción más general de R?. En la sección 
de 13.6 se demuestra que csando la región de 
integración tiene un eje de simetría, se utili- 
zan las coordenadas cilíndricas a fin de 
evaluar una integral triple, y que cuando la re- 
gión es simétrica con respecto a un punto, se emplean las 
coordenadas esféricas. 

Los conceptos de este capítulo se tratan de manera 
más intuitiva y menos formal debido a que la mayoría de 
las demostraciones de los teoremas pertenecen a un 
curso de Cálculo avanzado. 
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13.1.COORDENADAS CILÍNDRICAS Y ESFÉRICAS 


z 


FIGURA 1 


r=c 


FIGURA 2 


FIGURA 3 


Ántes de iniciar el estudio de integrales múltiples y de sus aplicaciones, se 
introducirán dos nuevos sistemas de coordenadas para el espacio tridimen- 
sional: coordenadas cilíndricas y coordenadas esféricas. Estos sistemas 
coordenados simplificarán el trabajo en varios casos del presente capítulo. 

El sistema de coordenadas cilíndricas es una extensión de las coordenadas 
polares para tres dimensiones. La representación en coordenadas cilíndricas 
de un punto P es (r, 6, 2), donde r y 6 son las coordenadas polares de la 
proyección de P en el plano polar y z es la distancia dirigida desde el plano po- 
lar hasta P. Consulte la figura 1. 


» EJEMPLO 1 Dibuje la gráfica de cada una de las siguientes 
ecuaciones, expresada en coordenadas cilíndricas, donde c es una constante: 
(a r=c(b)0=c(0)z2=c. 


Solución 


(a) Para un punto P(r, 6, z) de la gráfica de r = c, 0 y z pueden asumir 
cualquier valor, mientras que r es constante. La gráfica es un cilindro 
circular recto cuyo radio es | c | unidades y su eje es el eje z. La gráfica se 
muestra en la figura 2. 

(b) Para todos los puntos P(r, 6, z) de la gráfica de O = c, r y z pueden to- 
mar cualquier valor, en tanto que O permanece constante, La gráfica es un 
plano que pasa por el eje z. Refiérase a la figura 3 donde 0 < e < ¿To 

(c) La gráfica de z = ce es un plano paralelo al plano polar ubicado a una 
distancia dirigida de c unidades a partir del plano polar. La figura 4 
muestra la gráfica para c > 0. A] 


El nombre “coordenadas cilíndricas” proviene del hecho de que la grá- 
fica de r = c es un cilindro circular recto como el del ejemplo 1(a). Las 
coordenadas cilíndricas se emplean con frecuencia en problemas físicos en 
los que se tiene un eje de simetría. 

Suponga que un sistema de coordenadas cartesianas y otro de coordenadas 
cilíndricas se colocan de modo que el plano xy es el plano polar del sistema de 
coordenadas cilíndricas, y que la parte positiva del eje x es el eje polar, observe 
la figura 5. Entonces, el punto P tiene a (x, y, 2) y (+, 6, z) como dos conjuntos 
de coordenadas que están relacionados por las ecuaciones siguientes: 


3] 


FIGURA 4 FIGURA 5 


FIGURA 6 


z=r?* cos 20 


FIGURA 7 


FIGURA 8 
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AMENA ET ardor a 


aro A y mrsenó (1) 


sn 4 


2x4 y? tm0= 2 sixx0 2=2 (2) 


» EJEMPLO 2 Obtenga una ecuación en coordenadas cartesia- 
nas para cada una de las siguientes superficies cuyas ecuaciones se han expre- 
sado en coordenadas cilíndricas, e identifique la superficie: (a) r = 6 sen 6; 
(b) r(3cos 6 + 2 sen 0)+ 6z = O. 


Solución 


(a) Al multiplicar los dos miembros de la ecuación por r se obtiene r? = 
6r sen 9, Como r? = x? + y? y rsen0 = y,entoncesx? + y? = 6y. 
Esta ecuación puede escribirse en la forma x? + (y — 3)? = 9, lo cual 
muestra que su gráfica es un cilindro circular recto cuya sección transver- 
sal en el plano xy es la circunferencia con centro en (0, 3) y radio 3. 

(b) Si se sustituye r cos O por x y r sen 6 por y se obtiene la ecuación 3x + 
2y + 62 = 0. En consecuencia, la gráfica es un plano que pasa por el 
origen y tiene al vector (3, 2, 6) como un vector normal. 


» EJEMPLO 3 Obtenga una ecuación en coordenadas cilíndri- 
cas para cada una de las siguientes superficies cuyas ecuaciones se han dado 
en coordenadas cartesianas, e identifique la superficie: (a) 12 + y? = z; 
(b) x?- y=z 


Solución 


(a) La ecuación es similar a la ecuación 9 de la sección 10.6, por lo que la 
gráfica es un paraboloide elíptico, Este paraboloide se muestra en la figura 
6. Six? + y? se sustituye por r?, entonces la ecuación se transforma en 


(b) La ecuación es semejante a la ecuación 10 de la sección 10.6 con x y y 
intercambiadas. Por tanto, la gráfica es un paraboloide hiperbólico que 
tiene al eje z como su eje. Cuando se sustituye x por rcos Ó y y por 
r sen 6, se obtiene la ecuación r? cos? 8 — r? sen? 9 = z; debido a que 

cos? 9 — sen? 6 = cos 26, entonces se puede escribir la ecuación como 
z = r2cos 26. La figura 7 muestra el paraboloide hiperbólico. 4 


En un sistema de coordenadas esféricas se tiene un plano polar y un eje z 
perpendicular al plano polar, con el origen del eje como el polo del plano polar. 
Por medio de tres números se localiza un punto, y la representación en coorde- 
nadas esféricas de un punto Pes (p, 6, $), donde p = |OP|, 0 es la medida 
en radianes del ángulo polar de la proyección de P en el plano polar, y $ es la 
medida en radianes no negativa del ángulo menor medido desde la parte 
positiva del eje z a la recta OP, consulte la figura 8. El origen tiene la repre- 
sentación (0, 6, $) en coordenadas esféricas, donde Ó y $ pueden asumir 
cualquier valor. Si el punto P(p, 6, H) no es el origen, entonces p > 0 y 
0 < $ < r, donde $ = 0si P está en la parte positiva del eje z y $ = x= 
si P se encuentra en la parte negativa del eje z. 
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D<c< ¿2 ES 


(a) (b) 
FIGURA 11 


FIGURA 12 


> EJEMPLO 4 Dibuje la gráfica de cada una de las ecuaciones 
siguientes, expresadas en coordenadas esféricas, donde c es una constante: 
(dp =cyc>0;(bO0=c;()dé=cy0<c<x 


Solución 


(a) Todos los puntos P(p, 6, b) de la gráficade p = c tienen el mismo valor 
para p, O puede ser cualquier número y O < $ < rr. De esto se deduce 
que la gráfica es una esfera de radio c cuyo centro es el polo. La figura 9 
muestra la esfera. 

(b) Para cualquier punto P(p, 0, h) de la gráfica de O = c, p puede ser 
cualquier número no negativo, $ puede ser cualquier número del intervalo 
cerrado [0, 71] y O es constante. Por tanto, la gráfica es un semiplano que 
contiene al eje z, y se obtiene al rotar la mitad del plano xz, para el cual 
x > 0, alrededor del eje z mediante un ángulo de c radianes. La figura 10 
muestra los semiplanos para 0 = ¿2,0 = ¿x,0= ixy0=-lx 


(c) La gráfica de $ = ccontiene todos los puntos P(p, 6, L) para los cuales 
p es cualquier número no negativo, 9es cualquier número y H es la cons- 
tante c. La gráfica es la mitad de un cono cuyo vértice es el origen y cuyo 
eje es el eje z. Las figuras 11(a) y (b) muestran cada una el semicono para 


0<c< ¿my <<< r, respectivamente. 4 


Debido a que la gráfica de p = ces una esfera, como se vio en el ejemplo 
4(a), se tiene el nombre “coordenadas esféricas”. Las coordenadas esféricas se 
utilizan frecuentemente cuando en un problema físico se tiene un punto como 
centro de simetría. 

Si se colocan juntos un sistema de coordenadas esféricas y uno de coor- 
denadas cartesianas, como se jlustra en la figura 12, se pueden deducir las 
siguientes relaciones entre las coordenadas esféricas y cartesianas de un punto P: 


x= |OQ|cosg  y= |OQ|sene  z= |QP] 


Como |0Q| = psen $ y |OP|= p:cos $, las ecuaciones anteriores se 
transforman en 


x=psendcosg9 y =psendsené8  z= pcoso (3) 


Al elevar al cuadrado cada una de las ecuaciones de (3) y sumando los 
miembros correspondientes se tiene 


12 + y2 4722 = p?sen cos? 8 + p?sen e sen? 0 + p?cos? 4d 
2 


p?sen? b(cos? 8 + sen? 8) + p?cos? o 
pUsen? Hd + cos? b) 
p? 


12+yY+2 
2 


2+ysz 


+ y+ 2 


» EJEMPLO 5 Obtenga una ecuación en coordenadas cartesianas 
de las superficies siguientes, cuyas ecuaciones se han expresado en coorde- 
nadas esféricas, e identifique la superficie: (a) pcosd = 4; (b)psend = 4. 


Solución 


(a) Comoz = pcos é, la ecuación se transforma en z = 4. En consecuen- 
cia, la gráfica es un plano paralelo al plano xy ubicado a 4 unidades por 
arriba de éste. 


(b) 
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Para coordenadas esféricas p > 0 y send > O(yaque0 < bd <m: 
por tanto, al elevar al cuadrado los dos miembros de la ecuación dada se 
obtiene la ecuación equivalente p? sen? d = 16, la cual equivale a 


pAU1 - cos? gh) = 16 
p? - picos? o = 16 
Si se sustituye p? por x2 + y2 + 22 y pcos $ por zse tiene 
2+y422-22=16 
x2 + y? = 16 


Por tanto, la gráfica es el cilindro circular recto que tiene al eje z como 
su eje y radio 4. 


» 


EJEMPLO 6 Obtenga una ecuación en coordenadas esféricas 


para (a) el paraboloide elíptico del ejemplo 3(a); (b) el plano del ejemplo 2(b). 


Solución 


(a) 


(b) 


Una ecuación cartesiana del paraboloide elíptico del ejemplo 3(a) es 
x2 + y? = z. Al sustituir x por p sen $ cos 0, y por p sen $ sen 0, y z 
por pcos $ se obtiene 


p?sen? $ cos? 0 + p?sen? d sen?8 = pcos o 
p? sen? $ (cos? 9 + sen? 8) = pcosh 

la cual equivale a las dos ecuaciones 

p=0 y psentd = cosh 
El origen es el único punto cuyas coordenadas satisfacen p = 0. Como 
el origen (0, 0, 3D está en psen? $ = cos , se puede descartar la 
ecuación p = O. Además, sen $ + O debido a que no existe valor de 
$ para el cual sen $ y cos $ sean 0. Por tanto, la ecuación p sen? $ = 
cos H puede escribirse como p = csc? $ cos $, o, equivalentemente, 
p = esc $ cote. 


Una ecuación cartesiana para el plano del ejemplo 2(b) es 3x + 2y + 
6z = 0, Al utilizar las ecuaciones de (3), esta ecuación se transforma en 


3psen $ cos O + 2psenó send + 6pcosd = 0 d 


1. Obtenga las coordenadas cartesianas del punto que tiene 4. Determine un conjunto de coordenadas esféricas del punto 


2. 


las coordenadas cilíndricas dadas: 


(a) (3, 27,5); (b) (1, 57,-4); (0) (1,1, D. 


que tiene las coordenadas cartesianas indicadas: 


(a) (1,-1,-42)% (b) El, 43,2); (0) (2,2,2). 


Determine un conjunto de coordenadas cilíndricas del punto 5. Obtenga un conjunto de coordenadas cilíndricas del punto 


que tiene las coordenadas cartesianas indicadas: 
(a) (4,4, 2); (b) (3413, 3, 6); (e) (1, 1, D. 


que tiene las coordenadas esféricas dadas: 
(9) (4, 35%, ¿m; (0) (42, 72, m,(0) (243, ¿2% 17). 


Obtenga las coordenadas cartesianas del punto que tiene las 6. Determine un conjunto de coordenadas esféricas del punto 


coordenadas esféricas dadas: 


que tiene las coordenadas cilíndricas indicadas: 


(a) (4, 2, 3m; (0) (4, a, ¿m, (0) (5, la ¿m). () 6, ¿39 (b) (O, 2,2% (0) (Q, ¿2,-4). 
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En los ejercicios 7 a 12, obtenga una ecuación en coordenadas il 
cilíndricas de la superficie, e identifique la superficie. 


7 x+y+42=16 8 -y?=9 
9.2 +y?= 3 10, 9x? + 4y? = 36 
11. x? - y? = 32 RL. + y?=22 


En los ejercicios 13 a 17, obtenga una ecuación en coordenadas 
esféricas de la superficie, e identifique la superficie. 


13.2 4+y422-93=0 MM x2+ y? = 2? 
15. 2 + y? =9 16. x2 + y? = 2 
1.xi+y+2-8=0 


iii. 
En los ejercicios 18 a 22, obtenga una ecuación en coordenadas 
cartesianas para la superficie cuya ecuación se da en coordena- 
das cilíndricas. En los ejercicios 18 y 19, identifique la superficie. 


18. r = 3cos 0 19. (a) r =4,(b)0= lx 
20. r=3+2c050 21. r?2cos 28 = 2? 
22. 22sen 9 = r? 


En los ejercicios 23 a 28, obtenga una ecuación en coordenadas 
cartesianas para la superficie cuya ecuación se da en coordena- 
das esféricas. En los ejercicios 23 a 25, identifique la superficie. 


23. (a) p = 9,(b) 8 = Lam (c) $ = hz 


24. p=9secóH 25. p=6csc 
26. p=3cos $ 27. p=2tan0 
28. p = 6senf sen0 + 3cos $ iv. 


En los ejercicios 29 a 32, relacione la ecuación, dada en coorde- 
nadas esféricas o cilíndricas, con una de las superficies mostra- 
das en las figuras (i) Ax). 


29. (a) r = 4;(b) p = 4; (c) r = 2sen0 
30. (a) 0 = 2; (b) $ = Im; (e) r = 2c0s 0 
31. (a) psend = 2;(b) r? = 4 


32. (a) pcosd = 2; (b) 22 + 5r?=4 
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33. Una curva C en R? tiene las siguientes ecuaciones paramé- 


35. 


36 


tricas en coordenadas cilíndricas: r = F¡(t), 0 = Fat), 
z = Fi(t). Utilice la fórmula del teorema 11.2.11 y las 
fórmulas (1) de esta sección para demostrar que si L uni- 
dades es la longitud de arco de C a partir del punto donde 
t = a hasta el punto donde £ = b, entonces 


b 
E dre, (207, [ey 
A Ea 


Una curva C en RÍ tiene las siguientes ecuaciones paramé- 
tricas en coordenadas esféricas: p = Gy(f), 9 = Gax(0), 
$ = Gx(1). Utilice la fórmula del teorema 11.2.11 y las 
fórmulas (3) de esta sección para demostrar que si L uni- 
dades es la longitud de arco de C a partir del punto donde 
£ = a hasta el punto donde + = b, entonces 


b 
doy? 2 2 
L= / VE) + p? sen? o) + (2) dt 


(a) Demuestre que las ecuaciones paramétricas para la 
hélice circular del ejemplo 7 de la sección 11.2 son r = 2, 
8 = tz = t. (b) Utilice la fórmula del ejercicio 33 para 
calcular la longitud de arco de la hélice circular del inciso 
(a) der = 0 at = 4x. Compare el resultado con el del 
ejemplo 7 de la sección 11.2. 


Una hélice cónica se enrolla en un cono de manera seme- 
jante a como se enrolla una hélice circular en un cilindro. 
Utilice la fórmula del ejercicio 34 para calcular la longitud 
de arco de £ = 0 a1 = 2x de la hélice cónica que tiene 
ecuaciones paramétricas p =1,0 =1,Q = hz. 
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13.2 INTEGRALES DOBLES 


a; 


(a, az) 


FIGURA 1 


En el estudio de integrales múltiples, en el cual se tratan funciones de varias 
variables, se hará referencia a una integral de una función de una sola varia- 
ble como integral simple. Recuerde que al estudiar la integral simple se re- 
quirió que la función estuviese definida en un intervalo cerrado del conjunto 
de números reales. Para la integral doble de una función de dos variables, se 
pedirá que la función esté definida en una región cerrada de R?. En este capítu- 
lo, cuando se haga referencia a una región, se supondrá que ésta es cerrada. 

El tipo más simple de región cerrada en R? es la región rectangular 
cerrada, la cual se definirá a continuación. Dos puntos diferentes A(a;, 47) y 
B(b;, b,), tales que a; < b¡ y a, < b», determinan un rectángulo cuyos lados 
son paralelos a los ejes coordenados. Refiérase a la figura 1. Los dos puntos, 
junto con los puntos (by, a7) y (a], ba), se denominan vértices del rectángulo. 
Los segmentos de recta que unen vértices consecutivos se llaman lados del 
rectángulo. El conjunto de todos los puntos interiores del rectángulo recibe el 
nombre de región rectangular abierta, y el conjunto de todos los puntos de un 
rectángulo abierto junto con los puntos de sus lados se denomina región 
rectangular cerrada. 

Considere la región rectangular cerrada de la figura 1, la cual se denotará 
por R, y sea funa función definida sobre R. La región R se considerará como 
una región de integración. El primer paso en el estudio de la integral doble es 
definir una partición A de R, Al dibujar rectas paralelas a los ejes coordenados 
se obtiene una red de subregiones rectangulares que cubren a R. La norma de 
esta partición, denotada por l A l , está determinada por la longitud de la 
diagonal más grande de las subregiones rectangulares de la partición. Se elige 
la longitud de la diagonal debido a que representa la distancia más grande en- 
tre dos puntos cualesquiera de una subregión rectangular. Numere las subre- 
giones de manera arbitraria y considere que se tienen en total n. Denote el ancho 
de la ¿-ésima subregión por A¡x unidades y su longitud por A;y unidades. 
Ahora bien, si A¡Á unidades cuadradas es el área de la ¿-ésima subregión rec- 
tangular, entonces 


A¡AÁ = Ajx Aiy 


Sea (4;, v;) un punto arbitrario de la ¡-ésima subregión y sea f(u;, v;) el valor de 
la función en ese punto. Considere el producto fíu;, v;) A¡A. Asociado con cada 
una de las » subregiones se tiene uno de estos productos, y su suma es 


Y fu; VD A¡A (1) 
i=1 


llamada suma de Riemann de una función de dos variables. Existen muchas 
sumas de Riemann asociadas con una función particular debido a que la norma 
de la partición puede ser cualquier número positivo y cada punto (u;, v;) puede 
ser cualquier punto de la ¿-ésima subregión. Si todas estas sumas de Riemann 
se pueden acercar arbitrariamente a un número £ tomando particiones con 
normas suficientemente pequeñas, entonces se define L como el límite de estas 
sumas conforme la norma de la partición de R se aproxima a cero. Esta discusión 
conduce a la siguiente definición. 
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13.2.1 Definición del limite de una suma de Riemann 
de una función de dos variables 


Sea f una función definida en una región rectangular cerrada R. El nú- 
mero Les el límite de las sumas de la forma Y” f(u;, v;) AjA si L satisface 


la propiedad de que para cualquier € > Oexiste una 3 > 0 tal que para 
cualquier partición A para la cual ||A || < Sy para toda elección posible 
del punto (u;, v¡) en el ¡-ésimo rectángulo, ¿ = 1,2,...,n, entonces 


$ fía, vJA¡A - L| < € 


Si tal número L existe, se escribe 


lím 5 Uy V)A¡A = L 
lalo 2 di 


Puede demostrarse que el número £ que satisfaga esta definición será 
único. La demostración es similar a la demostración del teorema 1.5.16 rela- 
tivo a la unicidad del límite de una función de una variable. 


13.2.2 Definición de la integral doble 


Sea f una función de dos variables definida en una región rectangular 


cerrada R. La integral doble de f en R, denotada por fra» dA, 
está definida por % 


fro. y dA = hh Fu; vo A/A 
1 


alo ¿7 
R 


si este límite existe. 


Si la integral doble de fen R existe, entonces se dice que fes integrable 
en R. El teorema siguiente, enunciado sin demostración, proporciona una 
condición suficiente para que una función de dos variables sea integrable. 


13.2.3 Teorema 


Si una función de dos variables es continua en una región rectangular 
cerrada R, entonces fes integrable en R. 


» EJEMPLO 1 Obtenga un valor aproximado de la integral doble 


fo - 2) dA 
R 


donde R es la región rectangular que tiene vértices en (1, 1) y (2, 3). Con- 
sidere una partición de R generada por las rectas x = 0,x = 1 y y = 2, y 
tome el centro de la ¡-ésima subregión como (u;, v;). 
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EL 3) (2,3) 


e a o 
-0.5,2.5)| (0.5,2.5)| (1.5,2,5) 


o e o 
(0.5, 1.5)| (0.5, 1.5)| (1.5, 1.5) 
EL» 


FIGURA 2 


1%) 


Ol a, b 


FIGURA 3 


Solución —Refiérase a la figura 2, la cual muestra la región R dividida en 
seis subregiones que son cuadrados cuyos lados miden | unidad. Así, para 
cada ¿, A¿A = 1. En cada subregión el punto (u;, v¡) es el centro del cuadrado. 
Con f(x, y) = 3y — 2x?, una aproximación de la integral doble indicada está 
dada por 


Jo, - 2x2) dA = f(20.5,1.5) +1 + f(0.5,1.5)- 1 + f(1.5,1.5)-1 + 


R f(1.5,2.5) - 1 + f(0.5,2.5) + 1 + F(-0.5, 2.5) - 1 
=4:-1+4:-1+0-14+3-7+7-1+7-+1 
= 25 4 


El valor exacto de la integral doble del ejemplo 1 es 24, como se verá en 
el ejemplo 3. 

Ahora se considerarála integral doble de una función sobre una región más 
general. Recuerde que una curva lisa es la gráfica de una función lisa, es decir, 
aquélla cuya derivada es continua. Sea R una región cerrada cuya frontera 
consiste de un número finito de arcos de curvas lisas que se unen para formar 
Una curva cerrada simple. Como se hizo con una región rectangular, se dibujan 
rectas paralelas a los ejes coordenados, lo cual proporciona una partición rec- 
tangular de R. Si se descartan las subregiones que contienen puntos que no 
pertencen a R, se tendrán sólo aquéllas contenidas completamente en R. Sea n 
el número de estas subregiones, sombreadas en la figura 3. Al proceder de ma- 
nera análoga a ladescrita para una región rectangular, se pueden aplicarlas defi- 
niciones 13.2.1 y 13.2.2 para esta región R más general. Conforme la norma de 
la partición se aproxima a cero, n crece sin límite, y el área de las regiones 
omitidas (es decir, los rectángulos descartados) tiende a cero. Si una función 
es integrable en una región R, se puede demostrar que el límite de las sumas de 
Riemann es el mismo sin importar como se subdivida R, siempre y cuando se 
tenga una forma mediante la cual se pueda asignar un área a cada subregión. 

Así como se interpreta geométricamente la integral de una función de una 
variable en términos del área de una región plana, la integral doble puede 
interpretarse geométricamente en términos del volumen de un sólido 
tridimensional. Suponga que la función fes continua en una región cerrada R 
de R?, Además, para simplificar la discusión, suponga que f(x, y) es no negativa 
en R. La gráfica de la ecuación z = f(x, y) es una superficie que se encuen- 
tra por arriba del plano xy, como se muestra en la figura 4. Esta figura presenta 
una subregión particular de R, cuyas dimensiones son A¡x y A¡y. La figura 
también muestra un sólido rectangular que tiene esta subregión como base, y 
fu; v;) como medida de su altura, donde (u;, v;) es un punto de la ¡-ésima 
subregión. El volumen del sólido rectangular está determinado por 


AY = fu, vi AjA 
= f(Uj vi) AX Ajy 


El número A¿V es la medida del volumen del sólido rectangular delgado que 
se muestra en la figura 4; de modo que la suma dada en (1) es la suma de 
las medidas de los volúmenes de los n sólidos como éste. Esta suma aproxi- 
ma la medida del volumen del sólido tridimensional que aparece an la figura 4. 
El sólido está limitado en la parte superior por la gráfica de f y en la parte in- 
ferior por la región R del plano xy. La suma de (1) también aproxima el número 
proporcionado por la integral doble 


rw. a 


R 
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FIGURA 5 


y el volumen del sólido tridimensional de la figura 4 es el valor de esta integral. 
Este hecho se establece en el siguiente teorema, omitiéndose su demostración 
formal. 


13.2.4 Teorema 


Sea f una función de dos variables y continua en una región cerrada. R 
del plano xy tal que f(x, y) > 0 para todo (x, y) de R. Si V unidades cú- 
bicas es el volumen del sólido $ que tiene la región.R como su base y cuya 
altura es f(x, y) unidades en el punto (x, y) de R, entonces 


Vv 


tí 


p YEN v;) AJA 


Nro. y» dA 
R 


» EJEMPLO 2 Exprese el volumen del sólido limitado por la 
superficie 


FANS 


los planos x = 3, y = 2 y los tres planos coordenados como una integral 
doble. A fin de obtener un valor aproximado de la integral doble, considere la 
partición de la región del plano xy generada al dibujar las rectas x = 1l,x = 2 
y y = 1, y tome el centro de la ¡-ésima subregión como (4;, v;). 


Solución En la figura 5 se muestra el sólido. La región rectangular R 
es el rectángulo del plano xy limitado por los ejes coordenados y las rectas 
x =3 y y = 2. Del teorema 13.2.4, si V unidades cúbicas es el volumen del 
sólido, entonces 


V = [u- 1? - Ey?) dA 
R 


La figura 5 también muestra la región R dividida en seis subregiones que son 
cuadrados cuyos lados miden 1 unidad. Por tanto, para cada 1, A¿A = 1. El 
punto (u;, v;) de cada subregión es el centro del cuadrado. Entonces una 
aproximación de V está dada por una aproximación de la integral doble. Por 
tanto, 


V=f(0.5,05)-1 + f(1.5,05)-1 + fQ.5,05)-1 + 
f(0.5,1.5)-1 + £(1.5,1.5)-1 + fQ.5, 1.5) - 1 


Si se emplea una calculadora para determinar los valores de la función, se 
obtiene 


1 


V = 3.957 + 3.734 + 3.290 + 3.832 + 3.609 + 3.165 


21.59 


R 


Conclusión: El volumen es aproximadamente 21.59 unidades cúbicas.  é4 
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El volumen exacto del ejemplo anterior es 21.5 unidades cúbicas, como se 
mostrará en el ejemiplo 4. 

Varias propiedades de la integral doble son análogas a las propiedades de 
la integral definida de una función de una variable. Las más importantes se dan 
en los cinco teoremas siguientes. 


13.2.5 Teorema 


Si ces una constante y la función fes integrable en una región cerrada R, 
entonces cf es integrable en R y 


feo ydA =cC f Fx, y) dA 
R R 


La demostración de este teorema y del siguiente, se deducen inmediata- 
mente de la definición de integral doble. 


13.2.6 Teorema 


Si las funciones f y g son integrables en una región cerrada R, entonces 
la función f + ges integrable en R y 


f [F065y + 8(x, 9] 4A = f ÍA, dA + f 8(%, y) dA 
R R R 


El resultado de este teorema puede extenderse a cualquier número finito 
de funciones integrables. 


13.2.7 Teorema 


Si las funciones f y g son integrables en una región cerrada R y ade- 
más f(x, y) > g(x, y) para todo (x, y) de R, entonces 


f Fx,ydA > f g(x, y) dA 
R 


R 


Este teorema es análogo al teorema 4.6.1, y el siguiente es análogo al 
teorema 4.6.2. Las demostraciones son similares a las demostraciones corres- 
pondientes de la sección 4.6. 


13.2.8 Teorema 


Sea f una función integrable en una región cerrada R, y suponga que m 
y M son dos números tales que m < f(x, y) S M para todo (x, y) de R. 
Si A es la medida del área de lá región R, entonces 


mA S [suas < MA 
R 


FIGURA 6 
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_13.2.9 Teorema 


Suponga que la función f es continua en la región cerrada R y que la re- 
gión R se compone de dos subregiones R; y R>, que no tienen puntos en 
común excepto algunos puntos en parte de sus fronteras. Entonces 


f f0,y)dA = Nro. y) dA + Nro. yan 
R R; R> : 5 


La demostración de este teorema depende de la definición de integral 
doble y de los teoremas de límites. 

Para funciones de una variable, el segundo teorema fundamental del 
Cálculo proporciona un método para evaluar la integral definida mediante una 
antiderivada, o integral indefinida, del integrando. Un método correspondiente 
para evaluar una integral doble implica realizar integraciones indefinidas 
simples en forma sucesiva. Un desarrollo riguroso de este procedimiento 
corresponde a un curso de Cálculo avanzado. En este libro el análisis es sólo 
intuitivo, y se utiliza la interpretación geométrica de la integral doble como la 
medida de un volumen. Primero se desarrollará el método para la integral 
doble en una región rectangular. 

Sea f una función integrable en una región rectangular cerrada R del plano 
xy limitada por las rectas x = ay,x = by, y = az y y = b,. Suponga que 
f(x, y) > 0 para todo (x, y) de R. Refiérase a la figura 6, la cual muestra la 
gráfica de la ecuación z = f(x, y), donde (x, y) pertenece a R. El número que 
representa el valor de la integral doble 


[ Fx, y) dA 
R 


es la medida del volumen del sólido entre la superficie y la región R. Este 
número puede determinarse mediante el método de rebanado como se muestra 
a continuación. 

Sea y un número del intervalo [a,, b,]. Considere el plano paralelo al 
plano xz que pasa por el punto (0, y, 0). Sean A( y) unidades cuadradas el área 
de la región plana de intersección de este plano con el sólido. La medida del 
volumen del sólido se expresa por 


b, 
/ A(Y dy 
a, 


Como el volumen del sólido también está determinado por la integral doble, 
entonces 


b, 
[ Fx, y) dA = | AQ) dy 2) 
R a 


2 


Así, puede calcularse el valor de la integral doble de la función f en R al eva- 


. luar una integral simple de A(y). Ahora debe obtenerse A(y) cuando y está dada. 


Como A( y) unidades cuadradas es el área de la región plana, este número puede 
obtenerse mediante integración. Observe en la figura 6 que la frontera superior 
de la región plana es la gráfica de la ecuación z = f(x, y) cuando x pertenece 


a [a¡, b,]. Por tanto, A(y) = IN f(x, y) dx. Al sustituir de esta ecuación en 


(1) se obtiene 
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A j 
Ts. y dA = i / Fx y) 5 dy (3) 
a, 4, 


R 


La expresión del miembro derecho de (3) se denomina integral iterada. 
Debido a que los corchetes se omiten regularmente cuando se escribe una 
integral iterada, entonces (3) puede expresarse como 


b, by 
[ (x,y)dA = j FG, y) dx dy (4) 
K 2 a 


1 


Al evaluar la “integral interior” de (4), recuerde que xes la variable de integra- 
ción y se considera a y como una constante. Esto es análogo a tomar y como 
una constante cuando se obtiene la derivada parcial de f(x, y) con respecto a x. 
Si se consideran secciones planas paralelas al plano yz se obtiene una 
integral iterada en la que se intercambia el orden de integración, esto es, 


b, b, 
[ Fx,y dA = | | SF y) dy dx (5) 
R ni Mei 


Una condición suficiente para que (4) y (5) sean válidas es que la función sea 
continua en la región rectangular R. 


» EJEMPLO 3 Evalúe la integral doble 


f Gy — 212) dA 
R 


si R es la región del plano xy que consiste de todos los puntos (x, y) para los 
cuales -1| <£<x<2 y l < y < 3. 


Solución Con ay = -1,b; =2,a = l yb = 3, de (4) se tiene 
4 pá 
f (3y - 21%) dA = j j (3y — 2x2) dx dy 
R [+1 
-p3 2 


[[Lo-oma)o 


3 
Pbo-3oto 


3 
= j (9y - 6) dy 
l 
3 
= ¿y? - 6y|, 
= 24 | 


Er. el ejemplo 1 se obtuvo un valor aproximado de 25 para la integral doble 
del ejemplo anterior. 


fa y=4- q - Ly 


2 


ASE 
e UY; 0) > 
FIGURA 7 
y 
y= $2) 
y= $ 160 
: 0 h 
! Al h 
: oi ' 
ól a = 1] > XI 
Xi Ax, 
FIGURA $ 


FIGURA 9 
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» EJEMPLO 4 
perficie 


fa) = 4-40 - Ly 


Calcule el volumen del sólido limitado por la su- 


así como por los planos x = 3 y y = 2, y los tres planos coordenados. 


Solución La figura 7 muestra la gráfica de la ecuación 2 = f(x, y) y el 
sólido dado en el primer octante. Si Vunidades cúbicas es el volumen del sólido, 
entonces por el teorema 13.2.4, 


n 


V= lim Y f(u, v¡JA¡A 
lalizo ¿3 
= [ FO. y) dA 
R 
3/2 
- | (4- 2 - E yddyax 
0-0 
3 2 
_ 1 A: 
= [ [4y - ¿y >| e 
0 
3 
[za 
0 
= dx 40) 
= 21.5 
Conclusión: -El volumen es 21.5 unidades cúbicas. d 


En el ejemplo 2 se obtuvo un valor aproximado de 21.59 para el volumen 
del sólido del ejemplo anterior. 

Suponga ahora que Res la región del plano xy limitada por lasrectas x = a 
y x = b, donde a < b y por las curvas y = $0) y y = ax), donde 
$1 y $, son funciones continuas en el intervalo (a, b]. Además, suponga 
que H1(x) < Ha(x) siempre quea < x < b (consulte la figura 8). Sea A una 
partición del intervalo [a, b] definida por A:a = xy < xXx <...< xy = b. 
Considere la región R de la figura 8 divida en franjas verticales de ancho 
Ajx unidades. En esta figura se muestra una franja particular. La intersección 
de la superficie z = f(x, y) y el plano x = u;, donde x;_¡ < 4, < xj es una 
curva. Una porción de esta curva se encuentra sobre la ¡-ésima franja vertical. j 
La región debajo de este segmento de curva y sobre el plano xy se muestra en 
la figura 9 y la medida del área de esta región está dada por 


$(up) 
Flu; y) dy 
$ (us 


La medida del volumen del sólido limitado superiormente por la superficie 


2 = f(x y) e inferiormente por la ¡-ésima franja vertical es aproximadamente 


igual a 


$ uy) 7 
FU; y dy|Ajx 
$, (u) 
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FIGURA 11 


(U, v) 


o| > >x 


FIGURA 12 


e 
FIGURA 13 


Si se toma el límite, conforme la norma de A tiende a cero, de la suma de las 
medidas de los volúmenes para las n franjas verticales de R desde x = a hasta 
x = b,se obtiene la medida del volumen del sólido limitado en la parte superior 
por la superficie z = f(x, y) y en la parte inferior por la región R del plano xy. 
(Refiérase a la figura 10). Este límite es la integral doble de f en R; es decir 


” $, (uj) $e) A 
pun ¿|/ pupa as f f F(x, y) dy dx 


lí 
llall-»o 72 $,(u) $,(x) 


f FG, y) dy dx (6) 
R 


Las condiciones suficientes para que la fórmula (6) sea válida son que f sea 
continua en la región cerrada R y que €; y db» sean funciones lisas. 


» EJEMPLO 5 Exprese como una integral doble y una integral 
iterada la medida del volumen del sólido que se encuentra por arriba del plano 
xy delimitado por el paraboloide elíptico z = x? + 4y? y el cilindro x? + 
4y? = 4, Evalúe la integral iterada para calcular el volumen del sólido. 


Solución La figura 11 muestra el sólido. Se obtendrá el volumen de la 
porción del sólido del primer octante, el cual, por las propiedades de simetría, 
esun cuarto del volumen requerido. La región R del plano xyes aquélla limitada 
por los ejes x y y, así como por la elipse x? + 4y2 = 4. Esta región se presen- 
ta en la figura 12, la cual también muestra la ¡-ésima subregión de una partición 
rectangular de R, donde (u;, v;) es cualquier punto de esta subregión. Si V uni- 
dades cúbicas es el volumen del sólido dado, entonces, por el teorema 13.2.4, 


V 


lím Su? + 4v?) AA 
lo 


í=1 


4 f (12 + 4y2) dA 
R 


A fin de expresar V como una integral iterada, se divide la región R en n fran- 
jas verticales. La figura 13 muestra la región R y la ¿-ésima franja vertical 


cuyo ancho es de A;x unidades y su longitud es + 4 — uf? unidades, donde 
Xi] S u E Xi De (6), 


1 


1m 
llall=0 i=1 


2 Ju? 
s] J (e + 4y2) dy de 
0 0 


2 
iia 
0 


z 


< 
tl 


(ue + 4y?) A Ajx 


2 
s] [12,3 - 12 +2(4 - SE 


0 


J 


FIGURA 14 


FIGURA 15 


> X 
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ES 


2 
¡E 4 - x? dx 
0 


2 
= -1 (4 - 2 + 21,4 - 12 + Eset] 
= 47 


Conclusión: El volumen es 47 unidades cúbicas. | 


Suponga que la región R está limitada por las curvas x = A¡(y) y x = 
A20) y las rectas y = c y y = d,dondec < d, y A; y A¿son dos funciones 
continuas en el intervalo cerrado [c, d] para las cuales A,(y) < 420) 
siemprequec < y < d. Considere una partición Á del intervalo [c, d] y divida 
la región R en franjas horizontales de ancho A;y unidades. Consulte la figura 
14, la cual muestra la ¡-ésima franja horizontal. La intersección de la superfi- 
ciez = f(x, y) y el plano y = v;, donde y;-¡ S v; < y; es una curva, y una 
porción de esta curva se encuentra sobre la ¡-ésima franja horizontal. Enton- 
ces, de la misma manera en que se obtuvo la fórmula (6), la medida del volumen 
del sólido limitado superiormente por la superficie z = f(x, y) e inferior- 
mente por la ¿-ésima franja horizontal es aproximadamente igual a 


Avi) 
J Fx, vi) dx Ajy 
Atv) 


Al tomar el límite, conforme ll A Il tiende a cero, de la suma de las medidas de 
los volúmenes para las n franjas horizontales de R desde y = chasta y = d, 
se obtiene la. medida del volumen del sólido limitado superiormente por la 
superficie z = f(x, y) e inferiormente por la región R del plano xy. Esta 
medida de volumen es la integral doble de fen R. En consecuencia, 


” AL) d 1.0) 
lim Y J $(x, vi) dx | Ajx j j f(x, y) dx dy 
lalo 1, dao 


47) 
f Fx, y) dx dy (7) 
R 


Las condiciones suficientes para que la fórmula (7) sea válida son que 4; y 42 
sean funciones lisas y que f sea continua en R. Al aplicar las fórmulas (6) y 
(7), en ocasiones puede ser necesario dividir la región R en subregiones en 
las cuales se cumplan estas condiciones. 


» EJEMPLO 6 Exprese el volumen del sólido del ejemplo 3 me- 
diante una integral iterada en la que el orden de integración sea contrario al de 
dicho ejemplo. Calcule el volumen del sólido. 


Solución Otra vez se obtendrá el volumen del sólido correspondiente al 


primer octante, y después se multiplicará et resultado por 4. La figura 15 mues- 
tra la región R del plano xy y la ¿-ésima franja horizontal cuyo ancho es Aj;y 


unidades y su longitud es 2,/1 — v;? unidades. Entonces, por (7), 
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A 241 2 
= 4 lim | (1? + aya 9) 


< 
! 


ilall=,0 


21 - y? - y? 
sf f (1? + 4y2) dx dy 
| = 
sf E A+ ajo dá dy 
A o 
pl 
¿ra o 
0 


1 
iS / ay + 1.1 y dy 
0 


1 
ByQ - yy 4 8y 1 y? + 8 sen! y], 
= Á4n 


tl 


Conclusión: El volumen es 47 unidades cúbicas, lo cual concuerda con la 
respuesta del ejemplo 5. 4 
De las soluciones de los ejemplos 5 y 6 se observa que la integral doble 


(x2 + 4y2) dA puede evaluarse por medio de las integrales ¡teradas 


Jal 12.1 y 
f (2 + 4y)dydx o j j (2 + 4y2) dxdy 
0J0 


0-0 


Sien (6) o (7), se considera f(x, y) = 1 para toda x y y, entonces la medi- 
da A del área de la región R se expresa como una integral doble. Así, 


= Joa > A - fáca (8) 
R R 


» EJEMPLO 7 Calcule mediante integración doble el área de la 
región del plano xy limitada por las curvas y = 1? y y = 4x — x?, 


Solución Enla figura 16 se muestra la región. De (8) se tiene 


pa 


>» 
8 


Il 
== 
N 
E 
I 
MS 
l 
MS 
> 


woo 


FIGURA 16 Conclusión: El área de la región es E unidades cuadradas. 4 
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1. Obtenga un valor aproximado de la integral doble 


' (Gx - 2y + 1)dA 
R 


donde Res la región rectangular que tiene vértices en (0, -2) 
y (3, 0). Considere la partición de R generada por las rectas 
x=l,x=2y y = -l, y tome el centro de la ¡-ésima 


subregión como (t;, v;). 


2. Obtenga un valor aproximado de la integral doble 


l (7? — 419 dA 
R 


donde R es la región rectangular cuyos vértices son (—1, 0) 
y (1, 3). Considere la partición de R generada por las rectas 
x=0,y= ly y = 2, y tome el centro de la ¡-ésima 


subregión como (4;, v;). 


En los ejercicios 3 a 8, obtenga un valor aproximado de la inte— 
gral doble, donde R es la región rectangular que tiene vértices en 
Py 0, A es una partición de R y (u,, v;) es el centro de cada 


subregión. 


3. l (12 + y) dA; P(0, 0); Q(4, 2); A: x, = 0, 
R 


x= 1lx3=2x=3,)y =0y2= 1 


| 
2 


4. f (Q-x- y)dA;P(0, 0), 0(6, 4) A:x, = 


x=2x=4», = 0, = 2 

5. I (xy + 3y2) dA; P(2, 0); Q(4, 6) A:x, = 2, 
x=0x=2v y =0y=2y=4 

6. l (xy + 3y?) dA; P(O, 2); Q(6, 4) A: x, = 0, 
R 


m=2x%=4y =-2 y =0,y = 2 


7. I (12y — 2xy?) dA; P(3,-2), QU, 6); 


Alix = 3x2 =-l, y = 2, y, =0,93 = 2y4=4 


8. I (ly — 2x4?) da; P(3,-2), Q(1, 6); 


Azxy = 3x2 = 2x3 =-l,xy = 0,9, = 2, 
»=->l.y= 05, Lys = 2 y = 3.97 = 4, 
Yy=5 


En los ejercicios 9 a 12, obtenga un valor aproximado de la 
integral doble donde Res la región rectangular que tiene vértices 
en P y Q, Aes una partición de R y (u;, v¡) es un punto arbitrario 


en cada subregión. 
9. La integral doble, con P, Q y A como en el ejercicio 3; 
(16, 41) = (0.25, 0.5): (12, v2) = (1.75, 0); 
(43, v3) = Q.5,0.25; (Uy yy) = (4, 1); 


10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


(15, vs) = (0.75, 1.75); (146. v6) - (1.25, 1.5); 

(uz, v7) = (Q.5, 2); (Ug. vg) = (3, 1). 

La integral doble, con P, Q y A como en el ejercicio 4: 
(2, 41) = (0.5, 1.5); (10. 1) = 6, D); 

(uz, v3) = (5.5, 0.5); (Uy, va) = Q, 2); 

(15, Vs) = (2,2); (tg, vg) = (3, 3). 

La integra] doble, con P. Q y Á como en el ejercicio 5; 
(41, v1) = (0,5, 0.5); (7, va) = (1, 1,5); 

(13, v3) = QS, 2); (Uq. va) = LS, 3.5): 

(15, vs) = (0, 3); (14, Y) = (4.4): 

(47, v7) = E1,4.5); (Ug. Vg) = (1, 4.5); 

(o, Vo) = (3, 4.5). 

La integral doble, con P, Q y A como en el ejercicio 5; 
(uy, v) = (2,0); (19, va) = (0, 0); 

(uz, v3) = (Q, 0); (Uy, v4) A, 2); 


(dig, V5) = (0, 2); (Lg. 16) = (2, 2); (17, 17) = (2,4); 


(Ug, vg) = (0, 4); (y, Vo) 


(Q, 4). 


Exprese como una integral doble el volumen del sólido 
ubicado en el primer octante y limitado por la esfera 
12 + y? + 22 = 64, los planos x = 3, y = 3 y los tres 
planos coordenados. Afin de obtener un valor aproximado 
de la integral, considere la partición de la región del plano 
xy generada por las rectas x = l,x =2y= 1 yyv=2, 
y tome el centro de la ¡-ésima subregión como (4, vy). 


Exprese como una integral doble el volumen del sólido 
limitado por los planos z = 2x + y +4, y = 3 y los tres 
planos coordenados. A fin de obtener un valor aproximado 
de la integral, considere una partición de la región del plano 
xy generada por las rectas x = l,y = 1 y y = 2, y tome 
el centro de la ¡-ésima subregión como (u;, v;). 


Exprese como una integral doble el volumen del sólido limi- 
tado por la superficie z = 10 — qa? = y? los planos 
x = 2,y = 2 y los tres planos coordenados. A fin de obte- 
ner un valor aproximado de la integral, considere la partición 
de la región del plano xy generada por las rectas 
x= 1 y y = 1, y tome el centro de la ¿-ésima subre- 
gión como (4;, v;). 

Exprese como una integral doble el volumen del sólido 
limitado por la superficie 1002 = 300 — 251? — 4y”, los 
planos x = —l,x = 3,y = —3,y = 5yel plano xy. A fin 
de obtener un valor aproximado de la integral. considere una 
partición de la región del plano xy generada por las rectas 
x=1y=-l,y=lyy=3,. y tome el centro de la 
¡-ésima subregión como (41, *;). 


En los ejercicios 17 a 20, aplique el teorema 13.2.8 para obtener 
un intervalo cerrado que contenga el valor de la integral doble. 


17. 


I (Qx + 5y) dA, donde R es la región rectangular cuyos 


vértices son (0, 0), (1, 0), (1. 2) y (0, 2). 
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18. l (+? + y? dA, donde R es la región rectangular cuyos 
sedices son (0, 0), (1,0), (1, D) y (0, 1). 

19. | | e?* dA, donde R es la región rectangular cuyos vértices 
son (0, 0), (1,0), (L, Dy (0, 1). 

20. l (sen x + sen y) dA, donde R es la región rectangular 


cuyas vértices son (0, 0), (1, 0). (0, 1) y (x., 11). Sugeren- 
cia: utilice el resultado del ejercicio 24 de la sección 12.8. 


En los anda 21 430, evalúe la integral iterada. 


2x 
21. f li xv? dy dx 
22 l [ dx dy 
0 0 
do psv 
23. / [ 4/9 + y dx dy 
0 0 
1 
24. J / ldy dx 
141 $ 
4 py 
25, 2axrdy 
j j Ve? 


3 fx 

28. f l de? dy de 

29. E [ seníáx — y) dy dx 
2 UN 


30. ÍÑ e sen Í dx dy 
O y 


En los ejercicios 31 a 38, calcule el valor exacto de la integral doble. 


31. La integral doble del ejercicio 1. 
32. La integral doble del ejercicio 2. 
33. La integral doble del ejercicio 3. 
34. La integral doble del ejercicio 6. 


35. l sen x dA; R es la región acotada por las rectas y = 2x, 
as ls a 
Y 3 


36. l cosí(x + y) dA: R es la región acotada por las rectas 


y= 


xy x= m.yelejex. 


37. l y 4/9 — y? da; Res la región acotada por la circunfe- 


. 2 2 
rencia x% + y" =09, 


NE 


A y = 2, y la hipérbola xy = 1. 


E dA; R es la región limitada por las rectas y = x 


39. Obtenga el volumen del sólido ubicado debajo del plano 
z = dx y que se encuentra por arriba de la circunferencia 


x* + y? = 16 del plano xy. 


40. Determine el volumen del sólido delimitado por los pla- 
ns x=y+22+1x=0y=0.2=0 y 3y + 
z2-3=0 


ay 
AL 


o 
Z 


ty 


41. Calcule el volumen del sólido del primer octante acotado 


por los dos cilindros 1? + y? = 4 yd 2?=4 
l et á 
2 / 
: 7% A 
/ 
1 
! 2 
A A+z=d4 
21 . z 
Laa 
J 
' 
be 
e a ce 
eS 1 ] Za y 
e 


42. Obtenga el volumen del sólido del primer octante limita- 


do por el paraboloide : = 9 — 1? — 3y? 
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43, Determine el volumen del sólido del primer octante limi- 
tado por las superficies x + 22 = lx = y yx=y 


44. Calcule mediante integración doble el volumen de la por- 
ción del sólido del primer octante limitado por la esfera 
+42? = 16. 


Y+ry+ro2d=16 


En los ejercicios 45 a 48, utilice integrales dobles para calcular 
el área de la región limitada por las curvas del plano xy. Dibuje 
la región. 


GD y=xdyy=x 46. y 

4. y=x-9yy=9-x 

48. 1? + y? = 16 y y? = 6x 

49. Exprese como una integral iterada la medida del volumen 
del sólido limitado por el elipsoide 


ES 
pu 2 
Lords 1 


2 2 


50. Utilice integración doble para obtener el área de la región 
del primer cuadrante limitada por la parábola y? = 4x, 
la circunferencia 12 + y? = 5, y el eje x mediante dos 
métodos: (a) integre primero con respecto a x; (b) integre 
primero con respecto a y. Compare los dos métodos de 
solución. 


51. Calcule mediante dos métodos el vojumen del sólido ubi- 
cado debajo del plano 3x + 8y + 6z = 24 y por arriba de 
la región del primer cuadrante del plano xy limitada por 
la parábola y? = 2x, la recta 2x + 3y = 10 y el eje x: 
(a) integre primero con respecto a x; (b) integre primero 
con respecto a y. Compare los dos métodos de solución. 


« de 
52. Considere la integral iterada | / ja 77 dy dx 
o%0 


(a) Dibuje el sólido cuya medida de volumen está repre- 
sentada por la integral; (b) evalúe la integral iterada; 
(c) escriba la integral iterada que proporciona la medida 
del volumen del mismo sólido con el orden de integración 
inverso. 


: 


53. Considere la integral iterada 


a yaa 

2 

2 | Qx + y dydx 
0 “0 


y efectúe las instrucciones del ejercicio 52. 


54. Utilice doble integración para calcular el volumen del sólido 
común a los dos cilindros circulares rectos de radio r uni- 
dades, cuyos ejes se intersectan formando ángulos rectos. 
(Consulte el ejercicio 60 de la sección 4.9). 


En los ejercicios 55 y 56, la integral iterada no puede evaluarse 
exactamente en términos de funciones elementales mediante el 
orden de integración propuesto. Invierta el orden de integración 
y realice el cálculo. 


4p2 
55, | j sen Ty? dy dx 
0 yx 
top! 
56. j J e? did y 
0% 


A A A A A 
13.3 APLICACIONES DE LAS INTEGRALES DOBLES 


En la sección 13.2 se estudió cómo aplicar las integrales dobles a fin de calcu- 
lar volúmenes de sólidos. En esta sección se tratarán otras aplicaciones de las 
integrales dobles, tales como determinar centros de masa, momentos de inercia 
y el área de una superficie. 

Cuando se aplicaron las integrales simples para determinar el centro de 
masa de una lámina, se consideraron únicamente láminas homogéneas, excep- 
to en casos especiales. Sin embargo, con las integrales dobles se puede deter- 
minar el centro de masa de una lámina homogénea o no homogénea. 

Suponga que se tiene una lámina cuya forma es la de una región cerrada 
R del plano xy. Sea p(x, y) la medida de la densidad superficial de la lámina 
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en cualquier punto (x, y) de R donde p es continua en R. Para calcular la 
masa total de la lámina se procede como sigue. Sea A una partición de R en 
n rectángulos. Si (u;. v;) es cualquier punto del ¡-ésimo rectángulo que tiene 
área A¡Á unidades cuadradas, entonces una aproximación de la medida de la 
masa total del ¡-ésimo rectángulo es p(u;, v;) A/A, y la medida de la masa 
total de la lámina está aproximada por 


n 


Y Pu. vi) AjA 


i=1 


Al tomar el límite de la suma anterior, conforme la norma de A tiende a cero. 
la medida M de la masa de la lámina puede expresarse como 


SS 
1 


lím $ pl; vi) A¡A 


llalloo ¿31 


l p(x,y)dA (1) 


R 


La medida del momento de masa del 7-ésimo rectángulo con respecto al eje x 
está aproximada por v;p(u;, v;) A¿A. Entonces la suma de las medidas de los 
momentos de masa con respecto al eje x de los n rectángulos será aproximada 
por la suma de » términos de éstos. La medida M,, del momento de masa con 
respecto al eje x de la lámina completa está dada por 


lim Y v;p(u;, vi) AjA 


llall5o ¿3 


f yp(x, y) dA 
R 


De manera análoga, la medida M, de su momento de masa con respecto al eje 
y está determinada por 


My 


M, ==  lím SY up (5, v¡) A¡A 


llall=0 31 


J xp(x, v) dA (2) 


R 


El centro de masa de la lámina se denota por el punto (X, +) donde 


+! 


M. 
= ——— y = 
rd 


» EJEMPLO 1 Una lámina cuya forma es la de un triángulo rec— 
tángulo isósceles, tiene una densidad superficial que varía de acuerdo al cua- 
drado de la distancia a partir del vértice del ángulo recto. Si la masa se mide en 


kilogramos y la distancia en metros, calcule la masa y el centro de masa de la 
lámina. 


(U,, ») 


FIGURA 1 
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Solución Elija los ejes coordenados de modo que el vértice del ángulo 
recto esté en el origen y los catetos de longitud a queden sobre los ejes coor- 
denados (consulte la figura 1). Sea p(x, y) kilogramos por metro cuadrado 
la densidad superficial de la lámina en el punto (x, y). Entonces p(x, y) = 
k(x? + y2), donde k es una constante. Por tanto, si M kilogramos es la masa 
de la lámina, se tiene, de (1), 


M= lim Y k(u? + v?) A/A 


flalloo ¿1 


3] (2 + y2)dA 


R 

a ax 
J j (12 + y?) dy dx 
00 

a 

u=J 

aj pa? + pl dx 

A 


«| Gad - ax + 2ax? — £x2) dx 
0 


l 


a 1y4 — 174 2,4 1,4 
= k(3a ¿a +34 3a?) 
= Las 
= ¿Ka 
A fin de determinar el centro de masa, observe que, debido a la simetría, 


éste debe estar sobre la recta y = x. Por tanto, si se obtiene Xx, también se 
obtendrá y. De (2), 


M, = lim Y ku¡(u? + v2) AJA 


llall>o ¿=1 


«] x(? + y2)dA 


R 
a ax 
y / (13 + xy?) dy dx 
oo 
a . 
«| [ey + ol “dx 
” ' 
a 


= y (Gax - ax? + 2ax? —- ix%) dx 
0 


Ú 


1 1 l 4 
k(z añ - 3a5 + 34% - $a?) 


— 105 
SS ¡Ka 
Como Mx = M,, entonces MX = ¿ka5; y debido aqueM = Ekal, se 
obtienex = ja. 
Conclusión: El centro de masa se encuentra en el punto (¿a, 2a). 5] 


El momento de masa de una lámina con respecto a un eje se denomina, en 
ocasiones, primer momento de la lámina con respecto al eje. Otro momento 
de una lámina con respecto a un eje es el momento de inercia, también llamado 
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segundo momento de la lámina. El momento de inercia es una medición de la 
resistencia al cambio en el movimiento de rotación. Para llegar a la definición 
de momento de inercia de una lámina, primero considere una partícula de masa 
m kilogramos cuya distancia perpendicular desde un eje es r metros. El 
momento de inercia de la partícula con respecto al eje se define como mr? 
kilogramos-metro cuadrado. Entonces el momento de inercia de un sistema de 
n partículas respecto al eje es la suma de los momentos de inercia de todas las 
partículas. Esto es, si la ¿-ésima partícula tiene una masa de m; kilogramos y se 
encuentra a una distancia de r; metros del eje, entonces / kilogramos-metro 
cuadrado es el momento de inercia del sistema respecto al eje, donde 


n 
IT = y mir? 
=1 


Al extender este concepto a una distribución continua de masa en un plano, tal 
como una lámina, mediante procesos semejantes a los anteriores, se tiene la 
definición siguiente. 


13.3.1 Definición de momento de inercia respecto 


a un eje 


Suponga que se tiene una lámina que ocupa una región R en el plano xy tal 
que la densidad superficial en el punto (x, y) tiene medida p(x, y), donde 
p es continua en R. Entonces, la medida del momento de inercia de la 
lámina con respecto al eje x, denotado por 7,, está determinada por 


L= Um Dv? p(u, v) AA 


llallso 1 


f y?p(x, y) dA 
R 


De manera similar, la medida del momento de inercia de la lámina con 
respecto al eje y, denotado por /,, está dada por 


lím Yu? pa, v) A¡A 


lallao ¿41 


[ | x2p(x, y) dA 


R 


l, 


» EJEMPLO 2 Un alambre recto homogéneo tiene una densidad 
lineal constante de k kilogramos por metro. Calcule el momento de inercia del 
alambre con respecto a un eje perpendicular al alambre que pasa por uno de sus 
extremos. i 


Solución Suponga que la longitud del alambre es de a metros, y que se ex- 
tiende alo largo del eje xa partir del origen. Se determinará el momento de inercia 
del alambre con respecto al eje y. Divida el alambre en n segmentos de modo que 
la longitud del ¡-ésimo segmento es A¡x metros. Entonces, la masa del ¿-ésimo 
segmento es k A¡x kilogramos. Suponga que la masa del ¿-ésimo segmento se 
concentra en un punto u;, donde x;_¡ < u¡ < x;. La medida del momen- 
to de inercia del ¡-ésimo segmento con respecto al eje y se encuentra entre 
kx¡-¡2Ajx y kxf2A¡x y está aproximado por ku;?A¡x. Si el momento de iner- 
cia del alambre con respecto al eje y es [, kilogramos-metro cuadrado, entonces 
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Ll, = lim Shut a Ajx 


llali>o ;= 
a 
= / kx? dx 
0 
2 3 
= ka 
Conclusión: El momento de inercia es ¿ka? kg-m?, 


La suma de los momentos de inercia £, e 1, de una lámina del plano xy se 
denomina momento polar de inercia, y representa el momento de inercia de la 
lámina con respecto al origen o al eje z. 


13.3.2 Definición de momento polar de inercia 


Suponga que se tiene una lámina que ocupa una región R del plano xy 
tal que la densidad superficial en el punto (x, y) tiene medida p(x, y), 
donde p es continua en R. Entonces la medida del momento polar de 
inercia, denotado por lo, está definido por 


lo =- Mm Y tp + - pla, v) AA 


flali>o int 


f (+ pa y) dA 
Roo: ] 


> EJEMPLO 3 Una lámina rectangular homogénea tiene una den- 
* sidad superficial constante de k slugs por pie cuadrado. Calcule el momento de 
inercia de la lámina con respecto a una esquina. 


Solución Suponga que la. lámina está limitada por las rectas x = a, 
y = by los ejes x y y. Refiérase a la figura 2. Si [y slug-pie cuadrado es el 
momento de inercia con respecto al origen, entonces 


tím Y ku? + v2) A¡A 


lall>o ¡= 


= l kQ2 + y2dA 
a 
5 , | (12 + y2) dx dy 
00 
b 
Ea 1,3 21" 
= a lx + xy [lay 


b 
=4/ Ga3 + ay?) dy 
0 


= hkabía? + b?) 


do 


Conclusión; El momento de inercia es +kab(a? + b?) slug-pie?. < 
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FIGURA 3 


El radio de giro de una lámina con respecto a un eje Les la distancia desde 
L a un punto de la lámina en el que puede ser concentrada su masa sin afectar 
su momento de inercia con respecto a £L. Esto es, si la masa M kilogramos 
de la lámina se concentra en un punto ubicado a r metros de L, el momento de 
inercia de la lámina con respecto a L es la misma que la de una partícula 
de masa M kilogramos a una distancia de r metros de L; este momento de iner- 
cia es Mr? kilogramos-metro cuadrado. Así, se tiene la definición siguiente. 


13.3.3 Definición del radio de giro 


Si 7 es la medida del momento de inercia con respecto a un eje £ de una 
lámina y M es la medida de la masa total de la lámina, entonces el radio 
de giro de la lámina con respecto a L tiene medida r, donde 


Val 
"mm 


» EJEMPLO 4 Suponga que una lámina tiene la forma de un. 
semicírculo y que la medida de la densidad superficial de la lámina en cual- 
quier punto es proporcional a la medida de la distancia del punto a partir del 
diámetro. Si la masa se mide en kilogramos y la distancia en metros, calcule 
el radio de giro de la lámina con respecto al eje x. 


Solución Elija los ejes x y y de modo que el semicírculo sea la parte su- 
perior del círculo limitado por la circunferencia 12 + y? = a?, Consulte la 
figura 3. Entonces la densidad superficial de la lámina en el punto (x, y) es ky 
kilogramos-metro cuadrado. Así, si M kilogramos es la masa de la lámina, 
entonces 


M= lím Y kv¡A¡A 


llall>o ¿41 


Si 1, kilogramos-metro cuadrado es el momento de inercia de la lámina con 
respecto al eje x, entonces 


tím Y v? (kv) AJA 


llall=o ¿= 


jo. 
R 


L, 


> 


FIGURA 5 


E] 


Q(U;, Vi FU, v)) 
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0. aan 
=k [19] dx 
/ > 


a 
= 5) (ad — 2a2x? + 1% dx 


4 
-a 


= ik(Qaf - tae ta5) 


= 4ka5 
= ¡5ka 
Por tanto, si r metros es el radio de giro, entonces 


£ ka? 
¡5Ka 
r2= E 


= 249 


De modo que r = l-/T0a. 


Conclusión: El radio de giro es 3 10 a metros. 4 


La integral doble puede emplearse para determinar el área de la porción 


* de la superficie z = f(x, y) que se encuentra sobre la región cerrada R del pla- 


no xy. A fin de mostrar esto, primero se definirá lo que significa la medida de 
esta área y después se obtendrá una fórmula para calcularla. Suponga que f 
y sus primeras derivadas parciales son continuas en R, y que f(x, y) > OenR. 
Sea-A una partición de R de n subregiones rectangulares. El -ésimo rectángulo 
tiene dimensiones Ax unidades y A;,y unidades y un área de A¡A unidades 
cuadradas. Sea (u;, v;) cualquier punto del ¡-ésimo rectángulo, y considere el 
plano tan-gente a la superficie en el punto Q(u;, v;, f(u;, v;)). Proyecte verti- 
calmente hacia arriba el ¿-ésimo rectángulo sobre el plano tangente y sea AO 
unidades cuadra-das el área de esta proyección. La figura 4 muestra la región 
R, la porción de la superficie sobre R, la ¿¡-ésima subregión rectangular de R 
y la proyección del ¡-ésimo rectángulo sobre el plano tangente a la superficie 
en O. El número A;O es una aproximación de la medida del área de la por- 
ción de la superficie que se encuentra sobre el ¿-ésimo rectángulo. Comoexisten 
n de estas porciones, la suma y 


y Ajo 
ii 


es una aproximación de la medida gd del área de la porción de la superficie 
ubicada sobre R. Esto conduce a definir O como-sigue: 


rn 
o= lim Y Ajo (3) 
laf>o ¿21 
A continuación se obtendrá una fórmula para calcular este límite. Para esto, se 
deducirá una fórmula a fin de calcular Ajo como la medida del área de un 
paralelogramo. Conel fin de simplificar los cálculos se toma el punto (u;, v;) del 
i-ésimo rectángulo como el vértice (x;- 1, y;_1). Sean A y B los vectores que 
tienen como representaciones los segmentos de recta dirigidos cuyo punto ini- 
ciales Q y que forman dos lados adyacentes del paralelogramo cuya área es A¡O 
unidades cuadradas. Refiérase a la figura 3. Así, Ajo = [A x B|]. Como 


A = Ajxi + fíu, v)Aj¡xk y B=Ajyj + f/(U;, v¡JA¡yk 
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entonces i j k 


AxB=|Aajx 0  f(4,0)Ax 
0 Ay f,(u,U) Ajy 
= —A¡x Ajyfdut; vyi — Ajx Ajyfy (a, vpj + Ajx Ajyk 
Por tanto, 
40 = [a x Bl 


5 ¡Le (ui, Y) + fu, v¡) + 1 Ajx Ajy 


Al sustituir esta expresión por A;¿C en (3) se tiene 


n 


o= lim Du, vi) + fu, vi) + 1. A/x Ajy 


llali>o i=j 


Este límite es una doble integral que existe sobre R debido a la continuidad de 
f, y f, en R. De este modo se tiene el teorema siguiente. 


13.3.4 Teorema 


Suponga que f y sus primeras derivadas parciales son continuas en la 
región cerrada R del plano xy. Si ( unidades cuadradas es el área de 
la superficie z = f(x, y) que se encuentra sobre R, entonces 


O = f LC Ex y) + (o y) + 1 dx dy 
) 


» EJEMPLO 5 Calcule el área de la superficie en el primer octante 
cortada en el cilindro 1? + 22 = 16 por los planos x = 0,x = 2, y =-0 y 
y =3. 


Solución La superficie dada se muestra en la figura 6. La región R 
es el rectángulo en el primer cuadrante del plano xy limitado por las rectas 
x = 2, y = 3. La superficie tiene la ecuación x? + 22 = 16. Si se despeja 

E y Ñ MU a $ 
z en la ecuación anterior se obtiene z = ./16 — x%. Por tanto, f(x, y) = 


3 y 16 — x? . De modo que si O unidades cuadradas es el área de la superficie, 
> entonces, por el teorema 13.3.4, 
f IIA, y) + LG y) + l dx dy 
R 
3 p2 i 5 
xk 
—“—=| +0+1ldx dy 
f l ME e =) 
3/2 
o Jo 16 — x? 
3 
2 
al [sen=! tx] dy 
A 0 
3 


«| tady 
0 


= 21 


Conclusión: El área de la superficie es 27 unidades cuadradas. d 


o 


FIGURA 6 


hi 


FIGURA 7 
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Considere ahora la curva y = F(x) con a < x < b, F(x) > 0 para 
toda x de [a, b] y F' continua en [a, b]. Si esta curva se gira alrededor del eje 
x, se obtiene una superficie de revolución. De la sección 10.6, una ecuación 
de esta superficie es 


y? + 22 = [F(o)]? (4) 


La figura 7 muestra la superficie de revolución. En esta figura el plano xy 
se encuentra en el plano de esta hoja; sin embargo, se tiene un sistema 
coordenado derecho. Se desea obtener una fórmula para calcular el área de 
esta superficie de revolución empleando el teorema 13.3.4. De las propieda- 
des de simetría, el área de la superficie ubicada por arriba del plano xz y frente 
al plano xy es un cuarto del área de la superficie completa. Al resolver (4) 
para z y no tomando en cuenta la raíz cuadrada negativa puesto que z > O, 
se tiene f(x, y) = ¿LEGOY> — y?. La región R del plano xy es la región li- 
mitada por el eje x, la curva y = F(x) y las rectas x = a y x = b. Si se 
calculan las derivadas parciales de f se obtiene 


FCOF'G0) A =y 
Ll y) = === fa y = => 
JTEGOP - y? : LEGOP = y? 


Se observa que f(x, y) y f(x, y) no existen en parte de la frontera de R (cuan- 
doy = —F(x) y cuando y = F(x)). La integral doble que se obtiene a partir del 
teorema 13.3,4 es 


IN [CONGO a Por + 1 dy dx 


TFR - y? 7 [FOR - 
F F' 2, 1 
-f FGOJFCOP +1 (OR + de 
MEET 


Esta doble integral es impropia debido a que el integrando tiene una dis- 
continuidad infinita en cada punto de la frontera de R donde y = -F(x) y en 
donde y = F(x). En consecuencia, se evalúa la doble integral como una in- 
tegral iterada para la cual el integrando interior es impropio. Si d unidades 
cuadradas es el área de la superficie de revolución, entonces 


b Fo 
7 dy 
o=4 FOIE COP + y ————— dx (5) 
f o [FO - y? 


F(x) 
dy 


b 
rl ÓN 5] == 
o y[FGOT - y o ¡[Fw - y? 
ES : a Y 
o [sen 5), 
NM _b 
a ¡Un ás F(x) 


= cl 
= ¿5 


Por tanto, de (5), 


b 
o = | FOO(F COR + 1de" 


Este resultado se establece como un teorema, donde F se sustituye por f. 
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13.3.5 Teorema 


Suponga que la función f es positiva en [a, b] y que f' es continua 
en [a, b]. Si O unidades cuadradas es el área de la superficie de revolu- 
ción que se obtiene al girar alrededor del eje x la curva y = f(0), con 


asx< 


b, entonces 


b 
- 2. | FOJUFCOP + Lax 


y » EJEMPLO 6 


y=2p 


112,112 


FIGURA $ 


2 


0 


h 


Calcule el área del paraboloide de revolución gene- 


rado al girar la mitad superior de la parábola y? = 4px, con 0 <x < h, 
alrededor del eje x. 


Solución En la figura 8 se muestra el paraboloide de revolución. Si se 
despeja y en la ecuación de la parábola, con y > 0, se obtiene y = 2p12x1P, 
De modo que si O unidades cuadradas es el área de la superficie, entonces 
por el teorema 13.3.5, con f(x) = 2p"?x!2?, 


2.22 1P , 1ax 
Xx 
h 
emp! JP + x dx 
0 


h 
2 3n 


Hp(p + hy — p?) 


Conclusión: Elárea del paraboloide derevoluciónes ¿x(/p(p + hy — p?) 
unidades cuadradas. 


EJERCICIOS 13.3 


En los ejercicios 1 a 12, calcule la masa y el centro de masa de la 
lámina si se considera la densidad superficial como se indica. 


masa se mide en kilogramos y la distancia en metros. 


1. Una lámina tiene la forma de una región rectangular limitada 


por las rectas x = 3 y y = 2 y los ejes coordenados. 


densidad superficial en cualquier punto es xy? kilogramos 


por metro cuadrado. 


2. Una lámina tiene la forma de una región rectangular aco- 


tada por las rectas x = 4 y y = 5 y los ejes coordenados. 


La densidad superficial en cualquier punto es (x? + y) 


kilogramos por metro cuadrado. 


3. Una lámina tiene la forma de una región triangular cuyos 


4. 
La 
La 5 
6. 
7. 


lados son los segmentos de los ejes coordenados y la recta 
x + 2y = 6. La densidad superficial en cualquier punto es 


y? kilogramos por metro cuadrado. 


Una lámina tiene la forma de la región del primer cuadrante 
limitada por la parábola y = x?, la recta y = 1 y el eje y. 
La densidad superficial en cualquier punto es (x + y) ki- 
logramos por metro cuadrado. 


Una lámina tiene la forma de la región del primer cuadrante 
acotada por la parábola x? = 8y, la recta y = 2 y el eje y. 
La densidad superficial varía como la distancia desde la recta 
y =-l. 

Una lámina tiene la forma de la región limitada por la curva 
y = e*, la rectax = 1 y los ejes coordenados. La densidad 
superficial varía como la distancia desde el eje x. 


Una lámina tiene la forma de la región del primer cuadrante 
acotada por la circunferencia 1? + y? = a? y los ejes 
coordenados. La densidad superficial varía conforme a la 
suma de las distancias a los dos lados rectos. 


10. 


11. 


12. 
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Una lámina tiene la forma de la región limitada por el trián- 
gulo cuyos lados son los segmentos de los ejes coordenados 
y la recta 3x + 2y = 18. La densidad superficial varía 
como el producto de las distancias a los ejes coordenados. 


Una lámina tiene la forma de la región acotada por la curva 
y = senx y elejexdesdex = O hastax = mm. La densidad 
superficial varía conforme a la distancia desde el eje x. 


Una lámina tiene la forma de la región limitada por la curva 
y = Yx y la recta y = x. La densidad superficial varía 
como la distancia desde el eje y. 


Una lámina tiene la forma de la región del primer cuadrante 
acotada por la circunferencia x? + y? = 4 y la recta 
x + y = 2. La densidad superficial en cualquier punto es 
xy kilogramos por metro cuadrado. 


Una lámina tiene la forma de la región limitada por la 
circunferencia x? + y? = 1 y las rectas x = lyy=1 
La densidad superficial en cualquier punto es xy kilogra- 
mos por metro cuadrado. 


En los ejercicios 13 a 18, calcule el momento de inercia de la 
lámina homogénea con respecto al eje indicado si la densidad 
superficial es k kilogramos por metro cuadrado y la distancia se 
mide en metros. 


13. 


14, 
15. 


16, 


17 
18. 


Una lámina tiene la forma de la región limitada por 
4y = 3x,x = 4 yel eje x; con respecto al eje x. 


La lámina del ejercicio 13; con respecto a la rectax = 4. 


Una lámina tiene la forma de la región acotada por la cir- 
cunferencia de radio a metros; con respecto a su centro. 
Una lámina tiene la forma de la región limitada por la pará- 
bolax? = 4 - 4y y el eje x; con respecto al eje x. 

La lámina del ejercicio 16; con respecto al origen. 

Una lámina tiene la forma de la región acotada por un 
triángulo cuyos lados miden a metros, hb metros y c me- 
tros; con respecto al lado que mide a metros. 


En los ejercicios 19 a 22, determine para cada lámina lo siguien- 
te: (a) el momento de inercia con respecto al eje x, (b) el momento 
de inercia con respecto al eje y, (c) el radio de giro con respecto 
al eje x, (d) el momento polar de inercia. 


19, 
20. 
21. 
22. 
23. 


La lámina del ejercicio 1. 

La lámina del ejercicio 4. 

La lámina del ejercicio 9, 

La lámina del ejercicio 10. 

Una lámina tiene la forma de la región acotada por la pará- 
bolay = 2x - x? yel eje x. Calcule el momento de inercia 
de la lámina con respecto a la recta y = 4 si la densi- 
dad supeficial varía como la distancia desde larectay = 4. 
La masa se mide en kilogramos y la distancia en metros. 
Una lámina homogénea de k slugs por pie cuadrado de 
densidad superficial tiene la forma de la región limitada por 
lacurvax = ,fy, el eje x y la rectax = a, donde a > 0. 


Calcule el momento de inercia de la lámina con respecto a la 
recta x= 4. 


25. Determine el área de la superficie cortada en el plano 


2x + y + 2 = 4 por los planos x = 0,x = l,y=0 y 
y=l 


2x+r14+2=4 


: A E 


So 
A 


26, Calcule el área de la superficie cortada en el plano 


:2- 2x- y = 5 por los planos x =0,x = 2, y =0 y 
y=4, 


27. Obtenga el área de la porción de superficie del plano 36x + 


l6y + 9z = 144 cortada por los planos coordenados. 


28. Determine el área de la superficie cortada en el plano 


z = ax + by por los planos x =0,x=a, y=0 y 
y = bidondea>0yb>0. 


29. Calcule el área de la superficie del primer octante cortada en 


el cilindro x? + y? = 9 porel plano x = z. 
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30. Obtenga el área de la superficie cortada en el cilindro x? + 37. Se gira el segmento de recta del origen al punto (a, b) alre- 


y? = 25 por los planos x = 0,x = l,z =lyz= 3. dedor del eje x. Determine el área de la superficie del cono 
generado. 

ñ 38. Deduzca una fórmula para calcular el área de la superficie de 

+ y?=25 4 una esfera al girar una semicircunferencia alrededor de su 


diámetro. 


ED 39, Calcule el área de la superficie de revolución generada al 
N girar el arco de la catenaria y = a cosh(x/a) desde x = 0 
hasta x = a alrededor del eje y. 


A . 40. Determine el área de la superficie de revolución que se ob- 

a cl , $ ; tiene al girar alrededor del eje x la catenaria del ejercicio 39. 
3505 ) : 

x cs 41. El lazo de la curva 18y? = x(6 — x)? se gira alrededor del 


eje x. Obtenga el área de la superficie de revolución generada. 


31. Sea R la región triángular del plano xy con vértices en 42. Calcule el área de la superficie de revolución generada al 


(0, O, 0), (0, 4, 0) y (2, 4, 0). Determine el área de la su- girar el arco de la curva y = Inx desde x = ] hastax = 2 

perficie de la parte de la gráfica de z — 5x — y? = 2 que alrededor del eje y. 

se encuentra sobre R. 43. Una lámina homogénea de kslugs por pie cuadrado de densi- 
0 032. Calcule el área de la superficie del primer octante cortada en dad superficial tiene la forma de la región limitada por un 


triángulo isósceles cuya base mide b pies de longitud y su al- 
tura A pies de longitud. Determine el radio de giro de la 
Vámina con respecto a su recta de simetría. 


el conox? + y? = 2 porel planox + y = 4. 


z 433. Obtenga el área de la porción de superficie del cilindro x? + 
1 


2=4 que está dentro del cilindro 2 + y = 4, . 
Suponga que f y sus primeras derivadas parciales son con- 


tinuas en una región cerrada R del plano xy. Demuestre que 
si O unidades cuadradas es el área de la porción de la su- 
35. Calcule el área de la porción de superficie del cono x? + perficie z = f(x, y) que se encuentra sobre R, entonces 


y? = 22 ubicada entre el cilindro y? = x y el plano x — 


y =2. 
O = J l Ve(x, y. 2) ll dx dy 
R 


2 


ES 


Determine el área de la porción de superficie del cono x” + 
2 


y? = 2? que seencuentra dentro del cilindrox? + y? = 2x. 


dl Obtenga el área de la porción del plano x = z que está 
y 


entre los planos y = 0 y y = 6 y dentro del hiperboloide 
9 —- 4y + 162 = 144, donde g(x, y, ) = z — f(x, y) 


13.4 INTEGRALES DOBLES EN COORDENADAS POLARES 


A fin de definir la integral doble de una función en una región cerrada del plano 
coordenado polar, primero se considera el tipo más simple de región. Sea R la 
región limitada por los rayos 8 = a y € = $ y las circunferencias r = a y 
r = b.Sea A la partición de esta región que se obtiene al dibujar rayos que 
pasen por el polo y circunferencias con centro en el polo. Refiérase a la figura 
l, la cual muestra una red de subregiones denominadas rectángulos cur- 
vados. La norma || A Il de la partición es la longitud de la mayor diagonal de 
los rectángulos curvados. Sea n el número de subregiones y sea A;A unidades 
cuadradas el área del ¡-ésimo rectángulo curvado. Como el área de la ¡-ésima 
subregión es la diferencia de las áreas de dos sectores circulares, entonces 


AJA = ¿r M0; — Oj1) — ¿ri 100, — 0,1) 
= 31, — ri «ej + ri 16; 6-1) 
Sean F¡= Hr; + r¡-1),A¡r = r¡ — rilj, y Aj0 = 0, — 6,_¡. Entonces 


A¡A = r¡Aj¡rA;¡0 


- 


FIGURA 3 


2=fír, 0) 
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Tome el punto (F,, 6;) en la ¡-ésima subregión, donde 0,_, < 6, < 8) y 
forme la suma 


y FE 0) A¡A = y FE 8) Fi Ajr A; 9 
¡=1 d=1 
Se puede demostrar que si fes continua en la región R, entonces el límite de 


esta suma, conforme ||A|| tiende a cero, existe y se considerará como la 
integral doble de fen R. De este modo se puede escribir 


lím Y A(7, 8) 8,4 = [ fr, 6) da 


llaliso 
R 
=>  lím y FCE ONF; Ar Aj0 = f fr, Or dr d0 
hallo ¿mi > 


Observe que en coordenadas polares, dA = r dr d6. 
También puede demostrarse que la integral doble es igual a una integral 
iterada que tiene una de las dos formas posibles: 


B pb 
j j fr, O r dr d9 
a a 


bob 
J J fr, O)r dO dr 


Es posible definir la integral doble de una función continua f de dos va- 
riables en regiones cerradas del plano coordenado polar de manera diferente a 
la anterior. Por ejemplo, considere la región R limitada por las curvas 
r = Q1(0) y r = $2(0), donde $, y $, son funciones lisas, y por las rectas 
9 = ay O = f. Consulte la figura 2. En la figura, $,(0) < H,(0) para 
toda O del intervalo cerrado [a, 8]. Entonces se puede demostrar que la doble 
integral de fen R existe y que es igual a una integral iterada, obteniéndose 


B /+0) 
f f0r,OJdA = J J fr, Or dr d0 
R a $110) 


Si la región R está limitada por las curvas O = Xx, y 0 = 20M, donde Xx, Y 
Xx, son funciones lisas, y por las circunferencias r = a y r = b, como se 
muestra en la figura 3, donde 210) < O) para toda r del intervalo cerrado 


[ fr, O) da 


R 


La, b], entonces 


bx E 
f fr,0O)da = J J fr, Or dO dr 
a J xt) 


R 


La integral doble de una función en unaregión cerrada del plano coordenado 
polar puede considerarse como la medida del volumen de un sólido emplean- 
do coordenadas cilíndricas. La figura 4 muestra un sólido que tiene como base 
a la región R del plano coordenado polar y limitado superiormente por la su- 
perficie z = f(r, 0), donde f es continua en R y f(r, 0) > O en R. Considere 
una partición de R, la cual proporciona una red de n rectángulos curvados. 
Construya los n sólidos para los cuales el ¡-ésimo sólido tiene como base al 
i-ésimo rectángulo curvado y cuya altura es f(r,, 6) unidades, donde (7;, 6) 
pertenece a la ¡-ésima subregión. La figura 4 muestra el ¿-ésimo sólido. La 
medida del volumen del ¡-ésimo sólido es 
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FE; 0) AJA = f(F,, 0)r; Ajr A/O 
La suma de las medidas de los n sólidos es 


Y A, 0,7; Ajr AjO 


r=1 


Si V unidades cúbicas es el volumen del sólido dado, entonces 


V= lim Y f(G, 0)7¡Ajr A¡0 


llali>o 53 
= f fr, O)r dr de (69) 
R 


» EJEMPLO 1 Calcule el volumen del sólido del primer octante 
limitado por el cono z = r yel cilindro r = 3 sen 6. 


Solución El sólido y el ¡-ésimo elemento de volumen se muestran en la 
figura 5. Al utilizar (1) con f(r, 0) = r, y si V unidades cúbicas es el volumen 
del sólido dado, entonces 


Vv 


lim > ri; riArAj0 
pen, 277 A 


f r? dr de 

y 1/2 p3senG 

[ [ r? dr de 
0 0 


xp2 
[, brrrtao 
0 Ñ 


T 
o] send0 dO 
0 


Ñ 


13 


-9 cos O + 3 cos? 8]. 


=6 


Conclusión: La medida del volumen es 6 unidades cúbicas. 4 


z (F, 8, £(F, 8) 
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FIGURA 6 


» EJEMPLO 2 Calcule la masa de la lámina que tiene la forma de 
la región limitada por la semicircunferenciar = acos0,0 < O < ¿7 y cuya 
densidad superficial en cualquier punto es proporcional a la medida de su dis- 
tancia desde el polo. La masa se mide en kilogramos y la distancia en metros. 


Solución La figura 6 muestra un dibujo de la lámina y del ¡-ésimo 
rectángulo curvado. La densidad superficial en el punto (r, 0) es kr kilogramos 
por metro cuadrado, donde k es una constante. Si M kilogramos es la masa 
de la lámina, entonces 


lim > (kr¡) Fr; Ajr A¡0 


lali>o E; 


f kr? dr d6 
di Af2 pacosQ 
= «| | r? dr d0 
0 0 


al 
= ina | cos? 0 d0 
0 


M 


' 


n/2 
= ¿ha [sen 8 - l seno] 


—. Vlad 
= ¿ka 


Conclusión: La medida de la masa es ¿ha? kilogramos. d 


» EJEMPLO 3 Obtenga el centro de masa de la lámina del ejemplo 2. 


Solución Sean x y y las coordenadas cartesianas del centro de masa 
de la lámina, donde, como es costumbre, el eje x está ubicado sobre el eje polar 
y el eje y se encuentra sobre el eje ¿KT Sea (x;, y¡) la representación en 
coordenadas cartesianas del punto (r,, 9;). Si M, kilogramos-metro es el mo- 
mento de masa de la lámina con respecto al eje x, entonces 
” 
M, = lím Y y,(kr¡)7¡A¡r A¡0 


lali=o E 


Al sustituir y, por F, sen 6; se obtiene 


lím Y krj? sen 9; Ajr Aj¡0 


M. 
*lalioo 


i=1 


f kr3 sen O dr d6 


R 
Tp pacos9 
= :| / r? sen O dr d0 
0 0 


2 
= tna cos? O sen 9 40 
0 


n/2 
== 5 ka? cos5 o] E 
0 


— lhp4 
= 3 Xa 
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FIGURA 7 


Si M, kilogramos-metro es el momento de masa de la lámina con respecto al eje 
y, entonces 
M, = lim Nx (kr) F; Ajr Aj0 
llall»o 


p 


Al reemplazar x, por 7; cos 6; resulta 


M, = lim Y kr cos 6; Ajr A¡0 
llall>o E; 
== f kr3 cos O dr d6 
R 
a pacos6 
= «| [ r3 cos 6 dr de 
1) 0 
m2 
= ixas| cos: 640 
a x/2 
= $ ha*|sen 0 - ¿send0 + + sense] 
0 
Por tanto, 
5 M, y M, 
a INE 
E E ka? E y ka? 
340 2 
= ¿a = ya 
Conclusión: El centro de masa se encuentra en el punto (2a, a). d 


El ejemplo siguiente muestra cómo puede calcularse el área de una región 
del plano polar mediante la integración doble. 


» EJEMPLO 4 Calcule por medio de integración doble el área de 
la región limitada por una hoja de la rosa r = sen 36. 


Solución La región y el ¡-ésimo rectángulo curvado se muestran en la 
figura 7. Si A unidades cuadradas es el área de la región, entonces 


A= Im YAA 


lalo 


= lím Sr Ajr A¡0 


lalo < 


f r dr d0 
R 
rj3 psen30 
| | rdr d0 
0 0 
3 


al 
= 3 sen? 38 d8 
0 


Ñ 


FIGURA 8 
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x/3 


Conclusión: El área es ¡5 7 unidades cuadradas. < 


En ocasiones resulta más fácil evaluar una integral doble empleando 
coordenadas polares en lugar de coordenadas cartesianas, como se muestra en 
los ejemplos siguientes. 


» EJEMPLO 5 Evalúe la integral doble 


f ecut+y da 
R 


donde la región R se encuentra en el primer cuadrante y está limitada por la 
circunferencia x2? + y? = a? y los ejes coordenados. 


Solución Comox? + y? = r?, y dA = rdr d6, entonces 


f ectr)dda = l e? rdrd6 
R 


R 
al a 
j e? rdrd0 


a/2 
el| (7? — 1) d0 
0 


1/2 


l 


- Her? - be] 
0 
Lal - et) 4 


» EJEMPLO 6 Calcule el área de la superficie del paraboloide 
z = x2 + y? que se encuentra debajo del plano z = 4. 


Solución Lafigura8 muestra la superficie dada. De la ecuación del para- 
boloide se ve que f(x, y) = x? + y?. La región cerrada del plano xy limitada 
por la circunferencia x? + y? = 4es la región R. Si unidades cuadradas es 
el área de la superficie requerida, entonces, por el teorema 13.3,4, 


O 


| LOCA y) + fo y) + 1 de dy 


j Jar + y?) +1 dx dy 


Como el integrando contiene el término 4(1? + y?2), la evaluación de la integral 
se simplifica al utilizar coordenadas polares. Así, x2? + y? = r?, Puesto 
que dx dy = dA, entonces dx dy = rdrd8. Además, los límites para r son de 
0 a 2 y los límites para 9 son de 0 a 277. Por tanto, 
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z 


2 


FIGURA 9 


Q 
l 


f Ar? + 1 r dr d6 
R 


27 p2 
| | J4r? +1 r dr d0 
0 0 


2x1 
2 
| E (4r? + py] de 
0 0 


¿(19,17 =- 1) 


Conclusión: El área de la porción del paraboloide que se encuentra debajo 
del plano dado es 3 x1(17./17 — 1) unidades cuadradas. 4 


» EJEMPLO 7 Calcule el área de la mitad superior de la esfera 
24 y?422= 2 


Solución La semiesfera se muestra en la figura 9. Al despejar z en la 
ecuación de la esfera y considerando esto igual a f(x, y) se obtiene 


fu y = Jal - x? - y 


Como 
=X Y 
Ly = ERE Y SA 


f. y f, no están definidas en la circunferencia x? + y? = a?, la cual es la 
frontera de la región R del plano xy. Además, la integral doble que se obtiene 
al aplicar el teorema 13.3.4 es 


li Ja y - y? 09) 


la cual es impropia debido a que el integrando tiene una discontinuidad infinita 
en cada punto de la frontera de R. Esta situación puede evitarse al considerar la 
región R' como aquella limitada por la circunferencia x? + y? = b?, donde 
b < a, y tomar el límite cuando b > a”. Además, el cálculo se simplifica si 
la integral doble se evalúa mediante una integral iterada en la que se utilizan 
coordenadas polares. De este modo, si O unidades cuadradas es el área de la 
semiesfera, entonces 


b p2xn 
a 
o = r dr 
pa | AA d9 
b 
= 2xa ip. | A r 
b>a 0 ya? Es y? 


b 
2ra lim |-,/a? — rl, 
b>a V 


2ra ptm [-/a? -b+a 


= 21a? 


1 


Conclusión: El área de la semiesfera es 2714? unidades cuadradas. 4 
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EJERCICIOS 13.4 


En los ejercicios | a 6, utilice integrales dobles para calcular el 
área de la región, 
1. Laregión ubicada dentro de la cardioide r = 2(1 + sen 0). 
Una hoja de la rosa r = acos 26. 


3. La región ubicada dentro de la cardioide r = a(1 + cos 0) 
y fuera de la circunferencia r = a. 


4. Laregión ubicada dentro de la circunferenciar = 1 y fuera 
de la lemniscata r? = cos 26. 
5. La región que se encuentra dentro del lazo más grande del 
caracol 
r = 2-4senQ 
y fuera del lazo pequeño. 


6. La región ubicada dentro del caracol r = 3—cos 0 y fuera 
de la circunferencia r = 5 cos O. 


En los ejercicios 7 a 12, obtenga el volumen del sólido. 


7. El sólido limitado por el elipsoide 2? + 9r? = 9. 


z 
Zar=4 ' 
¡ 
4 
4 


9. El sólido cortado en la esfera 2? + y? = 16 porel cilindro 
r = 4c0s 6. 
2 
Z2+ri=16 | 4 
E y r=4c050 


10. El sólido sobre el plano polar limitado por el conoz = 2r y 
el cilindro r = 1 — cos 6. 


r=1-cos0 


11. El sólido limitado por el paraboloide z = 4 — r?, el cilin- 
dro r = | y el plano polar. 

12, El sólido ubicado por arriba del paraboloide ¿ = r? y por 
debajo del plano z = 2r sen 6. 


En los ejercicios 13 a 19, calcule la masa y el centro de masa de 
la lámina si la densidad superficial es la que se indica. La masa 
se mide en kilogramos y la distancia en metros. 


13. Una lámina tiene la forma de la región del ejercicio 1. La 
densidad superficial varía conforme cambia la distancia me- 
dida desde el polo. 
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14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


Una lámina tiéne la forma de la región del ejercicio 2. La 
densidad superficial varía como la distancia medida desde 
el polo. 2 

Una lámina tiene la forma de la región acotada por el cara- 
col r = 2 — cos 6. La densidad superficial varía como la 
distancia medida desde el polo. 


Una lámina tiene la forma de la región acotada por el ca- 
racol r = 2 +c086,0 < O < 7, y el eje polar. La den- 
sidad superficial en cualquier punto es k sen € kilogramos 
por metro cuadrado. 


La lámina del ejercicio 16. La densidad superficial en cual- 
quier punto es kr sen 0 kilogramos por metro cuadrado. 


Una lámina tiene la forma de la región del ejercicio 6. La 
densidad superficial varía como la distancia medida desde 
el polo. 

Una lámina tiene la forma de la región acotada por el lazo 


pequeño del caracol del ejercicio 5. La densidad super- 
ficial varía como la distancia medida desde el polo. 


En los ejercicios 20 a 24, calcule el momento de inercia de la 
lámina con respecto al eje o punto indicado si la densidad su- 
perficial es la que se indica. La masa se mide en kilogramos y 
la distancia en metros. 


20. 


21. 


22. 


23, 


25. 


26. 


27. 


Una lámina tiene la forma de la región limitada por la 
circunferencia r = sen 6; con respecto al eje ¿3h La den- 
sidad superficial en cualquier punto es k kilogramos por 


metro cuadrado. 


La lámina del ejercicio 20; con respecto al eje polar. La 
densidad superficial en cualquier punto es k kilogramos 
por metro cuadrado. 


Una lámina tiene la forma de la región acotada por la car- 
dioide r = a(l - cos 8); con respecto al polo. La den- 
sidad superficial en cualquier punto es k kilogramos por 
metro cuadrado. 


Una lámina tiene la forma de la región limitada por la car- 
dioider = a(l + cos 8) y la circunferenciar = 2acos 8; 
con respecto al polo. La densidad superficial en cualquier 
punto es k kilogramos por metro cuadrado, 


. Una lámina tiene la forma de la región acotada por la 


lemniscata r? = a? cos 26; con respecto al eje polar. La 
densidad superficial en cualquier punto es k kilogramos 
por metro cuadrado. 


Una lámina homogénea tiene la forma de la región limitada 
por un lazo de la lemniscata r? = cos 26. Calcule el radio 
de giro de la lámina con respecto a un eje perpendicular al 
plano polar que pase por el polo. 


Una lámina tiene la forma de la región acotada por la 
circunferencia r = 4, y la densidad superficial varía con- 
forme la distancia medida desde el polo. Determine el ra- 
dio de giro de la lámina con respecto un eje perpendicular 
al plano polar que pase por el polo. 


Evalúe por medio de coordenadas polares la integral 


[feto 
R 


28. 


29, 


donde R es la región limitada por las circunferencias 1? + 
yY=lyx+y=9, 


Evalúe por medio de coordenadas polares la integral 


as 


donde R es la región del primer cuadrante limitada por la 
circunferencia x? + y? = 1 y los ejes coordenados. 


Calcule el área de la porción de la superficie de la esfera 


x? + y? + 22 = 4x cortada por un manto del cono y? + 


PI 


P+y+z=4x 


. Determine el área de la porción de la superficie de la esfera 


1x2 + y? + 22 = 36 que se encuentra dentro del cilindro 


x?+ y? =09. 


124 y?+22=36 


“E 


y 4z?=36 


Qs 


31. Calcule el área de la porción de la superficie de la esfera 


32. 


33 


e 


q 


dry zos que se encuentra dentro del parabo- 
loide x? + y? = 3z. 

Para la esfera y el paraboloide del ejercicio 31, obtenga el 
área de la porción de la superficie del paraboloide que se 
encuentra dentro de la esfera. 


Determine el área de la porción de la superficie xy = az 
del primer octante que se encuentra dentro del cilindro 
+ y = a? 

Calcule el área de la superficie cortada en el paraboloide 
hiperbólico y? — x? = 6z porel cilindro x? + y? = 36, 
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Z 

| (U, Y, W,) 
á 

4 


oK 
(a,b - Ss 
(az bz C7) 
Ss 
(8) - 
Y, 
XxX 
FIGURA 1 
2 
17 
143 
ha 
rt 
po 
a 
4 
- DS 
eS " A y 
pa 1 
Xx ¿7 
Xx a ho 
po 
FIGURA 2 


La extensión de la integral doble a la integral triple es análoga a la extensión 
de la integral simple a la integral doble. El tipo de región más simple en R3 es 
un paralelepípedo rectangular limitado por seis planos: x = ay, x = a, 
y=b,y=b22=CyZ=cCzcona¡ < abi < ba y c1 < c,. Sea 
f una función de tres variables y suponga que f es continua en una región 
S de este tipo. Una partición de esta región se forma al dividir S en cajas 
rectangulares mediante planos paralelos a los planos coordenados. Denote 
tal partición por Á y suponga que se tienen n cajas. Sean A¡V unidades cú- 
bicas el volumen de la ¿-ésima caja. Se elige un punto arbitrario (4;, v;, w;) 
en la ¿-ésima caja y se forma la suma 


Y, fu v;, 1) A/V Mm 
i=l 


Refiérase a la figura 1, la cual muestra el paralelepípedo rectangular junto con 
la ¡-ésima caja. La nerma || A l de la partición es la longitud de la diagonal más 
grande de las cajas. Si las sumas de la forma (1) se aproximan a un límite con- 
forme || A || tiende acero para cualesquiera elecciones de los puntos (u;, v; w;), 
entonces este límite recibe el nombre de integral triple de fen S, y se escribe 


lalo ; ¿m1 


lím y fu; v; w) A/V = ff f y, 2 dV 


Una condición suficiente para que exista la integral triple de fen S es que f 
sea continua en $. 

Así como una integral doble es igual a una integral iterada doble, la inte- 
gral triple es igual a una integral iterada triple. Cuando $ es el paralelepípedo 
rectan-gular descrito anteriormente, y f es continua en $, se tiene entonces 


l ao. O Ñ S0y, 2 de dy de 
q bi 


» EJEMPLO ] Evalúe ia integral triple 


f xy sen yz dV 
Ss 


si $ es el paralelepípedo rectangular limitado por los planos x = X, y = ¿T, 
z = ¿7 y los planos coordenados. 


Solución La figura 2 muestra el paralelepípedo rectangular 5. 


RR pl par 
Ñ xy sen yz dV = / / / xy sen yz dz dy dx 
> 0 J0 0 
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rx pr 2/3 
/ | [=x eos yz], dy dx 


0 0 
n pr 

= / | x(1 — cos 3 1y) dy dx 
0-0 


1 11 
Ka, 
3 3 
" e" 
< 
1 
3|uw 
12) 
O 
a 
ui 
3 
< 
a 
E — 
=) 
a 
> 


A continuación se discutirá cómo definir la integral triple de una fun- 
ción continua de tres variables en una región de R3 diferente de un paralele- 
pípedo rectangular. Sea S la región tridimensional cerrada y limitada por 
los planos x = a y x = b, los cilindros y = H1(x) y y = $200, y las 
superficies z = F¡(x, y) y z = F2(x% y), donde las funciones q ¡, d,, F; y Fa 
son lisas. Trace planos paralelos a los planos coordenados de modo que se for- 
me un conjunto de paralelepípedos rectangulares que cubran toda la región S. 
Los paralelepípedos que se encuentran completamente dentro de $ o en la 
frontera de $ forman una partición A de S. Elija un sistema para numerar de 1 
a n estos paralelepípedos. La norma || A || de esta partición de Ses la longitud 
de la diagonal más grande de los n paralelepípedos. El volumen del 
i-ésimo paralelepípedo es A¡V unidades cúbicas. Sea f una función de tres 
variables continua en $, y sea (u;, v;, w,) un punto arbitrario del ¿-ésimo 
paralelepípedo. Refiérase a la figura 3. 


Forme la suma 


Y (4; Vi, w) A¡V 
i=1 


Si esta suma tiene un límite conforme || A || tiende a cero, y si el límite es in- 
dependiente de la elección de los planos de la partición y de los puntos arbi- 
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trarios (4; v;, w;) en cada paralelepípedo, entonces el límite se denomina 
integral triple de fen S, y se escribe 


lim Y fu, Vi w;) AV = Ml fo, y, Z dV (2) 
llall>o ¿=1 ¿ 


Se puede demostrar, en Cálculo avanzado, que una condición suficiente 
para que el límite de (2) exista es que f sea continua en $. Además, con la 
condición impuesta a las funciones $ 1, $», F'¡ y F» de que sean lisas, también 
es posible demostrar que la integral triple puede evaluarse mediante la integral 
iterada 


brólnd pay) 
J J j f(x, y, 2) dz dy de 
a “(0 “Fiy 
Así como la integral doble puede interpretarse como la medida del área 
de una región plana cuando f(x, y) = 1enR, la integral triple puede interpre- 


tarse como la medida del volumen de una región tridimensional. Si f(x, y, y = 1 
en $, entonces (2) se transforma en 


lim D, A/V = If dv 
lallso ¿=1 ¿ 


de modo que la integral triple es la medida del volumen de la región S. 


» EJEMPLO 2 Calcule el volumen del sólido del ejemplo 3 de la 
sección 13,2 mediante integración triple. 


Solución El sólido se encuentra sobre el plano xy y está limitado por 
el paraboloide elípticoz = x? + 4y? y el cilindro x? + 4y2 = 4. Consulte 
la figura 4. Si V unidades cúbicas es el volumen del sólido, entonces 


V= lim > Ay 


llallao ¿=1 


ff 


donde $ es la región limitada por el sólido. Los límites de z son de O (el valor 
de z en el plano xy) a 2+ 4y? (el valor de z en el paraboloide elíptico). 
Los límites de y para un cuarto del volumen son de 0 (el valor de y en plano xz) 


a 3v44 — x? (el valor de y en el cilindro). Los límites de x para el primer 
octante son de O a 2. Al evaluar la integral triple por medio de una integral 
iterada se obtiene 
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Vaor?l2 ptr ay? 
A AR 


ia 
sf IÑ (12 + 4y2) dy dx 


Ésta es la misma integral iterada doble que se obtuvo en el ejemplo 5 de la 
sección 13.2, por lo que el resto de la solución es la misma. 


< 


P EJEMPLO 3 Calcule el volumen del sólido limitado por el ci- 
lindro x? + y? = 25, el planox + y + z = 8 y el plano xy. 


Solución El sólido se muestra en la figura 5. Los límites de z para la in- 
tegral iterada son de 0 a8 — x — y (el valor de z en el plano). Los límites de 
y se obtienen de la frontera de la región en el plano xy, la cual es la circunfe- 
rencia x2? + y? = 25. Por tanto, los límites para y son de -425 — x? a 


4/25 — x?. Los límites para x son de -5 a 5. Si V unidades cúbicas es el 
volumen das entonces 


V= lim > AV 
llaii>o 57 


Es 

25 x2 8-x-y 
ñ ¡pa dz dy dx 
-5 0 

7 Y? 
y j (8 — x — y) dy dx 
a 25-12 


4/25 - x? 
= le = x)y = 1] L.. dx 
E 24/25 = y? 


5 
=2/ (8 - 9425 — x2dx 


' 
1 
1 
' 

1 


5 Ss 
15] | 425 — x2 (-2x) dx 


x 5 5 
5 
FIGURA 5 = 16(4x/25 17 + E senil a) + 205 29] 
= 2007 
Conclusión: El volumen es 20077 unidades cúbicas. d 


» EJEMPLO 4 Calcule la masa del sólido ubicado por arriba del 
plano xy y limitado por el cono 9x2 + 22 = y? y el plano y = 9 si la medida 
de la densidad volumínica en cualquier punto (x, y, z) del sólido es proporcional 
a la medida de la distancia del punto al plano xy. La densidad volumínica se 
mide en kilogramos por metro cúbico. 


Solución La figura 6 muestra el sólido. Sean M kilogramos la masa 
del sólido. La densidad volumínica en cualquier punto (x, y, z) del sólido es kz 
kilogramos por metro cúbico, donde k es una constante. Si (u;, v;, w;) es cual- 
quier punto del ¿-ésimo paralelepípedo rectangular de la partición, entonces 


= lim 
4 llallzo 


=] 


9 
al 
0 


FIGURA 6 


729 
“as k 


Conclusión: La masa es 


Ml kz dV 
$ ¡e 
9 y/3 yy?-91? 
2] j / 2 dz dy dx 
0 0 0 
9 py3 
2 
= 2 ! p 2 | 
00 0 


y13 

J (Y? - 9%) didy  * 
0 

9 


3 
uf ya 
0 
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Y ku; A¡V 


¡y -9y2 
dx dy 


729 a 
3 Kk Kilogramos. 


EJERCICIOS 13.5 


En los ejercicios 1 a 8, evalúe la integral iterada. 


loplox p. 14y? 
1. li | / x dz dy dx 
o 0 2y 
2 px prtay 
asa 
10% 
lpx pxty 
3, j / ! (x + y 4 2) dz dy dx 
o 0 0 
2 Jay 2-y 
4. / il | z dx dz dy 
o 0 0 
D ple pala 
5, J J / y In z tan x dx dz dy 
Ive 0 
2 py? pInx 
6. J Ñ J ye? dz dx dy 
ly 0 
m2 pnl px 
7. / j / cos 2 dy dx dz 
o. “o ; 
2 py p vá 
8. Z 
NA 12422 


En los ejercicios 9 a 18, evalúe la integral triple. 


dx dz dy 


9. Il y dV si S es la región limitada por el tetraedro formado 
porel plano 12x + 20y + 152 = 60 y los planos coordenados. 


10. (2 + 2) dí si S es la región del ejercicio 9. 
5 


11. 


15 


Y. 


13, 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


E dV si S es la región acotada por el tetraedro cuyos 


s 
vértices son (0, 0, 0), (1, 1, 0), (1, 0, 0) y (1, 0, 1). 


yz dV si S es la región del ejercicio 11. 


s 


Ml xy dV si S es el paralelepípedo rectangular del primer 


s 
octante limitado por los planos coordenados y los planos 
x=2y=J3y2=4 


If x dY si S es el tetraedro delimitado por los planos 
5 

x+2y+32=6:x=0,yy =0yz=0. 

1] dV si S es la región limitada por las superficies z = 

+ ylyz= 27-24? - 2y? 

0] y? dV si S es la región acotada por los cilindros 

x2+y=ly2+y=1lyelplanoy = 0. 

If (12 + 32) dV si S es la región limitada por el cilindro 
5 


1? +22 =09 y los planos x+ y =3,2=0yy=0, 


y ubicada arriba del plano x y 
If xyz dY si S es la región acotada por los cilindros 


*+y=4yr+2=4, 
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19. Calcule el volumen del sólido del primer octante limitado 22. Calcule el volumen del sólido acotado por el cono elíptico 
inferiormente por el plano xy, superiomente por el pla- Ax? + 9y? - 3622? =0 y el planoz = 1. 


A Pe o z = y, y lateralmente por el cilindro y? = x y el plano 


y x=1. ai 
Zz 


1 


a 
y Determine el volumen del sólido ubicado sobre el parabo- 
« loide elíptico 3x2? + y? = z y debajo del cilindro x? + 
2 =4, 


24. Obtenga el volumen del sólido limitado por la esfera 


2+yr?s a? 


Xx 


25. Calcule el volumen del sólido acotado por el elipsoide 
20. Determine el volumen del sólido del primer octante acotado 5 > ; 
A y Por el cilindro x? + 22 = 16,elplanox + y = 2 y los tres 5 + Le + 5 =: 1 
1. denados. a c 
Y gres” planos coordenados 


= 


2 


12+22=16 U% Optenga el volumen del sólido limitado por los cilindros 


4 yuer Hi sil y 2=3- a, el plano y + 2 =4 y el plano az. 


27. Determine la masa del sólido homogéneo acotado por el 
cilindroz = 4 — x?,el plano y = 5 y los planos coordena- 
dos si la densidad volumínica en cualquier punto del sólido 
es k kilogramos por metro cúbico. 


La 
+ 


1+y=2 


28. Calcule la masa del sólido limitado por el tetraedro formado 
por los planos 100x + 25y + l6z = 400 y los planos 
coordenados si la densidad volumínica varía como la distan- 
cia medida desde el plano yz. La densidad volumínica se 
mide en kilogramos por metro cúbico. 


. 


a € Jo 29. Obtenga la masa del sólido acotado por los cilindros x = 2? 


A y y = x?» ylosplanosx = 1,y = 0Oyz = 0.La densidad 
volumínica varía conforme el producto de las distancias 
medidas desde los tres planos coordenados, y se mide en 
-9/21. Obtenga el volumen del sólido del primer octante limitado kilogramos por metro cúbico, 
por los cilindros x? + y? = 4 y x? + 22 = 4 y los 
tres planos coordenados. 


30. Determine la masa del sólido limitado por la superficie 
2= 4 - 4? - y? y el plano xy. La densidad volumínica 
, eTcualquier punto del sólido es 3z | x | kilogramos por metro 


a 
(A 31. Calcule la masa del sólido limitado por la superficiez = xy. 
y los planos x = 1, y = 1 y z = 0. La densidad volu- 


mínica en cualquier punto del sólido es 3./x? + y? kilo- 
gramos por metro cúbico. 


32. Un sólido tiene la forma de un cilindro circular recto cuyo 
radio de la base mide r metros y cuya altura mide h metros. 
Calcule la masa del sólido si la densidad volumínica varía 
como la distancia a una de las bases. La densidad volumíni- 
ca se mide en kilogramos por metro cúbico. 
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13.6 INTEGRALES TRIPLES EN COORDENADAS CILÍNDRICAS 


Y ESFÉRICAS 


z 


FIGURA 1 


Si una región S de R3 tiene un eje de simetría, las integrales triples en $ son más 
fáciles de evaluar si se emplean coordenadas cilíndricas. Si la región es simé- 
trica con respecto a un punto, entonces conviene elegir el punto como origen y 
emplear coordenadas esféricas. En esta sección se discutirán las integrales tri- 
ples en estos sistemas coordenados y se aplicarán a problemas físicos. 

A fin de definir la integral triple en coordenadas cilíndricas se construye 
una partición de la región S dibujando planos que contengan al eje z, planos 
perpendiculares al eje 2 y cilindros circulares rectos que tengan al eje z como 
eje. La figura 1 muestra una subregión típica. Los elementos de la partición 
construida se encuentran completamente en $. A esta partición se le denomina 
partición cilíndrica. La medida de la longitud de la “diagonal” más grande de 
todas las subregiones es la norma de la partición. Sea n el número de subre- 
giones de la partición y sean A¿V unidades cúbicas el volumen de la ¿-ésima 
subregión. El área de la base de la i-ésima subregión es 7, Ajr A¿Ó unida- 
des cuadradas, donde F, = 3(r; + r;_1) como se mostró en la sección 13.4. 
En consecuencia, si A,z unidades es la altura de la ¡-ésima subregión, entonces 


A/V = Fi Ajr A¡0 A;z 


Sea funa función de r, O y z, y suponga que fes continua en $. Elija un punto 
(F;, 0;, 2) en la ¿-ésima subregión tal que G;_¡ € Ó< Oy 2-1 £ 7, S 2; 
Forme la suma 


A n 
Y A) 0, 7) A/V = Y f(F, 6; 2)T; Ajr Aj0 Aj2 ad) 
i=1 i=l 

Si la norma de A tiende a cero, se puede demostrar, con ciertas condiciones 
sobre $, que el límite de esta suma existe. Este límite se denomina integral 
triple en coordenadas cilíndricas de la función fen $, y se escribe 


SEO, 7) AV = -0DdV 
el, 2400 80 5" id 
Ss 


hallo 1 


e lím Y f(,0,2)T¡Ar A¡0Az = ll fr, 0,27) r dr d8 dz 
R 


Observe que en coordenadas cilíndricas, dV = r dr d6 dz. De modo que 
puede evaluarse una integral triple por medio de una integral iterada. Por 
ejemplo, suponga que la región S de R3 está limitada por los planos 
86=0ay0= fB, con a < f, por los cilindros r = A4,(8) y r = A2(0), 
donde 4; y 42 son lisas en [a, B] y 41(6) < A2(0) paraa: < O < B, y por las 
superficies z = F;¡(r, 0) y z = Fxtr, 0), donde F| y F, son dos funciones 
de dos variables y que son lisas en alguna región R del plano polar limitada 
por las curvas r = A¡(0), r = 410), 0 = a y O = P. También suponga 
que F,(r, 6) < Fxr, 60) para todo punto (r, 0) de R. Entonces la integral 
triple puede evaluarse como una integral iterada por medio de la fórmula 


B pA0) pFr(r,0) 
fir, 0, rdrd0dz = | ! l Fr, 0, jr dz dr de 
Ss a 


IT) 
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= 


SN 


Ñ 


> 
S 


s 
Ñ 
Ñ 
Po 


x 


> 
2. — - 


da 


Í 


nr y 


an 0.7. 

an 10802) 

O - 

e an at 
Gr, 8, 0) 

FIGURA 2 


Existen Otras cinco integrales iteradas que pueden emplearse para evaluar la 
integral triple ya que se tienen seis permutaciones posibles de las tres variables 
r,0y2z. 

Las integrales triples y las coordenadas cilíndricas son útiles especialmen- 
te cuando se calcula el momento de inercia de un sólido con respecto al eje z 
debido a que la distancia desde el eje z a un punto del sólido está determinada 
por la coordenada r. 


» EJEMPLO 1 Un sólido homogéneo tiene la forma de un cilindro 
circular recto cuyo radio de la base mide 2 m y cuya altura es de 4 m. Calcule el 
momento de inercia del sólido con respecto a su eje. 


Solución Elija los planos coordenados de modo que el plano xy coinci- 
da con la base del sólido y el eje z sea el eje del sólido. La figura 2 muestra la 
porción del sólido en el primer octante junto con la ¿-ésima subregión de 
una partición cilíndrica. Al emplear coordenadas cilíndricas y tomar el punto 
(F,, Ó,, 7,) de la ¡-ésima subregión con k kilogramos por metro cúbico como la 
densidad volumínica en cualquier punto, y si 1, kilogramos-metro cuadrado es 
el momento de inercia del sólido con respecto al eje z, entonces 


l,= lim Y 7 ?kAv 
llallao ¿3 


[fos 


Se tiene seis órdenes posibles de integración. En la figura 2 se muestra el orden 
dz dr d6. Al emplear este orden se obtiene 


If kr? r dz dr d0 
SA pl ps 
4k Ñ [ / r3 dz dr d8 
a Jo o 


En la primera integración se suman los bloques desde z = 0 hasta z = 4; 
por lo que los bloques se transforman en una columna mostrada en la figura. 
En la segunda integración se suman las columnas desde r = O hasta r = 2; 
de modo que las columnas se transforman en una rebanada del cilindro en 
forma de cuña, también mostrada en la figura. En la tercera integración se 
gira la cuña desde 9 = O hasta O = 3xr; esto hace que la cuña se desplace por 
toda la región tridimensional del primer octante. Después se multiplica por 
4 para obtener el volumen completo. Al realizar la integración se obtiene 


ap pl 
. = 16k | / r3 dr d0 
0 0 
ma 
64k / d0 
0 


32kr 
Conclusión: El momento de inercia es 32k7r kg-m?. 4 


L 


tl 


ha] 
I¡ 


1 


» EJEMPLO 2 Resuelva el ejemplo 1 tomando el orden de inte- 
gración indicado: (a) dr dz d0, (b) 40 dr dz. 
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Solución 


(a) En la figura 3 se ilustra el orden dr dz 46. En ella se muestran los bloques 
sumados desde r = O hasta r = 2 para obtener un sector en forma de 
cuña, Después se suman desde z = O hasta z = 4, lo que produce una re- 
banada en forma de cuña también mostrada en la figura. Luego, se gira la 
cuña desde O = Ohasta O = h7ra fin de cubrir el primer octante. Entonces 


Ap pá p2 
lnea 
o 200 


32krT 


(b) La figura 4 muestra el orden 468 dr dz. En ella se presentan los bloques 
sumados desde O = O hasta 6 = ¿7 para obtener un anillo dentro del 
cilindro, Después se suman estos anillos desde r = O hasta r = 2, lo 
que produce una rebanada horizontal del cilindro. Luego se suman las 
rebanadas horizontales desde z = O hasta z = 4. Por tanto, 


La] 
Il 


4 22/12 
L = | | J P d0 dr dz 
000 
= 32kx d 


metros si la densidad volumínica en cualquier punto del sólido es proporcional 
a la distancia del punto al eje x, y se mide en kilogramos por metro cúbico. 


Solución Si se eligen los planos coordenados de modo que el origen 
sea el centro de la esfera y el eje z sea el eje del sólido, entonces una 
ecuación de la superficie semiesférica ubicada por arriba del plano xy es 
z= Ja? —- x? — y?.La figura 5 muestra esta superficie y el sólido junto 
con la ¿-ésima subregión de una partición cilíndrica. Una ecuación de la 
semiesfera en coordenadas cilíndricas es z = Va? — r?. Si (F;, 6, z¡) es 
un punto de la ¿-ésima subregión, entonces la densidad volumínica en este 
punto es kr; kilogramos por metro cúbico, donde k es una constante; y si M 
kilogramos es la masa del sólido, entonces 


» EJEMPLO 3 Calcule la masa de una semiesfera sólida de radio a 


FIGURA 4 e 
M= lim Y kr, AV 


llall=o 3 


= f kr dV 
Ss bs 
27 pa par? 
al J J r? dz dr d0 
0 0 0 


21 pa 
= e] J r2yal - r? drd0 
0 0 


a 


2a 
= | rta? - PP y lara - + ¿0% sen”! , de 


2 2x1 pl 
= Lkatrn / d0 
0 


= ¿katm? 


FIGURA 5 Conclusión: La masa de la semiesfera sólida es ¿ka? 72? kilogramos. d 
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» EJEMPLO 4 Determine el centro de masa del sólido del ejemplo 3. 


Solución Sea (x, y, z) una representación en coordenadas cartesianas 
del centro de masa. Debido a la simetría, x = 0 y y = 0, por lo que se nece- 
sita calcular z. Si M,, kg-m es el momento de masa del sólido con respecto 
al plano xy, entonces 


Y alloo És 
= Ñ kzr dV 
> 27 pa val p? 
= 3] | / 2r? dz dr d0 
o o 0 
2 pa 
y = | j (a? — r2)r? dr d6 
o 0 
o 27 
on 5 tos d0 
FIGURA 6 0 
= kada 
Como Mz = M,,, se obtiene z = M,y/M;de modo que 
Z 2 S, 
paz 5 ka?rT 
Y hat? 
$ ka* Tr 
516: 
157 


Conclusión: El centro de masa se encuentra sobre el eje del sólido a una 
distancia de 16a/157 metros sobre el plano de la base. 


Ahora se procederá a definir la integral triple en coordenadas esféricas. 
Una partición esférica de la región tridimensional $ se forma al trazar planos 
que contengan al eje z, esferas con centro en el origen, y conos circulares que 
tengan su vértice en el origen y el eje z como su eje. La figura 6 muestra una 
subregión típica de la partición. Si A¡V unidades cúbicas es el volumen de la 
FIGURA 7 i-ésima subregión, y (P;, 6, P¡) es un punto en ella, puede obtenerse una 
aproximación de A;¡V al considerar la región como si fuese un paralelepípe- 
do rectangular y tomando el producto de las medidas de las tres dimensiones. 
Estas medidas son p,sen $;A;0, p¡A¡H, y A¡p. Las figuras 7 y 8 ilustran cómo 
se obtienen las dos primeras medidas, mientras que la figura 6 muestra la di- 
A mensión de la medida A;p. En consecuencia, 


A¡V = pj? sen d¡A¡pA¡0A¡$ 


La integral triple en coordenadas esféricas de una función fen S está defi- 
nida por 


llali>o 


i=1 


lim Y f(p; 0, $) AV = J ftp, 0, Pp) dv 
5 
S lim fp; 0, $)P? sen $¡A¡p A/0A/h 


lalo 
= ]| f(p, O, $)p? sen d dp de dh 
Ss 


i=1 
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La integral triple puede evaluarse mediante una integral iterada. Observe que 
en coordenadas esféricas, dY = p? sen $ dp d0 dé. 

Las coordenadas esféricas son especialmente útiles en algunos problemas 
que involucran esferas, como en el ejemplo siguiente, 


» EJEMPLO 5 Calcule la masa de la semiesfera sólida del ejemplo 
3 si la densidad volumínica en cualquier punto del sólido es proporcional a la 
distancia del punto al centro de la base. 


Solución Si (P;, 6, P;) es un punto de la ¡-ésima subregión de una par- 
tición esférica, entonces la densidad volumínica en este punto es Xp, kilogra- 
mos por metro cúbico, donde k es una constante. Si M kilogramos es la masa 
del sólido, entonces 


M= lm Y kp;AV 


llall5o i=1 


fos 


5 A. pa. a 
4%] / | p? sen $ dp dedo 
0 0 0 


np pan 
= at J / sen $ dO dp 
0 0 


a 
= tati | sen $ do 


0 
= att -cos $] 


— tyf4 
= ¿4%KkAa 


2 


0 


Conclusión: La masa de la semiesfera sólida es 4a*kx kilogramos. 4 


Resulta interesante comparar la solución del ejemplo 5, en la cua) se uti- 
lizan coordenadas esféricas, con la que se obtuvo cuando se emplearon coor- 
denadas cartesianas. En el último método se generó una partición de S cuando 
se dividió en cajas rectangulares al trazar planos paralelos a los planos coor- 
denados. Si (u;, v;, w;) es cualquier punto de la-¿-ésima subregión, y como 
p = yx? + y? + 22, entonces 


n LAA A 
M <= lm Y ku? + v? + w2 AV 
llali>o i=1 


5 
If kx? + y? + 22 dv 
$ 
a val 2 ya 22 y2 =22 
ul j J yx? + y? + 22 dxdydz 
o 0 0 


El cálculo implicado en la evaluación de esta integral es obviamente mucho 
más complicado que cuando se emplearon coordenadas esféricas. 
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» EJEMPLO 6 Un sólido homogéneo está limitado superior- 
mente por la superficie p = a e inferiormente por el cono $ = Q%, donde 
0 < a. < ¿x. Calcule el momento de inercia del sólido con respecto al eje z. 
La densidad volumínica en cualquier punto del sólido es k kilogramos por 
metro cúbico. : 


Solución En la figura 9 se muestra el sólido. Considere una partición 

esférica y sea (Pp; 6;, $ ¡) un punto de la ¡-ésima subregión. La medida de la 

distancia del punto (fp, 6,, P;) al eje z es p;, sen P; En consecuencia, si 

T, kilogramos-metro cuadrado es el momento de inercia del sólido con respec- 
y toal eje z, entonces 


ds ja, Y Aisen ó, yk A¡V 
FIGURA 9 mln, i= 


= Ñ kp? sen? $ dv 
s 


a p2xr pa 
=k / | | (p? sen? $)p? sen $ do de dp 
o o o 


Q p2x 
=p] | sen? $ d8 dp 
o 0 
a 


= a) send $ de 
0 


194 
A Laos 
= ¿ka al cos $ + cos $), 


= 2kaómicos? a — 3cos a + 2) 


Conclusión: El momento de inercia del sólido con respecto al eje z es 
2kaómicos* a — 3 cos : + 2) kg-m?. 


EJERCICIOS 13.6 | 


la 
En los ejercicios 1 a 6, evalúe la integral iterada. á ei 
5. p? sen $ d0 dp de 
m4 pa preos0 o 
2 sc 8 
h A / rsec3 O dz dr d0 el 5 
o Jo % 6. p? sen? Bsen $ dp d0dé 
ajá aj4 20 
Ria 7. Calcule el volumen del sólido acotado por la esfera 
r? cos 6 dz dr d8 e + y + 2 = a*empleando(a) coordenadas cilíndricas, 
2seng y (b) coordenadas esféricas. 
E pp 8. Si $ es el sólido del primer octante limitado por la esfera 
/ j re? dz dr dd e + y + 2 = 16 y los planos coordenados, evalúe la 
integral triple xy2z dV mediante tres métodos: (a) utili- 
5 
4. / / j p? sen $ dp dé d9 zando coordenadas esféricas; (bj) empleando coordenadas 
o 0 rectangulares; (e) usando coordenadas cilíndricas. 
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Enlos ejercicios 9 a 16, utilice coordenadas cilíndricas. 


9. Calcule el volumen de) sólido del primer octante acotado por 


el cilindro x? + y? = 1 yel planoz = x. 


z 


10. Determine el volumen del sólido limitado por el paraboloide 


2 


x2 4 y? 4 2= 1 yel plano xy. 


N 


K 
I 
í 
í 
' 
4 
í 
1 
t 
, 
4 
4 
r 
y 


es 
xe7T 1 


A+yz=1 


11. Obtenga el volumen del sólido acotado por el paraboloide 
2 2 
x* + + z = 12yel plano z = 8. 
OS y 2 y el p 


712, Calcule el volumen del sólido limitado por el cilindro 
GI 2 4 y2 = 2y,el paraboloide x? + y? = 2z y el plano xy. 
13. 


16 


17 


le 


Determine la masa del sólido acotado por una esfera de radio 
a metros si la densidad volumínica varía de acuerdo al 
cuadrado de la distancia desde el centro. La densidad 
volumínica se mide en kilogramos por metro cúbico. 


Obtenga la masa del sólido del primer octante ubicado dentro 
del cilindro x? + y? = 4x y que se encuentra debajo de la 
esfera 1? + y? + 2? = 16. La densidad volumínica varía 
de acuerdo a la distancia desde el plano xy, y se mide en 
kilogramos por metro cúbico. 


Calcule el momento de inercia con respecto al eje z del sólido 
homogéneo limitado por el cilindro r = 5, el cono z = r 
y el plano xy. La densidad volumínica en cualquier punto es 
k slugs por pie cúbico. 

Determine el momento de inercia del sólido limitado por un 
cilindro circular recto de altura h metros y radio a metros, 


con respecto al eje del cilindro. La densidad volumínica va- 


ría de acuerdo la distancia al eje del cilindro, y se mide en 
kilogramos por metro cúbico. 


Obtenga la masa del sólido del ejercicio 13 mediante el uso 
de coordenadas esféricas. 


18. Utilice coordenadas esféricas para calcular el centro de masa 
del sólido limitado por la semiesfera del ejemplo 5. La 
densidad volumínica es la misma que en ese ejemplo. 


En los ejercicios 19 a 22, emplee coordenadas esféricas. 


19. Determine el volumen del sólido ubicado dentro de la esfe- 


Jar rax? + y? + 22 = dz y que se encuentra arriba del cono 


?+ys 2 


2+y+z=4z 


NOR 
20. Obtenga el volumen del sólido que se encuentra dentro de la 
esfera x? + y? + 22 = 22 y por arriba del paraboloide 
2+y=z 


yl 2 2 


per ; 

21. Determine el momento de inercia con respecto al eje z del 
sólido homogéneo ubicado dentro del cilindro x? + y? — 
2x = 0, debajo del cono x? + y? = 2? y por arriba del 
plano xy. La densidad volumínica en cualquier punto del só- 
lido es k kilogramos por metro cúbico. 

22. Calcule el momento de inercia con respecto al eje z del sólido 
homogéneo limitado por la esfera 2 +y42=4. La 
densidad volumínica en cualquier punto del sólido es k slugs 
por pie cúbico. : 


En los ejercicios 23 a 28, utilice el sistema coordenado que crea 
más conveniente para el problema. 


23. Obtenga la masa de la semiesfera sólida de radio 2 m si la 
densidad volumínica varía de acuerdo a la distancia desde el 
entro de la base y se mide en kilogramos por metro. 
24. Ipetermine la masa del sólido homogéneo que se encuentra 
dentro del paraboloide 31? + 3y? = z y fuera del cono 
e + y = 2 si la densidad volumínica constante es k 
kilogramos por metro cúbico. 
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25. Calcule el momento de inercia con respecto a un diámetro 
del sólido ubicado entre dos esferas de radios a pies y 2a 


pies. La densidad volumínica varía inversamente al cuadrado . 


de la distancia desde el centro, y se mide en slugs por pie 
cúbico. 


26. Obtenga la masa del sólido del ejercicio 25. La densidad 
volumínica es la misma de ese ejercicio. 


27. Determine el centro de masa del sólido ubicado dentro del pa- 
raboloide x? + y? = z y fuera del cono 4? + y? = 22 La 
densidad volumínica constante es k kilogramos por metro 
cúbico. 


28. Calcule el momento de inercia con respecto al eje z del sólido 
homogéneo del ejercicio 27. 
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En los ejercicios 29 a 32, evalúe la integral iterada empleando 
coordenadas cilíndricas o coordenadas esféricas. 


4 p3 49.12 
29. | / 12 + y? dy dx dz 
0 o vo 


A 
30. | j / -——— de dy dx 
o 0 0 yx? + y? 


Lp di prota? 
31. / / j 2? di dx dy 
o 0 


x2+ y? 


2 jay? y da? y? 1 
y. ZT3TH dz dy dx 
o 0 xo + y ¿+2 


» SUGERENCIAS PARA LA REVISIÓN DEL CAPÍTULO 13 


1. Defina las coordenadas cilíndricas de un punto del espacio 
tridimensional. 


2. Escriba las ecuaciones que expresan las coordenadas car- 
tesianas en términos de las coordenadas cilíndricas. Escriba 
las ecuaciones que expresan las coordenadas cilíndricas en 
términos de las coordenadas cartesianas. Haga un dibujo que 
muestre cómo se obtienen estas ecuaciones. 


3. Si la representación en coordenadas cilíndricas de un punto 
es (r, 6, 2), describa cada una de las siguientes superficies 
donde c es una constante: (a) r = c;(b)8 = c;(c)z = c. 


4. Defina las coordenadas esféricas de un punto del espacio 
tridimensional. 


5. Escriba las ecuaciones que expresan las coordenadas car- 
tesianas en términos de las coordenadas esféricas. Escribalas 
ecuaciones que expresan las coordenadas esféricas en térmi- 
nos de las coordenadas cartesianas. Haga un dibujo que 
muestre cómo se obtienen estas ecuaciones. 


6. Sila representación en coordenadas esféricas de un punto es 
(p, 0, $), describa cada una de las siguientes superficies 
donde c es una constante: (a) p = c;(b)0 = c;(0)4H = Cc. 

7. Defina el límite de una suma de Riemann de una función de 
dos variables. 


8. Defina la integral doble de una función de dos variables en 
una región rectangular cerrada del plano. 


9. ¿Cómo puede extenderse la definición de la sugerencia 8 ala 
de integral doble de una función sobre una región del plano 
más general? 


10. Dé una interpretación geométrica de la integral doble. 


11. Invente un ejemplo que ilustre cómo se calculael volumen de 
un sólido mediante una integral doble. 


12. ¿Cómo se utilizan las integrales iteradas para evaluar una 
integral doble? Invente un ejemplo. 


13. Invente un ejemplo que muestre cómo se determina el área 
de una región plana por medio de una integral doble. 


14. Invente un ejemplo que ilustre cómo se calculan la masa y 
el centro de masa de una lámina mediante una integral doble. 


15. Invente un ejemplo que muestre cómo puede calcularse el 
momento de inercia con respecto a un eje por medio de una 
integral doble. 


16. Invente un ejemplo que ilustre cómo se obtiene el momento 


polar de inercia mediante una integral doble. 


17. Invente un ejemplo que muestre cómo se determina el radio 
de giro de una lámina con respecto a un eje por medio de una 
integral doble. 


18. Invente un ejemplo que ilustre cómo se calcula el área de una 


superficie mediante una integral doble. 


19. Escriba la fórmula, que involucra una integral simple, para 
calcular el área de una superficie de revolución. Invente un 
ejemplo que muestre la aplicación de esta fórmula. 


20. Invente un ejemplo que ilustre cómo se utiliza una integral 
doble en coordenadas polares para calcular el volumen de un 
sólido. 

21. Invente un ejemplo que muestre cómo se pueden emplear las 

integrales dobles en coordenadas polares para calcular la 


masa y el centro de masa de una lámina. 


22 


Invente un ejemplo que ilustre cómo se puede calcular el 
área de una región del plano polar mediante integración 
doble. 


23. ¿Cómo puede cambiarse una integral doble en coordenadas 
rectangulares a una integral doble en coordenadas polares? 
Invente un ejemplo que muestre un caso en el que un cambio 
de coordenadas sea conveniente. 


24. Defina la integral triple de una función de tres variables en 
un paralelepípedo rectangulajy 
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25. ¿Cómo se utilizan las integrales iteradas para calcular inte- 
grales triples? Invente un ejemplo. 


26. Invente un ejemplo que ilustre cómo se puede calcular el 
volumen de un sólido por medio de integración triple. 


27. Defina una integral triple en coordenadas cilíndricas y una 
integral triple en coordenadas esféricas. 


28. ¿Cuándo es ventajoso emplear una integral triple en coorde- 
nadas cilíndricas en lugar de una integral triple en coordena- 
das rectangulares? Invente un ejemplo. 


29. ¿Cuándo es ventajoso emplear una integral triple en coorde- 
nadas esféricas en lugar de una integral triple en coordena- 
das rectangulares? Invente un ejemplo. 


» EJERCICIOS DE REPASO PARA EL CAPÍTULO 13 


1. Determine un conjunto de coordenadas cilíndricas para el 
“punto que tiene coordenadas cartesianas (3, Xx, 41). 


2. Obtenga un conjunto de coordenadas esféricas para el punto 
que tiene coordenadas cartesianas (-3, 4/3, 2). 

3. Determine una ecuación en coordenadas cilíndricas de la 
gráfica de la ecuación: (a) (x + y? + 1 = 2; (b)251? + 
4y? = 100, 

4. Obtenga una ecuación en coordenadas esféricas de la gráfi- 
ca de la ecuación: (a) 12 + y? + 422 = 4; (b) 41? - 
4y? + 92? = 36. 


En los ejercicios 5 a 12, evalúe la integral ¡terada. 


1 ¿Ya 
5. [ j x?y dy dx 
Dx 
AR 
6. / / xy dx dy 
2 “24 yl 
x2 p¿2sn0 
7. | [ r cos? Q dr de 
0 0 
A 3(1+c0s 0) 
$. / [ r? sen O dr d0 
o 
1 2 py+z 
9. | | / ete? e? dx dy dz 
o o 0 
2 px pY3y 
10. j / / +43 de dy dx 
1% Y +2 


m2 pH pl 
11. / j / p? sen $ cos $ dp dy de 
0 rio “0 


a pl ¿al 
12. / | | zre”* dr d9 dz 
0 10) 0 . 


En los ejercicios 13 a 16, evalúe la integral múltiple. 


13. [f xy dA; Res la región del primer cuadrante limitada por 
R : 
la circunferencia x? + y? = 1 y los ejes coordenados. 


14. [ (1 + y) da; R es la región delimitada por la curva 
R 


y = cosx y el eje x desde x = — ¿7 hastax = 27. 


L 
2 


15. If 2? dV, S es la región limitada por los cilindros x? + 
2= 1 y y? +2 = 1 yel plano xy. 
16. Ñ y cos (x + 2) dV; S es la región acotada por el cilin- 
s 


dro x = y? y los planos x + 2 = lmy=0y2 =0. 


17. Evalúe mediante coordenadas polares la integral doble 


1 
Laa 
[/ 12 + y? 
R 


donde R es la región del primer cuadrante limitada por 
las dos circunferencias x2 + y? = lyx? + y? =4, 


18. Evalúe mediante coordenadas polares la integral iterada 


Lp? 
/ f Ina? + y?) dx dy 
o +v3y 


En los ejercicios 19 y 20, evalúe la integral iterada invirtiendo el 
orden de integración. 


1 ] 1 cos”! y 
19. | j sen y? dy dx 20. / / esn% de dy 
0 “x 0 0 


En los ejercicios 21 y 22, utilice integrales dobles para clacular 
el área de la región limitada por las curvas del plano xy. Dibuje 
la región. 


4 3 


M.y=x*yy=x 2. y=WVxyy=x 
En los ejercicios 23 y 24, evalúe la integral iterada cambiando a 
coordenadas cilíndricas o esféricas. 


315% 2 
23. [ / / dx? + y? de dy dx 
070 0 


2 pW14x? pp yá4oa?oy? 
24. / / [ 2/4 — x2 — y? de dy dx 
o 0 0 


25. Utilice integración doble para determinar el área de la región 
del primer cuadrante limitada por las parábolas x? = 4y y 
x? = 8 — 4y. Integfe primero con respecto a x. 


26. Emplee integración doble para calcular el área de la región 
del plano xy acotada por las parábolas y = 9 - 1? y 


y= + Integre primero con respecto a x. 
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27. Use integración doble a fin de obtener el área de la región 
del ejercicio 25 integrando primero con respecto a y. 


28. 
del ejercicio:26 integrando primero con respecto a y. 


29. Emplee integración doble con el propósito de calcular el 
volumen del sólido limitado por los planos x = y, y = 0, 
z=0xx=1yz= l. Inte rimero con respecto a x. 

Vu? py y gre p pi 


30. Use integración doble para obtener el volumen del sólido 
ubicado por arriba del plano xy y limitado por el cilindro 
x? + y? = 16 y el plano z = 2y. Integre primero con 
respecto a x. 


31. Utilice integración doble a fin de determinar el volumen del 
ejercicio 29 integrando primero con respecto a y. 


32. Emplee integración doble para calcular el volumen del sóli- 
do del ejercicio 30 integrando primero con respecto a y. 


Obtenga el volumen del sólido ubicado por arriba del 
plano xy y limitado por las superficies x? = 4y, y? = 4x y 
x=2z- y. 

34. Determine la masa de la lámina que tiene la forma de la 
región acotada por la parábola y = x? y la recta 
x- y+2=0, si la densidad superficial en cualquier 
punto es x?y? kilogramos por metro cuadrado. 


. Calcule el área de la superficie del cilindro x? + y? = 9 
ubicada en el primer octante y que se encuentra entre los 
Planos x = z y 3x = 2. 


36. Obtenga el área de la parte de la superficie del cilindro 


x2 + y? = a? que está dentro del cilindro y? + 2? = a?. 


37. Utilice integración doble con el objeto de determinar el área 
de la región ubicada dentro de la circunferencia r = l ya 
la derecha de la parábola r(l + cos 0) = 1. 


38. Calcule la masa de la lámina que tiene la forma de la región 
exterior al caracol r = 3 — cos 8 y que está en el interior 
de la circunferencia r = 5 cos si la densidad superficial en 
cualquier punto es 2 | sen 0 | kilogramos por metro cuadrado. 


39. Obtenga el centro de masa de la lámina rectangular limitada 
por las rectas x = 3 y y = 2 y los ejes coordenados si la 
densidad superficial en cualquier punto es xy? kilogramos 
por metro cuadrado. 


40. Determine el centro de masa de la lámina que tiene la forma 
de la región acotada por las parábolas x? = 4 + 4y y 
x? = 4 — 8y si la densidad superficial en cualquier 
punto es kx? kilogramos por metro cuadrado. 


41. Calcule la masa de la lámina que tiene la forma de la región 
limitada por el eje polar y la curva r = cos 28, donde 


1 ; . ; 
0 < O < ¿r. La densidad superficial en cualquier pun 


to €s rO kilogramos por metro cuadrado. 


42. Obtenga el momento de inercia con respecto al eje x de la 
lámina que tiene la forma de la región acotada por la circun- 


50 


Utilice.integración doble para determinar el área de la región Pg 


45 


46. 


47. 


49. 


51 


52. 


53, 


55. 


ferencia x? + y? = a? si la densidad superficial en cual- 
quierpunioesk./x? + y? kilogramos por metro cuadrado. 
Utilice coordenadas cilíndricas a fin de determinar el vo- 


lumen del sólido limitado por el paraboloide x? + 
y? = 42, el cilindro ? + y? = 4ay y el planoz = 0. 


. Use coordenadas esféricas con el objeto de calcular la masa 


de la esfera sólida de radio a metros si la densidad volu- 
mínica en cualquier punto del sólido es proporcional a la 
distancia del punto al centro de la esfera. La densidad 
volumínica se mide en kilogramos por metro cúbico. 


Emplee integración triple para obtener el volumen del sólido 
acotado porel planoz = 1 yel segmento más pequeño de la 
esfera x? + y? + 22 = 4 cortado por este plano. 


Utilice integración triple a fin de determinar el volumen del 
sólido del primer octante limitado por el plano y + z = 8, 
el cilindro y = 2x?, el plano xy y el plano yz. 


Calcule el momento de inercia con respecto al eje x de la 
lámina que tiene la forma de la región acotada por la cur- 
va y = ef, la recta x = 2 y los ejes coordenados si la 
densidad superficial en cualquier punto es xy kilogramos por 
metro cuadrado. 


. Obtenga el momento de inercia de la lámina del ejercicio 47. 


Determine el momento de inercia con respecto al eje ¿7 de 
la lámina homogénea que tiene la forma de la región acotada 
por la curva r? = 4 cos 20 si la densidad superficial en 
cualquier punto es de k kilogramos por metro cuadrado. 


Calcule la masa de la lámina del ejercicio 49. 


Obtenga el momento polar de inercia y el radio de giro 
correspondiente de la lámina del ejercicio 49, 


Determine el momento de inercia con respecto al eje y de la lá- 
mina que tiene la forma de la región limitada por la parábola 
y = x -— x?ylarectax + y = 0, si la densidad superficial 
en cualquierpuntoes(x + y) kilogramos por metro cuadrado. 


Calcule la masa del sólido acotado por las esferasx? + y? + 
22=4 y x? + y? + 22 =9 si la densidad volumínica 


en cualquier punto es k./x? + y? + 2? kilogramos por 


metro cúbico. 


Obtenga el momento de inercia con respecto al eje z del 
sólido del ejercicio 33. 


El sólido homogéneo limitado por el cono 2 = 4x? + 4y? 
y ubicado entre los planos z = O y z = 4 tiene una den- 
sidad volumínica de k kilogramos por metro cúbico en 
cualquier punto. Determine el momento de inercia con 


y Yespecto al eje z para este sólido. 


56. 


Calcule el centro de masa del sólido acotado por la esfera 
2 + y? + 22 - 62 = 0 y que se encuentra por arriba del 
cono 1? + y? = 22, si la densidad volumínica en cualquier 


punto del sólido es kz kilogramos por metro cúbico. 


al cálculo de campos 
vectoriales 


VISIÓN PRELIMINAR 


conceptos elementales de campos vectoriales, 


E ste capítulo final sirve como introducción a los 


mismos que se desarrollan completamente en 


; Campos vectoriales : cat : dE | los cursos de Cálculo avanzado. De igual forma que en el 


capítulo 13, el estudio de varios de estos conceptos y de 
algunos métodos es informal e intuitivo. 

Los campos vectoriales, (Funciones que asocian vecto- 
res con puntos del espacio), la divergencia y el rotacional 
de un vector se presentan en la sección 14.1. Después, en 
la sección 14.2, se aplican las integrales de línea para 
calcular el trabajo realizado por un campo de fuerza al 
mover una partícula a lo largo de una curva. Las integra- 
les de línea independientes de la trayectoria se estudian 
en la sección14.3, donde se presenta un teorema análo- 
go al segundo teorema fundamental del Cálculo para inte- 
grales de línea. También en esta sección se demuestra la 
ley de conservación de energía, concepto muy importante 
en física. 

En el Cálculo vectorial existen tres teoremas impor- 
tantes que reciben sus nombres en honor de tres ma- 
temáticos: el teorema de Green, el cual es el tema 
principal de la sección 14.4; el teorema de la 
divergencia de Gauss y el teorema de Stokes se 
presentan en la sección final, después de la 
sección 14.5 que trata sobre integrales de 
superficie. Las aplicaciones de estos tres 
teoremas en física, química e ingeniería se 
estudian en los cursos de estas disciplinas. 
Se incluyen algunas aplicaciones de las integrales 
de superficie en las que se calcula la masa de una super- 
ficie y el fujo de un campo de velocidad a través de una 
superficie. 
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14.1 CAMPOS VECTORIALES i 


€ - 
A fin de preparar el terreno para el estudio de campos vectoriales, se 


. Ipstrará cómo se determina si una función vectorial particular es el gra- 


diente de alguna función real f, y si lo es, de qué forma determinar tal 
función. Primero considere el problema de cómo obtener f si se conoce su 
gradiente. Esto es, se tiene 


Via y) = fini + fi (D 


y se desea determinar f(x, y). 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Suponga que 
Vf(x, y) = (y? + 2x + 4) + (Qxy + 4y - S)j (2) 
Como la ecuación (1) debe satisfacerse, entonces se infiere que 


fia y) = y? + 2x+ 4 (3) 
f/(,y) = 2xy + 4y-5 (4) 


! 


A] integrar ambos miembros de (3) con respecto a x se tiene 
fu y = y?x + 12 + 4x + g(y) (5) 


Observe que la “constante” de integración es una función de y e indepen- 
diente de x debido a que se integró con respecto a x. Si ahora se derivan 
parcialmente los dos miembros de (5) con respecto a y, se obtiene 


f(x, y) = 2xy + 8) (6) 
Las ecuaciones (4) y (6) son dos expresiones para f,(x, y). En consecuencia, 
2xy + 4y - 5 = 2xy + g1(y) 
Por tanto, 
80) =4y-5 y 80) = 2y? - 5y+ K 
Al sustituir este valor de g(y) en (5) resulta 
fO,y) = y?.x + 12 + 4x + 2y2- Sy+ K 


donde K es una constante arbitraria. 4 


Cada vector de la forma M(x, y)i + N(x, y)j no necesariamente es un 
gradiente, como se muestra en el ejemplo ilustrativo siguiente. 


D EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 se demostrará que no existe 


una función f tal que 
Vf(x, y) = 3yi - 2xj Y) 
Suponga que existe tal función. Entonces se deduce que 


FAY = 3y (8) 


JH y) = -2x (9) 
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Si se integran los miembros de (8) con respecto a x se tiene 
A 
FA y) = 3xy + 20) 


Al derivar parcialmente los dos miembros de esta ecuación con respecto a y 
se obtiene 


Í y) =3x + 809) 
Si se igualan los miembros derechos de esta ecuación y de (9) resulta 
3x + 809 = -2x 
80) = -Sx 
Al diferenciar los dos miembros de esta ecuación con respécto a x se obtiene 
0 =-S 


lo cual, por supuesto, no es verdad. Así, la suposición de que 3yi - 2xjes 
un gradiente conduce a una contradicción. 


A continuación se estudiará una condición que debe satisfacer un vector 
para que sea un gradiente. 
Suponga que M, y N, son continuas en un disco abierto B de R?. Si 


MG, yA + NG, y)j (0) 
es un gradiente en B, entonces existe una función f tal que 


f(x, y) = MG, y) (11) 
fya, y ES Nx, y (12) 
para todo (x, y) de B. Como M)yG, y) existe en B, entonces, de (11), 


My(x, y) = fiy(x, y) (13) 


Además, como N,(x, y) existe en B, entonces, de (12), 
Na, y) = furl, Y) - (14) 


Debido a que M, y N, son continuas en B, sus equivalentes f,, y f,, también 
son continuas en B. Así, por el teorema 12.3,3, f, y(x, y) = f,y(x, y) en todos 
los puntos de B. Por tanto, los miembros izquierdos de (13) y (14) son igua- 
les en todos los puntos de B. De este modo se ha demostrado que si M, y N, 
son continuas en un disco abierto B de R?, entonces una condición nece- 
saria para qué el vector (10) sea un gradiente en B es que 


M,(x, y) = Nx, y) (15) 


Esta ecuación también es una condición suficiente para que el vector (10) 
sea un gradiente en B. Si (15) se cumple, entonces se puede mostrar cómo 
obtener una función f tal que el vector (10) sea un gradiente. Sin embargo, 
la demostración de que dichá función existe, siempre que (15) se cumpla, 
pertenece a un curso de Cálculo avanzado. El método para determinar f es 
una generalización de lo que se hizo en el ejemplo ilustrativo 1. De esta 
forma, se tiene el teorema siguiente. 
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14.1.1 Teorema 


'Suponga que M y N son fimciones de las variables x y y definidas en 
un disco abierto B((Xo, Yo); 1) de R?, y que M, y N, son continuas en A. 
Entonces el vector 


, MG Yi + No y. 
es un gradiente en B si y sólo si 
My(x, y) ="N Ax, y). 


en todos los puntos de B. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 


(a) Se aplicará el teorema 14.1.1 al vector del miembro derecho de (2) del 
ejemplo ilustrativo 1. Sean 


Míx,y)=y32+2x+4 Nx, y) = 2xy + 4y- 5 
Myx, y) = 2y Ny(x, y) = 2y 
De modo que M,(x, y) = N,(x, y), y por tanto, el vector es un gradiente, 
(b) Si se aplica el teorema 14.1.1 al vector del miembro derecho de la ecua- 


ción (7) del ejemplo ilustrativo 2, con M(x, y) = 3y y N(x, y) = -2x, 
entonces se tiene 


My y) = 3 Nx y) = -2 


En consecuencia, M,Gx, y) + N,(x, y); de modo que el vector no es un 
gradiente. 4 


» EJEMPLO 1 Determine si el vector 
(e — 2x0)i — (xe7Y + sen y)j 
es un gradiente Y f(x, y), y si lo es, entonces obtenga f(x, y). 


Solución Se aplicará el teorema 14.1.1. Sean 


M(a y) = e Y - 2x NG y) = -xe7Y — sen y 
Mya, y) =e7)Y NAx y) = -e 7? 


Por tanto My(x, y) = Ny(x, y); de modo que el vector dado es un gradiente 
V f(x, y). Además, 


f(x y = e? - 2x (16) 
f/[x, y) = —xe "Y — sen y (17) 


Ú 


Al integrar ambos miembros de (16) con respecto a x se tiene 
Fay) = 1x0 9-2 + gy) (18) 


donde g(y) es independiente de x. Si ahora se derivan parcialmente los dos 
miembros de (18) con respecto a y se obtiene 


fx y) = -xe Y +81) 
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Después de igualar los miembros derechos de esta ecuación y de (17) resulta 


=xe ? + gly) = +xe? - seny 
8 (y) = —sen y 
80) = cosy + K 


Si se sustituye esta expresión para g(y) en (18) se tiene 
fa y) =xe Y - 1x2 4 cosy + K 4 


El teorema siguiente es una extensión del teorema 14.1.1 para funciones 
de tres variables. 


14.1.2 Teorema 


.Seau M. N y R funciones de tres variables x, y y z definidas en la bola 
abierta B((xp, Yo, 20); r) de RÍ, y suponga que My, Mz, Ny, No, Ry y Ry 
son continuas en B.. Entonces el vector M(x, y, Di + M(x, y, Dj + 
R(x, y, DK es un gradiente en B si y sólo si My(x, y, 2) = Nix, y, 2), 
Máx, y. 2) = Ráx, y, Y y NAx y, 2) = Ry(x, y, 2). 


La demostración de la parte “sólo si” es semejante a la demostración 
de la parte “sólo si” del teorema 14.1.1 y se deja como ejercicio (consulte 
el ejercicio 49). La demostración de la parte “si” se omite debido a que está 
más allá del alcance de este libro. 


» EJEMPLO 2 Determine si el vector siguiente es un gradiente 
V f(x, y, 2), y si lo es, entonces obtenga f(x, y, 2): 


(e*senz + 2yD)i + (2xz + 2y)j + (e*cosz + 2xy + 322)k 
Solución Se aplicará el teorema 14.1.2. Sean 


M( y, 2) = e*senz + 2yz NA,y, 1D) = 2xz + 2y R(,y, 7) = e*cosz + 2xy + 32? 
My(x y 2) = 22 Nx, y, 2) 
Mx, y, 7) = e*cosz + 2y N¿(x, y, 7) 


Hi 


22 Rx, y, 1) = ercosz + 2y 
2x Ry(x, y, z) = 2% 


hi 


Por tanto, 
My05yD = NASyD> Maa yy DR RS Ny 2D = Ry, w) 


Así, el vector dado es un gradiente Vf(x, y, 2). Además, 


fila, y Y = etsenz + 2yz' (19 
f/(%,y,2) = 2x2 + 2y (20) 
fAx,y, 2) = e%cosz + 2xy + 32 Q1) 


Al integrar ambos miembros de (19) con respecto a x se tiene 
fx, y 2) = ersenz + 2xy2 + 20,2) Q2) 


donde g(y, z) es independiente de x. Si se derivan parcialmente los dos 
miembros de (22) con respecto a y se obtiene 


fy/0,y, 7) = 2x2 + 8y(09,2) 
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Después de igualar los miembros derechos de esta ecuación y de (20) resulta 


2x7 + 0,73 = 7 + 2y 


80.0 
Ahora, al integrar ambos miembros de esta ecuación con respecto a y se 
obtiene / 
20,3) = y? + Mo) : (23) 


donde h es independiente de x y y. Al sustituir de (23) en (22) se tiene 
fy 2 =etsenz + 2xyz + y? + hz) (4) 

Si se derivan parcialmente los dos miembros de (24) con respecto a z resulta 
f¿(, y 2) = etcosz + 2xy + hz) 


Después de igualar los miembros derechos de esta ecuación y de (21) se 
obtiene 


ho = 322 


Al sustituir 3 + K por h(z) en (24) se tiene 


fy 2D =esenz + 2xyz + y 4 234 K 4 


Un campo vectorial asocia un vector con un punto del espacio. Por 
ejemplo, si Fes una Juoción vectorial, definida en alguna bola abierta B de 
R3, ta] que 


F(, y) = My, Di + Ma, y, 0] + R(x, y, Dk (25) 


entonces F asocia a cada punto (x, y, z) de B un vector, y F recibe el nombre 
de campo vectorial. Este campo vectorial tiene como dominio un sub- 
conjunto de R? y como contradominio un subconjunto de Va. Si el dominio 
de un campo vectorial es un conjunto de puntos de un plano y su contrado- 
minio es un conjunto de vectores de V,, entonces el campo vectorial tiene 
una ecuación de la forma 


Fx, y) = MG, yi + Ma, y] 


Si en lugar de un vector se asocia un escalar con un punto del espacio, 
entonces se tiene un campo escalar; de modo que un campo escalar es una 
función real. Un ejemplo de un campo escalar se obtiene al expresar la tem- 
peratura en un punto como una función de las coordenadas del punto. 

Como un ejemplo de campo vectorial, considere el flujo de un fluido, 
tal como el agua a través de un tubo o la sangre en una arteria. Suponga que 
el fluido consiste de un número infinito de partículas y que la velocidad de 
una de éstas depende sólo de su posición; de modo que la velocidad es 
independiente del tiempo, y debido a este hecho, el flujo del fluido se designa 
como un flujo de estado estable. En un punto (x, y, z) la velocidad del fluido 
está dada por F(x, y, 2), definida mediante una ecuación de la forma (25). Así, 
F esun eampo vactorial denominado campo de velocidad dei fluido. Los 
campos de velocidad pueden describir otros movimientos, tales como el 
viento o el giro de una rueda. Todos los campos vectoriales que se presentan 
en este libro serán independientes del tiempo; por lo que se llaman campos 
vectoriales de estado estable. 


(x, y) Ex, y) 
-(4,1 i+j 
(1,-1) i+j 
ELDn +i- 
El,=D 1-) 
(1,2) 2 +5 
(1, -2) 2i+ 
E, 2) 21 - j 
E, -2) 2i-j 


E2D | -i-2j 
(22,1) i-2j 

(2,2) | -2i + 2j 
(2-2) 2i+2j 
(2,2) | -2i- 2j 


FIGURA 1 
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No es posible mostrar en-una figura las representaciones de todos los 
vectores de un campo vectorial particular. Sin embargo, al dibujar las repre- 
sentaciones de algunos véctores se puede obtener una representación visual 
del campo vectorial, como se muestra en el ejemplo siguiente. 


LA 


» EJEMPLO 3 (a) Muestre en una figura las representaciones, 


que tienen su punto inicial'en-(x, y), de los vectores del campo vectorial 
FG0)y) = -yi+axaj" 


donde x = +tlox= +2 yy=23tlO0y= +2 (b) Demuestre que 
cada representación es tangente a la circunferencia que tiene su centro en 
el origen y que tiene un longitud igual al radio de la circunferencia. 


Solución 


(a) La tabla 1 presenta los vectores F(x, y) asociados con los dieciseis 
puntos (x, y). Las representaciones de estos vectores se muestra en la 
figura 1. 

(b) Sea 


RG) y) = xi + yj 
el vector de posición cuyo punto terminal está en (x, y). Entonces 
RG, y) + F(x, y) = (Qi + yi)* Eyi + xj) 


—XyY + xy 
=0 


tl 


Por tanto, R y F son ortogonales. De esta manera, la representación de 
F cuyo punto inicial está en (x, y) es tangente a la circunferencia que 
tiene su centro en el origen y radio l R(x y) 1 . Como 


I|FG, y || = Ey? + 22 
[RG » || 


entonces la longitud de cada representación es igual al radio de la cir- 
cunferencia. 


ú 


El campo vectorial del ejemplo 3 es similar al campo de velocidad 
determinado por una rueda que gira en el origen. 

Un ejemplo de un campo vectorial en Vz surge de la ley de atracción 
gravitacional de Newton. Esta ley establece que la medida de la atrac- 
ción gravitacional entre dos partículas de M unidades y m unidades de ma- 
sa, respectivamente, es 


GMm 
q? 
donde d' unidades es la distancia entre las partículas y (G es la constante 


gravitacional. De modo que si una partícula de masa M unidades está en el 
origen y otra partícula de masa'1 unidad (nm = 1) se encuentra en el punto 


'P(x, y, 2), y si F(x, y, z) es la fuerza gravitacional ejercida por la partícula 


ubicada en el origen sobre la partícula que está en P, entonces 


GCM() 
F(x, y, AAA 
creeo 
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donde Ríx, y, 2) = xi + yj + zk. Para obtener el vector fuerza F(x, y, 2, 
también se necesita la dirección de F. Como esta dirección es a el 


TE IEA 


Con esta dirección y la intensidad (o módulo) indicadas anteriormente se 
tiene 


origen, entonces es la misma que la dirección del vector unitario — 


GM R(x, y, 2) 
F(x, y, 2) = (- ] 
IRE y, DIBA [RES y, all 
Debido a que || R(x, y, 2) | = /1? + y? + 2?, se obtiene 
FG,» 1 = Sal (xi + yj + zk) (26) 


(2 4 y? 4 299 


El campo vectorial definido por (26) se denomina campo de fuerza. La fi- 
gura 2 muestra representaciones de algunos vectores de este campo de fuerza, 
donde el objeto del origen es un esfera (por ejemplo, la Tierra) y ||R || es 
mayor que el radio de la esfera. Cada representación apunta hacia el origen. 
Las representaciones de los vectores en puntos cercanos al origen son más 
largas que las representaciones de vectores en puntos más alejados, y las 
longitudes son iguales en puntos que están a la misma distancia del origen. Con 
estas propiedades, el campo de fuerza definido por (26) se denomina campo 
de fuerza central. 

El gradiente de un campo escalar es un campo vectorial. Si $ es un 
campo escalar y F es el campo vectorial definido por F = Vg, entonces a F 
se le llama campo vectorial gradiente y f recibe el nombre de función 
potencial para F. Un campo vectorial gradiente también se denomina campo 
vectorial conservador (o conservativo). El término conservador se 
aclarará después de que lea la sección 14.3. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 Considere el campo vectorial 


definido por 

FO,y) = (2 + 2x + 9 + (xy + 4y — 5)j 
Del ejemplo ilustrativo 1, si 

P(xy) = y?x + 12 + dx + 2y2 - 5y+ K 
entonces 

F(%, y) = V¿HG, y) 


De modo que F es un campo vectorial conservador y $ es una función po- 
tencial para F. 


El ejemplo ilustrativo siguiente muestra que el campo de fuerza 
gravitacional definido por (26) es conservador. 


y EJEMPLO ILUSTRATIVO 5 En el ejemplo 6 de la sec- 


ción 12.6 se demostró que si 


1 


Varo = + ==> 
hat ye + y? 22 
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entonces 


-1 


VVa, y. 2 = A 


(xi + yj + zk) 


De esta forma, si 


GM 
E TI E  _——_——=—— 
ii yx? a y? + 22 
entonces 
Voy = cm (ai + yj + 2k) 


(e y? y 
Al comparar esta ecuación con (26), se observa que 

Fay = Vóoy 2) 

Por tanto, F es conservador y q es una función potencial para F. 4 

En los dos ejemplos ilustrativos anteriores fue fácil demostrar que el 
campo vectorial es conservador debido a que se conocía una función $ para 
la cual F es su gradiente. Para decidir si un campo vectorial dado es con- 
servador, y en caso de serlo, determinar una función potencial, se aplican los 
teoremas 14.1.1 y 14.1.2 como en los ejemplo | y 2. 

Existen dos campos que involucran derivadas y que se asocian con un 
campo vectorial F. Uno es el campo llamado rotacional de F, el cual es 
un campo vectorial, y el otro es el campo denominado divergencia de F, el 
cual es un campo escalar. Ántes de dar sus definiciones, se mostrará la forma 


en que se utiliza el símbolo Y como un operador. 
Sif es una función escalar de tres variables x, y y z, el gradiente de fes 


Vir Dd = fi +A ayi + fa y, Jk (27) 
Ahora se utilizará el operador Y en tres dimensiones para denotar 


e a 
O 


Por tanto, la operación de Y sobre la función escalar f significa 


2 bi E al 
Vf = ere 7¿K 


lo cual concuerda con (27). 


14.1.3 Definición de rotacional de un campo vectorial 


Sea F un campo vectorial sobre alguna bola abierta B de RÍ tal que 
Fi, = Mix y, Di + Ma, y, D] + RG, y, 23K 


Entonces el rotacional de F, denotado por rot F, está definido por 


 (O0R_ONÍ.. [(9M_AR]; IN _ 09M 
srta = (% a, (2 ze), (20 2) 


si estas derivadas parciales existen. 
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Un truco nemotécnico para calcular rot F' consiste en desarrollar la 
notación del producto cruz de dos vectores al “producto cruz” del operador Y 
y el campo vectorial F y escribir 


rotF = V x F 
j 
CA 
dy 


Como se indicó cuando se utilizó por primera vez la notación de determi- 
nantes para el producto cruz de dos vectores, los elementos del determinan- 
te no fueron todos números reales como es costumbre. En el “determinante” 
anterior el primer renglón contiene vectores, el segundo consiste de operado- 
res de derivadas parciales, y el tercer renglón está constituido por funciones 
escalares. 


» EJEMPLO 4 Calcule rot F si F es el campo vectorial defini- 
do por 


F(xy, 2) = e2%i + 3x12y2j + (Qy2%z + xJk 
Solución 
bo ig k 
7 2 El 
dx dy oz 
ex 3x2lyz 2yz2+x 
= (4yz - 312 + (0 - 1)j + (6xyz — OJk 


Y 


rot F(x, y, 2) 


= (4yz - 3x2y)i —- j + 6xyzk d 


14.1.4 Definición de divergencia de un campo 
vectorial 
Sea F un campo vectorial sobre alguna bola abierta de R3 tal que 
FG,y, 2) = My, Di + Ma, y, Zi + RG, y, DK 
Entonces la divergencia de F, denotada por div EF, está definida como 


E dM IN IR 
diva Gl E 


si estas derivadas parciales existen. 


Se extenderá la notación del producto punto de dos vectores al “pro- 
ducto punto” del operador V y el campo vectorial F para calcular la diver- 
gencia de F, y se escribirá 


divF = V-F 


. 0 ¿9 0 ; A 
= iZ + day + kS,) ¿Mi + nj + Rio 


_ OM, 0N OR 
dx dy 0 
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» EJEMPLO 5 Calcule div F si F es el campo vectorial del 
ejemplo 4. 


Solución 


div F(x, y, y = V + F(G, y, 2 


tl 


L (023) + ¿Gñy9 + Haya + x) 


2e2X + 3x2 + 2y? Se 


Il 


En las secciones 14.4-14.6 se explicará el significado físico de rot F y 
div F al estudiar el movimiento de un fluido. En esta sección sólo interesa 
aprender a calcularlos y demostrar algunas de sus propiedades. Dos de di- 
chas propiedades se dan el los teoremas siguientes, cuyas demostraciones se 
le pedirán en los ejercicios 47 y 48. 


14.1.5 Teorema 


Suponga que F es un campo vectorial sobre una bola abierta B de R? 
tal que 


F(x, y, = MG, y, Di + N(x y, Dj + RG, y, Jk 


Si las segundas derivadas parciales de M, N y R son continuas en B, 
entonces 


divírot F) = 0 


14.1.6 Teorema 


Si f es un campo escalar sobre una bola abierta B de R? y las segun- 
das derivadas parciales de fson continuas en B, entonces * 


rot(Vf) = 0 


La ecuación del teorema 14.1.6 establece que el rotacional del gra- 
diente de f es igual al vector cero. Considere ahora la divergencia del 
gradiente de f, esto es, Y + (Vf), lo cual puede escribirse como Y + Vf o 
V2f. Por definición, : 


Cd 0 OY. (2. of; of 
2 e A AA 2. Y Y 
Vfíx, y, 2) = (2 do + 2) (3£ + ¿y + 92K 
9 20 
2 a) psi Enter 
v FO y, 2)= dx? + dy? + az 
La expresión del miembro derecho de esta ecuación se denomina el lapla- 
ciano de f. La ecuación siguiente, obtenida al igualar a cero el laplaciano, 
recibe el nombre de ecuación de Laplace, en honor al matemático y astró- 
nomo francés Pierre Simon, marqués de Laplace (1749-1827): 
Py Y 2 
9x2 * dy? +92 7 y 


A toda función escalar que satisfaga la ecuación de Laplace se le llama 
armónica. Este tipo de funciones tienen aplicaciones importantes en físi- 
ca en el estudio de la transferencia del calor, radiación electromagnética y 
acústica, entre otras. 
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Si F es un campo vectorial sobre algún disco abierto B de R? tal que 


Fax, y = 


M(x, yi + N(, y)j, entonces el rotacional de F y la divergencia 


de F en dos dimensiones están definidas por 


rot F(x, y) -= 


si estas derivadas 
definido como 


ze. IN 
“oy 


ÓN _ 0M 


dx dy 


dy div F(x, Ya 


h 


parciales existen. El laplaciano en dos dimensiones está 


qe Py 
Vx, y = 0x2 + dy? 
D EJEMPLO 6 — siFG, y) = 3x2yi - 2xy?j, calcule: 


(a) rot F(x, y), y (b) div F(x, y). 


Solución Si M(x, y) = 


' 


(a) rot F(x, y) 


3x2y y N(x,y) = -2xy3, entonces 


IN _ om _ 9M_ ÓN 
(2 5 h (b) div F(x, y) = rl ER 
(2y? - 3x2)k = 6xy - 6xy2 <4« 


EJERCICIOS 14.1 


En los ejercicios 1 a 6, muestre en una figura las represen- 
taciones de los vectores del campo vectorial que tienen su 
punto inicial en (x, y), dondex =+lo0ox=x2yy=ztlo 
y = +2 

1. F(x, y) = xi - yj 2. Fíx, y) = —xi + y] 


3. Fx y) = 4yi + 3xj 


1 ñ 
—== (xi + yj) 
yx? + y? 9 


6. F(x, y) = yi + 2j 


4. F(x, y) = -3yi + 4xj 


5. F(x, y = 


En los ejercicios 7 a 14, determine un campo vectorial con- 
servador que tenga la función potencial dada. 


7. fa, y) = 3x1? + 2y? 

8. fla, y) = 2x% - 5x%y? + 4y* 
9. fx, y) = 
10. fa, y) = ye” 
M1. fy 2 = 2x7 - 3x?%y + xy? — 
12 fayo= ia 


13. fy 2 = xye* 


tan! x?y 
— xeY 


4y? 


14. fxay, 2) = zsen(x? - y) 


En los ejercicios 15 a 20, determine si el campo vectorial es 
conservador. 


15. F(, y) 
16. F(x, y) 


= (3x2 - 2y%i + (3 — 4x9)j 


= (ee) + 6e)i + (ete) - 2e)j 


17. F(x, y) = ycos(x + y)i — xsen(x + y)j 
18. Fx, y, = Ga? + 2ydi + Qxz + 6y2)j 
+ (2xy + 3y? - 2Jk 
19. Fíx,y,2) = (2ye% + el)i + (320% + e%)j 
+ (xel + eY)k 
20. F(x, y, 2) = y sec? xi + (tanx — z sec? y)j 


+ xsecztanzk 


En los ejercicios 21 a 32, demuestre que el campo vectorial es 
conservador y obtenga una función potencial. 

21. F(x y) = yi + xj 
F(y) = xi + yj 


F(x, y) = e* sen yi + e*cos yj 


SS 


F(x, y) = (sen y senh x + cos y cosh x)i 
+ (cos y cosh x — sen y senh x)j 


25. Fíx, y) = (Qxy? - yd)i + (2x%y — 3xy? + 2)j 
26. Fíx, y) = Gx? + 2y — y?e)i + (Qx - 2ye”)j 
27. Fly =(?- yi-(a-3Dj + (2 + 3y)k 
28. Fíx,y,2) = yzi + xzj + xyk 
29. Fíx, y, 2) = (ze* + edi + (xe? — e3)j + (eye? + e*)k 
30. F(x, y, 2) = (tan y + 2xy sec 2)i 

+ (xsec? y + 1?sec 2)j + sec z(a?y tanz — sec z)k 
31. F(x,y, 9 = (Qxcos y — 3)i — (1? sen y + 22) 

a - (Qyz - 2)k 

32. F(x, y, 2) = (2y? - 8x22)i + (6xy? + 1)j 


- (8Bx?z + 322)k 


En los ejercicios 33 a 42, calcule rot F y div F para el campo 


vectorial F indicado. 

33, Ex, y) = 2xi + 3yj 

M. F(x y) = cos xi — sen yj 

35. E(x, y) = e*cos yi + e*sen yj 

36. F(x, y) = -2i+2j 

37. Fíx.y 3 = xi + y?j + 22k 

38. F(,y, 0 =x22%4 + y? + 122k 

39. F(x, y, 2) = cosyi + coszj + cos xk 

40. Fi, y, 2d = (y? + 22) + xe*cosz] — xeY cos zk 
4. Fay d= Jr ys dis fat y? + dj + 22 
42. F(x,y,2) = Aa ta apa + k 
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En los ejercicios 43 a 46, demuestre que la función escalar es 


armónica probando que su Laplaciano es cero. 
43. 
44. 
45. 
46. 
47. 
48. 


49. 


- 


fx, y) = e senx + e*cos y 


fix, y) = In(a[x? + y?) 
fyD= 2x2 + 3y? - 52? 


fray = (+ y + ¿29712 


Demuestre el teorema 14.1.5. 
Demuestre el teorema 14.1.6. 


Demuestre la parte “sólo si” del teorema 14.1.2. 


. Explique por qué la definición del rotacional de un cam- 


po vectorial aplicada al teorema 14.1.2 indica que el 
campo vectorial F(x, y, z) es un gradiente si y sólo si 
rot F = 0. 


14.2 INTEGRALES DE LÍNEA 


En el capítulo 4 se utilizó el concepto geométrico de área para motivar la 
definición de la integral definida. Para motivar la definición de integral de 
un campo vectorial, se empleará el concepto físico de trabajo. 

En la sección 10.3 se dijo que si una fuerza constante de medida vecto- 
rial F mueve una partícula a lo largo de una recta de un punto Á a un punto B, 
y si Wes la medida del trabajo realizado, entonces 


W = F-VaB) 


(1) 


Suponga ahora que el vector de fuerza no es constante, y en lugar de que el 
movimiento sea a lo largo de una recta, es a lo largo de una curva. Considere 
que la fuerza ejercida sobre la partícula ubicada en el punto (x, y), de algún 
disco B de R?, está dada por el campo vectorial 


F(x, y) = MG yi + NG y)j 


donde M y N son continuas en B. Sea C la curva, contenida en B, que tiene 


la ecuación vectorial 


RO) =f0i + ¿(0 


ast<b 


Se requiere que las funciones f y g sean tales que f' y g' resulten continuas 
en [a, b] y que en cualquier punto de [a, b] al menos una de ellas sea dife- 
rente de cero; esto es, de acuerdo con la definición 9.1.1, la curva C es suave 
en [a, b]. Se desea definir el trabajo realizado por la fuerza variable de me- 
dida vectorial F al desplazar la partícula a lo largo de C del punto (fía), g(a)) 
al punto (£(b), g(by). En cualquier punto (f(t), g(t)) de C el vector fuerza es 


F(£, 2(0) = MERO, (Di + NOTO, g(0)j 


(2) 


Considere que Á es una partición del intervalo [a, b] tal que 


a= kg <t¡<bh<... 


< try <ta=b 
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FIGURA 1 


Sea P;¿el punto (x;, y¡) = (f(t¡), g£(t¡)) de C. Refiérase a la figura 1. El vector 
ViP;.¡P;) es igual a R(t;) — R(t;. /); por tanto, - 


VB AP) = FJ + 2005 — 1fG Di + g(t-Njl 
VP AP) = [£0) - Ft OM + let) — 26013 6] 


Puesto que f' y £' son continuas en [a, b], se infiere del teorema del valor 
medio que existen números c; y d, en el intervalo abierto (2; ¡, 1,) tales Que 


FE) - fi) = Ple; — ti1) 
81) — Et) = gd); — t,1) 


Al tomar Aj¡t = t; — t;_1, y sustituir de las dos ecuaciones anteriores en (3) 
se obtiene 


VP;¡P)= [fepi + g(d)j] A;t (4) 
Para cada ¡ considere el vector 
F; = M(ftc;), g(cp)i + NG), ¿(dj (5) 


Cada uno de los vectores F; (i = 1,2,...,n) es una aproximación al vec- 
tor fuerza F(f(t), g(t)), dado por (2), a lo largo del arco de C' desde P;_, a 
P¡. Observe que aunque c; y d; son, en general, números diferentes del 
intervalo abierto (*;_;, f;), los valores de los vectores F(f(t), g(t)) se en- 
cuentran cerca de F,. Además, el arco de C desde P;_¡ a P; se aproxima 
mediante el segmento rectilíneo P;_¡P;. Así, al aplicar la fórmula (1) se ob- 
tiene el trabajo realizado por el vector F(£(t), g(t)) al desplazar la partícula a 
lo largo del arco de € desde P;../ a P;. Si se denota esta aproximación por 
A¡W, de la fórmula (1) y las ecuaciones (4) y (5) se tiene 


A¡W = [M(f(c¡), gtc) + NA), e(d Yi] * [fcYi + g(dpjl At 
S A¡W= [Mifc), (cy) fc At + [NGd/), g(d/Yg(d/)] Ajt 


Una aproximación de la medida del trabajo realizado por F(f(s), g(t)) a lo 
largo de Ces y A¡W o bien, equivalentemente, 
i=1 


h An 


Y [MUfCc), Ele) fc)1 411 + Y, IN(d)), g(d,)) g(d)] Aj 


¿=l i=l 

Cada una de estas sumas es una suma de Riemann. La primera es una suma 
de Riemann para la función que tiene valores M(£(0, g(1)F'(0, y la segunda 
es una suma de Riemann para la funcion que tiene valores N(f(0), 2(1)g (0. 
Si n se incrementa sin límite y cada At se aproxima a cero, entonces estas 
sumas tienden a la integral definida: 


b 
[ MÍO, ¿OO + NEO, 80) 20] dt 
a 


Por tanto, se tiene la definición siguiente, donde se emplea la notación 
F(R(0) en lugar de F(f(0), g(t). 


y=? 1<1<2 


FIGURA 2 
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14.2.1 Definición del trabajo realizado por un campo 


de fuerza sobre una partícula que se desplaz 
a lo largo de una curva de R2 


Sea C una curva suave,contenida en un disco abierto B de.R?* Para la 
cual una ecuación vectorial de C es R() =f0i + gi. “Además, 
considere un campo de fuerza definido por F(x, y) = "MG, Pi + 
N(x, y)j, donde M y N son co ntinuas en B. Si W es la medida del tra- 
bajo realizado por una fuerza de medida: vectorial F al desplazar una * 
partícula a lo largo de C desde (f(a), g(a)) hasta (£(b), g(b)), entonces 


b 
= 1 [MFO, ¿O)FO + NEO, ¿OJO de (6) 
a 


o, equivalentemente, utilizando notación vectorial, 


b 
= | (MECO, 860), NEO, ¿(0)) * (FO, (0) dt 


b 
So W= | F(R(O) * R'O dt (m 


» EJEMPLO 1 Suponga que una partícula se mueve a lo largo 
de la parábola y = x? desde el punto A(—1, 1) hasta el punto B(2, 4). Calcule 
el trabajo total efectuado si el movimiento es ocasionado por el campo de 
fuerza 


F(x, y) = (22 + y3)i + 3x?j 
Suponga que el arco se mide en metros y la fuerza en newtons. 


Solución La figura 2 muestra el arco de la parábola de A a B. La pa- 
rábola tiene las ecuaciones paramétricas 


x=tyy=?% -l]<t<2 

De esta forma, la ecuación vectorial de la parábola es 
R() =1i1 + y RO =i+ 2 

Como F(x, y) = (x? + y?, 3x?y), entonces 


FRO) = E(r, 1?) 
= (2 + (4,31% 


Si W joules es el trabajo realizado, entonces, de (7), se tiene 


" 


2 
W [ FR) RO dr (8) 


1 
2 


(2 + 19,31% - (1,20 dt 


! 
J > 
[0 
a 
[5] 
+ 
= 
5 
+ 
mn 
as 
un 
o 
a 
= 
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Conclusión: El trabajo efectuado es 72.6 joules. d 


Las integrales de las ecuaciones (6) y (7) se denominan integrales de 
línea. Para la integral de línea de la ecuación (6), una notación común que 
involucra la forma diferencial M(x, yrdx + N(x, y y es 


[ MG, y) dx + Mx, y) dy 
Cc 


Esta notación es sugerida por el siguiente hecho: como las ecuaciones para- 
métricas de Csonx = f(t) y y = £(t), entonces dx = f'(0Ddt y dy = g'(0dt. 
Una notación vectorial para la integral de la ecuación (7) es 


[ran 
c 


La notación anterior proviene de considerar la ecuación vectorial de C, la 
cual es R(+) = f(0i + g(t)j, y tomar dR = R'“s)dt. Entonces 


F(RO) + dA = F(RO) : Ro) de 


En consecuencia, se tiene la definición formal siguiente. 


14.2.2 Definición de integral de linea 
sobre una curva de R2 


Sea C una curva suave contenida en un disco abierto B de R? y que 
tiene la ecuación vectorial 


R() = f0i + 2(03 ast<b 
Sea F un campo vectorial sobre B definido por 
Fx y) = MG, y)i + NG y)j 


donde M y N son continuas en B. Si se emplea la notación de la forma 
diferencial, la integral de línea de M(x, yx + N(x, yddy sobre C 
está definida por 


, 
á 


[ M(x, y) dx + MG, y) dy 
c 


a 
-/ MEO, E€DNOFO + NEO, (0) 80] de 
vd 


o, equivalentemente, usando la notación vectorial, la integral de línea 
de F sobre C está definida por 


b 
[ F-dR = / FR(D)*R(0) di 
Cc a j 


Se empleará la notación de la forma diferencial así como la notación 
vectorial para las integrales de línea. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 En el ejemplo 1, la integral 


de la ecuación (3) que define W es una integral de línea. Con la notación 
vectorial, esta integral de línea puede expresarse como 
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[ra a 
Cc 


donde F(x, y) = (x2 + y2)i + 3x2yj y R(0) = ri + 1?j. Con la notación 
de la forma diferencial, esta integral de línea puede escribirse como 


[ (12 + y2) dx + 3x?y dy (9) 
id « 


Si una ecuación de C es de la forma y = F(x), entonces puede emplearse 
x como un parámetro en lugar de ?. De manera semejante, si una ecuación 
de C es de la forma x = G(y), entonces y puede utilizarse como parámetro 
en lugar de £. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 En el ejemplo | y en el 
ejemplo ilustrativo 1, la ecuación de C es y = 12, la cual es de la forma 
y = F(x). Por tanto, x puede emplearse como parámetro en lugar de f. Así, en 
la integral (9) del ejemplo ilustrativo 1 se puede sustituir y por x? y dy por 
2x dx, obteniéndose 


2 
W -| (+ 19 dx + 31212(2x dx) 
-1 


2 
-| (2 + 1% + 61%) dx 
-1 

esta integral es la misma que la tercera la cual aparece en la solución del 
ejemplo 1, excepto que se tiene la variable x en lugar de +. d 


Si la curva C de la definición de la integral de línea es el intervalo ce- 
rrado [a, b] del eje x, entonces y = O y dy = 0. De modo que 


b 
[ M(x, y dx + Na, y dy = [ M(x, 0) dx 
Cc ' a 


Por tanto, en tal caso, la integral de línea se reduce a una integral definida. 

Se puede extender el concepto de integral de línea para incluir a las 
curvas que son suaves a trozos. Recuerde de la sección 9,1 que si un inter- 
valo I puede dividirse en un número finito de subintervalos en los que la 
curva C es suave, entonces se dice que C es suave a trozos en £. 


14.2.3 Definición de integral de linea 


sobre una curva suave a trozos de R? 


Suponga que la curva € consiste de los arcos suaves Cy, Cz, ... . , Cp 

contenidos en un disco abierto B de R?, y considere R(t) y FE(x, y) co- * 
mo en la definición: 14.2,2, Entonces la integral de línea de 
M(x, y dx + N(x, y) dy sobre C está definida por 


| M(x, y) dx + N(x, y dy = Ss | M(x, y) dx + Ma, y) ay) 


YC - SC; ; 


o, equivalentemente, empleando la notación vectorial, la integíal de 


línea de F sobre C se define como 
e" S bi 2 
/ F-dR = 5 | F(RG) * R'(0 dr) 
E 


t 
fi Ya; / 
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(3, -2) 


FIGURA 3 


DP EJEMPLO 2 — Evalúela integral de línea - 


ES dx + (2x? - 3xy)dy 
Cc 


si la curva C consiste del segmento de recta de (-3, -2) a (1, 0) y el arco del 
primer cuadrante de la circunferencia x? + y? = 1 de (1,0) a (0, 1), reco- 
rrida en el sentido contrario al giro de las manecillas del reloj. 


Solución “La figura 3 muestra la curva C compuesta por los arcos C; y 
C;. El arco C;¡ es el segmento de recta. Una ecuación de la recta que pasa 
por los puntos (-3,-2) y (1,0) es x — 2y = 1. Por tanto, C¡ puede repre- 
sentarse paramétricamente por 


x= 142 y=t 2=<1<0 


El arco C,, el cual es el arco del primer cuadrante de la circunferencia 
x? + y? = 1, puede representarse paramétricamente por 


x=c0sf y=sent  0<t< 37% 


Si se aplica la definición 14.2.2 a cada uno de los arcos C¡ y C» se tiene 


/ A4xy dx + (21? — 3xy) dy 
C 


1 


tí 


0 
[ A(1 + 201048) + RU + 20? - 311 + 20 dr 
-2 


(81 + 1612 + 2 + 81 + 8? —- 31 - 6) di 


u 
== 
Sos 


(1812 + 131 + 2)d1 


H 
NS 
o 


2 


3,1B,2 0 
61 +5t +21], 


= - (48 + 26 - 4) 
= 26 


[ Axy dx + (21? --3xy) dy 
C 


2 


al2 
= [ 4 cos 1 sen tí=sen 1 df) + (2 cos?1 — 3 cos 1 sen ¿(cos 1 dí) 
0 


q 


m2 
[ (4 cos 1sen?tr + 2 cos? — 3 cos?1 sen 1) dí 
0 


72 
[ [-4 cos 1sen?r + 2 cos 1(1 — sen?1) — 3 cos?1 sen 1] dí 
na 


a12 
[ (2 cos 1 — 6 cos 1 sen?r — 3 cos?1 sen t) di 
0 


112 
2sent — 2sendr + coste], 
2-2-1 
el 


1 
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Por tanto, de la definición 14.2.3, 


26 + (1) 
= 25 d 


/ 4xydx + (2x? - 3xy) dy 
Cc 


La definición de integral de línea en tres dimensiones requiere que la 
curva sea. suave: una curva dé R3 que tiene la ecuación vectorial 


R(O = f0i + ¿(0 + HOk, a<st<b 
es suave si f”, g* y h' son continuas en [a, b] y en cualquier punto de [a, b] 


no son simultáneamente cero. 


14.2.4 Definición de integral de linea sobre una curva de R? 


- Sea c una curva suave contenida en una bola abierta B de R? que tiene 
la ecuación vectorial : 


RO) = fi + (0) + HO0Kk  ast<b 
, Sea Fun campo vectorial sobre B definido por 
FG. y.) = My, Di + My, 9] + Ry, Dk 


donde M, N y R son funciones continuas en B. Si se emplea la notación 
dela: forma diferencial, la integral de línea de M(x, y, dx + 
N(x, y, Ddy + R(x, y, dz sobre C está definida por - - 


fosas y, dx + Mx. y, 0) dy + R,y, 2) dz. 


= [ [ML glo, HDI (0) + NEO, glo, OS + REO, 800, HO)RN] di 


o, PEE E empleando la notación vectorial, la -... de 
línea de F sobre C se define como 


A 
[ pam | ER): RO de 


a 


» EJEMPLO 3 Evalúe la integral de línea 
[ 3xdx + 2xydy + 2dz 
C 


si la curva C es la hélice circular definida por las ecuaciones paramétricas 


x=cosft y =sent 1=1 0<t<2x 


Solución De la notación de la forma diferencial para una integral de 
línea de la definición 14.2.4, se tiene 


[ 3x dx + 2xydy + 2dz 
Cc 


2% 
0 [ 3 cos t(-sen t di) + 2(cos (sen fMcos tdt) + tdt 
0 
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1 


8 
6 (111,1) 


RO=084+Pj+Pk 0O<t<1 


FIGURA 4 


27 
[ ( sentcost + 2cos?tsent + 1) dt E 
0 


21 
Si: 24 2 3412 
¿ Sentf 3 cost! 7! ds 


= -3(0) -3(0)+ 3 (472) +30) +3(0)+3(0) 
= 22 pe, 4 


El trabajo realizado por un campo de fuerza al desplazar una partícula 
a lo largo de una curva de R3 se puede definir de manera semejante como se 
hizo en la definición 14.2.1 para una curva de R?, En el ejemplo siguiente 
se aplica dicha definición. 


» EJEMPLO 4 Una partícula recorre la cúbica alabeada 
RO =14+Pj+4k 0<t<l 


Calcule el trabajo total efectuado si el movimiento es causado por el cam- 
po de fuerza 


F(,y 3 = edi + xeíj + xsen ry?k 
Suponga que el arco se mide en metros y la fuerza en newtons. 


Solución La figura 4 muestra la cúbica alabeada a partir de £ = 0 
hasta £ = 1. ComoR(t) = ti + 12j + 13k, entonces 


R() =i + 21] + 31?k 


Debido a que F(x, y, 2) = (e*, xe?, x sen xy?), entonces 


“ 


F(RO) = E(r, 12, 3) 


= le! tef?, 1 sen tó) 


Si W joules es el trabajo realizado, entonces, de la notación vectorial para la 
integral de línea de la definición 14.2.4, se tiene 


[rar 
Cc 


J 
[ FR()Y * RO de 
0 


W 


1 
[ let, te? 1sen 1%) + (1,21, 312) dt 
0 


1 
[ (e! + 21e% + 31 sen 71%) dt 
0 


1 
tl as 3 cos met] 
47 lo 


ll 
SS 


2 3 2 3 
erze dr os 1 3 * gg os0 


e + 


3.34 


ña 


Conclusión: El trabajo realizado es 3.34 joules. 


3 
21 
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EJERCICIOS 14.2 


En los ejercicios 1 a 22, evalúe la integral de línea sobre la 
curva C. 


1. 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


SF *dR;F(x, y) = yi + xj; 

CIR) = 184 +Pj0<r< 1. 

[¿E > dR;Fíx, y) = 2xyi — 3xj; 

CORO =3Pi-1j0<1<1. 

[FE + dR; Fx, y) = 2xyi + (2 — 2y)j; 

C:R(0) = senfi — 2cos1j,0 <1t<xm 

fe F -dR; Fx, y) = xyi — y? Co RO) = Pi Pj, 
del punto (1, 1) al punto (4, -8). 

f.F : dR;F(x, y) = (x - y)i + (y + x)jC: lacircunfe- 
rencia x? + y? = 4 a partir del punto (2, 0) en el sentido 
contrario al giro de las manecillas del reloj. 

[F + dR; FG, y) = (1 — 291 + xy; 

C:R(1) = 3cos ti + 2sen!j,0<1< 37. 

EF *dR; F(x, y) = y sen xi — cos xj; C: el segmento de 
recta de (q 0) a (x, 1). 

e F : dR; F(x y) = 912yi + (51? — yj; C: la curva 
y = x* + 1de(l,2)a (3, 28). 

e (1? + xy) dx + (y? — xy) dy; C: la recta y = x del 
origen al punto (2, 2). 


La integral de línea del ejercicio 9; C: la parábola 
x? = 2y desde el origen hasta el punto (2, 2). 


+ La integral de línea del ejercicio 9; C: el eje x desde el ori- 


gen hasta el punto (2, 0) y después la recta x = 2 de (2, 0) 
a (2,2). 


R fo yx? dx + (x + y) dy; C: la recta y = —x desde el ori- 


gen hasta el punto (1, —1). 


La integral de línea del ejercicio 12; C: la curva y = -x? 


desde el origen hasta el punto (1, -1). 

La integral de línea del ejercicio 12; C: el eje y del origen 
al punto (0,—l) y después la recta y = —1 desde (0, —1) 
hasta (1, —1). 

[¿3xy dx + (4x? — 3y) dy; C: la recta y = 2x + 3 de 
(0,3) a (3, 9) y después la parábola y = x de (3,YDa 
(5, 25). 

e (xy — dx + e dy + y dz; C: el segmento de recta 
de (1, 0, 0) a(3, 4, 8). 

] (+ y dx + (+2) dy + (x + 2) de C: el seg- 
mento de recta desde el origen hasta el punto (1, 2, 4). 


La integral de línea del ejercicio 16; 
CR = (+ Di+ Pj+ P4k0<s!1<2 


19. 


20. 


21. 


22. 


En 
mo 


Je F-dR; F(xy, 2) = zi + xj + yk; C: la helice 
circular R() = acosti + asentj + 1k,0 < 1 < 27. 
[¿F-dR;Ft,y,2) = 2xyi + (6y? — x0j + 102k; 
CR =ti+Pjprék0<t<l1. 

La integral de línea del ejercicio 20; C: el segmento de 
recta desde el origen hasta el punto (0, 0, 1); después el 
segmento de (0, 0, 1) a (0, 1, 1); luego el segmento de 
(0,1,Da(1,1,D. 

La integral de línea del ejercicio 20; C: el segmento de 
recta desde el origen hasta el punto (1, 1, 1). 


los ejercicios 23 a 36, calcule el trabajo total realizado al 
ver una partícula a lo largo del arco C si el movimiento lo 


ocasiona el campo de fuerza F. Suponga que el arco se mide 
en metros y la fuerza en newtons. 


23, 


24. 


25. 


26. 


F(x, y) = 2xyi + (+? + y?)j, C: el segmento de recta 
desde el origen hasta el punto (1, 1). 

El campo de fuerza del ejercicio 23; C: el arco de la pa- 
rábola y? = x desde el origen hasta el punto (1, 1). 

F(x,y) = (y - x)i + x?yj; C: el segmento de recta del 
punto (1, 1) al punto (2, 4). 

El campo de fuerza del ejercicio 25; C: el arco de la pa- 
rábola y = x? desde el punto (1, 1) hasta el punto (2, 4). 


. El campo de fuerza del ejercicio 25; C: el segmento de rec- 


ta de (1, 1) a (2, 2) y después el segmento de (2, 2) a (2, 4) 


F(x, y) = -1?yi + 2yj; C: el segmento de recta de 
(a, 0) a(0, a). 


El campo de fuerza del ejercicio 28; 
C:R(O = acosti + asentj0<t< L 


3% a> (0% 


|. El campo de fuerza del ejercicio 28; C: el segmento de rec- 


ta de (a, 0) a (a, a) y después el segmento de (a, a) a (0, a). 
Fxy 3 = (y + Ji+ QU + Dj + (x + y)k; C: el 
segmento de recta desde el origen hasta el punto (1, 1, 1). 
F(x, y, 2) = 2% + y? + xzk; C: el segmento de recta 
desde el origen hasta el punto (4, 0, 3). 

Fay, = ei + ej + ek; 

CRO=4+Pj+ Pk0<1t<2, 

Fo y, 2) = (xyz + Ji + (2 + pj+ (y + k; 
C: el arco del ejercicio 33. 


. El campo de fuerza del ejercicio 34; C: el segmento de 


recta desde el origen hasta el punto (1, 0, 0), después el 
segmento de (1, 0, 0) a (1, 1, 0); luego el segemento de 
(1, 1,0)a(1,1,1). 

Fíx, y, 2) = xi + yj + (yz - Ok; 

COR(O = 214 + Pj+4P7k0=<t1< 1. 
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14.3 INTEGRALES DE LÍNEA INDEPENDIENTES o 
DE LA TRAYECTORIA . 


En la sección 14.2 se dijo que el valor de una integral de línea está deter- 
minado por el integrando y una curva C entre dos puntos P¡ y P,. Sin em- 
bargo, en ciertas condiciones el valor de una integral de línea depende sólo 
del integrando y de los puntos P| y P,, y no de la trayectoria de P, a P». De 
dicha integral se dice que es independiente de la trayectoria, 


D EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Suponga que un campo de 


fuerza 
Fx, y) = (? + 2x + Yi + (Qxy + 4y —- 5) 


. mueve una partícula desde el origen hasta el punto (1, 1). Se demostrará que 
el trabajo total realizado es el mismo si la trayectoria es a lo largo (a) del 
segmento de recta desde el origen hasta el punto (1, 1); (b) del arco de la 
parábola y = x? desde el origen hasta el punto (1, 1); y (e) del arco de 
la curva x = y? desde el origen hasta el punto (1, 1). 

Si W es la medida del trabajo efectuado, entonces 


Wo | (y? + 2x + 4) dx + Qxy + 4y - 5) dy (1) 
Cc 


(a) Consulte la figura 1. Una ecuación de C es y = x. Se emplea x como 
parámetro y se considera y = x y dy = dx en (1). Entonces 


1 . 
w=| (12 + 2x + 4) dx + (2x2? + 4x — 5)dx 
0 


1 
- | (3x2? + 6x — 1)dx 
0 


1 
13 + 3x2 - 1), 
=3 


x2, Otra vez, tomando 
2x dx en (1), se tiene 


(b) Refiérase a la figura 2. Una ecuación de C es y 
x como parámetro y considerando y = x?2 y dy 


1 
W - [ (4 + 2x + 4) dx + (2x3 + 4x2? - Sxdx 
0 


1 
- | (Sx* + 8x3 - 8Bx + 4) dx 
o 
5 4 2 ! 
= 1x3 + 2x? - 4x + 4x), 
=3 


(c) Vea la figura 3. Una ecuación de C es x = y?, Si se toma y como pa- 
rámetro y se considera x = y3 y dx = 3 y? dy en (1), se obtiene 


1 
W - | (y? + 2y3 + 493y2 dy + (Qy% + 4y — 5)dy 
0 


FIGURA 3 
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Z . 1 ' ; La o AA RIAS 
a -[ 6y% ip amb” 0:08 dd ma E.» 
A E TER sy] la RO 
=3 Ll j « 


En el ejemplo ilustrativo se ha Visto que el valor de la integral de línea es 

el mismo sobre las tres trayectorias diferentes de (0, 0) a(1, 1). En realidad, el 

** valor de la integral de líriéa es él mismo sobre cualquier curva suave a trozos 

desde el origen hasta el punto (1, 1); por tanto, esta integral de línea es indepen- 

diente de la trayectoria. Este hecho se demuestra en el ejemplo ilustrativo 2, 

A continuación se establecerá y demostrará un teorema que no sólo 

proporciona condiciones para las cuales el valor de la integral de línea es 

independiente de la trayectoria, sino que también provee una fórmula para 
calcular el valor. 


14.3.1 Teorema 


Sea C cualquier curva:suave a trozos contenida en un disco abierto B 
de R? desde el punto:(x;, y,) hasta el punto (x», y2). Si F es un campo 
vectorial conservador continuo sobre B y q es. una función potencial 
para F, entonces la integral de línea 


[r-an 
(el 


es independiente de la trayectoria C, y 


/ F-+dR = d(x2,y2) — (1 Y1) 


Demostración Se presenta la demostración en el caso de que Wes 
suave. Si C es suave a trozos, entonces considere cada parte por separado“Ys 
demostración siguiente se aplica a cada parte suave. 

Considere como ecuaciones paramétricas de C las siguientes: 


x= f) y = 2() 1=<1<b 
De esta forma, una ecuación vectorial de € es 
R(0) = fi + 20) ti <1t<t 


Además, se tiene que el punto (xy, y¡) es (f(t1), g(t1)) y el punto (x», y2) 
es (f(t2), g(t2)). Puesto que $ es una función potencial para F, entonces 
Vó(, yy = F(x, y), donde F(x, y) = M(x, y)i + N(x, y)j. En consecuencia, 


[rar - [ vó-ar 
c c 


2 
= / VHR() - Ro) de 


A 


19] 
= Il VASO, ¿O0) RO de 
1 
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le 
= | (MO, 20), NEO, 0) * (FO, g'(0) de 
4 


lo - 
= | [MJO, 20) F (0 de + NO, g(0)Z (0) de] (2) 
E 


Observe que como Mx, y) dx + N(x, y) dy = dp(x, y), entonces 


MO, ¿DIF de + NEO, ¿OJO de = dol fO, 2(0) 


Si se sustituye de esta ecuación en (2) y después se aplica el segundo teore- 
ma fundamental del Cálculo se obtiene 


l F-dR 
Cc 


l 


a 
| ONO) 
£ 


il 


15) 
$fo, g0) 
1 


HE), 2(t0)) - HON, g()) 
$2 Ya) — $1 y1) 


lo cual es lo que se deseaba demostrar. n 


Debido a la semejanza del teorema 14.3.1 con el segundo teorema 
fundamental del Cálculo, en ocasiones se le denomina teorema funda- 
mental para las integrales de línea. Puesto que un campo vectorial conser- 
vador tiene un número infinito de funciones potenciales que se diferencian 
por una constante arbitraria K, se omitirá dicha constante para la función po- 
tencial $ cuando se aplique el teorema 14.3.1. Por supuesto, lo que en rea- 
lidad se está haciendo es elegir la función potencial para la cual K = 0. 


'> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 — Seaplicaráel teorema 14.3.1 


para evaluar la integral de línea del ejemplo ilustrativo 1: 
! GQ + 2x + 4 dx + (Qxy + 4y - 5) dy 
C 


Con la notación vectorial, esta integral de línea se expresa como 


[ra 
Cc 


donde 
F(o,y) = 0? + 2x + 4)i + (xy + 4y — 5)j 


En el ejemplo ilustrativo 4 de la sección 14.1 se demostró que F es un cam- 
po vectorial conservador que tiene la función potencial 


Hoy) = y?x + 12 + 4x + 2y? - Sy 


Por tanto, del teorema 14.3.1, la integral de línea es independiente de la tra- 
yectoria, y C puede ser cualquier curva suave a trozos desde (0, 0) hasta (1, 1). 
Además, del teorema 14.3.1, 
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x+2y=3 


FIGURA 4 


$A, D - $0, 0) - 
=3-0 
=3 


! (y? + 2x + 4) dx + Qxy + 4y - 9) dy 
€ 


Este resultado concuerda con el del ejemplo ilustrativo 1. 4 


» EJEMPLO 1 Utilice el resultado del ejemplo 1 de la sección 
14.1 para evaluar la integral de línea 


[r-ax 
Cc 


si F(x, y) = (e Y — 2x)i — (xe? + sen y)j y C es el arco en el primer 
cuadrante de la circunferencia 


R() = reos fi + asen tj 0OS!t< Tx 


1 

2 

Solución Del ejemplo 1 de la sección 14.1, se sabe que 
VíxeY - x2 + cos y) = (e? — 2x)i - (xe7Y + sen y)j 


Por tanto, F es un campo conservador, de modo que puede aplicarse el teo- 
rema 14,3.1 con d(x, y) = xe? — 12 + cos y. El punto para el cual £ = 0es 
(xr, 0) y el punto correspondiente a 1 = ¿a es (0, 7). 

cos a - (m- 12 + 1) 


[r-« 
c 
2-2 de! 


Si el valor de una integral de línea es independiente de la trayectoria, 
entonces no es necesario determinar la función potencial para calcular el 
valor. El procedimiento para esto se muestra en el ejemplo siguiente. 


p(0, 1) — p(, 0) 


= A 


» EJEMPLO 2 


F(x, y) = pi - 


Considere el campo vectorial 


X. 


y? J 

Si C es cualquier curva suave a trozos desde el punto A(5, —1) al punto 
B(9, -3), demuestre que el valor de la integral de línea [¿F * dR es indepen- 
diente de la trayectoria y evalúela. 


Solución Sean 
l x 
My =- May =-% 
(x y) y (x y y? 
1 1 
Má y =-3+% Ny =->3 
yr, y) y? AA, Y y? 


Puesto que My(x, y) = Nx, y), entonces F es conservador. Por tanto, la 
integral de línea es independiente de la trayectoria. 

Se toma como trayectoria el segmento de recta de A a B, mostrado en la 
figura 4. Una ecuación de la recta que pasa por A y Bes x + 2y = 3. Al 
considerar y = —f y x = 3 + 2f, una ecuación vectorial de esta recta es 
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R() = GQ + 29i- ej l<st<3 


va 


Ahora se calculará el valor de la integral de línea aplicando la definición 14.2.2, 


[ F-¿R - | FR Río de 
C E 


3 
- | E(B + 21-0* (0-0 dt 
1 


=2 e! 


Recuerde de la definición 9.].2 que si en una curva C definida por las ecua- 
ciones paramétricas x = f(t) y y = g(6), o la ecuación vectorial equivalente 


RO) = /fOi + ¿0 as ts b 


el punto inicial A(f(a), g(a)) y el punto B(f(b), g(b)) coinciden, entonces se 

dice que la curva C es cerrada. La figura 5 muestra una curva suave y cerrada. 

El teorema siguiente se refiere a la integral de línea de un campo vecto- 

A=B rial conservador sobre una curva cerrada y suave a trozos, y se deduce 
inmediatamente del teroema 14,3.1 


14.3.2 Teorema 


Si C es una curvá cerrada y suave“a trozos contenida en algún disco abierto 
B de R? y F es una campo vectorial conservador continuo en B, entonces 


[ra =o 
Le. 


Demostración Se aplicará el teorema 14.3.1, y como C es cerrada, 
entonces el punto (x, y;) coincide con el punto (x,, y). Por tanto, 


[ran 
Cc 


» EJEMPLO 3 Una partícula se mueve sobre la circunferencia 


FIGURA 5 


$, Yo) — P(%, yy) 
0 n 


R(s) = 2costi + 2 sen £j 0O<t<2x 


Calcule el trabajo total realizado si el movimiento lo ocasiona el campo de 
fuerza 


e ss a NN E A A E 
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F(x, y) = (55) e 
»y) = x?2 +2 e 1d J 


Solución Sean 


2y 
My = 223 NG, y) = e2 In (12 + 2) 
2xe?) _ 2xe2) 
MOy= 27 NY = 3723 


Como My(x, y) = N,(x, y), entonces F es conservador. Además, la circun- 
ferencia es una curva cerrada y suave. Por tanto, si W es el trabajo realizado, 
del teorema 14.3.2 se tiene 


| r-< 
C 


=0 d 


Ahora se extenderá el estudio a las funciones de tres variables. El 
enunciado del teorema siguiente y su demostración son análogos a los del 
teorema 14.3.1. Se le pedirá que efectúe la demostración en el ejercicio 32. 


14.3.3 Teorema | 


Sea C cualquier curva suave a trozos contenida en un disco B de R? 
desde el punto. (x;, y,, Z1) hasta el púnto (%, ya, 22). Si F es un campo 
vectorial conservador continuo sobre B y $H es una función potencial 
para F, entonces la integrál de línea 


[ra 
Cc 


es independiente de la trayectoria €,y 


Ww 


/ F-dR = Qs, Y2, 22) — Plxy, Yi, 21) 
Cc . 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 En el ejemplo 2 de la sec- 


ción 14.1 se demostró que el campo vectorial definido por 
Fíx y, 2) = (e*senz + 2yz)i + (2x2 + 2y)j + (e*cosz + 2xy + 322)k 


es un gradiente V f(x, y, z), y 


f,y 7) =e*senz + 2xyz + y? + 2 

Así, F es un campo vectorial conservador. Por tanto, si C es cualquier curva 
suave a trozos desde (0, O, 0) hasta (1, -2, 72), entonces se infiere, por el teo- 
rema 14.3.3, que la integral de línea 


[ra Ú 
Cc 


es independiente de la trayectoria y su valor es 
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f1,-2, 7 - f(0,0,0) = (esenx— dr+4+052ma02)-0 


= 13-4a+4 4 


En el próximo ejemplo, se evaluará una integral de línea independien- 
te de la trayectoria cuando el integrando se ha expresado con la notación de 
la forma diferencial y se emplearán ecuaciones paramétricas de la curva € 
en lugar de una ecuación vectorial. 


» EJEMPLO 4 Demuestre que la integral de línea 
/ (4x + 2y — dx + Qx —- 2y + Ddy + (Ex + y + 22)dz 
Cc 
es independiente de la trayectoria, y evalúe la integral si Ces una curva 
suave a trozos de (4, -2, 1) a El, 2, 0). 
Solución Sean 
MAyD=4x+2y=2  NxyD=2x-2y+42 R(xyz2=-x+y+2 


My D=2 N4x y 2) = 2 Rx, y 2) =-= 1 
Máx, y, 2) = -1 Náx,y, 2) = 1 RAY =1 


Como 
Mx, y, = Náx, y, 2) My) = RAx y 2 NáAx y, 2) = Ryx, y, 2) 


el campo vectorial (4x + 2y — 2)i + Qx -— 2y + Dj + (Ex +y + 22)k 
es conservador. Por tanto, del teorema 14.3.3, la integral de línea es inde- 
pendiente de la trayectoria. Se considerará la trayectoria como el segmento 
de recta de (4, -2, 1) a (1, 2, 0). Un conjunto de números directores de la 
recta que pasa por esos dos puntos es [5, — 4, 1]. Por tanto, las ecuaciones 
de la recta son 


En consecuencia, las ecuaciones paramétricas del segmento de recta son 


x=-S$t-1 y =41+2 z=-1 1 <1t<0 
Así, 


[as + 2y - 2 dx + (Qx- 2y + z)dy + (Ex + y + 22 dz 
C 


0 
-/ [4-51 —- 1) + 2(41 + 2) - ENIES di) 
1 


0 
+ RES: - 1) — 2(41 + 2) + EnNIA di) 


1 


0 
+] EES1 - 1) + (41 + 2) + 2E8|Gadn 
-1 


0 
| (281 — 2M)dt 
1 
0 


-14? - am] 
= -13 4 
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La integral de línea del ejemplo 4 también puede calcularse si se 
determina la función potencial del campo vectorial conservativo 
(4x + 2y — zi + (Qx - 2y + 2)j + (Ex + y + 22)k. Se le pedirá que 
haga esto en el ejercicio 31. 


» EJEMPLO 5 Suponga que F es el campo de fuerza gravitacio- 
nal ejercido por una partícula de masa M unidades ubicado en el origen sobre 
una partícula de masa 1 unidad localizada en el punto P(x, y, 2). Entonces, de 
la sección 14.1, 
-GM 

(2? + y? + 290 
Calcule el trabajo realizado por la fuerza F que mueve una partícula de 
masa 1 unidad a lo largo de una curva suave C desde el punto (0, 3, 4) hasta 
el punto (2, 2, 1). 


F(, y, = (ri + yj + 2k) 


Solución En el ejemplo ilustrativo 3 de la sección 14.1 se demostró 
que F es un campo vectorial conservador y que una función potencial para F 
está determinada por 


GM 
(1,2 = +=== GM 
dá d y? + y? + 22 


Si W es la medida del trabajo realizado al mover la partícula de masa 1 uni- 
dad a lo largo de C, entonces 


w= | rear 
Cc 


Por el teorema 14,3,3, la integral de línea es independiente de la trayectoria, y 


W= $Q,2,1) — (0, 3, 4) 
E AA Y. A 
42422412 Jo? +32 + 42 
 GM_CM 
> +9 5 
2 
= ¿GM 4 


Ahora se mostrará cómo los resultados de esta sección conducen a una 
importante conclusión en física. Si el movimiento de una partícula es causado 
por un campo vectorial conservador F, entonces la energía potencial de la 
partícula en el punto (x, y, 2) está definida por un campo escalar E tal que 


Fs, y, 2 = -VEG, y, 2) 


Esto es, -E es una función potencial de F. Se utilizará la notación E(P) 
para denotar la energía potencial de la partícula en el punto P. Si W es la me- 
dida del trabajo realizado por F al desplazar una partícula a lo largo de una 
curva suave a trozos C desde un punto A hasta un punto B, entonces, por el 
teorema 14.3,3, 


w= | r-or - 
Cc 8 


= -E(% y, a A 


1106 CAPÍTULO 14 INTRODUCCIÓN AL CÁLCULO DE CAMPOS VECTORIALES 


W 
W 


-[E(B) - E(A)] 
E(A) — E(B) (3) 


Ñ 


Por tanto, W es la diferencia de las energías potenciales de la partícula en A y B. 
Ahora suponga que la partícula está ubicada en un punto A en el tiempo t;, 
y en el punto B en el tiempo fo, y que la curva C tiene la ecuación vectorial 


R() = fídi + g(0j + Ak 1<1t<b 
Entonces los vectores velocidad y aceleración en el tiempo 1 son V(£) y A(r) 
definidos por 

VO=R(W y AM) = VO) 


La rapidez de la partícula en el tiempo £ se denota por v(t), donde 
v(t) = 1 V(t) l . Entonces, otra fórmula para calcular W está dada por 


w= | rear 
C 


7) 
W= | F(R(O) * R'() dr 
! 


1 


Y) 
W= | FR) * V( dt (4) 
4 
La segunda ley de Newton acerca del movimiento establece que si la fuerza 
F actúa sobre una partícula de masa m unidades, entonces 


FR(O) = mA(s) 
o FR) = mV) 


Al sustituir de esta ecuación en (4) se tiene 


Y 
W = [ m[V(0 * V(D] de 
A 


Como D,[V(5) + Vi] = 210: VO y VO * VO) = MOR se tiene 


2 
W= im ! D,[V(D * V(D] dr 
1 


1 


2 
W = im] D.MOP de 
Lt 


h 
W = mor | 


] 


W= ¿imiviy? - ¿mivt)P (5) 


En física, la energía cinética de una partícula se define como ¿my?. 


Por tanto, la ecuación (5) afirma que el trabajo efectuado al desplazar una 
partícula a lo largo de C desde un punto A hasta un punto B es la variación 
en la energía Cinética de una partícula. Si se emplea la notación K(P) para 
denotar la energía cinética de una partícula ubicada en el punto P, entonces 
(5) puede expresarse como 


W = K(B) - K(A) 


Al igualar los valores de W de (3) y de esta ecuación se obtiene 
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E(A) - E(B) = 


E(4) + K(4) 


K(B) — K(4) A 


= E(B) + K(B) 


La ecuación anterior establece que la suma de las energías potencial y 
cinética son iguales en el punto inicial A y en el punto final B. Como A y B 
pueden ser puntos cualesquiera de C, la suma de las dos energías es cons- 
tante a lo largo de C; esto es, la energía total de la partícula permanece sin 
alteración durante el movimiento. Este hecho es un concepto muy impor- 
tante en física denominado ley de conservación de la energía. Por esta 
razón, se utilizó el término conservador para un campo de fuerza que es 


un gradiente. 


EJERCICIOS 14.3 


En los ejercicios | a 12, utilice el resultado del ejercicio de la 
sección 14.1 indicado para demostrar que el valor de la integral 
de línea es independiente de la trayectoria. Después evalúe la 
integral de línea aplicando el teorema 14.3.1 o el teorema 14.3.3 
y empleando la función potencial obtenida en el ejercicio indi- 
cado. En cada ejercicio C es cualquier curva suave a trozos 
desde el punto A hasta el punto B. 

1. L.> dx + xdy; A es (1, 4) y Bes (3, 2); ejercicio 21. 

2. [¿x dx + y dy, A es (SS, 2) y Bes (1, 3); ejercicio 22. 

3. | e*senydx + e*cos y dy; A es (0,0) y Bes (2, 31; 

ejercicio 23. 
4. le (sen y senh x + cos y cosh x) dx + 
(cos y cosh x — sen 2y senh x) dy; 
A es (1, 0) y Bes (2, 77); ejercicio 24. 

5, E (2xy? — y% dx + (Qx?%y - 3xy? + 2) dy, A es (3, 
=1) y B es (1, 2); ejercicio 25. 
6. es + 2y — y?%e*) dx + (2x — 2ye*) dy; A es (0, 2) 
y Bes (1, -3); ejercicio 26. 
7. (a? - y dx —- (x -— 32) dy + (2 + 3yYdzAes(3, 1, 
2) y B es (3, 0, 4); ejercicio 27. 
8. ¿Y? dx + x2z dy + xy dz; A es (0, -2,5) y B es (4, 1, 
-3); ejercicio 28. 


9. ¿et + eN) dx + (xe? - e) dy + ( - ye + e) dz; 
A es (1, 0, 2) y B es (0, 2, 1); ejercicio 29, 
10. f, (tan y + 2Zxry sec z)dx + (asec? y + 12secz)dy + 
sec 21?y tan z — sec z) dz; 
Aes(2, or, 0) y Bes (3, 171, * 7); ejercicio 30. 
11. [¿(Qxcos y = dx - (2 seny + 22) dy -= Qy - 2)dz; 
A es (1,0, 3) y Bes (1, xr, 0); ejercicio 31. 
12. [¿Qy? - 8x3Bdx + (6xy? + Ddy - (8x2 + 323dz; 
A es (2,0, 0) y B es (3, 2, 1); ejercicio 32, 
En los ejercicios 13 a 20, demuestre que el valor de la integral 
de línea le F - dR para el campo vectorial E y la curva C indi- 


cados es independiente de la trayectoria, y evalúe la integral 
de línea. 


13. Fx, y) = 2 — y)i + 2(3y -— x)j; C es el arco ubicado 
en el primer cuadrante de la circunferencia x? + y? = 9 
desde el punto sobre el eje x hasta el punto sobre el eje y. 


14. F(x, y) = (31? + 6xy — 2y%i + (Bx? - 4xy + 3y2)]j; 
C es el arco ubicado en el primer cuadrante de la elipse 
4x? + 9y? = 36 limitado por los puntos donde intersecta 
a los ejes coordenados. 


15, F(x, y) = 4e - 3e*e*)i + (Le? - 3e*eY)j, C es el 
arco de la parábola y? = 4x desde su vértice hasta el ex- 
tremo del lado recto del primer cuadrante. 


16. F(x, y) = e* cos yi — e* sen yj; C es el segmento de la 
recta 3x + 4y = 12 desde el punto sobre el eje x hasta el 
punto sobre el eje y. 


17. FGy xd = 2x1 + 3y?j + k; Ces la traza del elipsoide 
4x? + 4y? + 2? = 9 en el plano xz desde la parte posi- 
tiva del eje x hasta la parte positiva del eje z. 


18. Fx, y, = Qxy + 20)i + (1? - 2y0j + Qxz - yk; 
Ces la traza de la esfera x? + y? + 22= 1 enel plano yz 
desde la parte positiva del eje y hasta la parte positiva del 
eje z. 


19. Fx, y, = 2ye Wi + ej + 32?k; Ces cualquier curva 
suave a trozos desde el punto (In 2, 1, 1) hasta el punto 
(n 2, 2, 2). 


1 Y: 1 Z*. 1 x 
A = a = E an pr ; 
20. F(x, y, 2) (: 2)1 + (1 Si (1 5) 
C es cualquier curva suave a trozos desde el punto (1, 2, —1) 


hasta el punto (2, 4, -2). 


En los ejercicios 21 a 30, demuestre que el valor de la inte- 
gral de línea es independiente de la trayectoria, y calcule su 
valor de cualquier manera conveniente. En cada ejercicio, C 
es cualquier curva suave a trozos desde el punto A hasta el 
punto B. 


21. Oy = xdx + Q? + 2x) dy; A es (0,-1) y Bes(l, 2). 
22. [ (nx + 2y)dx + (e? + 2x) dy;Aes(3, 1) y Bes(1, 3). 


23. [tan y dx + xsec? y dy; A es (2, 0) y Bes (4, 32. 
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24. 


25. 


26. 


27. 


32. 


Je sen y dx + (sen y +x cos y) dy; A es (2, 0) y Bes (2, ¿7). 


2y 2x : 
J' De + ym 290.207 Be 0,0). 


dz, Aes 


f Aa tata 
(1, 0,0) y Bes (1, 2, 3). 
CO + Ddx + (4 + 2) dy + (x + y)dz;Aes(0, O, 0) y 
Bes(l, 1,1). 
CO7+x)dx + (22 + y) dy + (xy + dz, A es(0, O, 
0O)yBes(l, 1,1). 
¿(e* sen y + yz) dx + (e*cos y + z sen y + x2) dy + 
(xy — cos y) dz; A es (2, 0, 1) y Bes (0, xr, 3). 
¿Qxin yz — Sye") dx — (Se - x2y")) dy + 
(27) + 2d Aes(2, 1,1) y Bes(3, l, e). 


. Evalúe la integral del ejemplo 4 determinando una fun- 


ción potencial para el campo vectorial conservador 
(4x + 2y - Yi + Qx — 2y + Dj + (Ex + y + 22)k 
y aplicando el teorema 14.3.3. 


Demuestre el teorema 14.3,3. 


En los ejercicios 33 a 36, calcule el trabajo realizado al mover 
una partícula a lo largo de C si el movimiento es causado por el 


campo de fuerza F. Suponga que el arco se mide en metros y 
la fuerza en newtons. Sugerencia: primero demuestre que Y es 
conservador. 


33. 


36. 


37, 


F(x, y) = 3 + yY?i + Ax + yY; C: el arco de la pará- 
bola y = x? desde su vértice hasta el punto (2, 4). 

F(x, y) = (xy - Sy + 2y2)i + (2? — S5x + 4xy)j; C: 
un cuarto de la circunferencia R(1) = 2cos ti + 2sen?j, 
0<t<s jz. 

F(x, y, 2) = 2y?2%i + 4xy2?j + 6xy22?k; C: el arco de 
R(0) = ti + 1?j + tk desde 1 = 1 hastat = 2. 

F(x, y, = 4y%i + 8xyzj + 42? + xy?)k; C: el arco 
de R(r) = 3cosfi + 3 sentj + tk desde t = O hasta 
t= za. 

Si F es el campo de fuerza, con régimen de cuadrado in- 
verso, definido por 


k(xi + yj + 2k) 


F(x, y, 2) = 
» (12 + y2 + 22)3/2 


donde k es una constante positiva, calcule el trabajo reali- 
zado por F al desplazar una partícula a lo largo del segmen- 
to de recta desde el punto (3, O, 0) hasta el punto (3, O, 4). 
Evalúe la integral de línea mediante dos métodos: (a) utili- 
ce una función potencial para F; (b) no emplee una función 
potencial para F. 


14.4 TEOREMA DE GREEN 


FIGURA 1 


El teorema de Green, así llamado en honor del matemático y físico inglés 
George Green (1793-1841) quien lo presentó en un trabajo sobre aplicacio- 
nes de las matemáticas a la electricidad y el magnetismo, expresa una doble 
integral sobre una región plana R en términos de una integral de línea sobre 
la curva frontera de R. 

Antes roseguja revise las definiciones 9.1.1-9.1.3 concernientes 
a cod vos sd respectivamente. El enunciado del 
teorema de Gréen se refiere a una integral de línea sobre una curva ce- 
rrada, simple y suave a trozos que constituye la frontera de una región plana, 
y el sentido en que se recorre C es el contrario al giro de las manecillas del 
reloj. La figura 1 muestra una region R junto con la curva C la cuál es su 
frontera. La integral de línea sobre C, recorrida en el sentido contrario al 


giro de las manecillas del reloj, se denota por $ . 
Cc 


14.4.1 Teorema de Green 


Sean M y N funciones de las dos variables x y y tales que sus primeras 
derivadas parciales son continuas en un disco abierto B de R?, Si C es 
una curva cerrada, simple y suave a trozos contenida completamente 
en B, y si R es la región limitada por C, entonces 


$ Has + N(x, y dy = f (2 - 20) an 
c 
R 


La demostración del teorema de Green para todas las regiones limi- 
tadas por curvas que son suaves a trozos, simples y cerradas pertenece a un 
curso de Cálculo avanzado. Sin embargo, se demostrará el teorema para 
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y un tipo particular de regiones, aquellas para las cuales cada recta horizontal y 
cada recta vertical intersectan a su curva frontera a lo más en dos puntos. 
Enseguida se presenta la demostración 


Demostración Sea R una región del plano xy que puede definirse por 


R= ((1y la<x<b,f00) < y s f00) (1) 


=((x,y) lc < y < d,g(y) S x < 20) (2) 


donde las funciones f;, f>, 2, y £2 son suaves. La figura 2 muestra dicha 
región R, la cual se considera definida por (1) en la figura 3, y por (2) en la 
figura 4. La demostración consiste en probar que 


E: M(x y dx 3) 2 =X— dA (3) 
E N(x, y) dy 2 S— dA (4) 
c 


y A fin de demostrar (3) se considera a R como una región red 
4 Refiérase a la figura 3. Sea C| la gráfica de y = f(x) desde x = a hasta 
x = b; esto es, Cy es la parte inferior de la curva frontera C recorrida de 

y = 0 izquierda a derecha. Sea C, la gráfica de y = f(x) desde x = b hasta 


x = a; es decir, C, es la parte superior de la curva frontéra C recorrida de 
derecha a izquierda. Considere la integral de línea $ M(x y) dx. 
Cc 


$ MG y dx = 
Cc Cc 


| MG, y dx + ¡ Mx, y) dx 

| b a 

A > ox = | MG, f¡0)dx + / M(x, f(x) dx 
a b 


0) 
b b 
FIGURA 3 == | M(x, f(o)dx -| M(x, £200) dx 
; 
ww | [M(x, f¡(o)dx— Mx, faQ0)] dx (5) 


Ahora se tratará la integral doble f q dA, donde R está miplimealaa 


Y). Entonces 


: 0 > 
5 dA = le / a nd y dx 
!f 169) 


d to al e o 
x= 8/0) E did oM y dx 
NN dy y 
a f 00 
b AD 
= 2,0) e | 
MG, y) po dx 
pio b 

¡EÓE_A«zj;];]ás—>Ep = J [MG, 260) — MG, f009)] dx” (6) 

a 


FIGURA 4 Al comparar (5) y (6) se deduce que se cumple (3). 
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Para demostrar (4), se considera que R es una región definida por (2), 
como en la figura 4. Los detalles de la demostración se dejan como ejerci- 


y cio (vea el ejercicio 43). - 
A : Si se suman los miembros correspondientes de las ecuaciones (3) y (4) 
se obtiene el teorema de Green para esta región R. » 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 se aplicará el teorema de 


Green para evaluar la integral y? dx + 4xy dy, donde C es la curva ce- 


rrada que consiste del arco de parábola y = x? desde el origen hasta el 
punto (2, 4) y el segmento de recta desde el punto (2, 4) hasta el origen. La 
región R con la frontera C se muestra en la figura 5. Del teorema de Green, 


pra +"Uxy dy = f E (4xy) — 5 02] dA 


FIGURA 5 , 2 p2x 
- | | (4y - 2y) dy dx 
0 yx? 
2 2x 
= [ y, dx 
0 


2 
| (4x2 — x% dx 
0 


H 


A fin de mostrar la ventaja de emplear el teorema de Green, se evaluará 
la misma integral de línea mediante el método de la sección 14.2. Si C; es el 
arco de la parábola y = x2 desde (0, 0) hasta (2, 4) y C) es el segmento de 
recta desde (2, 4) hasta (0, 0), entonces 


Pra + asy > | y? dx + 4xy dy +] y? dx + 4xy dy 
c Ci Ca 


Las ecuaciones paramétricas para C; son 


x=t y=Rf 0<1t<2 


Por tanto, 
2 
[ y? dx + 4xydy = [ (129 di + AD0UB)AI di) 
C; 0 
2 
- | 91% dt 
0 
2 
= 275 
= % L 


288 
5 


El arco C, puede representarse paramétricamente por 


x= y = 21 dei=2a1t=0 
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9 
Así, 
a E 
[ y2 dx + 4xy dy - | Q0 dr + 4«N0OQDA di) 
C, 2 ñ 
0 
= / 201? dt 
2 
_ 243), 


En consecuencia, 


ras + 4xy dy = 2-2£ 
c 


2 


15 


lo cual concuerda con el resultado obtenido al utilizar el teorema de Green. 4 


» EJEMPLO 1 Utilice el teorema de Green para calcular el tra- 
bajo total realizado al mover un objeto en el sentido contrario al giro de las 
manecillas del reloj una vez sobre la circunferencia x2? + y? = a? si el mo- 
vimiento es causado por el campo de fuerza F(x, y) = (sen x -— y)i + 
(eY — x2)j. Suponga que el arco se mide en metros y la fuerza en newtons. 


Solución Si w joules es el trabajo realizado, entonces 


W= $ ens - y dx + (e) —- xB dy 
c 


donde C es la circunferencia x? + y2 = a?. Del teorema de Green, 


W = f 2 (e) — x?2) 5 (sen x — y| dA 
R 


- | (Lx + 1)d4 
R 


Se emplearán coordenadas polares para evaluar la integral doble. Con 
x =rcos O ydA = rdrd0se tiene ¡ 


27 pa 
W - | ll (2rcos 9 + lDrdrd0 
o Jo 


2 pa 
- | l (2r2?cos 0 + ridrd0 
0 0 
27 
274 
=l 50 0050 + | d0 
0 [9 


2x A 5 
/ (¿0 coso + E) ao 
0 


2 3 a? 1 
= -Zasend+ 0 
3 De 


= na? 


Conclusión: El trabajo realizadd es ra? joules. d 


1112 CAPÍTULO 14 INTRODUCCIÓN AL CÁLCULO DE CAMPOS VECTORIALES 


El teorema siguiente, el cual es una consecuencia del teorema de 
Green, proporciona un método útil para calcular el área de una región limi- 
tada por una curva cerrada, simple y suave a trozos. 


14.4.2 Teorema 


Si R es una región que tiene como su frontera una curva C cerrada, sim- 
ple y suave a trozos, y A unidades cuadradas es el área de R, entonces 


A= FO dy ys 
Cc 


Demostración En el enunciado del teorema de Green, considere 
MG, y) = -7y y NG, y) = ,x. Entonces 


Como [| dA es la medida del área de R, entonces 
R 


Eb xdy yd E 
Cc 


» EJEMPLO 2 Utilice el teorema 14.4.2 para calcular el área de 
la región acotada por la elipse 


a 

a? pl 

Solución Las ecuaciones paramétricas para la elipse son 
x= acost y = bsent 0<S1s<s2x 


Entonces dx = —a sen t dt y dy = bcos t dt. Si C es la elipse y A unidades 
cuadradas es el área de la región limitada por C, entonces, por el teorema 14.4.2, 


$b ys 
Cc 


2x1 
A all [(a cos £)(b cos 1 df) — (b sen tiza sen 1 d£)] 
0 


A = 


N|— 


1 27 
= a abícos? t + sen? 1) dt 
0 


1 21 
= tao | dt 
o y 


= Trab 
Conclusión: El área es ab unidades cuadradas. 


FIGURA 6 
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» EJEMPLO 3 Utilice el teorema de Green para evaluar la integral 


$ (1% — 3y) dx + Qy3 + 4x) dy 
Cc 


O 
si Ces la elipse 9 GU 1. 


Solución Del teorema de Green, 


$ (x% - 3y) dx + Qy? + 4x) dy - | 2 (2y5 + 4x) - ri - 3] dA 
Cc 
R 


f (4 + 3)dA 


R 


7 fas 


R 


La doble integral ff dA es la medida del área de la región acotada por la 
R 


elipse. Del ejemplo 2 con a = 3 y b = 2, el área de región limitada por 
la elipse es 677 unidades cuadradas. Por tanto, 


$ (1% —- 3y) dx + (2y3 + 4x0) dy = 4927 4 
Cc 


Existen dos formas vectoriales del teorema de Green, las cuales se 
obtendrán a continuación. Sea C una curva cerrada, simple y suave a trozos 
del plano xy. Suponga que una ecuación vectorial de C es 


R(s) = xi + y] 


conx = f(s) y y = g(5), donde s unidades es la longitud de arco medida en 
el sentido contrario al giro de las manecillas del reloj a partir de un punto 
particular Pg de C hasta un punto P de C. Entonces si T(s) es el vector 
tangente unitario de C en P, T(s) = D¿R(s). Así, 


=- Bi Di 
TS = ds + ds (7) 
El vector normal N(s) definido por 


- ÚYi _ dx; 
N(5) = ol J (8) 


es un vector normal unitario de C en P. Este vector normal unitario se ha 
elegido en lugar de su valor negativo debido a que cuando el sentido en que 
se recorre C es contrario al giro de las manecillas del reloj, N(s) apuntará 
hacia afuera de la región R limitada por C. A este vector se le denomina 
vector normal saliente unitario. Vea la figura 6. Sea 


F(x,y) = MG yi + NG y)j 


donde M y N satisfacen la hipótesis del teorema de Green. Como 


dy _ de) 
ds ds? ds 


l 


[MG pi + Ma, pi) * 
MG y dy — N(x, y dx 


F(x, y) * N(s) ds 
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entonces 


$ F(x, y) * N(5) ds = $ =N(x, y dx + M(x y) dy 
Cc 


[el 


Al aplicar el teorema de Green a la integral de línea del miembro derecho de 
esta ecuación se obtiene 


$ FG, y) + N(5) ds = f E 2 _ cm] dA 
Cc 
R 


Esta forma vectorial del teorema de Green se enuncia formalmente en 
el teorema siguiente, llamado teorema de la divergencia de Gauss en honor 
al matemático y científico alemán Karl Gauss (1777-1855). 


14.4.3 Teorema de la divergencia de Gauss 
en el plano 


Considere las funciones M y N, la curva C y la región R como se defi- 
nieron en el teorema de Green. Si F(x, y) = M(x, y)i + N(x, y) y N(s) 
es el vector normal saliente unitario de C en P, donde s unidades es la 
longitud de arco medida en el sentido contrario al giro de las maneci- 
llas del reloj desde un punto particular Py de C hasta P, entonces 


$ ronas = | aran 
Cc EN 


> EJEMPLO 4 Verifique el teorema de la divergencia de Gauss 
en el plano si 


F(x y) = 2yi + 5xj 
y Res la región limitada por la circunferencia 12 + y? = 1. 


> . “ . a 
Solución La frontera de R es la circunferencia unitaria que puede re- 
presentarse paramétricamente por las ecuaciones 


x= COS 5 y = sens 0O<s<2x 


donde ses la longitud de arco desde el punto donde s = O hasta el punto P 
de C. Entonces una ecuación vectorial de C es 


R(s) = cossi + sensj 0<s<2x 
De (8), el vector normal saliente unitario es 
N(s) = cos si + sen sj 5 


En un punto P(cos s, sen s) de C, F tiene el valor 2 sen si + 5 cos sj. Por 
tanto, 


FIGURA 7 
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2x 
Dra - | Qsensi + Scos sj) * (cossi + sensj)ds  - 
Cc 0 


2x7 E 
- | (2 senscoss + 5senscos s)ds 
0 


_ 7 2 211 
= 7 sen sT 
=0 
= 2 M-_ 5, í 
Como M = 2y, Jn 7 O, y puesto que N = Sx, ea 0. Así, 
divF dA = (2,20 aa 
dx dy 
R R 
=0 
De esta manera se ha verificado el teorema de la divergencia de Gauss en el 
plano para F y R. 4 


Observe en el ejemplo 4 que [] div F dA es más fácil de calcular que 
F-Nds. £ 


Cc 

Si F es un campo vectorial y div F = 0, entonces se dice que F está 
libre de divergencia. El campo vectorial del ejemplo 4 está libre de diver- 
gencia. En el estudio de hidrodinámica (moviento de los fluidos), si el cam- 
po de velocidad de un fluido está libre de divergencia, entonces el fuido se 
denomina incompresible. En la teoría de la electricidad y el magnetismo, 
un campo vectorial que está libre de divergencia se dice que es solenoidal. 

A continuación se utilizará el teorema de la divergencia de Gauss en el 
plano para dar una interpretación física de la divergencia de un campo vecto- 
rial. Considere las funciones M y N, la región R y la curva C como se defi- 
nieron en el teorema de Green. Suponga que F es el campo de velocidad de 
un fluido bidimensional (es decir, con profundidad constante) y que F está 
definido por F(x, y) = M(x, y)i + N(x, y)j. Además suponga que el fluido 
fluye a través de la región R que tiene la curva C como su frontera, para la 
cual el sentido en que se recorre C es contrario al giro de las manecillas del 
reloj. Se asumirá que el fluido tiene una densidad constante en R, y por con- 
veniencia, la densidad es de valor unitario. El flujo del campo vectorial F a 
través de C es la tasa a la que el fluido atraviesa C en dirección perpendicular 
a C. Se mostrará cómo este flujo puede expresarse como una integral de línea. 

Sea s la longitud de arco de la curva C medida desde un punto particular 
Py hasta un punto P. Divida la curva C en n arcos y sea Ájs la longitud del 
i-ésimo arco que contiene al punto P;(x;, y;), donde s, es la longitud del arco 
de C desde Pg hasta P;. Como F es continuo, entonces una aproximación de 
la velocidad del fluido en cada punto del ¡-ésimo arco es F(x;, y;). La can- 
tidad de fluido que cruza el arco por unidad de tiempo está dada aproxi- 
madamente por el área de un paralelogramo que tiene un par de lados 
opuestos de longitud A,s y una altura de longitud F(x;, y;) * N(s;) unidades, 
donde N(s;) es el vector normal saliente unitario de C en P;(x;, y¡). Vea la fi- 
gura 7. El área del parelelogramo es F(x%, y;) * N(s¡) A¿s unidades cuadradas. 
La cantidad total de fluido que atraviesa C' por unidad de tiempo está dada 
aproximadamente por 
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ñ 
Y F(x; y¡) * Ns) Ajs : 
i=1 
Al tomar el límite de esta suma conforme n se incrementa sin límite y como 
cada A,s tiende a cero, se obtiene la integral de línea 


$ FG, y) * N(s) ds 
Cc 


la cual se denomina flujo de F a través de C. 

Ahora bien, sea P(x, y) un punto particular de R. Considere una cir- 
cunferencia que tiene centro en P y radio pequeño ó, y denótela por C¿. Sea 
Rgla región limitada por C¿. Entonces 


flujo de F a través de Cg = $ Fx y *Nds 
Có 
Al aplicar el teorema .14.4,3 se tiene 


flujo de F a través de C5 = div F dA 


R5 
Si M, y N, son continuas en Rg, entonces div F es continua en esa región, 
y para una Ó pequeña, div F en R¿es aproximadamente F(x, y). Así, 


flujo de F a través de C¿ = f div F(x, y) dA 
R 


Como div F(x, y) es constante y f dA es la medida del área de una circun- 


R 
ferencia de radio Ó, entonces se tiene 
flujo de F a través de C¿ = div E(x, y) (192) (9) 


Recuerde que el flujo de F a través de Cg¿es la cantidad total de fluido que 
atraviesa Cg por unidad de tiempo. Por tanto, de (9), div F(x, y) puede 
interpretarse como la medida aproximada de la tasa de flujo del fluido por 
unidad de área que sale del punto (X, y). Si div F(x, y) > 0, se dice que el 
fluido tiene una fuente en (x, y). Si div F(x, y) < 0, entonces el fluido tiene 
una antifuente o sumidero en (x, y). Si F está libre de divergencia en todos 
los puntos de una región, entonces no existen fuentes ni antifuentes en la 
.región. Como se mencionó anteriormente, el fluido es incompresible. 

La palabra flujo normalmente significa escurrimiento o fluencia; sin 
embargo, el término flujo se aplica a campos vectoriales en general, no sólo 
a aquellos asociados con la velocidad de un fluido. De esta manera, si F es 
un campo vectorial, entonces 


flujo de F a través de € = $ F*Nds (10) 
Cc 


» EJEMPLO 5 El campo de velocidad de un fluido está defini- 
do por 


F(y = (5x - yi + (1? - 3yj - 


Calcule la intensidad (tasa) de fluencia del fluido cuando sale de una región 
limitada por una curva C cerrada, simple y suave cuya área es de 150 cm?. 
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Solución La intensidad de fluencia del fluido está dada por el flujo de F 
a través de C. De (10) y del teorema de la divergencia de Gauss en el plano 
se tiene 


flujo = <Q roNas 
Cc 


= l div F dA 
Sia 57 (5x — y) +3 ar - 3 a 
f (S — 3)dA 


R 


> ja 


R 
Como el área de R es de 150 cm?, entonces [| dA = 150. Así, 
R 


flujo = 300 


Conclusión: La intensidad de fluencia (o flujo) del fluido que sale de la 
región es 300 cm? por unidad de tiempo. d 


A fin de obtener la segunda forma vectorial del teorema de Green se 
considerará el producto punto de F(x, y) y el vector tangente unitario T(s) 
definido por la ecuación (7). De este modo, 


FG, y * Tí ds = [MG, yi + Na, yl: ES + o ¡) ds 


= MG, y dx + N(, y) dy 


De donde 
$ FG, y) * Tísids = $ MG, y dx + N(x, y) dy (1) 
c c . 
El rotacional de F en dos dimensiones se definió en la sección 14.1 como 
_(an_om 
rot F(x, y) = (2 dy mM) k 
Por tanto, 
[MN _M 
rot F(x, y) x= (2 2) k 
- N_M 
rot F(x, y) *k = dx y 


En consecuencia, de esta ecuación y (11), la ecuación del teorema de Green 
puede escribirse como 


$ F(x, y) + Tís) ds = f rot F(x, y) + k dA 
Cc 


R 
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Esta forma vectorial del teorema de Green se enuncia formalmente en el 
teorema siguiente denominado teorema de Stokes, en honor al matemático 
y físico irlandés George Stokes (1819-1903). 


14.4.4 Teorema de Stokes en el plano 


" Considere las funciones M y N, la curva € y la región R como se defi- 
nieron en el teorema de Green. Si F(x, y) = M(x, y)i + NG, yNj y T(s) 
es el vector tangente unitario de. C en P, donde s unidades es la longi- 
tud de arco medida desde un punto particular Pq de C hasta P, entonces 


$ rorás - [| rotF+»kdA- 
ide R ) 


» EJEMPLO 6 Verifique el teorema de Stokes en el plano para 
F y la región R del ejemplo 4. 


Solución Como en el ejemplo 4, el campo vectorial F está definido por 
Fx, y) = 2yi + Sxj 


y una ecuación vectorial de C es 


lA 


R(s) = cos si + sensj 0<s <Q 
Como T(s) = D,R(s), 
T(s) = -sensi + cos sj 


En un punto P(cos s,sen s) de C, F tiene el valor 2 sensi + 5cos sj. 
Por tanto, 


2x1 
$ F-Tds - | (Qsensi + Secos sj) * (-sensi + cos sj) ds 
C 0 


27 
[ (2 sen?s + 5 cos? s) ds 
0 


ci 2 is 2 A 

- 2 | EE Ea 2ar ss | ds 
0 0 

PS 1 5 E 2x 

= s + ¿sen 2s + ¿s + 3 sen 25); 

3 7 27 

= 35 + ¿sen 25); 

=31 


Como N = 3x, 2 = 5, y como M = 2y, e = 2, Así 


[rar kdA = fa: (2 - 21) dA 
OS 


R 
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a | 


R 
= 3x1 
q_ F 
fijo De esta manera se ha verificado el teorema de Stokes para este campo vec- 
N del torial F y esta región R. d 
fluido 


Si F es el campo de velocidad de un fluido, entonces el producto punto 
F + T es la componente tangencial de F y la integral de línea y F * T ds 


se denomina circulación de F sobre o alrededor de C. De manera in- 

tuitiva, se puede pensar que la circulación es la suma de las componentes 

$ F-Tds>0 tangenciales de F alrededor de C. Si el desplazamiento alrededor de C se 
c efectúa en el sentido contrario al giro de las manecillas del reloj y 


FIGURA 8 F + T ds > 0, entonces el fluido circula en ese sentido; refiérase a la fi- 


e , 
gura 8. Si q F + T ds < 0, la circulación del fluido se efectúa en el mis- 


T F mo sentido que el giro de las manecillas del reloj; consulte'la figura 9. 
flujo Sea P(x, y) un punto particular de la región R y sea Cg la circunferen- 
del cia de centro P y radio pequeño ó. Si Rg es la región limitada por C¿, entonces 


$ F-Tds - |] rot F + kdA 
C5 25 


Si M, y N, son continuas en Rg, entonces rot F + k es continua en esa región 
y Para un valor pequeño de Ó, rot F + k en Rg¿ es aproximadamente igual a 
$ F-Tds<0 rot F(x, y) + k. Por tanto, 
Cc 


FIGURA 9 $ F*Tds = rotF(x, y) + k l dA 
R5 


8 
$ F + T ds = rot F(x, y) * k(18?) 

Cs 

De esta forma se interpreta rot F(x, y) * k como la medida aproximada de la 
intensidad (o tasa) de circulación por unidad de área en el sentido contrario 
al giro de las manecillas del reloj en el punto P. Cuando F y T son vecto- 
res ortogonales, F *- T = 0 por lo que rot F' = 0. En tal caso se dice que F es 
irrotacional. Este término se emplea aún si F no es el campo de-velocidad 
de un fluido. 


ñ 


A 


EJERCICIOS 14.4 


En los ejercicios 1 a 8, evalúe la integral de línea mediante el 85, $ x2y dx — y?x dy, donde C es la circunferencia x? + 
teorema de Green. Después verifique el resultado por medio S 
del método de la sección 14.2, 


y =1l. 


1. $ 4y dx + 3x dy, donde C es el cuadrado cuyos vértices 6: yA (1? — y) dx + 2xy dy, donde C es la circunferencia 
ce 
sor (0, 0), (1,0), (1, 1) y (0, 1). 44 yl, 


2 2 o 
2. $.) dx + x* dy, donde C es el cuadrado del ejercicio 1. 7. La integral de línea del ejercicio 5, donde C es la curva 


3. $ 2xy dx — x?y dy, donde C es el triángulo cuyos vérti- cerrada que consiste del arco de 4y = x? de (0, 0) a (2, 2) 
cos son (0, 0), (1, 0) y (0, 1) y el segmento de recta de (2, 2) a (0, 0). 


4. La integral de línea del ejercicio 3, donde C es el triángulo 8. La integral de línea del ejercicio 6, donde C es la curva 
cuyos vértices son (0, 0), (1, 0) y (1, 1). cerrada del ejercicio 7. 
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En los ejercicios 9 a 20, utilice el teorema de Green para eva- 
luar la integral de línea. 
9, yA (1 + y dx + xy dy, donde C es la curva cerrada deter- 
minada por el eje x, la rectax = 2 y la curva 4y = a. 
10. $ y? dx + x? dy, donde C es la curva cerrada determina- 


1 y la curva y = x?, 


da, .por el eje x, la rectax = 

11. $. (=x? + x) dy, donde C es la curva cerrada determi- 
nada por la recta x — 2y = 0 y la parábola x = 2y?. 

12. $. (+? + y) dx, donde C es la curva cerrada determinada 
por el eje x y la parábola y =4- xy? 

13. yA cos y dx + cos x dy, donde c es el rectángulo cuyos 
vértices son (0, %G x, 0), G 0 y (0, ¿D. 

14. $. eFY dx + et dy donde C es la circunferencia x? + 
y = 4, 

15. $ (sentx + 2) dx + (cos? y — e?) dy, donde C es la 
curvax? + y? = 16, 

16. yA xsen y dx — y cos x dy, donde C es el rectángulo cuyos 
vértices son (0, 0), (¿7 0, (Gx, 37) y (0, 37). 


2y 
17. $ z dx — tam! x dy, donde C es la elipse 4x? + 
Cc x? +1 


. 25y? = 100. 

18. $ eY cos x dx + e” senx dy, donde C es la curva x% + 
y = 10. 

19. $ (e* — x2y) dx + 3x?y dy, donde C es la curva cerrada 

Xyx= y 

20. $, tan y dx — x tan? y dy, donde C es la elipse x? + 
4y? =1, 

En los ejercicios 21 a 26, emplee el teorema 14.4.2 para 

calcular el área de la región. 


determinada por y = 


21. La región limitada por el cuadrilátero cuyos vértices son 
(0, 0), (4, 0), G, 2) y (1, D. 

22. La región cuya frontera es la circunferencia 1? + y? = a?. 

23. La región limitada por las gráficas de y = 1? y y = yx. 

24. La región acotada por la parábola y = 2x? y la recta 

= 8x. 

25. La región limitada por la hipocicloide cuyas ecuaciones 

paramétricas son 


3 


*x=acos”t y =asemt 


donddea >0y0<1<2x 
26. La región acotada inferiormente por el eje x y superior- 


mente por un arco de la cicloide que tiene ecuaciones 
paramétricas 


x=t-sent y=1-cost 0<1t<?2x 


En los ejercicios 27 a 30, verifique el teorema de la divergencia 
de Gauss en el plano y el teorema de Stokes en el plano para 
FyR. 


27. Fí(x, y) = 3xi + 2yj y R es la región acotada por la 
circunferencia x? + y? = 1. 

28. Fíx, y) = 3yi — 2xj y R es la región limitada por 
cien y = 1. 
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29. F(x, y) = 1? + y?j y R es la región acotada por la elipse 


4x? + 25y? = 100. - 
30. F(x, y) = y?i + x2j 7 R es la región limitada por la 
circunferencia x? + y? = 4. 


En los ejercicios 31 a 34, utilice el teorema de Green para 
calcular el trabajo total realizado al mover una vez un objeto 
en el sentido contrario al giro de las manecillas del reloj alre- 
dedor de la curva C si el movimiento es causado por el cam- 
po de fuerza F(x, y). Suponga que el arco se mide en metros y 
la fuerza en newtons. 


31. Ces la elipse x? + 4y? = 16; 
Fo y = Gx + y)k + (4x - 5y]. 
32. Ces la circunferencia x? + y = 25; 
F(x, y) = (e* + y?) + (x?y + cos y). 
33. C es el triángulo cuyos vértices son (0, 0), (2, 0) y (0, 2); 
Fay = (e + yhi+ (0 + 3] 
344. C consiste de la mitad superior de la elipse 
9x? + 4y? = 36 y el intervalo [-2, 2] sobre el eje x, 
Fx, y) = (ay + y2)i + xyj. 
En los ejercicios 35 a 38, determine la intensidad (o tasa) de 
Jluencia (o flujo) del fluido que sale de la región R limitada por 
la curva C si E es el campo de velocidad del fluido. Suponga 
que la velocidad se mide en centímetros por segundo y el área 
de R en centímetros cuadrados, 


35. F(x, y) = (y? + 6x0)i + Qy — x?)j; C es la elipse 
1? 4 4y? =4, 
36. F(x, y) = (3x - y?)i + (3x — 2y); C es el triángulo 


rectángulo cuyos vértices son (1, 2), (4, 2) y (4, 6). 


37. Fx y) = x%i + y?j, C es la curva determinada por la 
circunferencia x? + y? = 1, 


38. F(x, y) = xy%i + yx?j; C es la curva determinada por la 
circunferencia 1? + y? = 9, 


En los ejercicios 39 a 42, Y es el campo de velocidad de un 
fluido alrededor de la curva cerrada C, donde el movimiento 
alrededor de C se efectúa en el sentido contrario al giro de las 
manecillas del reloj. Emplee el teorema de Stokes en el plano 
para calcular $. F « T ds y del resultado determine, cual de 
los siguientes enunciados es correcto; (i) la circulación del 
HAluido es en el sentido contrario al giro de las manecillas del re- 
loj; (ii) la circulación del fluido es en el sentido del giro de las 
manecillas del reloj; (iii) F es irrotacional. 

39. F(x, y) = 4yi + 6xj; C es el triángulo cuyos vértices 

son (0, 0), (3, 0) y (3, 5). 


40. F(x, y) = 8yi + 3xj; Ces la elipse 4x? + 9y? = 

41. F(x, y) = sen? xi + cos? yj; C es la curva determinada 
por la elipse 9x? + y? = 9, 

42. F(x, y) = y i+x ñ C es la curva determinada por la 
circunferencia x? +y? = 25. 


43. Demuestre que $ NG, y) dy = E da si R es la re- 
gión definida por 


R= (y los y Ed 80) <x < 2,09) 


donde g| y g, son suaves. 
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14.5 INTEGRALES DE SUPERFICIE E 


Qíu, Vi fu, v)) 
eS 


FIGURA 1 


El concepto de integral de superficie es una extensión del concepto de in- 
tegral de línea en tres dimensiones. Se inicia el estudio de las integrales de 
superficie al considerar una región cerrada en el plano xy. Denote esta re- 
gión por D, en lugar de R, a fin de evitar confusiones con la función definida 
por R(x, y, z) empleada posteriormente en la discusión. Suponga que $ es 
una superficie que se encuentra sobre D y que tiene la ecuación z = f(x, y), 
donde f y sus primeras derivadas parciales son continuas en D. Entonces, si 
des la medida del área de la superficie $, por el teorema 13.3.4 se tiene 


O == l AE y) + O y) + ldxdy (D 
D 


Se puede generalizar la integral de (1) si se considera una función G de las 
tres variables x, y y z, donde G es continua sobre S. Se procede de manera 
semejante a la discusión de la sección 13.3 que precede al teorema 13.3.4. 
Sea Á una partición de la región D en subregiones rectangulares, donde el 
¿-ésimo rectángulo tiene las dimensiones de medidas A;x y A,y, y un área de 
medida AA. Sea (u;, v¡) cualquier punto del ¡-ésimo rectángulo, y considere 
el plano tangente a la superficie en el punto Q(u;, v;, f(u;, v¡)) de S. Pro- 
yecte verticalmente hacia arriba el ¡-ésimo rectángulo en el plano tangente, 
y sea A¡O la medida del área de esta proyección. Vea la figura 1. El número - 
A;¡O es una aproximación de la medida del área correspondiente a la por- 
ción de la superficie ubicada sobre el ¿-ésimo rectángulo. En la sección 13.3 
se demostró que 


A;¡o = feu, v;) + fu; v;) + LA¡A Q) 


Si se forma la suma 
nh 
Y Gli, Vis Fu v)) AjO 
1 


y se toma el límite de ésta conforme la norma de la partición tiende a 
cero, se tiene 


n 
lím G(U;, Vj, FU;, v¡)) A¡O 3 
ares (li FU YD) A; 3) 
Este límite se denomina integral de superficie de G sobre $ y se denota 
mediante 


ll Gay, da 
Ss 


A fin de obtener una fórmula para evaluar esta integral de superficie, se 
sustituye de (2) en (3) y se obtiene 


n 


lim DG; vi FU; 99) [FU 11) + Fui, vi) + 1 AGA 
llall=0 57 


i- 


Este límite es una doble integral sobre la región D del plano xy. De modo que, 


| G(x, y, 7) dO 


y >y a 
= [ so. y» FIS y) + fx y) + 1dA (4) 


+ 
D 
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FIGURA 2 


Si G(x, y, 2) = 1, entonces (4) se transforma en 


ll do -/ IEC y) + fo, y) + 1dA 
Ss D 


Al comparar esta ecuación con (1), se observa que para esta G la integral de 
superficie de G sobre S proporciona la medida del área de la superficie $. 

Para la integral de superficie de (4), z = f(x, y) es una ecuación de la 
superficie $ que se proyecta sobre la región D del plano xy.-Si una ecuación 
de la superficie S es de la forma y = g(x,z) y S se proyecta sobre la re- 
gión D del plano xz, y si g y sus primeras derivadas parciales son conti- 
nuas en D, entonces 


ll G(x, y, Y do 
Ss 


= [ Gx, 8, D,D/gx (x, 2) + 8, (x, 2) + 1dA (5) 
D 


Además, si una ecuación de la superficie S es de la forma x = h(y, 2) y 
$ se proyecta sobre la región D del plano yz, y si h y sus primeras deri- 
vadas parciales son continuas en D, entonces 


Js Gíx, y, 1] do 


-J (hy, 2), y, 2) [7 +0, 2 +1d4 (6) 


» EJEMPLO 1 Evalúe la integral de superficie 


J 1222 do 


S 
donde 5 es la porción del cono x2 + y? = 2? ubicada entre los planos 
z=1lyz=2. 


Solución La figura 2 muestra la superficie S y la proyección de $ sobre 
la región D del plano xy. La región D está limitada por las dos circunfe- 
rencias de radios | y 2, y cuyos centros están en el origen. Al despejar z de 


la ecuación de S, donde z > 0, se obtiene z = ./x2 + y?. Por tanto, 


fauy=y-4+yY o fay = E Sy = ano 


De (4), con G(x, y, 2) = x22? se obtiene 


y) 

272 do = Az Y dA 
fe. E (2 AS 
5 D 

= f xx? + y2) /2dA 


D 


Se evalúa la integral doble empleando coordenadas polares. Conx = r cos 6, 
12 + y? = r2ydaA = rdrd0se tiene 


(1,0, 0) ya Lax 


FIGURA 3 
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2 p2 
[| 222 do = ya | j (r? cos? O)rr dr d6) % 
e o Ji 
21 p2 
= Y) j cos? Or5 dr d0 
o Ji 


2a 6 
= Y) [cos 0 ea] d0 
0 1 


21/12 [1 + cos 20 
de 
al 2 


2142 sen 28 127 
plo el 


217 
E : 


Si la medida de la densidad superficial en el punto (x, y, z) de la super- 
ficie S es p(x, y, 2), y si M es la medida de la masa de S, entonces 


M= ll pQx, y, 2) do (7) 
a E a o . 3 


» EJEMPLO 2 Calcule la masa de la porción del plano x + y + 
z = 1 que se encuentra en el primer octante si la densidad superficial en 
cualquier punto (x, y, z) de la superficie es kx? kilogramos por metro cua- 
drado, donde k es una constante. 


Solución La figura 3 muestra S, la cual es la superficie del plano dado en 
el primer octante, la región D, que es la proyección de S en el plano xy. Si se 
despeja z en la ecuación del plano se obtiene z = 1 — x — y. De esta manera, 


fy=l-=x-=y f£by=-1  fíy =-l 


De (7), con p(x, y, z) = kx?, si M kilogramos es la masa de la superficie, 
entonces 


M= [ kx? do 
$ 


= f kl f2 (a y) + fA(x, y) + 1d 


D 
l k2 ED? + (1D? +1dA 


D 
1 l-x 
va) [ x? dy dx 
0 JO 
1 lx 
al E dx 
0 0 


1 
5) (2 - 1% dx 
0 


Il 


1124 CAPÍTULO 14 INTRODUCCIÓN AL CÁLCULO DE CAMPOS VECTORIALES 


a A 
3 4 lo 
= ¿v3k 


Conclusión: La masa es  /3k kilogramos. 


4 


Ahora se presentará una aplicación de las integrales de superficie para 
determinar el flujo de un fluido. Sea F el campo de velocidad de un fluido 


definido por 


Fi, = MG, y, Di + NG, y, 23j + RG, y, Kk 


Además, suponga que el fluido fluye a través de la superficie $ cuya ecua- 
ción es z = f(x, y), la cual se encuentra sobre la región D del plano xy. 
También suponga que f y sus primeras derivadas parciales son continuas en 
D. En cada punto de S existen dos vectores normales unitarios a S. El vector 
normal unitario que tiene la componente k positiva se denomina vector nor- 
mal superior unitario y el que tiene la componente k negativa recibe el 


nombre de vector normal inferior unitario. 


Como en la discusión anterior a la ecuación (2), tome una partición de 
la región D que consiste de n subregiones rectangulares. Elija un punto 


Z (u;, v¡) en el ¡ésimo rectángulo. Proyecte verticalmente hacia arriba el 
i-ésimo rectángulo sobre el plano tangente a la superficie S en el punto 
En Q(u;, v;, fu; v¡)) y sea Ajo, dado por (2), una aproximación de la medida 


a 


y , 
(4, VJ) 


SF, y N¡A¡¿O 


i=1 


del área de esta proyección. Otra vez refiérase a la figura 1. Ahora sea N; 
el vector normal superior unitario a S en el punto Q y sea F; el vector velo- 
cidad del fluido en Q. La cantidad del fluido que atraviesa la proyección 
por unidad de tiempo está dada aproximadamente por el volumen del 
paralelepípedo que tiene una base de área A¿O unidades cuadradas y una 
altura de longitud F;* N; unidades. Refiérase a la figura 4. La medida del 
volumen del paralelepípedo es F;* N; A¡o. La cantidad total de fluido 
Tm y que atraviesa $ por unidad de tiempo está dada aproximadamente por 


FIGURA 4 Al tomar el límite de esta suma conforme n crece sin límite y cada A,o se 


aproxima a cero, se obtiene la integral de superficie 


|| +-náo 


la cual se denomina flujo de F a través de S. 


(8) 


Con el fin de evaluar la integral de superficie (8), se escribe la ecuación 


de S en la forma g(x, y, ) = 0, donde 
805y 2 = 2 - f(y) 


Del teorema 12.7.2, un vector normal unitario de la superficie definida por 


2 y, = Des 
Ve 
N = 
vell 


AC ACA 
JLEGS Y) + FAY) +1 
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De modo que 


cl : =fyi — fjj + Kk 
[| se4o= | (Mi + Nj A 


-)] AA ENE 1) dA 
EEN 


Por tanto, se concluye que 


J F-Ndo = f (Mf, — Nfy + R)dA (9) 
Ss D 


donde N es un vector normal superior unitario. Si N es un vector normal in- 
ferior unitario (donde la componente k es negativa), entonces se tiene 


fJ F-Ndo = f (Mf, + Nf, — RIdA (10) 
Ss 4 D 


Esta fórmula se demuestra de manera semejante a la empleada al deducir (9). 


» EJEMPLO 3 El campo de velocidad de un fluido está dada por 
F(y 23 = yi - xj + 8k 


y la superficie S es la porción de la esfera x? + y? + z2 = 9 ubicada sobre 
la región D del plano xy acotada por la circunferencia 12 + y? =4. . 
Calcule el flujo de F a través de S. 


Solución La figura 5 muestra la superficie S y la región D del plano 
xy. Al despejar z de la ecuación de la esfera, con z > 0, se obtiene 


z= 4/9 - x? — y?, Por tanto, 


es ZA AE A a E 
RA AS E 
SE PES 


sie 


De la definición de flujo se tiene 


flujo de F a través de $ = [venas 


Del campo de velocidad dado, M = y, N = — xyR = 8. Por tanto, de (9), 


flujo de F a través de $ = ! EMf, — Nf,y + R)dA 


[leed eta «qu 
TES dA 


D 


tl 
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z 


e y - 
Ss 
x 


N, 


FIGURA 6 


2=-y16 - 1? - y? 


FIGURA 7 


Como D es la región limitada por la circunferencia x? + y? = 4, en- 
tonces A = 47. Así, > 


flujo de F a través de $ = 8(477) 
= 321 


Conclusión: La intensidad de fluencia (tasa de flujo) a través de $ es 
32 1 unidades cúbicas de volumen por unidad de tiempo. 4 


Suponga que S es una superficie cerrada, como lo son los paralelepí- 
pedos rectangulares, las esferas y los elipsoides. Cuando se utiliza (8) para 
calcular el flujo de F a través de una superficie cerrada, se elige N como 
un vector normal saliente unitario, el cual es un vector normal cuya di- 
rección es hacia afuera del sólido limitado por la superficie. En particular, 
si $ es un elipsoide, como el mostrado en la figura 6, se considera que S 
consiste de una susperficie superior S¡ y una superficie inferior S,, como 
se indica en la figura. En tal caso el flujo de F a través de S es 


J renáo= [[ r=n:00 + || 5=n.00 
Ss S Sa 


Para la integral de superficie a través de S,, N¡ es un vector normal su- 
perior unitario y para la integral de superficie a través de S7, N, es un 
vector normal inferior unitario. 


» EJEMPLO 4 El campo de velocidad de un fluido está dado por 
F(x, y,  = 5zk, y Ses la esfera 12 + y? + 22 = 16. Calcule el flujo de F 
a través de S si la longitud se mide en centímetros y el tiempo en horas. 


Solución La figura 7 muestra la esfera y la región D del plano xy, la 
cual es el círculo limitado por la circunferencia x? + y? = 16. Como 
F(x, y, 2) = 5zk,M =0,N = OyR = 52. El flujo de F a través de S es 


J ronco= | rormao + [| ron2:o (11) 
Ss S2 


$ 


donde S, es la mitad superior de la esfera y S, es la mitad inferior.'Para Sy, 
N, es un vector normal superior unitario y una ecuación de $; es 


z= y16- x? - y2. Así, f(x, y) = 16 - 1? — y?.De (9), 


l F-N, do = f E-Mf, — Nf, + R]dA 
5; p 
f S5SzdA 
) 
s || 16 - x2 - y? dA 
p 


2744 7 
sl [ 416 — r?rdrd0 
0 0 


' 
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27 1 4 
S 5] 3 (16 py | d6 a 
0 [8 


Para $, N, es un vector normal inferior unitario y una ecuación de $, es 


z=-x116-— x? — y?. Por tanto, fíx, y) = -/16 — x? — y?.De(10), 


f F + Nodo = f [Mf, + Nf, — RIdA 
52 D 
! 52 dA 


D 
s |] J16 — x2 - y? da 
D 


De igual modo que en el cálculo del flujo de F a través de S,, se tiene 


1 


En consecuencia, de (11), 


[eonao- Lar Lx 
Ss 


— 1280 
rg 
Conclusión: La intensidad de fluencia (tasa de flujo) del fluido a través 
de la esfera es L% cm3/hr. 4 
El concepto de flujo no se limita sólo a campos de velocidad de fluidos. 
Por ejemplo, si F es un campo eléctrico, entonces la integral de superficie (8) 
es un flujo eléctrico, y si F es un campo magnético, entonces dicha inte- 
gral es un flujo magnético. La integral de superficie (8) también puede 
representar un flujo de calor. 


EJERCICIOS 14.5 


En los ejercicios 1 a 14, evalúe la integral de superficie 6. Gíx,y,z) = x?; S es la porción del cilindro x? + 
If Gíx, y, y do para GyS. 
Ss 


1. 


4. 


5. 


Gíx, y, 2) = 2; S es la semiesfera x? + y? + 22=4 


y? = 1 ubicado entre el plano xy y el plano z = 1 en el 


primer octante. 


que se encuentra por arriba del plano x y. 7. Gíx,y,2) = x; S es la porción del cilindro z = x? del 
G(x,y,2) = x; S es la porción del plano x + y + primer octante limitada por los planos coordenados y los 
z = 1 del del primer octante. planos x = 1 y y = 2. 


Gíx, y, 2) = x + 2y — 2; S es la porción del plano x + 8, Gíx, y,z) = y; S es la porción del cilindro z = 4 — y? 


y + 2 = 2 del primer octante. 


G(x, y, 2) = z; S es la porción del plano 2x + 3y + el plano x = 3. 


z = 6 de] primer octante. 


del primer octante limitada por los planos coordenados y 


9. Gíxay,2) = 22; S es la porción del cono x? + y? = 2? 


Gí(x, y, 3 = xyz; S se define como en el ejercicio 4. que está entre los planos z = 1 yz = 2. 
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10. Gx, y, ) = xyz; S es la porción del cono x? + y? = 2? 


que se encuentra entre los planos z = 1 yz = 2. 


MH. G(x,y, 1 =x + y; S es la porción del plano 4x + 3y + 
62 = 12 del primer octante. 


1. Gíx y. 2) = qx? + y? +22; S es la porción del: cono 


x2 + y? = 2? ubicada entre el plano xy y el planoz = 2. 


13. G(x, y, 2) = xyz; S es la porción del cilindro 12+ 
2? = 4 que se encuentra entre los planos y = 1 y y = 3. 


14. Gxy y = x?2; S es la semiesfera x? + y +22=9 
que está por arriba del plano xy. Sugerencia: la integral 
de superficie es impropia. Vea el ejemplo 7 de la sección 
13.4. 


En los ejercicios 15 a 20, calcule la masa de la superficie S si 
la densidad superficial en cualquier punto (x, y, 2) es p(x, y, 2) 
kilogramos por metro cuadrado. 


15. Ses la parte de la esfera x? + y? + 2? = 4 ubicada por 
arriba de la región limitada por circunferencia x? + 


y = 1 py = kx? + y? +22, donde k es una 


constante. 
16. Ses la porción del plano 3x + 2y + z = 6 del primer 
octante; P(x, y, ) = y + 22. 


17. Ses la porción del paraboloide z = 9 - Y — y? que se 
encuentra por arriba del plano xy; p(x, y,z) = 


1/47 +4y? +1. 


18. Ses la semiesfera x? + y? + 22 = 1 que está debajo del 
plano xy; p(x, y, Y = x2 + y?. Consulte la sugerencia 
del ejercicio 14. 


19. Ses la porción del cono x? + y? = 2? ubicada entre los 


planosz = 2yz =3p(4y 2) = y?2? 


20. Ses la porción de la esfera x? + y? + 2? = 16 del pri- 
mer octante; p(x, y, 2) = kz2, donde k es una constante. 


En los ejercicios 21 a 24 calcule el flujo de Y a través de la 
superficie S donde E(x, y, 2) proporciona el campo de velo- 
cidad de un fluido. 


21. F(x, y, 2) = xi + yj + zk; S es la porción del plano 
3x + 2y + z = 6 del primer octante. 


22. F(x, y, z) está definido del mismo modo que en el ejerci- 
cio 21; S es la porción de la esfera x? + y? + 22 = 1 
ubicada por arriba de la región del plano xy acotada por 
la circunferencia 4x? + 4y? = 1, 

23. F(x, y, 2) = -2yi + 2xj + 5k; S es la parte de la esfera 
x? + y? + 22 = 16 que se encuentra sobre la región del 

plano xy limitada por la circunferencia x? + y? = 9. 


24. F(x, y, 2) = 3xi + 3yj + 6zk; S es la porción del pa- 
raboloide z = 4 — x? — y? ubicada por arriba del 
plano xy. 


25. Suponga que Fíx, y, z) = x?%i + xyj + 2zk y S es el 
cubo del primer octante limitado por los planos coorde- 
nados y los planosx = l,y = l yz = 1. Calcule el flujo 
de F a través de S evaluando seis integrales de superficie, 
una para cada cara del cubo. 


26. Si F(x, y, 2) = 3xi + y?j + yzk y S es el cubo del ejer- 
cicio 25, calcule el flujo de F a través de $ evaluando 
seis integrales de superficie, una para cada cara del cubo. 


14.6 TEOREMA DE LA DIVERGENCIA DE GAUSS Y TEOREMA 


DE STOKES 


Las dos formas vectoriales del teorema de Green, el teorema de la diver- 
gencia de Gauss en el plano y el teorema de Stokes en el plano, pue- 
den generalizarse a tres dimensiones. Una exposición rigurosa de estos 
teoremas pertenece a un curso de Cálculo avanzado. Sin embargo, en esta 
sección se proporcionará una breve introducción a estos teoremas. 


14.6.1 Teorema de la divergencia de Gauss 


Sean M, N y R funciones de las tres variables x, y y z, y suponga que 
tienen primeras derivadas parciales continuas en una bola abierta B de 
R?. Sea $ una superficie cerrada y suave a trozos contenida en B, y sea 
E la región limitada por $. Si ps 


F(x, y, = Mx, y, Di + Nx, y, )j + R(x, y, 2)k 


y Nes un vector normal saliente unitario de S, entonces 


Tronco ff] sera 


(1, 0, 0) 
A 


FIGURA 1 
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Este teorema afirma que el flujo de F a través de la frontera $ de una 
región E de R3 es la integral triple de la divergencia de F sobre E. La 
demostración de este teorema está más allá del alcance de este libro. En el 
ejemplo siguiente se verifica este teorema para una F y una S particulares. 


» EJEMPLO 1 Utilice el teorema de la divergencia de Gauss para 
resolver el ejemplo 4 de la sección 14.5. 


Solución F(x, y, 2) = 5zk y S es la esfera x? + y? + 2? = 16, Del 
teorema de la divergencia de Gauss, el flujo de F a través de 5 es 


[r-nao- [sora 


Como F(x, y, 2) = 5zk, divF = 252); esto es, div F = 5. De este modo, 


|] 7.00 =s [es 


Debido a que el volumen de E es el volumen de una esfera de radio 4, se tiene 


l F-Ndo = 5[: x(4)] 


s 1280 
ZAR 4 


Al comparar la solución del ejemplo anterior con la del ejemplo 4 de la 
sección 14.5, se observa cómo el teorema de la divergencia de Gauss sim- 
plifica el cálculo de una integral de superficie. 


DP EJEMPLO 2 — Si EG,y,.2) = x2yi + y?i + x2k, y S es el 
cubo del primer octante limitado por los planos x = l,y = 1yz = 1, y los 
planos coordenados, calcule el flujo de F a través de $5. 


Solución El cubo se muestra en la figura 1. El flujo de F a través de Ses 


[ ronco 


Ss 


Al calcular esta integral de superficie directamente se tendrían que evaluar 
seis integrales de superficie, una por cada cara del cubo. Si se aplica el teo- 
rema de la divergencia de Gauss con 


divF 


H 


CA CAPA 
A 


2xy + 2y+ x 


se tiene 


[ras [|| div F dv 
S E Ñ 
Lol 
= [ [ [ Qxy + 2y + Mdzdydx 
o Jo Jo 
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FIGURA 2 


Ep 
ll [ Qxy + 2y + x)dydx > 
0 Y0 


1 
li [x y? + y? + xy), dx 


1 
[ Qx + l)dx 
0 


=x+ $, 


=2 


Conclusión: La tasa de flujo del fluido a través de S es 2 unidades cúbicas 
de volumen por unidad de tiempo. 4 


La segunda forma vectorial del teorema de Green, conocida como 
teorema de Stokes en el plano, afirma que 


Heras = | var-tas 
e 
D 


donde C es una curva cerrada simple y suave a trozos de R? y D es la región 
limitada por C. A continuación se extenderá este teorema al espacio tridi- 
mensional. 


14.6.2 Teorema de Stokes 


Seañ M,'N y R funciones de las tres variables x, y y z, y SUPonga que 
tienen primeras derivadas parciales continuas en una bola abierta B de 
R?. Sea S una superficie suave a trozos contenida en B y C una curva 
cerrada, simple y suave a trozos que es la frontera de S. Si 


F0,y 2 = Mx y, di + NO y, 2j + RG y, DK 


y si N.es un vector normal saliente unitario de S, y T es un vector 
tangente unitario de C donde s unidades es la longitud de arco medida 
a partir de un punto particúlar Py de C hasta P, entonces 


Bromas = || coronado E 
E D 


El teorema de Stokes afirma que la integral de línea de la compo- 
nente tangencial de un campo vectortal F alrededor de la frontera C de una 
superficie $ puede calcularse evaluando la integral de superficie de la com- 
ponente normal del rotacional de F sobre S. El teorema 14.6.2 se ha res- 
tringido a superficies para las cuales N es un vector normal saliente de S. Un 
enunciado completo del teorema de Stokes, que involucra superficies orien- 
tadas y para las cuales puede definirse adecuadamente un vector normal 
unitario N, puede encontrarse en un texto de Cálculo avanzado. La demos- 
tración de este teorema también puede hallarse en dicho texto. 

La figura 2 muestra una superficie S, con la curva C como frontera, a la 
cual se aplica el teorema 14.6.2. Una ecuación de S es de la forma 
z = f(x, y), donde las primeras derivadas parciales de f son continuas en 
la región D, que es la proyección de $ en el plano xy. La curva C es la pro- 
yección de C en el plano xy, y D y C satisfacen las condiciones del teorema 
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de Green. El sentido positivo a lo largo de C es el mismo que el sentido po- 
sitivo a lo largo de C, el cual es contrario al giro de las manecillas del reloj. 
La figura 2 también muestra representaciones de N y FP. 

Otra forma de la ecuación del teorema de Stokes se obtiene al escribir 
dR en lugar de T ds en la integral de línea de la izquierda. De modo que, 


Hr-ar = [rar -náo (1) 
Cc 
s 


» EJEMPLO 3 Sea F el campo de fuerza definido por 
F(y, = -— 4yi + 22] + 3xk 


y sea R(1) = 3 cos ti + 3 sen 1j + k una ecuación vectorial de C. Su- 
ponga que $ es la porción del paraboloide z = 10 — x? — y? ubicada arri- 
ba del plano z = 1. Verifique el teorema de Stokes para estas F, C y S al 


z 
determinar cada una de las expresiones siguientes: (a) $ F-dkR; 
c 


AO [] rot F + N do. 
el 
g 


Solución La figura 3 muestra la superficie S y la región D, la cual es la 
proyección de S en el plano xy. La región D está limitada por la circun- 
ferencia x? + y? = 9, La curva C, la cual es la frontera de S, es la cir- 
cunferencia con centro en (0, O, 1) y radio 3, del plano z = 1. 


(a) La curva C tiene la siguiente ecuación vectorial: 


R() = 3costi + 3sen1j + k 0<1t<2r (2) 
Así, 
R() = -3 senti + 3 cos tj 
Por tanto, (3) 
$ rar -l FR) *R(0 di 


(12 sen ti + 2j + 9cos tk) * (-3 senti + 3 cos tj) dt 


.p (36 sen?r + 6cos £) dt 


l — cos 21 5 
= = 06 [7 —Á di + o| cos £ di 
0 0 


27 
= 18 - 9sen2t + 6 | 
0 
= 36H 
(b) Para calcular $ F + T ds, se obtiene una ecuación vectorial de C que 
Cc 
tenga a s como parámetro, eee ses la longitud de arco medida a partir 


del punto donde ! = 0, Como £ = || R(:) Il de (3) se tiene 


ds 

— = ./9 sen?t + q”. 5 
dt 

3,/sen?t + cos?t 


=3 


ll 
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Por tanto, s = 3t + k, y puesto que s = O cuando f£ = 0, entonces 
k = 0. De esta manera, 


s= 3t 


De (2) cont = 35, se obtiene 


R(s) = 3coszsi + 3senzsj+k  0<s<6x 
Debido a que Tí(s) = D,R(s), se tiene 
T(s) = -sen3si + cos3sj  0<s<6x 


En consecuencia, 


$ F»-Tds= [ FER(s) * T(5 ds 
Cc C 


67 
e [ 12 senzsi + 2j + 9 cos5sk) * (=senzsi + cos3sj) ds 
0 


Ú 


6r 
[ (12 sen?3s + 2c0s35) ds 
0 


6 2 6 
1 - 
| 3 ds + 2| cos3s ds 
0 0 


Il 


6xT 
6s — 9 senós + 6sen3s| 

[» 
= 361 


(c) Primero se calculará rot F. 


io j k 
d 9 9 
a E RT 
-4y 2z 3x 
= 21 - 3j + 4k 
De donde, 


[ rar. áo = || (2i - 3j + 4k)*Ndo 
S $ 


A fin de evaluar esta integral de superficie se aplica (9) de la sección 
14.5 ya que N es un vector normal superior unitario. El campo vectorial 
es -2i - 3j + 4k; por lo que M = -2,N = —-3yR = 4. Puesto que 
una ecuación de la superficie es z = 10 — x? — y?, entonces 

fo y) = 10 - 1? - y? Fix y) = -2x OS y) = -2y 


Por tanto, 


[ rot F-Ndo = l ED - -362y) + 4] da 
Ss D 


= I 4x — 6y + 4)dA 


D 
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2 p3 
-| l (4rcos O — 6rsen O + 4Jrdrd0 * 
0 0 


27 4 úl 3 
- | [472 cos 0 — 21? sen 0 + 272] d0 
o o 


27 
[ (36 cos 0 - 54senQ + 18) d0 
0 27 


-36 sen O + 54cos O + 180] 
= 361 


0 


Los resultados de los incisos (a), (b) y (c) son iguales a 36 71, De modo 
que así se ha verificado el teorema de Stokes para estás F, C y S. 4 


» EJEMPLO 4 Utilice el teorema de Stokes para evaluar la in- 
tegral de línea 


z 
Hroras 
Ss Cc 


si F(x, y, 2) = xzi + xyj + y?k y Ces la frontera de la superficie que 
consiste de la porción del cilindro z = 4 — x? del primer octante deter- 
minada por los planos coordenados y el plano y = 3. 


Solución La figura 4 muestra la superficie S y la curva C, que es su 
frontera, compuesta por Cy, C,, C3 y C4. Del teorema de Stokes, 


Heras - || rotF * Tdo 
Cc 
s 


ij k 
la a 
eS Ox dy 0z 
xz xy y? 


2yi + xj + yk 


De modo que, 


eras = || cri 51 y1o0na 
C 
Ss 


Como N es un vector normal superior unitario, se calcula el valor de la in- 
tegral de superficie aplicando (9) de la sección 14.5. Debido a que el campo 
vectorial es 2y¡i + xj + yk, entonces M = 2y, N = x y R = y. Una 
ecuación de Ses z = 4 — x2, Por tanto, 


fay=4-x flaxy=-2x fiy=0 


En consecuencia, se tiene 


$ F-Tds = l FOQyE2xx — x(0) + y] dA 
Cc 


p 
= (xy + y dA 
D 
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La región D está acotada por el rectángulo del plano xy delimitado por los 


ejes x y y, y las rectas x 


2 y y = 3. Por tanto, 


2/3 
prorás= || (4xy + y dydx 
Cc o Jo 


h 


2 
1 3 
[ [2xy? +5 y] dx 
0 27 do 
2 
[ (18x + 2) dx 
9 2 
91? + 2] 
[0] 


45 e! 


EJERCICIOS 14.6 


En los ejercicios 1 a 4, verifique el teorema de la divergencia 
de Gauss para Y y S. 


1. 
2. 


til, 


F(x y 2) = xi + yj + zk; S es la esfera 1? + y? + 
2 =9, 

F(x, y Y = xyi + xyj; S es el cubo delimitado por los 
planos coordenados y los planos x = l,y = lyz= l. 


FG, y, y = 2zk; Ses la esferax? + y? + 2 


F(x y 2 = 4xi — 2yj + zk; S es la frontera de la re- 
gión limitada por el paraboloide z = 1? + y? y el plano 
z=4, 

En los ejercicios 5 a 8, para Y y S del ejercicio indicado de la 
sección 14.5, calcule el flujo de E a través de S mediante el 
teorema de la divergencia de Gauss. 

6. Ejercicio 22 

8. Ejercicio 26 


5. Ejercicio 21 
7. Ejercicio 25 
En los ejercicios 9 a 16, utilice el teorema de la divergencia de 
Gauss para evaluar la integral de superficie f F - N do para 
FyS. 3 

9. Fívy 2) = x?%yzi + xy?2j + xy2?k; $ es el cubo del 
primer octante limitado por los planos coordenados y los 
planosx = l,y = 1yz = 3. 

10. F(x, y, 3 = 6xi + 3yj] + 2zk; $ es el tetraedro cuyos 
vértices son el origen y los puntos (3,0, 0), (0, 1,0) y 
(0, O, 2). 
F(x y, 2) 
2d, 
Fa y 2d = xi + yj + zk; S es la frontera de la región 
limitada lateralmente por el cilindro 1? + y? = 9, 
inferiormente por el plano xy y superiormente por el 
planoz = 4. 


11. 


xi + yj+ 2zk; S es la esfera 1? + y? + 


12. 


Fay = + y?j + 27k; S es la superficie del 
ejercicio 12. 


13. 


14. 


Fay = 1% + y?j + 22k; S es la superficie del 
ejercicio 11. 

15. F(x y, y = 2xi + 2yzj + 3zk; S es la frontera de la 

región acotada por los planos coordenados y el plano 


x+y+2z=1l. 


xi + yj + 2k 


16. FE), = a 


S es la frontera de la región 
2 


exterior de la esfera x?+ y?+2 ] que se encuentra 
dentro de la esfera x? + y? + 22 =4, 


En los ejercicios 17 a 22, verifique el teorema de Stokes para 

FyS. 

17. Fx y 2 = y?i + xj + z2k; S es la semiesfera x? + 
y? + 22 = 1 que se encuentra arriba del plano xy. 


2 


18. F(x, y, y = x%i + y?j + 22k; S es la semiesfera x 


y? + 2? = 1 que está debajo del plano xy. 


+ 


19. F(x y 2) = y?i + xj + 22k; S es la porción del parabo- 
loide z = x? + y? ubicado por debajo del plano z = 1. 

20. Fíx, y, 2) = xyi + y?j + 2k; S es la superficie del ejer- 
cicio 19. 

21. F(x, y, 2) = -3yi + 3xj + 2k; S es la porción del plano 
z = 1 dentro del cilindro x? + y? = 9. 

22. Fx y 2) = 2zi + 3xj + 4zk; S es la porción del para- 


boloide z = 4 — x? — y? que se encuentra arriba del 
plano xy. 

En los ejercicios 23 a 28, utilice el teorema de Stokes para eva- 

luar la integral de línea $ F- Tds paraF yC. 

23. F(x, y, 2) = 4yi + 32] + xk: C es el triángulo cuyos 
vértices son (1, 0, 0), (0, 1, 0) y (0, O, 1). 


24. F(xy 2 = (y - i+ (x- 23j + (x — yk; C es el 
triángulo cuyos vértices son (2, O, 0), (0, 2, 0) y (0, 0, 1). 
25. F(x, y, 2) = -yi + xj + 2zk; C es la circunferencia + 


y? = 4 del plano xy. 
26. Fí(x, y, 2) = yzi + xyj + xzk; C es el cuadrado cuyos 
vértices son (0, 0, 0), (2, 0, 0), (0, 2, 0) y (2, 2, 0). 
Fx y, 2) = Qy + sen! gi + e? + (x + In(2? + 4)k; 
C es el triángulo con vértices en (1,0, 0), (0, 1,0) y 
(0, 0, 2). 
FG y, 2) = Qz - eS)i + (1? + sen y)j + (y? - tan Jk; 
C tiene la ecuación R(t) = cos ti + sen tj + k, 
0<1t<?2m 
Explique por qué el teorema de la divergencia de Gauss y 
el teorema de Stokes son versiones tridimensionales del 
teorema de Green. 


27. 


28. 


29, 
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REVISIÓN DEL CAPÍTULO 14 


> SUGERENCIAS PARA LA REVISIÓN DEL CAPÍTULO 14 


1. 


10. 


11. 


12 


Establezca una condición que pueda emplearse para deter- 
minar si un vector del plano es un gradiente. Invente un 
ejemplo. 


Realice la sugerencia 1 para un vector de tres dimensiones. 
Invente un ejemplo. 


¿Qué es un campo vectorial? Invente un ejemplo de un 
campo vectorial en el plano y otro en tres dimensiones. 


¿Qué es un campo vectorial conservador (o conservativo) 
y qué es una función potencial para un campo vectorial 
consevador? Invente un ejemplo de cada uno. 


Defina el rotacional de un campo vectorial en tres dimen- 
siones. Invente un ejemplo. 


Defina la divergencia de un campo vectorial en tres di- 
mensiones. Invente un ejemplo. 


Establezca un truco nemotécnico, que involucre la no- 
tación de determinantes, para calcular rot F. Invente un 
ejemplo. 

¿Cómo se calcula el trabajo realizado por un campo de 


fuerza sobre una partícula que la desplaza a lo largo de una 
curva? Invente un ejemplo. 


¿Qué es una integral de línea? Invente un ejemplo de una 
integral de línea expresada tanto con la notación de la 
forma diferencial como con la notación vectorial. 


¿Qué significa que una integral de línea sea independiente 
de la trayectoria? [nvente un ejemplo. 


Enuncie un teorema que proporcione condiciones para que 
una integral de línea de un campo vectorial del plano sea 
independiente de la trayectoria. Invente un ejemplo. 


Realice la sugerencia 11 para una integral de línea de un 
campo vectorial en tres dimensiones. 


13. 


14. 
15. 


16. 


17. 


13. 


19. 


20. 


21. 


22. 


23. 


Establezca la fórmula del teorema fundamental de la inte- 
gral de línea que proporciona el valor de una integral de 
línea independiente de la trayectoria. Invente un ejemplo 
para el plano y otro para el espacio tridimensional. 


Enuncie el teorema de Green. 


Invente un ejemplo que muestre cómo se aplica el teorema 
de Green para evaluar una integral de línea. 


Enuncie un teorema que proporcione un método para 
calcular el área de una región plana limitada por una curva 
cerrada, simple y suave a trozos. Invente un ejemplo. 


Enuncie el teorema de la divergencia de Gauss para el 
plano. Invente un ejemplo que muestre cómo este teorema 
relaciona el flujo con la divergencia de un campo vectorial 
en el plano. 


Enuncie el teorema de Stokes para el plano. Invente un 
ejemplo que muestre cómo relaciona este teorema la circu- 
lación y el rotacional de un campo vectorial en el plano. 


¿Qué es una integral de superficie? Invente un ejemplo. 


¿Cómo puede calcularse la masa de una superficie me- 
diante una integral de superficie? Invente un ejemplo. 


¿Cómo se aplican las integrales de superficie para calcular 
el flujo de un campo vectorial a través de la superficie? 


Enuncie el teorema de la divergencia de Gauss en tres 
dimensiones. Invente un ejemplo que muestre cómo rela- 
ciona este teorema el flujo y la divergencia de un campo 
vectorial en tres dimensiones. 


Enuncie el teorema de Stokes en tres dimensiones. Invente 
un ejemplo que muestre cómo relaciona este teorema la 
circulación y el rotacional de un campo vectorial en tres 
dimensiones. 
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En los ejercicios 1 a 4, determine si el vector es un gradiente, y 
si lo es, obtenga una función que tenga ese gradiente. 


1. 


2. 


4. 


x2 


2xe*” In yi + E j 


(e? tan y — sec y)i — sec y(x tan y — e* sec y)j 


=y IA Y. =y 2 
(a + 2)? E hi A x+ 7 a la + 29 E 2 
y(cos x — zsenx)i + z(cosx + sen y)j 
=— (cos y — y cos x)k 


En los ejercicios 5 y 6, obtenga un campo vectorial conserva- 
dor que tenga como una función potencial a la función f. 


5. 


(1) [Ay = 2x%y + 3x9; 
(b) fr, y, 2) = 


xe? — yze?. 


6. 


(a) f0y = 
(b) fa y. y = 


eFcos y + x sen y; 


1 
124 y24 22 


En los ejercicios 7 a 10, demuestre que el campo vectorial E es 
conservador, y después obtenga una función potencial. 


7. 


eN ao, 4qy  , 
Fa, y) = I Faria? ti 4x?yi? 


8. Fíxy, = (6x — 4y)i + (2 — 4x)j + (y — 82J)k 


9. Fíx, y, 2) = 2? sect xi + 2ye9j + (3y?e% + 22 tan dk 


10. 


F(x, y) = (y senx — sen y)i — (xcos y + cos x)j 


En los ejercicios 11 a 14, calcule rot E y div F. 


11. 
12. 


Fay 2 = e%i+ ej + ek 


F(x, y) = sen yi + senxk 
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Lo 2x4 
13. F(, y) = a - 5d 
14. Fx, y,. 3 = eS 2j+tk 
En los ejercicios 15 a 22, evalúe la integral de línea sobre la 
curva C. Ñ 
15. FE *dR;F(x, y) = 3yi - 4xj; 
C:R() = 2P7i-10<1r< 1, 
l6. | ¿F+dR;F(, y = (2 + Yi + O - 05 
C: RG) = ti + 1?j del punto (8, 4) al punto (1, 1). 
17. ¿Ox + 3y) dx + xy dy; 
C:R() = 4senti — cos!j,0<1t< ¿7 
18. (¿Qx + y) dx + (1 - 29) dy,C:x? + y? =09, 
19. ¿y? dx + 22 dy + x2 dz, 
CR()=(-Di+G+Dj+Pk0<r<l1. 
20. ¿xe? dx - xe dy + eidz; 
CR = + Pj+Pk0<1<l1 
21. ¿F* dR; FG y, 2) = 3xyi + (4y? —- xj + 6zk; 
C: la cúbica alabeada R() = ti + Pj+Pk0<r<l. 
22. ¿F « dR; F(, y, 2) = 2x1 + 3yi + 2k; C: la hélice circu- 
lar R() = 2costi + 2sentj + 1k,0 < 1 < 2x. 


En los ejercicios 23 a 30, demuestre que el valor de la integral 
de línea es independiente de la trayectoria, después calcule el 
valor en cualquier forma conveniente. En cada ejercicio C 
es cualquier curva suave a trozos desde el punto A hasta el 
punto B. 


23. [¿2xe? dx + x2%e* dy, Aes (1, 0) y Bes (3, 2). 


24. j (P->)as + (-5-+Jara40s0,1yB566,3. 
c y y 


25. J¿E* dR; 
F(x, y) = (cos y — ycos x)i — (senx + x sen y)j 
4es(0, 3D) y Bes (p, 0). 
26. [_F-d¿R; 
FG, y = Qxy - 2yú + (4? - 2x + 3y2)j; 
A es (2, —1) y B es (3, 2). 
27. [.3> dx + (3x + 4y) dy —- 22 dz, Aes(0, 1, -1) y B 
es (1, 2, 0). 
28. [2 sen y dx + xzcos y dy + xsen y dz; A es (0, 0, 0) y 
Bes (2, 3, 7. 
29. pe dR; 
Fo, y. 1) = 6 y 2) E (: + Si + 6 + 2) 
A es (2,-1, 1) y B es (4, 2, -2). 


30. f E dR; F(x, y, 2) = Qxy + 3yZi + 
(1? -4yz + 3x2] + Gxy - 2y3k; 


Aes (0,2, 1) y Bes (1,1, 4). 


En los ejercicios 31 a 34, utilice el teorema de Green para 
evaluar la integral de línea. Ñ 


31. $ (3x + 2y) dx + (3x + y?) dy, donde € es la elipse 
16x? + 9y? = 144, 


32, $ Iny + D) dx — si dy, donde Ces la curva cerrada 


determinada por la curva /x + ./y = 2 y los interva- 
los [O, 4] en los ejes x y y. 


33. $. e* sen y dx + e* cos y dy, donde C es cualquier curva 


cerrada y suave. 


AH. $ (a - y» dx + (y? + x3) dy, donde C es la circun- 


ferencia x? + y? = 1, 


En los ejercicios 35 y 36, utilice el teorema 14.4.2 para 
calcular el área de la región. 


35. La región limitada por la parábola y = x? y la recta 
y=x+2 


36. La región acotada por las dos parábolas y = x? y 
1? = 18 - y. 

En los ejercicios 37 a 40, calcule el trabajo total efectuado al 

mover un objeto a lo largo de C si el movimiento es causado 

por el campo de fuerza E. Suponga que el arco se mide en me- 

tros y la fuerza en newtons. 


37. FG, y) = 2x?yi + (+ 3 y)j; C: el arco de la parábola 
y = 3x2 + 2x + 4 desde (0, 4) hasta (1, 9). 


38. F(x, y) = xy?%i - x?yj, C: el arco de la circunferencia 
x2 + y? = 4 desde (2, 0) hasta (0, 2). 


39. F(x, y, Y = (xy — Di + yj + zk, C: el segmento de 
recta desde el origen hasta el punto (4, 1, 2). 


4). Fy dd = xyzi + ej + (x + DK; 
CIR) = 31 + Pj+21k0<1<3, 


En los ejercicios 41 y 42, verifique los teoremas de la diver- 
gencia de Gauss y de Stokes en el plano para F y R. 


41. F(x, y) = 4yi + 3xj y R es la region limitada por 
2 y ya 1, ; 


42. F(x, y) = 3x%i + 4y?j y R es la región acotada por la 
elipse 9x? + 16y? = 144, 


En los ejercicios 43 y 44, emplee el teorema de Green para 
calcular el trabajo total realizado al mover un objeto en el 
sentido contrario al del giro de las manecillas del reloj una 
vez alrededor de C si el movimiento es causado por el campo 
de fuerza F(x, y). Suponga que el arco se mide en metros y la 
fuerza en newtons. 


43, Ces la circunferencia x? + y? = 4; 
FG, y) = (xy? + cosa)i + (2? + e%)j. 
44. Cesla elipse 91? + y? = 9; 
F(x, y) = Qx - 3yi + (x + 2y)j. 
En los ejercicios 45 y 46, calcule la tasa de flujo (o intensidad 


de fluencia) de un fluido fuera de la región R limitada por C 
si F(x, y) es el campo de velocidad del fluido. Suponga que la 


velocidad se mide en centímetros por segundo y el área de R 

en centímetros cuadrados. 

45. F(x, y) = (4x - 3y)i + (Sy — 4x2, C es el triángulo 
rectángulo cuyos vértices son (0, 1), (0, 4) y (4, 4). 

46. F(x, y) = (y? + 12x)i + (4y — x2)j, C es la elipse 
1? + 4y? = 16. 

47. Obtenga el valor de la integral de línea 


/ x? ta y dy 
si C es el arco de la circunferencia 1? + y? = 4 desde 
(4/2, 4/2) hasta (-V2, 42). 

48. Aplique el teorema de Green para calcular el área del 
cuadrilátero cuyos vértices son los puntos (0, 0), (3, 2), 
(15Sy+4,D. 

49. Evalúe la integral de superficie ff xy do, donde S es la 
porción del plano 3x + 2y — 2 - O del primer octante 
y que se encuentra debajo del plano z = 6. 


50. Calcule la integral de superficie ff? do, donde $ es la 


S 
porción del cilindro x?* + y? = 1 del primer octante li- 
mitada por el plano xy y el plano z = 1. 


51. Determine la integral de superficie ' x do, donde S es la 


Ss 
porción del cilindro z = 9 — x? del primer octante limita- 
da por los planos coordenados y el plano y = 2. 


52. Evalúe la integral de superficie Sí xy2 do, donde S es la 
$ 


porción del cilindro y? + 2? = 9 ubicada entre los 
planosx = l yx = 4. 


53. Calcule la masa de la porción de la esfera x? + y? + 
2? = 4 del primer octante si la densidad superficial en 
cualquier punto (x, y, 2) de la supercie es kz? kilogramos 
por metro cuadrado, donde k es una constante. 


54. Determine la masa de la semiesfera x? + y? +422=4 
que se encuentra arriba del plano xy si la densidad super- 
ficial en cualquier punto (x, y, z) de la superficie es (4 — 2) 
kilogramos por metro cuadrado, Sugerencia: la integral de 
superficie es impropia. Consulte el ejempio 7 de la sec- 
ción 13.4. 


55. Un embudo tiene la forma de la porción del cono 
x2 + y? = 22 que está entre los planos z = 1 yz = 4. 
Si la densidad superficial en cualquier punto (x, y, z) de 
la superficie es (10 — z) kilogramos por metro cuadrado, 


obtenga la masa del embudo. 
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56. Suponga que la superficie S es parte de la esfera x? + 
y? + 22 = 9 que se encuentra por arriba de la región D 
del plano xy limitada por la circunferencia x? + y? = 1. 
Si el campo de velocidad de un fluido está determinado por 


Fxy2 =-yi + xj + 3k 


calcule el flujo de F a través de S. 


57. El campo de velocidad de un fluido está definido por 
F(x y, = 2x1 + 2yj + 32k 


y la superficie S es la porción del paraboloide z = 4 — 
x2 — y? ubicada arriba del plano xy. Calcule el flujo de F 
a través de S. 


58. Verifique el teorema de la divergencia de Gauss si 
Fo y, = Gai y Sesla esfera 1? + y? + 22 =4, 


En los ejercicios 59 y 60, emplee el teorema de la divergencia 
de Gauss para calcular la integral de superficie ffF *N do 
para F y $. 5 


59. F(x, y, 2) = 2xi + yj + 22zk; S es la frontera de la re- 
gión limitada lateralmente por el cilindro x? + y? = 16, 
inferiormente por el plano xy y superiormente por el pla- 
nz = 2. 


60. Fíx, y, y = x%4i + y?j + 27k; S es la frontera de la re- 
gión limitada por el cono z = yx? + y? y el plano 
z=1l. 


En los ejercicios 61 y 62, verifique el teorema de Stokes para 

FyS. 

61. Fíx, y, 2) = zi + 4xj + 22k; S es la porción del para- 
boloide z = 9 — x? - y? ubicada arriba del plano xy. 


2 


62. Fíx, y, 2) = xyi + yzj + xzk; S es la semiesfera x + 


y? + 22 = 16 que está arriba del plano xy. 
En los ejercicios 63 y 64, utilice el teorema de Stokes para 
evaluar la integral yA F + Tds paraF yC. 
63. Ft, yd = (+ In? + 1)i + cos(y — 1?)j + 
Gy? - e)k; 
C:R() = costi + senti +k,0<1t<2x. 
64. Fíx, y, 2) = -2yi + 3xj + zk; C es la circunferencia 
x? + y? = 1 del plano xy. 
En los ejercicios 65 y 66, demuestre la identidad si f es una 
función real y V es una función vectorial. 
65. div(fV) = Vf *V + f div Y 
66. ro(fV) = VFx V + frot V 


Temas de matemáticas - 
| previas al Cálculo 
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sy desigualdades 
::A.2. Coordenadas y gráficas. 
de ecuaciones 0 
A.3 Rectas:. 
A.4  Parábolas 
A.5.  Circunferencias 
¿¿A.6 . Traslación de ejes 
AZ: Elipses. 
-A.8  Hipérbolos 
A:9. : Funciones: tidonsmiélticas 


A.1O. Ecuación general de'segundo 


grado en dos.varíables : 
y rotación de ejes : 
A.11 Fracciones parciales : 


Apéndice 


n este apéndice se encuentran en forma concisa los 
F conocimientos previos al estudio del Cálculo nece- 

sarios para una mejor comprensión de este libro, 

La habilidad para resolver ecuaciones y desigual- 
dades es crucial en Cálculo; por esto, en la sección A.1 se 
tratan aspectos relativos al conjunto de los números reales 
entre ellos las relaciones de orden, los intervalos y el valor 
absoluto. 

la geometría analítica es fundamental para el estudio 
del Cálculo. Los conceptos elementales de esta rama de las 
matemáticas tales como el sistema de coordenadas carte- 
sianas rectangulares, la distancia entre dos puntos y punto 
medio de un segmento, así como los de gráfica de una 
ecuación y simetría de una gráfica, se presentan en la 
sección A.2. 

la sección A.3 está dedicada al estudio de la recta. 
Aquí se muestran algunas formas de sus ecuaciones y los 
conceptos sobre paralelismo y perpendicularidad. 

En la sección A.4 se inicia el análisis de las secciones 
cónicas lo cónicas) con el estudio de la parábola y sus 
propiedades, mientras que en la sección A.5 se aborda la 
circunferencia. Con el objeto de obtener las ecuaciones 
generales de las cónicas, se ha destinado la sección A.6 a 
la traslación de ejes. En las secciones A.7 y A.B se tratan 
las elipses e hipérbolas, respectivamente, 

En la sección A.9 se estudian las funciones trigono- 
métricas de manera general, es decir, definidas en la 
circunferencia unitaria, 

En la sección A.10 se analiza la ecuación ge- 
neral de segundo grado en dos variables y se es- 
tudia la rotación de ejes. Estos dos temas están 
ligados debido a que una ecuación del tipo 
mencionado representa una cónica, o cónica 

degenerada, cuyo eje principal no es paralelo 

a ninguno de los ejes coordenados. A fin de 

eliminar el término en xy de una ecuación de 

esta clase y de que el eje principal de la cónica sea 
paralelo a alguno de los ejes coordenados, es necesario 
rotar los ejes mediante un ángulo conveniente 

El estudio de las fracciones parciales, indispensable 
para ciertas manipulaciones en Cálculo integral, se pre- 
senta en la sección final de este apéndice, en el A.11 
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A.1 NÚMEROS REALES Y DESIGUALDADES - 


El sistema numérico real consiste: de-un: conjunfo;R' de elemernos.denimina- 
dos númetds reales : y dos operácioñes flamadas “adición y multiplicación, 
denotadas por los símbolos + y , Tespectivamente. Si a y bson elementos del 
conjunto R, a + b indica la suma de a y b, y a+ b (0.ab) representa su 
producto. La operación sustracción se define mediante la ecuación 


a=b=as+ (cb) 


donde —b denota el negatifo de b el cual es el número para el que 
b + (-b) = 0. La operación división se define mediante la ecuación 


a+b=a:b! b0O 


donde b”! representa el recíproco de b, que es el número para el cual 
b-b!=1 

El sistema numérico real puede describirse completamente mediante 
un conjunto de axiomas (la palabra axioma se emplea para indicar una propo- 
sición formal que se considera verdadera sin demostración). Con base en estos 
axiomas se pueden deducir las propiedades de los números reales de las que se 
obtienen las conocidas operaciones algebraicas de adición, sustracción, 
multiplicación y división, así como los conceptos algebraicos de resolución 
de ecuaciones y factorización, entre Otros, 

Las propiedades que pueden obtenerse como consecuencias lógicas de los 
axiomas se denominan teoremas. En los enunciados de la mayoría de los teo- 
remas se presentan dos partes: la parte del “si”, llamada hipótesis, y la parte del 
“entonces”, denominada conclusión. El argumento que verifica un teorema 
recibe el nombre de demostración (o prueba). Una demostración consiste en 
mostrar que la conclusión se infiere de la supuesta verdad de la hipótesis. 

Un númeroreal es positivo, negativo o cero, y cualquier número real puede 
clasificarse como racional o irracional. Un número racional es aquel que 
puede expresarse como la razón de dos número enteros. Esto es, un número 
racional es de la forma p/g, donde p y q son números enteros y g + 0. Los 
números racionales consisten de: 

Los números enteros (positivos, negativos y cero) 


ES 4,352 =1:051,,2,3 4 20050 


Las fracciones positivas y negativas, tales como 


Los números decimales finitos positivos y negativos, por ejemplo, 


236 3251 
2.36 = == -0.003251 = - _2=— 
100 1000000 
Los números decimales infinitos periódicos positivos y negativos, 
tales como 
0,333...= j  -0.549549549...=-£ 


Los números reales que no son racionales se denominan números irra- 
cionales. Estos son los números decimales infinitos no periódicos positi- 
vos y negativos, por ejemplo, 
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43 = 1.732... T = 3.14159... 


En ocasiones se utilizará notación y terminología de conjuntos. La idea 
de conjunto se emplea extensivamente en matemáticas y”se considera un 


concepto básico, del que, no se presenta una definición formal. Se puede 


decir que un conjunto es una colección de objetos, y los objetos de un con- 
junto se denominan elementos. Si cada elemento de un conjunto $ es tam- 
bién un elemento de un conjunto 7, entoces se dice que $ es un subconjunto 
de T. Exf Cálculo se tratará eon el conjunto R de los números reales. Dos 
subconjuntos importantes de R son el conjunto N de los números naturales 
(o enteros positivos) y el conjunto Z de los números enteros. 

Se utilizará el símbolo E para indicar que un elemento específico perte- 
nece a un conjunto. En consecuencia, se puede escribir 8 E N, lo cual se lee 
“8 es un elemento de N”. La notación a, b € $ expresa que tanto a como b 
son elementos de $. El símbolo % se lee “no es elemento de”. Así, 3 É Nse 


“6 


lee 7 No es elemento de N”. 


Un par de llaves. ( ), empleado junto con palabras o símbolos, puede 
describir un conjunto. Si Ses el conjunto de los números naturales menores que 
6, puede escribirse el conjunto $ como 


(1, 2,3, 4,5) 
También puede expresarse el conjunto $ como 
(x, tales que x es un número natural menor que 6) 


donde el símbolo x se denomina variable. Una variable es un símbolo que se 
emplea para representar cualquier elemento de un conjunto dado. 

El conjunto $ también se puede expresar por medio de la notación por 
construcción como sigue, donde se emplea una barra vertical en lugar de las 
palabras tales que: 


lx |x es un número natural menor que 6) 


lo cual se lee “el conjunto de todas las x tales que x es un número natural menor 
que 6”. 

Dos conjuntos A y B se dice que son iguales, lo que se escribe como 
A = B,siA y B tiene elementos idénticos. La unión de dos conjuntos A y B, 
denotada por A U B y que se lee “A unión B”, es el conjunto de todos los 
elementos que están en A o en B, o en ambos. La intersección de A y B, deno- 
tada por A Ñ B y que se lee “A intersección B”, es el conjunto de sólo 
aquellos elementos que están tanto en A como en B. El conjunto que no 
contiene elementos recibe el nombre de conjunto vacío y se denota por D. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Considere los siguientes 
conjuntos A = (2,4,6, 8,10, 12), B = (1,4,9,16] y C = (2,10). 
Entonces 


AUB 
BUC 


(1, 2, 4, 6, 8, 9, 10, 12, 16) ANB= (4) 
(1, 2, 4, 9, 10, 16) Ú BNc=9 4 


ll 


Los elementos del conjunto R pueden ordenarse mediante una relación 
denotada por los símbolos < (léase “menor que”) y > (léase “mayor que”, 
los cuales se definen a continuación. 
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A.1.1 Definición de < y > | 


Dados a,b E R, 
0 a< b aya b = - 2. positivo; 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 


(a) 3 < 5 porque 5 — 3 = 2, y 2 es positivo. 

(b) -10 < -6 porque -6 — (-10) = 4, y 4 es positivo. 
(e) 7 > 2 porque? - 2 = 5 y 5 es positivo. 

(d) -2 > —7 porque -2 — (7) = 5, y 5 es positivo. 


3 2 e 
(e) ¿ > ¿porque < £= hy 5 es positivo. 4 


Ahora se definirán los símbolos < (léase “es menor que o igual a”) 
y > (léase “es mayor que o igual a”). 


A.1.2 Definición de < y => 


Dados a,b € R, 
WM asb siysólosi a<boa= b; 
(ii) a => b siysólosi a>boa= mb. 


Las proposiciones a < b,a > ba < by a > b se denominan desi- 
gualdades. En particular,a < b y a > bsellaman desigualdades estrictas, 
mientras quea < bya => breciben el nombre de desigualdades no estrictas. 

De la definición de < y >, 


a > 0 siysólo si aes positivo 
a < 0 siysólo si aes negativo 


El teorema siguiente proporciona algunas porpiedades de las desi- 
gualdades. Estas propiedades pueden demostrarse utilizando los axiomas 
del conjunto R y las definiciones anteriores. 


A.1.3 Teorema Propiedades de < y > 


Dados a, b;c,d E R, 


(i) sia >0 y b > 0,entonces a + b > 0; 

(ii) sia > 0 y b > 0,entonces ab > 0; 

(iii) si a <b y b <c, entonces a < c; (propiedad transitiva) 
(iv) si a < b, entonces a +c<b+ Cc; 

(v) sia<b y c<d,entonces a + c< b + d; 

(vi) sia <b y c > 0,entonces ac < bc; 
(vii) si a <b y c<o0, entonces ac > bc. 


La propiedad (i) anterior establece que la suma de dos números positi- 
vos es positiva, y la propiedad (ii) establece que el producto de dos números 
positivos es positivo. 
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> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 , 


(a) Six < 5 y5 < y, entonces, por la propiedad (iii), x < y. 

(b) Six < y, entonces, por la propiedad (iv), x + 4 < y + 4. Por ejemplo, 
3 < 9; de modo que 3 + 4 < 9 + 4 0, equivalentemente, 7 < 13. 
“Además, si x < y, entonces x — 11 < y — 11. Por ejemplo, 3 < 9, 
por lo que 3 — 11 < 9 — 11o, equivalentemente, -8 < —2, 

(c) Six < 8 y y < 3, entonces, de la propiedad (v),x + y < 8 + (3); 
estoes,x + y < 5. 

(d) Six < y, entonces, de la propiedad (v), 7x < 7y. Por ejemplo, como 
5 < 8, entonces 7 - 5 < 7 - 8 o, equivalentemente, 35 < 56. 

(e) Como 4 < 6, y siz < 0, entonces, de la propiedad (vii) 4z > 6z. Por 
ejemplo, como 4 < 6, entonces 4(-3) > 6(3) o, equivalentemente, 
-12 > -18. d 


La propiedad (vi) establece que si los dos miembros de una desigualdad 
se multiplican por un número positivo, entonces el sentido de la desigual- 
dad no se altera, mientras que la propiedad (vii) establece que si los dos 
miembros de una desigualdad se multiplican por un número negativo, en- 
tonces el sentido de la desigualdad se invierte. Las propiedades (vi) y (vii) 
también se cumplen para la división en vista de que al dividir los dos miem- 
bros de una desigualdad entre un número d(d + 0) equivale a multipli- 
carlos por 1/d. 

Se dice que un número x está entre a y bsia < x y x < b. Esto se 
puede expresar como la desigualdad continua a < x < b. Otra desigual- 
dad continua es a < x < b la cual significa que a” < x y x < b. Además 
de éstas, otras desigualdades continuas sona <x < bya<xG< b. 


» EJEMPLO 1 Exprese los siguientes conjuntos con la notación 
de conjuntos y uno o más de los símbolos <, >, < y =: (a) el conjunto de 
todas las x tales que x está entre —2 y 2; (b) el conjunto de todas las + tales 
que 4t — 1 es no negativo; (c) el conjunto de todas las y tales que y + 3 
es positivo y menor que o igual a 15; (d) el conjunto de todas las z tales que 
2z es mayor que o igual a —5 y menor que —1. 


Solución 
(a) = (x]-2<x<2) (b) = (1| 41 - 1 >0) 
(c) = (y]0< y + 3 < 15) (d) = (2]-5 < 2 <-1) 4 


A continuación se presentará una interpretación geométrica del con- 
junto R de los números reales al asociarlos con puntos de una recta hori- 
zontal denominada eje. Se elige un punto, llamado origen, para representar 
el número 0. Se selecciona arbitrariamente una unidad de distancia. Después, 
cada núme-ro entero positivo n se representa por el punto situado a n uni- 
dades a la derecha del origen, y cada número entero negativo —n se repre- 
senta por el punto ubicado a una distancia de n unidades a la izquierda del 
origen. A estos puntos se les conoce como puntos unidad y se designan 
mediante los números con los cuales se asocian. Por ejemplo, 4 se representa 
por el punto que está 4 unidades a la derecha del origen, y —4 se representa por 
el punto ubicado a 4 unidades a la izquierda del origen. La figura 1 muestra 
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los puntos unidades que representan a O y los primeros doce números 
enteros positivos y sus correspondientes enteros negativos. z 


040000000 0 60000 0-0 e > 
10 -5 : 0 5 10 


, FIGURA 1 


Los números racionales se asocian con puntos del eje de la figura 1 al 
dividir los segmentos cuyos eXtremós son puntos que representan números 
enteros sucesivos. Por ejemplo, si el segmento de O a 1 se divide en siete partes 
iguales, el extremo derecho de la primera subdivisión se asocia con 1, el 
extremo derecho de la segunda se asocia con e y así sucesivamente. El punto 
asociado con el número 2 está a tres séptimos de la distancia del punto uni- 
tario 3 al punto unitario 4. De manera semejante, un número racional nega- 
tivo se asocia con un punto situado a la izquierda del origen. La figura 2 
muestra algunos puntos asociados con números racionales. 


. 


SS A $ O O E 
302 
2 


ame 


+ + 
3 4 


A 


FIGURA 2 


Las construcciones geométricas pueden utilizarse para determinar puntos 
que corresponden a ciertos números irracionales, tales como 4/2, 43, 45, 
etcétera. Consulte los ejercicios 35 y 36, Los puntos que corresponden a otros 
números irracionales pueden determinarse empleando aproximaciones deci- 
males. Por ejemplo, el punto que corresponde al número 7 puede aproximarse 
empleando algunos de los dígitos de la representación decimal 3.14159..... 

Todo número irracional puede asociarse con un único punto del eje y 
cada punto que no corresponde a un número racional puede asociarse con un 
número irracional. Este hecho está garantizado por el axioma de completez 
(axioma 8.2.9), cuyo enunciado se presenta en la sección 8.2 debido a que 
se requiere cierta terminología presentada y discutida ahí. De esta manera, 
existe una correspondencia uno a uno entre el conjunto R y el conjunto de los 
puntos de un eje. Por esta razón, al eje horizontal se le conoce como recta 
numérica real (recta real o eje real). Como los puntos de esta recta están 
identificados con los números que representan, se utiliza el mismo símbolo 
para representar el número y el punto. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 Considere el conjunto 


lx |-6 < x < 4). Este conjunto está representado en la recta numérica real 
de la figura 3. El corchete en 4 indica que el 4 pertenece al conjunto, y el pa- 
réntesis en —6 indica que —6 no está en el conjunto. 


-10 4-5 0 4 5 
fx]-6 <x < 4) 


FIGURA 3 


El conjunto de los números x que satisfacen la desigualdad a < x < bse 
denomina intervalo abierto y se denota por (a, b). Por tanto, 


(a,b) = [xfa <x<b] 


1144 APÉNDICE 


FIGURA 4 


== + 


a b 


FIGURA 5 


— E > 


a b 
FIGURA 6 


- AS 


a b 
FIGURA 7 


A 


FIGURA 8 


b 
FIGURA 9 


El intervalo cerrado de a a bes el intervalo abierto (a, b) junto con los 
dos extremos del segmento a y b, y se denota por [a, b]. Así, z 


[a,b] = (xfa < x <s b) 


La figura 4 muestra el intervalo abierto (a, b), y la figura 5 presenta el 
intervalo cerrado [a, b]. 
El intervalo semiabierto por la izquierda es el intervalo abierto 
(a, b) junto con el extremo derecho b. Este intervalo se denota por (a, b]; 
de modo que 


(4, b] = xfa < x sb] 


Se define el intervalo semiabierto por la derecha de manera similar y 
se denota por [a, b). Así, 


[a,b) = (xa <x< b) 


El intervalo (a, b] se muestra en la figura 6, y el intervalo [a, b) se presenta 
en la figura 7. 

Se utilizará el símbolo +00 (infinito positivo o más infinito) y el símbolo 
—oo (infinito negativo o menos infinito); sin embargo, tenga cuidado en no 
confundir estos símbolos con números reales, ya que no cumplen las propie- 
dades de dichos números. Así, se tienen los siguientes intervalos: 


(a, +00) = fx|x > a) 
o, b) = (x|x < b) 


[a, +00) = (x]x > a) 
Eo, b] = (x|x s b) 
(ox, +00) = R 


La figura 8 muestra el intervalo (a, +00), mientras que la figura 9 presenta 
el intervalo (-oo, b), Observe que (-oo, +00) representa el conjunto de todos 
los números reales. 

Para cada uno de los intervalos (a, b), [a, b], [a, b) y (a, b] los números a 
y b se denominan extremos del intervalo. El intervalo cerrado [a, b] con- 
tiene a los dos extremos, mientras que el intervalo abierto (a, b) no contiene 
a ninguno de sus extremos. El intervalo [a, b) contiene a su extremo iz- 
quierdo pero no al derecho, y el intervalo (a, b] contiene a su extremo 
derecho pero no al izquierdo. Un intervalo abierto puede considerarse como 
el intervalo que no contiene a sus extremos; por el contrario, un interva- 
lo cerrado puede considerarse como el intervalo que contiene a todos sus 
extremos, En consecuencia, el intervalo (a, +00) se considera como un in- 
tervalo cerrado porque contiene a su único extremo a. De forma semejante, 
(oo, b] es un intervalo cerrado, en tanto que (a, +00) y (ox, b) son abiertos. 
Los intervalos [a, b) y (a, b] no son abiertos ni cerrados. El intervalo 
(oo, +00) no tiene extremos, y se considera tanto abierto como cerrado. 


» EJEMPLO 2 Muestre el conjunto sobre una recta numérica real 
y exprese el conjunto en notación de intervalos. 


(a) [x1-7 < x< 2) 
(0) (x[x<-S ox > 5) 
(e) txlx< 0) U tx] x > 3) 


(b) (x]x> 1 y x< 10) 
(d) (x[x > 2) M (x]x < 9) 


(x|-7<x<-2) 


(a) 
0 1 5 10 
fxlx>1 y x<10) 
(b) 


42H -E+ 
> 0 5 
lx|xs-=5 o x>5) 


(c) 


o. 2 5 9 10 
(xlx=2) A txJx<9) 
(d) 


Ix]x<0) U fx|xz=3) 
(e) 


FIGURA 10 


FIGURA 11 
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Solución Las figuras 10(a), (b), (c), (d) y (e) muestran los conjuntos sobre 
la recta numérica real, respectivamente. Con la notación de intervalos, se tiene 


(a) (x] 7 <x< 2] = [-7,-2) 

(b) (xlx > 1 y x< 10) = (1,10) 

(0) (xlx<-5 0x> 5) = (09 -5] U [S, +00) 

(d) (x]x > 2) MN (x]x < 9) = [2,9 

(e) fx]x<0] U (xfx= 3) = Co 0) U [3, +00) 4 


» EJEMPLO 3 Muestre el intervalo sobre la recta real y utilice la 
notación de conjuntos y los símbolos de desigualdad para expresar: (a) (2, 4); 
(b) [3, 7]; (e) [1, 6); (d) 4, 0]; (e) [0, +00); (f) (oo, 5), 


Solución Los intervalos se muestran en la recta real de las figuras 1 1(a), 
(b), (c), (d), (e) y (f), respectivamente. Con la notación de conjuntos se tiene 


(a) (2,4) = (x]-2<x< 4) 
(ce) [1,6) = (x]l <x< 6) 
(e) [0,+00) = (x|x >= 0) 


(b) [3,7] = (xl3<x <7) 
(d) (-4,0] = (x|-4<x < 0) 
(1) (0,5) = (xx < 5) 4 


El concepto de valor absoluto de un número se emplea en algunas 
definiciones importantes del Cálculo, 


A.1.4 Definición de valor absoluto 


Si aes un número real, entonces el valor absoluto de a, denotado por lal, 
es a si a es no negativo, y es—a si aes negativo. Con símbolos se escribe 


1> EJEMPLO ILUSTRATIVO 5 
toma a como 6, O y —6, se tiene, respectivamente, 
jó]=6  Jol=0  |-6|=-(6) 
=6 4 
El valor absoluto de un número puede considerarse como su distancia 
(sin tener en cuenta el sentido, a la derecha o a la izquierda) desde el origen. 


En particular, los puntos 6 y —6 están cada uno a seis unidades del origen. 
De la definición de valor absoluto, se tiene 


la -o1=4 a 


Si en la definición anterior se 


sia-b>0 


=(a - b) sia-=b<0 
o, equivalentemente, 
=b j 
la -o]=[s Ia 
b=-a sia< b 


En la recta numérica real, la 5 b| unidades puede interpretarse como 
la distancia entre a y b sin tener en cuenta el sentido. Refiérase a la figura 12. 
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a<b a>b 
pla, -bl=-(0,-6r=p- laz=bl=a3=b 
$ + +> 
a A EN a, 
FIGURA 12 
a<x<a 
a 0 a 
|x| <a 
FIGURA 14 
lxl>a lx] >a 
-a 0 a 
x<-a x>a 
FIGURA 15 


» EJEMPLO 4 Muestre en la recta real los puntos que correspon- 
den a los números —10, —7, -5, -3, 0, 3, 5, 7 y 10. Calcule la distancia entre u 
y ven los siguientes casos: (a)u = 10,v = 3;(b)u = 3,v = 7;(c)u = 5, 
1= Hd) u = 7, v =Oj4e)u. = -3, v =-S;(f)]u = -10,v = 7, 


Solución La figura 13 muestra en la recta real los puntos que correspon- 
den a los números dados. En cada inciso la distancia entre u y ves |u — v] 
unidades: 


(a) |u-v!|=|10- 3] (b) |u - v| =|3 - 7] 


= [7] = [41 
(te) |u- v] =|5 - -3)] (d) Ju - v| =|-7 - 0] 
= |8] =|-7] 
te) lu -v|=|-3 - (55)] (1 lu - v| =|-10 - 7] 
= 12] = || 
q —— +++ 
-10 A S3 3 0 3 5 7 10 
FIGURA 13 


Ahora se trabajará con desigualdades que contienen valores absolutos. 
La desigualdad |x| < a, donde a > 0, establece que en la recta numérica 
real la distancia del origen al punto x es menor que a unidades; esto es, 
=a < x < a. Consulte la figura 14. La desigualdad |x| > a, donde a > 0, 
indica que en la recta real la distancia del origen al punto x es mayor que a 
unidades; esto es, x > aox < —a. Refiérase a la figura 15, A continuación 
se establecen estos dos resultados formalmente. La flecha doble «> se utili- 
za aquí y a lo largo del texto para indicar que la proposición anterior al sím- 
bolo y la proposición posterior son equivalentes. Así, 


donde a > 0 (dd) 
donde a > 0 (2) 


Ix| < a Se a<x<a 
Ix>a > x>a o x<u 


Recuerde de álgebra que el símbolo Va , donde a > 0, está definido co- 
mo el único número no negativo x tal que x? = a. Se lee Ja como “la raíz 


cuadrada principal de a”. Por ejemplo, 


d44=2  yJ0=0 f¿=; 

Nota: /4 + —2 aunque (-2)? = 4, debido a que /4 denota sólo la raíz 
cuadrada positiva de /4.. La raíz cuadrada negativa de 4 se representa por—/4. 

Como se tratarán únicamente números reales en Cálculo, /a no está 
definida sia < 0. 

De la definición de V/a se deduce que 


Faja] 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO. 6 


4/52 |-3] 
3 4 


El Ey 
=5 


Il] 
Il 


tú 


A.1 NÚMEROS REALES Y DESIGUALDADES 1147 


Las propiedades del valor absoluto dadas en el teorema siguiente son 
útiles en Cálculo. á 5 


A  A.1.5 Teorema 


Sean q, b; € R, entonces ¡3,402 CESTIDOS 
O, Jabl|=lallo). o, 
di) |a[= El sibR 0 
61 lol 
Demostración de (i) 
lab] = ¡(aby 
= ya?b? 
CA 
= 1a]-1p| . 
La demostración de (ii) es similar. 


En Cálculo, con frecuencia se desea reemplazar una desigualdad por otra 
equivalente y más simple, como se muestra en el ejemplo siguiente. 


» EJEMPLO 5 Muestre que la desigualdad 
|(Bx + 2) - 8] < 1 esequivalentea |x-2|< z 


Solución Las desigualdades siguientes son equivalentes: 


|(Bx + 2) - 8] < 1 
[3x - 6|< 1 
136 - 2) < 1 
131 |x-2|<1 
31x-2|<1 

lx -2|< 3 d 


En el teorema siguiente, denominado desigualdad del triángulo (o 
triangular), y sus dos corolarios dados en el teorema A.1.7, se emplean 
regularmente en la demostración de teoremas del Cálculo. 


A.1.6 Teorema La desigualdad del triángulo 


Dados a, b E R, entonces 
la + bl|<lal + || 


Demostración Por la definición de valor absoluto, a = la] o 
a = —lal; así 


Además, 
19] < b <|b] 
De estas dos desigualdades continuas y la propiedad (v) del teorema A.1.3, resulta 


la] + Jo) <a+b< Jal + 5] 
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EJERCICIOS A.1 


En consecuencia, de la proposición (1) con < en lugar de <, se tiene 
la + b|<la| + |b| n 


En el ejemplo ilustrativo siguiente se muestra el contenido de la de- 
sigualdad del triángulo para cuatro casos particulares. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 7 — Sia = 3 yb = 4 entonces 


Ja + b|=|3 + 4] la] + |b| =|3] + 14] 
=|7| =3+4 
= 7 == 

Sia =-3 y b = 4,entonces 

la + b| =|=3 + 4] [a] + |o]=|- 3] + l4] 
= Jr] > =3+4 
= . =7 

Sia = 3 y b =.-4, entonces 

la +b|=|3 + 9] la] + |b] = 13] + |-4] 
=|- 1 =3+4 
=]1 7 

Sia = -3 y b = -4, entonces 

|a + b| =|-3 + -4)| Jal + |b| =|=3| + |-4] 

vo =)|-7) =3+4 
=7 7 
En cada caso la +b] < |a| + [b]| 4 


A.1.7 Teorema 


Seana,b E R, entonces 
(i) la - b| < la] + |b] 
(iy [a] - ]b] s la - b] 
Demostración de (i) 
Ja = b| = la + (b)| < ]a| + |(-b)| = ]a] + 1»] 
Demostración de (ii) 
la] =|(a - b) + b] <a - b] + |b] 
De este modo, al restar | b | de los dos miembros de la desigualdad, se tiene 


la] - |b]s la = b] . 


En los ejercicios 1 y 2, acomode los elementos del subconjunto 3. (a) El conjunto de todas las x tales que x es mayor que —9 y 


dado de R en el mismo orden que sus puntos correspondientes de menor que 8; (b) el conjunto de todas las y entre —12 y -3; 
la recta númerica real de izquierda a derecha. (e) el conjunto de todas las z tales que 4z — $ es negativo. 
L (-2,3,21,5,7, z -10,0, 2,-3,-1) 4. (a) El conjunto de todas las x entre —5 y 3; (b) el conjunto de 
. pz 


todas las y tales que y es mayor que o igual a -26 y menor 


2. (L,m -8,-./2,3, e 3,4, 2 2, 1,26, 31) que —16; (e) el conjunto de todas las fitales que 8t — 4 es 


positivo. 


En los ejercicios 3 a 6, utilice la notación de conjuntos y uno o 5. (a) El conjunto de todas las x tales que2x + 4es no negati- 
más de los símbolos <, >, <€ y > para denotar el conjunto. vo; (b) el conjunto de todas las r tales que r es mayor que o 


igual a 2 y menor que 8; (c) el conjunto de todas las a tales 
que a — 2 es mayor que -5 y menor que o igual a 7. 


6. (a) El conjunto de todas las s tales que 25 + 3 es no positi- 
vo; (b) el conjunto de todas las x tales que 3x es mayor que 
10 y menor que o igual a 20; (c) el conjunto de todas las ¿tales 
que 2z + 5 está entre —1 y 5, incluyendo estos números. 


En los ejercicios 7 a 14, haga lo siguiente: (1) muestre el conjunto 
sobre la recta real; (ii) represente el conjunto por medio de no- 
tación de intervalos; (iii) describa el conjunto en palabras, de 
manera semejante a la descripción de los ejercicios 3 a 6. 


7 (a) txlx> 2) (b) (x|-4 <x < 4) 
8. (a) (x|x < 8) (b) (x|3 < x < 9] 
9. (a) (x]x> 2 y x < 12) 
(b) [x[x < -40x > 4) 
10. (a) [lxfx >-S y x < 5) 
(b) (x[x < 3 0 x > 6) 
11. (a) lx]x > 2) A (xlx < 12) 
(b) (x]x < -4) U (x]x > 4) 
12. (a) (x]x >-5] M tx]x < 5) 
(b) fx]x < 3) U (x|x > 6) 
1. (3) (x]x > -4) N (x[x <0) 
(b) tx|x < 0) U (xlx < 7) 
14. (a) (x]x > -8] MN tx]x < 0] 
(b) (x|x > 2) U (x]x > 10) 


En los ejercicios 15 a 18, muestre el intervalo sobre la recta 
numérica real y utilice la notación de conjuntos y símbolos de 
desigualdad para denotar el intervalo indicado. 


15. (a) (2,7) (b) [3, 6] 
(e) ES, 4] (d) (10, -2) 
16. (a) (SS, 5) (b) [1, 9] 
(c) [-3, 3) (d) (7, 0] 
17. (a) [3, +0) (b) o, 0] 
(0) 4, +0) (d) oo, + 09) 
18. (a) o, -2] (b) El, + 00) 
(c) (09, 10) (d) [0, +00] 


En los ejercicios 
inciso. 


19 y 20, determine el valor absoluto en cada 


19. (a) )7| (b) |-¿] 

(o |3- 43] (d) | 43 -3] 
-20. (a) 17 | (b) |-8| 

(ce) [7 - 2] (d) |3 - xr] 


En los ejercicios 21 a 24, muestre los puntos que corresponden a 
u y v sobre la recta real y después calcule la distancia entre ellos. 


21. (au = 
()u= 
22. (a)u = 6,v 

(c)u = 6, y 
23. (aju = yv 
(bu = 1v 


8,v= 
8,v= 


2 (bu = 8,v = 2 

2 (d) u = 8, v = 2 
=4 (bu = -6,v=4 
= 4 (d)u = S,v = -4 
=2tyt>0 


=2tyt<0 
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24. (a) u 
(b) u 


= 1 
tv= 31 y1t>0 


$ y1<0 


Lv = 


En los ejercicios 25 a 30, demuestre que las dos desigualdades 
son equivalentes. : 


25. |(2x - 3) - 9|< 1; ]x-6|<3 
26. |(Qx +3) - 1|< 15 |x+ 6|<1! 
27. |(3x - 5) - 1|< Y; |]x - 2]< 3 
28. |(5x - 2) - 3|< 4; lx-1|< 7 
29. |(1x- 5) + 7]< 15 |x + 4]<¿ 
30. [Qx- D+2|< g [1 + 4]<3 


En los ejercicios 31 y 32, verifique la desigualdad del triángulo 
para los valores de a y b. 


3l. (Ya=5yb=?7 (ba=5yb=- 
(c)a=-—3yb=?7 (d)a=-5yb=- 

32. (a)a=jyb=3 (ba=-3yb= ; 
o (Qa=jyb=-] (dda=-3 yb=-3 


En los ejercicios 33 y 34, utilice la desigualdad del triángulo 
para demostrar la proposición indicada. 


33. Si |x-1|<3 
lx + y] <Z. 


y ly + 1| < 1, entonces 


34. Si lx-1|< 
lx = y| <h- 


3 Y ly -1|< +, entonces 


35. Para determinar el punto de la recta númerica real que co- 
rresponde al número A , Utilice la construcción indicada 
en la figura adjunta: desde el punto 1, se dibuja un segmento 
de recta perpendicular al eje. Al unir el extremo superior de 
este segmento con el origen se forma un triángulo rectán- 
gulo. La longitud de la hipotenusa de este triángulo es y2 
unidades. Este hecho se deduce del teorema de Pitágoras, 
el cual establece que c? tiene el mismo valor que a? + b? 
donde c unidades es la longitud de la hipotenusáa, y a uni- 
dades y b unidades son las longitudes de los otros dos lados. 
Después se dibuja un arco de la circunferencia que tiene 
su centro en el origen y radio 2; el punto donde este arco 
intersecta al eje es /2. Utilice este método para deter- 
minar el punto correspondiente a ÁS. 


2 2 


36. Determine el punto de la recta real que corresponde al nú- 
mero irracional /10. Sugerencia: consulte el ejercicio 35. 
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tercer cuadrante |! cuarto cuadrante 


FIGURA 4 


Lacreación de la geometría analítica se atribuye a René Descartes (1596-1650), 


"matemático y filósofo francés. En su libro Geometría, publicado en 1637, 


Descartes estableció la unión de! álgebra y de lá geometría mediante un sistema 
de coordenadas cartesianas rectangulares (llamado así en su honor). Este 
sistema de coordenadas utiliza pares ordenados de números reales. 

Dos números reales cualesquiera forman un par, y cuando el orden en que 
aparecen los números es significante, se le denomina par ordenado. Si x es el 
primer número rea] y y es el segundo, este par ordenado se denota por (x, y). 
Observe que el par ordenado (5, 2) es diferente del par ordenado (2, 5). 

El conjunto de todos los pares ordenados de números reales recibe el 
nombre de plano numérico, el cual se denota por R?, y cada par ordenado 
(x, y) es un punto de! plano numérico. De la misma forma en que R, el con- 
junto de los números reales, se identifica con los puntos de un eje (espacio 
unidimensional), puede identificarse R? con los puntos de un plano geomé.- 
trico (espacio bidimensional). Para ello se eligen dos rectas en el plano 
geométrico, una horizontal, llamada eje x, y la otra vertical, denominada 
eje y. El punto de intersección de los ejes x y y recibe el nombre de origen, 
y se denota por O. Por lo común, las unidades de medición a lo largo de los 
dos ejes es la misma. Se establece que el sentido positivo del eje x es hacia 
la derecha del origen, y el sentido positivo del eje y es hacia arriba del 
origen. Refiérase a la figura l. 

Ahora se asociará un par ordenado de números reales (x, y) con un punto 
del plano geométrico. En el punto x del eje horizontal y en el punto y del eje 


. vertical, se dibujan segmentos de recta perpendiculares a los ejes respectivos, 


La intersección de estos dos segmentos de recta perpendiculares es el punto P 
asociado con el par ordenado (x, y). Consulte la figura 2. El primer número x del 
par se denomina abscisa (o coordenada x) de P, y el segundo número y se lla- 
ma Ordenada (o coordenada y) de P. Si laabscisaes positiva, P estará a la dere- 
cha el eje y; y si es negativa, P se hallará a la izquierda del eje y. Si la ordenada 
es positiva, P estará arriba del eje x, y si es negativa, P se hallará debajo del eje 
x. La abscisa y la ordenada de un punto reciben el nombre de coordenadas 
cartesianas rectangulares del punto. Existe una correspondencia uno a uno 
entre los puntos de un plano geométrico y R?; esto es, a cada punto le corres- 
ponde un único par ordenado (x, y), y cada par ordenado (x, y) está asociado con 
un único punto. Esta correspondencia uno a uno se denomina sistema coor- 
denado cartesiano rectangular. La figura 3 ilustra un sistema coordenado 
cartesiano rectangular con algunos puntos indicados. 

A los ejes x y y se les llama ejes coordenados. Estos dividen al plano en 
cuatro partes denominadas cuadrantes. El primer cuadrante es aquel en el que 
las abscisas y las ordenadas son positivas, es decir el cuadrante superior 
derecho. Los otros cuadrantes se numeran en sentido contrario al giro de las 
manecillas del reloj, por lo que el cuarto cuadrante es el cuadrante inferior 
derecho. Vea la figura 4. 

Debido a la correspondencia uno a uno, se identifica R? con el plano 
geométrico. Por esta razón a un par ordenado (x, y) se le llama también punto. 

A continuación se discutirá el problema de calcular la distancia entre 
dos puntos de R?. Si A es el punto (x,. y,) y B es el punto (2, Y ¡) (es decir, A 
y B tiene la misma ordenada pero diferente abscisa), entonces la distancia 
dirigida de A a B se denota por AB y se define como 


AB =X,-x 


AB=6 
(a) 
y 
A B 
lo) 
(8, 0) (6, 0) 
AB=14 
(b) 
y 
A 
Toa) A(S, 2) 
1 
Ñ —— 
AB=-3 
(c) 
FIGURA 5 
y y 
4 D(, 4) t 
— AA 
1211 
leacu,-2 


CD=-6 


FIGURA 6 


FIGURA 7 


Ñ 7 
DG, -8) El3) 


CD=7 
(b) 
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> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1  Reñérase a las figuras S(a), 
(b) y (c). Si A es el punto (3, 4) y B es el punto (9, 4), entonces AB = 9 — 3; 
esto es, AB = 6.SiA es el punto (-8, 0) y B es el punto (6, 0), entonces AB = 
6 — (-8); es decir, AB = 14. Si A es el punto (4, 2) y Bes el punto (1, 2), en- 
toncesAB = 1 - 4;estoes, AB = -3. Se observa que AB es positiva si B está 


a la derecha de A, y AB es negativa si B se encuentra a la izquierda de A. 4 


Si Ces el punto (x,, y,)-y D es el punto (x,, »,), entonces la distancia 
dirigida de C a D, denotada por CD, se define por 


CD = y, - y; 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Refiérase a las figuras 6(a) y 
(b). Si Ces el punto (1, -2) y D es el punto (1, —8), entonces CD = -8 - (2); 
esto es, CD = -6. Si C es el punto (2, 3) y D es el punto (2, 4), enton- 
ces CD = 4 - (3); es decir, CD = 7. El número CD es positivo si D está por 
arriba de C, y CD es negativo si D se encuentra debajo de C. 4 


Observe que el término distancia dirigida indica tanto la distancia 
como el sentido (positivo o negativo). Si sólo interesa la longitud del seg- 
mento de recta entre los punto P, y P, sin considerar el sentido, entonces se 
emplea el término distancia no dirigida. La distancia no dirigida de P, a P, 
se denota por |P¡P,|, la cual es un número no negativo. Si se utiliza la pala- 
bra distancia sin el adjetivo dirigida o no dirigida, debe entenderse que se 
hace referencia a la distancia no dirigida. 

Ahora se obtendrá una fórmula para calcular la distancia |P,P,| si 
P¡(x%1 yy) y Pa(x,, Y,) son dos puntos cualesquiera del plano. Se empleará el 
teorema de Pitágoras de la geometría plana, el cual se enuncia a continuación. 
Consulte la figura 7. 


A.2.1 Teorema El teorema de Pitágoras 


En un triángulo rectángulo, si a y b son las longitudes de los lados 
perpendiculares y c es la longitud de la hipotenusa, entonces 


ada+bts=c 


La figura 8 muestra a P, y P, en el primer cuadrante y el punto R(x,, yy). 
Observe que | PP, | es la longitud de la hipotenusa del triángulo rectángulo 
P,RP,. Del teorema de pitágoras, se tiene 


| PP, |? PR |? + | RP, |? 
[P,Pa| = [PR]? + |RP,|? 


| P,P,| Ja = 192 + (y - y) 


En esta fórmula no se considera el símbolo + frente al radical debido a que 
| P,P,| es un número no negativo. La fórmula se cumple para todas las posi- 
ciones posibles de P, y P, en los cuatro cuadrantes. La longitud de la hipote- 
nusa siempre es | P,P, |, y las longitudes de los catetos siempre son | P,R| y 
| RP,|.. En consecuencia, se tiene el teorema siguiente. 
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t 


A.2.2 Teorema La fórmula de la distancia 


La distancia entre dos puntos P,(x,, y) y Pa(%), »,) está determinada por 


ABBR] 46 rad O - Y 


Si P, y P, están en la misma recta horizontal, como en la figura 9, en- 
tonces y, = Y; Y 


| PP, | Ja - 1)? + 02 


e |PP,| = [1 - x,1 (porque Va? = aj) 


Además, si P, y P, están en la misma recta vertical, como se muestra en la 
figura 10, entonces x, = xy y 


| PP, | = 02 + O, =p? 
e |PP,|= |» -»,l 

A continuación se obtendrán las fórmulas para determinar el punto 
medio de un segmento de recta. Sea M(x, y) el punto medio del segmen- 


to de recta de P,(x,, y,) a Pa(2,, y,). Consulte la figura 11. Como los triángu- 
los P¡RM y MTP, son congruentes, entonces 


|P/R| =|MT| y |RM| =|7P,| 
Así, 


E ls A YY = YY 


2x =x, + x, 2Y = Y, + » 

- 41+% - Y1L+Y 

MAS > 
,) iS 2) 


De este modo se ha demostrado el teorema siguiente. 


A.2.3 Teorema Fórmulas del punto medio | 


Si M(x, y) es el punto medio del segmento de recta de Pi 7) a 
Po(%,, Y), Entonces 


x= 4% ya AID 


En la deducción de las fórmulas, se supuso que x, > Xx, y Y, > Y¡- Las 


fórmulas también se cumplen al considerar cualquier otro orden de estos 
números. 


» EJEMPLO 1 (a) Determine las coordenadas del punto medio M 
del segmento de recta de A(5, -3) a BI, 6). (b) Ubique los puntos A, M y Ben 
un sistema coordenado y demuestre que |AM| = |MB|. 


Solución 


(a) Si Mes el punto (x, y), de las fórmulas del punto medio, se tiene 


B(-1, 6) 


FIGURA 12 
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es el y = bd 


2 


= 2 = 1 


De modo que M es el punto Q, 2). 


(b) La figura 12 muestra los puntos A, M y B. De la fórmula de la distancia se 
obtiene : 


[AM] = /Q- 5? +(3+ 392 |MB| = (1-29 +(6 - 3? 


= 49 +% =/9+ 8 
Por tanto, |AM] = |MB]. 4 


Se ha mostrado cómo el sistema coordenado cartesiano puede emplear- 
se para obtener hechos geométricos mediante álgebra. Ahora se mostrará 
cómo dicho sistema permite asociar una gráfica (un concepto geométri- 
co) con una ecuación (un concepto algebraico). 

Una ecuación algebraica en dos variables x y y es un enunciado en el 
que se establece que dos expresiones en x y y son iguales. Cuando x y y se 
sustituyen por números específicos, por decir a y b, entonces el enunciado 
que resulta puede ser verdadero o falso. Si es verdadero, entonces el par 
ordenado (a, b) se denomina solución de la ecuación. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 Considere la ecuación 


y=3ux-2 (1) 
donde (x, y) es un punto en R?, Si x se sustituye por 2 en la ecuación, se ob- 
serva que y es igual a 4; así, el par ordenado (2, 4) es una solución de esta 
ecuación. Si cualquier número se sustituye por x en el miembro derecho de 
(1), se obtiene un valor correspondiente para y. Por tanto, (1) tiene un nú- 
mero ilimitado de soluciones. Las soluciones que se obtienen de la tabla 1 
son (2, -8), (1, -5), (0, -2), (1, 1), Q, 4) y G, 7). d 


A.2.4 Definición de la gráfica de una ecuación 


La gráfica de una ecuación en R? es el conjunto de todos los puntos de 
R? cuyas coordenadas son soluciones de la ecuación. 


Debido a que la ecuación (1) tiene un número ilimitado de soluciones, su 
gráfica consiste de un número infinito de puntos. Los seis puntos proporciona- 
dos por la tabla 1 y mostrados en la figura 13, parecen estar sobre un recta. De 
hecho, aprenderá en la sección A.3 del apéndice que cada solución de la 
ecuación (1) corresponde a un punto sobre una recta, y recíprocamente, las 
coordenadas de cada punto de la recta satisfacen (1). Por tanto, la recta es la 
gráfica de la ecuación. Esta gráfica se muestra en la figura 14, donde las puntas 
de flecha indican que la recta continúa en los dos sentidos. Las coordenadas de 
cualquier punto (x, y) de la recta satisfacen (1), y las coordenadas de cualquier 
punto que no pertenece a la recta no satisfacen la ecuación. 
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[E12, 12] por [-8, 8] 


y=3x-2 


FIGURA 15 


HA + 
[-9, 9] por [-6, 6] 
y=x?-3 
FIGURA 16 
% 
A 


FIGURA 17 


Recuerde, de la sección del principio del libro titulada Preparación para 
el estudio del Cálculo, que se indicó que las gráficas se obtendrían en dos 
formas: (i) a mano, donde se utilizan los términos dibuje la gráfica; (ii) en una 
calculadora gráfica o graficadora, donde se indica trace la gráfica. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 La gráfica de la ecuación 
= 3-2 


trazada en el rectángulo de inspección de [-12, 12] por [-8, 8], se muestra en la 
figura 15. Compare las figuras 14 y 15, las cuales muestran la misma recta. 4 


D EJEMPLO ILUSTRATIVO 5 La gráfica de la ecuación 
y=x2-3 


trazada en el rectángulo de inspección de [--9, 9] por [-6, 6], se muestra en 
la figura 16. 4 


La gráfica de la ecuación del ejemplo ilustrativo 5 es una parábola. Las 
parábolas se estudian con detalle en la sección A.4 del apéndice. 

La mayoría de las graficadoras pueden trazar gráficas para más de una 
ecuación en el mismo rectángulo de inspección. Esto se realiza en el ejemplo 
siguiente. 


» EJEMPLO 2 (a) Dibuje la gráfica de la ecuación 
= dx 


localizando en un sistema coordenado los puntos para los cuales x es igual a O, 
1, 2, 3 y 4 y uniendo estos puntos mediante una curva. (b) Trace las gráficas 
de las dos ecuaciones 


=2V/x y y=-2Wx 


en el mismo rectángulo de inspección. (e) ¿Por qué son idénticas las curvas 
obtenidas en los incisos (a) y (b)? 


Solución 


(a) Como y? es no negativo, los valores de x están restringidos a números no 
negativos. Para cada valor positivo de x existen dos valores de y. La tabla 
2 proporciona los valores de y cuando x es igual a 0, 1,2, 3 y 4. Al locali- 
zar y unir los puntos cuyas coordenadas son los valores x y y de la tabla 
se obtiene la gráfica dibujada en la figura 17. 


Tabla 2 


242 2412 243 -243 


(b) En la graficadora se consideran 


y =2WV/x y yp= 2Wx 


E 


6,6] por [-4, 4] 


y =24/x y yy=-2WV/x 


[- 


FIGURA 18 


6, 6] por [-2, 6] 


y = ABS(x) 


FIGURA 19 


FIGURA 20 


+ (Q-2e 


FIGURA 21 
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y se trazan las gráficas de estas dos ecuaciones en el mismo rectángulo de 
inspección de [-6, 6] por [-4, 4], como se muestra en la figura 18, 

(e) La ecuación y? = 4x es equivalente a las dos ecuaciones y = 2V/x y 
y =. -2-/x . Por tanto, la .mnión.de las gráficas de YY Ya trazadas en él 
inciso (b) es la misma que la gráfica dibujada en el inciso (a). d 


La'dúrta del ejémplo 2 tasfibién es una parábola. 


» EJEMPLO 3 (a) Trace la gráfica de la ecuación y = |x| 


(b) Dibuje la gráfica de la ecuación del inciso (a). 


Solución 


(a) El cálculo del valor absoluto de un número se efectúa internamente en la 
graficadora y en la mayoría de las calculadoras se denota por ABS. Sea 


y = ABS(x) 


y trace la gráfica en el rectángulo de inspección de [—6, 6] por [-2, 6], 
mostrada en la figura 19, 
(b) De la definición de valor absoluto de un número, 
x six>=0 
JA ] 

=x six<0 
La tabla 3 proporciona algunos valores de x y y que satisfacen la ecua- 
ción, y la gráfica se muestra en la figura 20, la cual concuerda con la fi- 
gura 19. 


Tabla 3 
x 0 i 2 3 4 1 2 3  -4 
y= |x| 0 1 2 3 4 1 2 3 4 4 


La simetría es una propiedad de las gráficas, especialmente útil cuando 
se dibujan las gráficas de ciertas ecuaciones. 


A.2.5 Definición de simetría de dos puntos 


Se dice que los dos puntos P y Q son simétricos con respecto a una recta 
si y sólo si la recta es la bisectriz perpendicular (mediatriz) del segmento 
PQ. Dos puntos P y O se dicen simétricos con respecto a un tercer > 
punto si y sólo si el tercer punto es el punto medio del segmento PQ. 


'> EJEMPLO ILUSTRATIVO 6 Los puntos (3,2) y (3,-2) 
son simétricos con respecto al eje x, los puntos (3, 2) y (3, 2) son simétricos 
con respecto al eje y, y los puntos (3, 2) y (3, -2) son simétricos con res- 
pecto al origen. Refiérase a la figura 21. 4 


En general, los puntos (x, y) y (1, y) son simétricos con respecto al 
eje x; (x, y) y (-x, y) son simétricos con respecto al eje y; y (x, y) y =x, y) 
son simétricos con respecto al origen. * 
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FIGURA 22 


>= 


FIGURA 23 


>< 


FIGURA 24 
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A.2.7 Definición de simetría de una gráfica 


La gráfica de una ecuación es simétrica con respecto a una recta | si y 
sólo si para cada punto P de la gráfica existe un punto O también de la 
gráfica tal que P y O son simétricos coá respecto a la recta 1. La gráfi- 
ca de una ecuación es simétrica con respecto a un punto R si y sólo si 
para cada punto P de la gráfica existe un punto 5 también de la gráfica 
Ai accio ade simétricos cor respecto al punto R. 


o 


La figura 22 muestra una gráfica simétrica con respecto al eje x, la fi- 
gura 23 presenta una gráfica simétrica con respecto al eje y, y la figura 24 
muestra otra gráfica simétrica con respecto al origen. 

De la definición de simetría de una gráfica, se deduce que si un punto 
(x, y) está en una gráfica simétrica con respecto al eje x, entonces el pun- 
to (x, —y) también debe estar en la gráfica, Si los puntos (x, y) y (x, — y) están 
en la gráfica, entonces la gráfica es simétrica con respecto al eje x. Por tanto, 
las coordenadas del punto (x, —y) así como las del punto (x, y) deben satisfa- 
cer la ecuación de la gráfica, En consecuencia, la gráfica de una ecuación en 
x y y es simétrica con respecto al eje x si y sólo si se obtiene una ecuación 
equivalente cuando y se sustituye por —y en la ecuación. De esta forma, se 
ha demostrado el inciso (i) del siguiente criterio de simetría. Las demostra- 
ciones de los incisos (ii) y (111) son semejantes. 


A.2.7 Teorema Criterios de simetria 


La gráfica de una ecuación en x y y es 


(i) simétrica con respecto al eje x si y sólo si se obtiene una ecuación 
equivalente cuando se sustituye y por —y en la ecuación; 

(ii) simétrica con respecto al eje y si y sólo si se obtiene una ecuación 
equivalente cuando se sustituye x por —x en la ecuación; 

(iii) simétrica con respecto al origen si y sólo si se obtiene una ecuación 

equivalente cuando se sustituye xpor—x y ypor—yen laecuación. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 7 Refiérase a la gráfica de la 


figura 16, la cual es simétrica con respecto al eje y, y cuya ecuación es 
y=12-3 

Si x se reemplaza por —x, se obtiene la ecuación 
y = En? - 3 

es y=x2-3 4 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 8 La gráfica dibujada en la fi- 


gura 17 es simétrica con respecto al eje x, y su ecuación es 
y? = 4x 
Al sustituir y por — y en esta ecuación, se obtiene 
Ey? = 4x 
sa  ys=d4x 4 


e, 
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Solución 


[-10, 10] por [-10, 10] 


ye Lx =y = Hoy 


FIGURA 25 el 


= 

l 
mi 

= 


» EJEMPLO 4 


Verifique la simetría de la gráfica cuya ecuaciórres 


Después.trace su gráfica. 


Se verificará la simetría. Si x se reemplaza por —x y y se 
sustituye por — y en la ecuación dada, se tiene 


Por tanto, por el criterio de simetría (iii), la gráfica es simétrica con respecto al 
origen. La gráfica no es simétrica con respecto al eje x ni con respecto al eje y 
como se puede verificar al aplicar los criterios de simetría (i) y (ii). 

La gráfica de la ecuación dada, trazada en el rectángulo de inspección de 
[-10, 10] por [-10, 10], se muestra en la figura 25. Observe la simetría con 


respecto al origen. 


4 


EJERCICIOS A.2 


En los ejercicios 1 y 2, localice el punto P en un sistema coor- 
denado cartesiano rectangular y determine el cuadrante en el 
que se encuentra. 


1. (a) PG,7) (b) PE 4, -6) 
(e) PQ, -5) (d) PG 1, 4) 

2. (a) P(S, 6) (b) P(8, -1) 
(e) PE, -2) (d) PE9, 3) 


En los ejercicios 3 a 8, localice el punto P y cada uno de los 
puntos siguientes en un sistema coordenado cartesiano rec- 
tangular. (a) El punto Q tal que el segmento de recta de Pa Q 
sea perpendicular al eje x y bisecado por dicho eje. Proporcio- 
ne las coordenadas de Q. (b) El punto R tal que el segmento de 
recta de P a R sea perpendicular al eje y y bisecado por este 
eje. Dé las coordenadas de R. (c) El punto S tal que el segmen- 
to de recta de P a S sea bisecado por el origen. Proporcione 
las coordenadas de S. (d) El punto T tal que el segmento de recta 
de P a T sea perpendicular a la recta a 45? que pasa por el ori- 
gen y biseca los cuadrantes primero y tercero, y que biseque al 
segmento PT. Dé las coordenadas de T. 


3. P(1,-2) 4. P(-2,2) 
6. P(,-2) 7. PE, -3) 


5. PQ, 2) 
8. P(O0, -3) 


En los ejercicios 9 y 10, haga lo siguiente: (a) determine las 
coordenadas del punto medio M del segmento de recta de A a B; 
(b) localice los puntos A, M y B en un sistema coordenado 
cartesiano rectangular y demuestre que [|AM| = |MB|. 


9. A(-4,7) y B(l, -3) 10. A(, 4) y B(4, -3) 


En los ejercicios 11 y 12, dibuje el triángulo que tiene vértices 
en A, B y C y calcule las longitudes de los lados. 


11. A(4,-5), B(2, 3), CG, 7) 
12. AQ, 3), B(3,-3), CEL, -1) 


13. Una mediana de un triángulo es un segmento de recta tra- 
zada desde un vértice hasta el punto medio del lado opues- 
to. Calcule la longitud de las medianas del triángulo cuyos 
vértices son A(2, 3), B(3, -3) y Cl, —1). 

14. Calcule las longitudes de las medianas del triángulo que 
tiene vértices A(-3, 5), B(2, 4) y CEL, -4). 

15. Demuestre que el triángulo cuyos vértices son A(3,-6), 
B(8, -2) y C(-1, -1) es un triángulo rectángulo. Sugeren- 
cia: utilice el recíproco del teorema de Pitágoras. 


a 
5d 


Determine los puntos medios de las diagonales del cuadri- 
látero cuyos vértices son (0, 0), (0, 4), (3, 5) y (3, 1). 
Demuestre que los puntos A(—7, 2), B(3, -4) y C(1, 4) son 
los vértices de un triángulo isósceles. 


18. Demuestre que los puntos A(-4,-—1), B(2, -3), C(4, 3) y 
D(Q, 5) son los vértices de un rectángulo. 


pra 
A 
. 


19. Demuestre que los puntos (-3, 2), (1,-2) y (9,—10) son 
colineales utilizando la fórmula de la distancia. 


20. Determine si los puntos (14, 7), (2, 2) y (-4, —1) son coli- 
neales empleando la fórmula de la distancia. 


21. Demuestre que los puntos A(6, -13), B(2, 2), C(13, 10) y 
D(21,-—5) son los vértices de un cuadrado. Calcule la lon- 
gitud de una diagonal. 
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22. Si un extremo de un segmento de recta es el punto (-4, 2) y 
el punto medio del segmento es (3, —1), determine las coor- 
denadas del otro extremo del segmento. 


23. Laabscisa de un punto-es. 6, y su distancia desde el punto 
(1, 3).es 74. Obtenga la- ordenada del punto. 


24. Dados los dos puntos A(-3,'4) y B(Q,5), détermine las 
coordenadas de un punto P en la recta que pasa por Á y B y 
que no se encuentra entre A y B tal que (a) la distancia de P 
a A sea el.doble que la de P a B y (b) la distancia de P a B 
sea el doble que la de PaA. 


En los ejercicios 25 a 32, haga lo siguiente: (a) verifique la 
simetría de la gráfica de la ecuación (1); (b) dibuje la gráfica de 
la ecuación (i); (c) trace las gráficas de las ecuaciones (ii) y (ii) 
en el mismo rectángulo de inspección; (d) compare las curvas 
obtenidas en los incisos (b) y (c). 


25. (i) y? = 9 (ii) y =3VY/x (ii) y =-34x 
26. (1) y? = 3x (dy = 14x Gi) y =-1Wx 
27. (1) y?= ha (ii) y = ¿v-x 
(iii) y = -34=x 
28. (i) y?= -4x (ii) y = 24Y=x 
(iii) y = -24/=x 
9. ()y=1-x (y= 4-2 
Gi) y=-V1- 12 
30. (1) y? =9-x2 (ii) y = Y9 - 12 
(iki) y = -/9 — x2 
32. My=x2-4 (iy= 1/24 
(iii) y= -4x2=4 
32. (i) y? =x?- 16 (ii) y = Y/12- 16 


(ii) y= -V/2 16 


En los ejercicios 33 y 34, dibuje la gráfica de la ecuación. 


33. (a) y = (b) y = |x +2] 
(0) y = (d) y = |x| +2 


[x= 2] 
lx] = 2 


34. (a) y 
(c) y 


2|x - 3] 
2|x| - 6 


(b) y 
(d) y 


2|x + 3] y 
21x] +6 


ú 
0 


En los ejercicios 35 a 38, verifique la simetría de la gráfica de 
la ecuación y después trace la gráfica. 


35. (a) y = e (b) y = a? 
() y = 0 (d) y = qa? 
36. (a) y = 217 (b) y = -2x? 
lo) y = ¿e (d) y = ga? 
37. (a) y = 2x* (b) y= -2x* 
()y= q (d) y = - 11 
38. (a) y = 4x* (b) y= -4x1 
d)y= 30 (d) y = - 31 


En los ejercicios 39 a 44, trace las gráficas de las ecuaciones de 
cada ejercicio en el mismo rectángulo de inspección. 

39. 
40. 
41. 


=x2y= (1 + 2) y = (1 - 28, y = (1 - 4? 


2+2y=x2-2y=x-4 


=x*?y 
1? y = 2x2? y=- 21?, y = 4x? 


y 
y 
y 
42 y="*y= lr, y= -4 y = 112 
y 
y 


43. y =1x|,y = |x| + 3,y =]|x] - 3, 
= |x|] -4 

44, y =|x|.y = |x +3],y = ]x - 3], 
y = |x- 4] 


45. Describa en qué son similares las gráficas del ejercicio 39 
y en que son diferentes. Haga lo mismo para las gráficas 
del ejercicio 41. 


46. Siga las instrucciones del ejercicio 45 para las gráficas de 
los ejercicios 40 y 42. 


47. Siga las instrucciones para el ejercicio 45 para las gráficas 


de los ejercicios 43 y 44. 


48. Utilice las definiciones de simetría para explicar por qué 
una gráfica simétrica con respecto a los dos ejes coorde- 
nados también es simétrica con respecto al origen. 


A.3 RECTAS 


Suponga que el costo de alquiler de un avión de una plaza, de una aerolínea 
privada, es de $310 por el avión y el piloto, más 75 centavos por milla de vuelo. 
Si y dólares es el costo de un viaje de x millas, entonces 


= 0.75x + 310 


La figura | muestra la gráfica de esta ecuación trazada en el rectángulo de 
inspección de (0, 1200] por 108001, con una escala de 100 en los ejes. La gráfica 
parece ser una recta. En el teorema A.3.4 se establece que la gráfica de una 


[O, 1200] por [0, 800] 


y= 0.75x + 310 


FIGURA 1 
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FIGURA 3 
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ecuación de este tipo es una recta. Observe que para cada incremento de 100 
unidades en x, y se incrementa en 75 unidades, o, equivalentemente, por 
cada unidad de incremento en x, y se incrementa en 0.75 unidades. De este 
modo, la razón de cambio en y ál éámbio en x es la constatite 0.73: Esta razón 


.constantei se denomina pendiente! dela 'rectá.- A 'cofitinuación se obtendrá 


una definición formal de la pendiente de una recta. 

Seari luna recta :no vertical, y Py(x,,-y,) y Pa(x,, y,) dos puntos dies 
tintos cualesquiera de /. La figura 2 muestra esta recta. En la figura, R es el 
punto (xa, y), y los os puntos P, P, y R son vértices de un triángulo rec- 
tángulo; además, PR = = Xx y RP, = y, — y; El número y, — y; 
mide el cambio en las ordenadas de P, a P,, y puede ser positivo, negativo 
o cero. El número x, — x, mide el bló en las abscisas de P, a P,, y 
también puede ser positivo o negativo. Como la recta [ no es vertical, 
X Xy por tanto, x, — xy no puede ser cero. Sea 


Ya 7 Y 60) 
A 7 


m <= 


El valor de m calculado a partir de esta ecuación es independiente de la elec- 
ción de los dos puntos P, y P, de 1. A fin de mostrar esto, suponga que se 
eligen dos puntos diferentes P,(X,, Y/) y Pa(X2, Ya) de la recta !, y se calcula 
un número ;n a partir de (1) 

2 = Ye 

x= 


m= 


Se probará quen = m. Refiérase a la figura 3. Los triángulos P,RP, y P,RP, 
son semejantes; por lo que las longitudes de los lados correspondientes son 
proporcionales. Por tanto, 


RA ATA 

X2 7 X Xx 7 Xx 
o bien, 

m=m 


Así, el valor de mm calculado a partir de (1) es el mismo número sin importar cuales 
dos puntos de / se eligieron. Este número m se denomina pendiente de la recta. 


A.3.1 Definición de la pendiente de una recta 


Si P¡(x1, yy) y Pa(x,, y,) son dos puntos cualesquiera de la recta 1, la 
cual no es paralela al eje y, entonces la pendiente de /, denotada por m, 
está determinada por 


m= 22 


Al multiplicar ambos miembros de la ecuación anterior por x, — xy, 
se obtiene 


Ya 7 Y] = MX — Xx) 


De esta ecuación se deduce que si se considera una partícula que se mueve a 
lo largo de una recta, el cambio en la ordenada de la partícula es igual al 
producto de la pendiente y el cambio en la abscisa. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 — si/esla recta que pasa por 
los puntos P,(Q, 1) y P,(4, 7) y m es la pendiente de /, entonces ' 
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P,(0, 5) 


FIGURA 4 
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Refiérase a la figura 4. Si una partícula se mueve a lo largo de la recta ]/, el 
cambio en la ordenada es 3 veces el cambio en la abscisa. Esto es, si la 
partícula está en P,(4, 7) y la abscisa se incrementa una unidad, entonces 
la ordenada se incrementará en 3 unidades, y la partícula estará en Px(5, 10). 
De igual manera, si la partícula está en P,(2, 1) y la abscisa se disminuye en 
2 unidades, entonces la ordenada se disminuirá en 6 unidades, y la partícula 
estará en P¿(0, —5). 


Si la pendiente de una recta es positiva, entonces conforme la abscisa 
de un punto de la recta se incrementa, la ordenada se incrementa también, tal 
como se muestra en la figura 5. En la figura 6 se presenta una recta cuya 
pendiente es negativa. Para esta recta, conforme la abscisa de un punto de la 
recta se incrementa, la ordenada disminuye. 

Si una recta es paralela al eje x, entonces y, = y,, de modo que la 
pendiente es cero. Si una recta es paralela al eje y, entonces x, = x,, por lo 
que la fracción 2 carece de significado debido a que no puede divi- 

y = 
dirse entre cero. Por esta razón, las rectas paralelas al eje y se excluyen de la 
definición de pendiente. Por tanto, la pendiente de una recta vertical no 
está definida. 


» EJEMPLO 1 Para cada par de puntos, dibuje la recta que pasa 
por ellos y determine su pendiente: (a) A(3, 7) y BC2, -4); (b) AR, 5) y 
BQ, 33 (0) AS, 4) y BG, 4); (9) A(S, 3) y B(5, 1). 


Solución Las rectas se muestran en las figuras 7(a)-(d). Al calcular 
la pendiente se obtiene 


_ 4-71 3-5 _ 4-4 

MM m= 323 Mm= 32 O m= 5 
2 11 --8 =0 
3 4 8 
= =-2 =0. 


(d) Como la recta es vertical, la pendiente no está definida. Si se intenta 
emplear la definición para calcular la pendiente, se obtendrá cero en el 
denominador. d 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 


(a) Suponga que una recta contiene al punto P(5, 2) y su pendiente es <. 
Para determinar otro punto de la recta, se inicia en P y como la pendiente 
es a, se desplaza 4 unidades a la derecha y 3 unidades hacia arriba. 
Entonces se tiene el punto Q(9, 5), que también está en la recta. La recta 
se dibuja de modo que pase por los puntos P y Q, como se muestra en 
la figura 8. 

(b) Si una recta pasa por el punto P(S, 2) y tiene la pendiente negativa — 2, se 
obtiene otro punto de la recta desplazándose, a partir de P, 4 unidades 
a la derecha y 3 unidades hacia abajo. Esto proporciona el punto 
O(9, -1). Ea figura 9 muestra la recta que pasa por P y Q. 4 


+ A(5, 3) 


pendiente indefinida 


(d) 
FIGURA 7 
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FIGURA 8 FIGURA 9 


En la sección A.2 del apéndice se definió la gráfica de una ecuación. 
Ahora se explicará lo que se entiende por ecuación de una gráfica. 


A.3.2 Definición de ecuación de una gráfica 


Una ecuación de una gráfica es una ecuación que es satisfecha por las 
coordenadas de aquellos, y sólo aquellos, puntos de la gráfica. 


A partir de esta definición, se deduce que una ecuación de una gráfica 
tiene las siguientes propiedades: : 


1. Si un punto P(x, y) está en la gráfica, entonces sus coordenadas satisfacen 
la ecuación. 

2. Si un punto P(x, y) no está en la gráfica, entonces sus coordenadas no 
satisfacen la ecuación. 


A fin de obtener la ecuación de una recta, se emplea el hecho de que un 
punto P¡(x,, y,) y la pendiente m determinan sólo una recta. Sea P(x, y) 
cualquier punto de la recta diferente de P,. Entonces, como la pendiente de 
la recta que pasa por P, y P es m, de la definición de pendiente, se tiene 


O AO a PA 
x= X 


S ¿YY =mx-x) 


Esta ecuación se denomina forma punto-pendiente de la ecuación de la 
recta. Esta forma proporciona la ecuación de la recta si se conocen un punto 
P¡(x¡, yy) de la recta y la pendiente de la misma. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 Con el fin de obtener una 
ecuación de la recta que pasa por los puntos A(6, -3) y B(-2, 3), primero se 
calcula m. 


3- (3) 
Z-6 


1162 APÉNDICE 


Al emplear la forma punto-pendiente de la ecuación de la recta con A como 
P;, resulta 
y (E) = Ha 6) 
 Ó dy + 12 =<:31 + 18' * 
Bx+ dy 6=0 0 ER 


Si se considera B como P; en la forma punto-pendiente, se obtiene 


y -3=-¿Lh- (2 
'dy - 12 =-3x- 6: 
3x + dy -6 


11 
o 


la cual, por supuesto, es la misma ecuación obtenida anteriormente d 


Si en la forma punto-pendiente se elige el punto particular (0, b) (es de- 
cir, el punto donde la recta intersecta al eje y) como el punto (x,,y,), se tiene 


y=b mí(x — 0) 


e y =mx+ b 


El número b, la ordenada del punto donde la recta corta al eje y, se 
llama intercepción y (u ordenada al origen) de la recta. En consecuencia, 
la ecuación anterior recibe el nombre de forma pendiente-intercepción 
de la ecuación de la recta. Esta forma es especialmente útil debido a que 
expresa de manera explícita la coordenada y de un punto de la recta en tér- 
minos de su coordenada x. 


» EJEMPLO 2 Determine la pendiente de la recta que tiene la 
ecuación 


6x + Sy -7=0 


Solución Al resolver la ecuación para y, se obtiene. 


Sy =6x +7 
y =-fx+ 1 
Esta ecuación está en la forma pendiente-intercepción, donde m = -£ y 
=> i -£ 
b = 1. Por tanto, la pendiente es —?. 4 


Como la pendiente de una recta vertical no está definida, no se puede 
aplicar la forma punto-pendiente para obtener su ecuación. En lugar de esta 
forma se utiliza el teorema siguiente, el cual también proporciona una ecuación 
de una recta horizontal. 


A.3.3 Teorema ] 


(i) Una ecuación de la recta vertical que tiene intercepción x igual a a es 


*=a 
(ii) Una ecuación de la recta horizontal que tiene intercepción y igual 
abes - 


qa 


(2) (a, 0) 


FIGURA 10 


>< 


FIGURA 11 


=S+ 


FIGURA 12 
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Demostración E 


(i) La figura 10 muestra la recta vertical que intersecta al eje x en el punto 
(a, 0). Esta recta consta de aquellos puntos del plano y sólo aquellos que 
tienen la misma abscisa a. De este modo, P(x, y) es cualquier punto de la 
recta si y sólo si 


x*=Aa 


(ii) La recta horizontal que intersecta al eje y en el punto (0, b) se muestra 
en la figura 11. Para esta recta, m = 0. Por tanto, de la forma pendiente 
intercepción, una ecuación de esta recta es 


y=b 1] 


Se ha mostrado que una ecuación de una recta no vertical es de la forma 
y = mx + b, y una ecuación de una recta vertical es x = a. Como cada una 
de estas ecuaciones es un caso especial de una ecuación de la forma 


Ax+By+C=0 (2) 


donde A, B y C son constantes y A y B no son cero simultáneamente, se 
deduce que cada recta tiene una ecuación de la forma (2). El recíproco de 
este hecho se presenta en el teorema siguiente. 


A.3.4 Teorema 


La gráfica de la ecuación 
Ax+rBy+C=0 


donde A, B y C son constantes, y A y B no son ambas cero, es una recta. 


La demostración de este teorema se deja comoejercicio. Vea el ejercicio 51. 

Como la gráfica de (2) es una recta, esta ecuación se denomina 
ecuación lineal; y es la ecuación general de primer grado en x y y. 

A fin de trazar una recta en la graficadora, primero se escribe la 
ecuación en la forma punto-pendiente, como se hizo con la figura 1. Para 
dibujar a mano una recta, sólo se necesita determinar las coordenadas de dos 
puntos de la recta, localizar los puntos y después dibujar la recta. Cuales- 
quiera dos puntos serán suficientes, pero por conveniencia, usualmente se 
eligen los puntos donde la recta corta a los ejes. : 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 Conel fin de dibujar la recta 


que tiene ecuación 
4x-3dy=56 
primero se obtiene la intercepción x igual a a y la intercepción y igual a b. Para 


ello, se sustituye en la ecuación 0 por y y se obtiene a = 2. Al reemplazar 0 
por x resulta b = —2, Así, se tiene la recta que se muestra en la figura 12, «4 


Una aplicación de la pendiente se presenta en el teorema siguiente. 


A.3.5 Teorema 


Si 1, y L, son dos rectas no verticales diferentes que tiene pendientes m, y 
m>, respectivamente, entonces 1, y £, son paralelas si y sólo sim, = m). 
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ÁXI, m, + b,) 
B(0, b,) 


FIGURA 13 


C(,-5) 
B(3,—6) 


FIGURA 14 


> x 


Demostración Sean las ecuaciones de !, y 1,, respectivamente, 


yY=ZMx+b, y y =mx + b, 


Refiérase a la figura 13, la cual muestra las dos rectas que intersectan al eje y 
¿en los puntos B,(0, b,) y B»(0, b,). La recta vertical x = 1 intersecta a !, en 


el punto. A,(1, m, + by), y a l, en el punto Az(1, m, + b,). Entonces 
|B,B,] = b,- b, y lA¡A2| = (m, + b)) — (m, + b,) 


Las dos rectas son paralelas si y sólo si las distancias verticales |8,B>| y 
|A,4, | son iguales; esto es, l; y L, son paralelas si y sólo si 


b,- b,= (m, + b) — (m, + b,) 
by-b =m, + b,-m;, - b, 
m=m, 
Así, l, y L, son paralelas si y sólo sim, = m,. u 


D EJEMPLO ILUSTRATIVO 5 Sean !, la recta que pasa por 
los puntos A(1, 2) y B(3,-6), y m; la pendiente de /,; y sean 1, la recta que 
pasa por los puntos C(2, -5) y D(-1, 7), y m, la pendiente de /,. Consulte la 
figura 14. Entonces 


= 6-2 22-65) 
die: pS o 
= 2 = 2 
2 3 
= -4 = —4 
Como m, = m), entonces, por el teorema A.3.5, 1, y l, son paralelas. 4 


Dos puntos distintos cualesquiera determinan una recta. Tres puntos 
diferentes pueden, o no estar en una recta. Si tres o más puntos están en la 
misma recta se les llama colineales. En consecuencia, tres puntos A, B y C 
son colineales si y sólo si la recta que pasa por los puntos A y B es la misma 
que la que pasa por los puntos B y C. Como la recta que pasa por A y B y la 
recta que pasa por B y C contienen al punto B, ellas serán la misma recta 
si y sólo si sus pendientes son iguales. 


» EJEMPLO 3 Determine por medio de pendientes si los puntos 
A(3, -4), BQ, -1) y C(7, 2) son colineales. 


Solución Si m, es la pendiente de la recta que pasa por A y B, y m, es 
la pendiente de la recta que pasa B y C, entonces 
1-44) mo ED 

2 - (3) 1-2 


= 1 = 
5 


m, = 


2 
5 


En consecuencia, m, = m,. Por tanto, la recta que pasa por A y B y la recta 
que pasa por B y C tienen la misma pendiente y contienen al punto común B. 
Así, ellas son la misma recta, y por tanto, A, B y C son colineales. 4 


y 
b x=1 
A a 
PAL, m) 
P(1,m) 
h 
FIGURA 15 
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A continuación se demostrará un teorema acerca de las pendientes de 
dos rectas perpendiculares. 


A.3.6 Teorema 


Dos réttas no verticales /, ya que tienen pe e Y Mo, Ds o 
tivamenteí son' perpendiculares si y sólo si mm, = A 


Demostración Considere los ejes coordenados de modo que el origen 
coincida con el punto de intersección de !, y l,. Vea la figura 15. Puesto que 
las rectas 1, y l, no son verticales, las dos rectas intersectan a la recta 

= 1 en los puntos P, y P,, respectivamente. Las abscisas de P, y P, son 
iguales a 1. Sea y la ordenada de P,. Como 1, contiene a los puntos (0, 0) y 
(1, y) y su pendiente es m,, entonces 

== 

Así, y = m,. De manera semejante, se muestra que la ordenada de P, es 
m,. Del teorema de Pitágoras y de su recíproco, el triángulo P,OP, es un 
triángulo rectángulo si y sólo si 


[OP, |? + JOP,|? = |P/P,|* e) 
Al aplicar la fórmula de la distancia, se obtiene 
JOP,1? = (1 - 0 + (m, - 09 |OP,|? = (1 - 0%? + (m, - 0)? 
=1 + m? =1 + m2 
(1 - 124 (m, - m Y 
= m> - 2mm, + m? 


|P,P,!? 


Si se sustituye en (3), se puede concluir que P,OP, es un triángulo rec- 
tángulo si y sólo si 


l+ my? +1l+ m) = m? - 2mm, + m/? 


2 = -2mm, 
mm, = -1 n 
Como la condición mm, = -1 equivale a 
M=-— y m= ES 
m my 


el teorema A.3.6 establece que dos rectas no verticales son perpendiculares 
si y sólo si la pendiente de una de ellas es el recíproco negativo de la pen- 
diente de la otra. 


» EJEMPLO 4 Dada la recta ! que tiene la ecuación 
Sx + 4y-20=0 


obtenga una ecuación de la recta que pasa por el punto (2, —3) y es (a) para- 
lela a 1, y (b) perpendicular a 1. 


Solución En primer lugar se determina la pendiente de 1 al escribir su 
ecuación en la forma pendiente-intercepción. Si se resuelve la ecuación 
para y se tiene 
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FIGURA 16 


4y = -5x + 20 
y=-Íx +5 


_La pendiente de l es el coeficiente de x el cual es-3 


(a) La,pendiente..de una recta paralela a l es también —3. Como la recta 


requerida contiene al punto (2, 3), se emplea la da punto- pendiente, 
de donde resulta 


y = 63) = ¿1 - 2) 
: dy + 12 = -5x + 10 
Sx+ 4y+2=0 


(b) La pendiente de una recta perpendicular a / es el recíproco negativo de 
—%, el cual es £. De la forma punto- peones una ecuación de la recta 


eli pasa por (2, -3) y que tiene pendiente ¿ 5 es 


y - 63) = 51 - 2) 
Sy + 15 =4x- 8 
4x-Sy-23=0  ' 4 


» EJEMPLO 5 Demuestre por medio de pendientes que los cua- 
tro puntos A(6, 2), B(8, 6), C(4, 8) y DG, 4) son vértices de un rectángulo. 


Solución Consulte la figura 16, donde 1; es la recta que pasa porA y B, l, 
es la recta que pasa por B y C, ly es la recta que pasa por D y C, y l, es la recta 
que pasa por A y D; m,, m,, my y my son sus pendientes respectivas. Entonces 


6-2 8-6 8-4 4-2 
ts. M4 jj o E 


=2 a =2 nl 


Como m, = my, 1, es paralela a ly; y debido a que m, = m,, [, es paralela 
a l¿. Puesto que m,m, = —l, 1, y L, son perpendiculares. Por tanto, el cua- 
drilátero tiene sus lados opuestos paralelos y un par de lados adyacentes 
perpendiculares. En consecuencia, el cuadrilátero es un rectángulo. 4 


EJERCICIOS A.3 | 


En los ejercicios 1 a 6, dibuje la recta que pasa porlos puntos A 7. (a) PG,4),m 
y B y determine la pendiente de la recta. 


(a) A(1, 4), B(6, 5) 
(a) A(S, 2), B(- 2, -3) 
(a) ACA, 3), B(0, 0) 
(a) A(?, 0), B(O, -6) 
(a) A(1, 5), BG2, 5) 
(a) AG, -5), B(3, 4) 


E E 


En los ejercicios 7 y 8, dibuje la recta que pasa por el punto P y 


tiene pendiente m, 


(b) 
(b) 
(b) 
(b) 
(b) 
(b) 


2 (b) PEL, 6),m= -3 
2 (b) PQ,-5)m =-% 


8. (a) P(4, 3), m 


AQ, 3), B-4, 3) 
A(G4, 2), B(8, 5) 


En los ejercicios 9 a 20, obtenga una ecuación de la recta que 
satisfaga las condiciones dadas. 


AG 32 p» Be; 6 5) 9. (a) La pendiente es 4 y pasa por el punto (2, -3); 
AC DD, B(G)-3) (b) pasa por los dos puntos (1, -5) y (3, 6). 
A(22.1,0.3), B(Q.3, 1.4) 10. (a) La pendiente es -2 y pasa por el punto (-4, 3); 
A(S.2, -3.5), B(-6.3, -1.4) (b) pasa por los dos puntos (3, 1) y (=5, 4). 


11. (a) La pendiente es =a y la intercepción y es igual a l; 


(b) la pendiente es 2 y la intercepción x es igual a — Ñ 3 


12. 


13. 


14 


; 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


(a) La pendiente es z y la intercepción y es igual a -4; 
(b) la pendiente es —2 y la intercepción x es igual a 4. 
(a) Pasa por el punto (1, —7) y es paralela al eje x; 

(b) pasa por el punto (2, 6) y es paralela al eje y. 

(a). Pasa por el punto (-S, 2) y es paralela al eje eN 

(b) pasa por el punto (3, -4) y es paralela al eje se 


(a) La intercepción x es igual a -3 y la intercepción y 
es igual a 4; (b) pasa por el origen y biseca al ángulo entre 
los ejes en los cuadrantes primero y tercero. 


(a) La intercepción x es igual a 5 y la intercepción y es 
igual a -6; (b) pasa por el origen y biseca al ángulo entre 
los ejes en los cuadrantes segundo y cuarto. 


Pasa por el punto (-2, 3) y es paralela a la recta cuya 
ecuación es 2x — y - 2 =0. 

Pasa por el punto (1, 4) y es paralela a la recta cuya 
ecuación es 2x — 5y + 7 =0, 


Pasa por el punto (2, 4) y es perpendicular a la recta cuya 
ecuación es x — Sy + 10 = 0, 


Pasa por el origen y es perpendicular a la recta cuya 
ecuación es 2x — 5y +6 = 


En los ejercicios 21 a 24, obtenga tanto la pendiente como la 
intercepción y de la recta que tiene la ecuación dada. Dibuje 


la recta. 

21. (a) x + 3y-6= (b) 4y -9=0 
22. (a) 8x - 4y = 5 (b) 3y - 5 = 
23. (a) Tx-8y=0 (b) x =6- 2y 
24. (a) x = 4y - 2 (b) 4x = 3 


En los ejercicios 25 y 26, obtenga una ecuación de la recta que 
pase por los dos puntos indicados, y exprese la ecuación en la 


forma pendiente-intercepción; dibuje la recta. 


25. 
27. 


29. 


31. 


32. 


(1,3) y (Q,-2) 26. (3,-5) y (1,-2) 
Compruebe que las rectas que tienen ecuaciones 3x + 
Sy + 7 =0 y 6x + 10y -— 5 = 0 son paralelas; dibuje 
sus gráficas. 


. Demuestre que las rectas que tienen ecuaciones 4x — 


Jy+12=0 y 8x — 6y + 15 
dibuje sus gráficas. 


= 0 son paralelas; y 


Pruebe que las rectas que tienen ecuaciones 2x — 3y + 
6 =0 y 3x + 2y — 12 = 0 son perpendiculares; dibu- 
je sus gráficas. 


. Demuestre que las rectas que tiene ecuaciones 2y = 10 — 5x 


y 5y = 2x + 20 son perpendiculares; dibuje sus gráficas. 
Obtenga el valor de A tal que las rectas cuyas ecuaciones 
son 3x + 6ky = 7 y 9kx + 8y = 15 sean paralelas. 
Determine el valor de k tal que las rectas cuyas ecuacio- 
nes son 3kx + 8y = 5 y 6y — 4kx = —1 sean perpen- 
diculares. 
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En los ejercicios 33 a 36, determine por medio de pendientes si 
los.puntos son colineales. 


33, 


-(b) 


34, 


35. 


36. 


37. 


38. 


39. 


41. 


42. 


43. 


45. 


46. 


(a) (2, 3), (-4,-7), (5, 8) 
2,0,4, D,G, 4) 

(4, 6), (1, 2), (=5, -4) 
(43,61, (3, 2), (9, -2) 
0,5, E+1,4), G,-2) 
(0, 2), (-3, -D, (4, 6) 
41,3, (,9,(Q,-1) 
(4, -9), (4, D), (4, $) 


(a) 
(b) 
(a) 
(b) 
(a) 
(b) 
Demuestre por medio de pendientes que los cuatro puntos 
(0, 0), (2, 1), (3, 4) y (5, 3) son los vértices de un paralelo- 
gramo (cuadrilátero cuyos lados opuestos son paralelos). 

Compruebe mediante pendientes que los cuatro puntos 
(-4,—), (3, E), (8, -4) y (2, -9) son los vértices de un tra- 
pecio (cuadrilátero con un par de lados opuestos paralelos). 
Pruebe por medio de pendientes que los tres puntos (3, 1), 


(6, 0) y (4, 4) son los vértices de un triángulo Ea 
y Calcule el área del triángulo. 


. Demuestre mediante pendientes que los puntos (-6, 1), 


(4, 6), (4, —3) y (6, 2) son los vértices de un rectángulo. 


El fabricante de un artículo de primera necesidad tiene un 
costo total que consiste de un costo general semanario de 
$3 000 y un costo de producción de $25 por unidad. (a) Si 
x unidades se producen por semana y y dólares es el costo 
total semanario, escriba una ecuación que involucre a x y 
y. (b) Dibuje la gráfica de la ecuación del inciso (a). 


El costo total de un fabricante consiste de un costo de $20 
por unidad manufacturada y un costo general de produc- 
ción diario fijo. (a) Si el costo total de producción de 200 
unidades en un día es de $4 500, determine el costo general 
diario fijo. (b) Si se producen x unidades por día y y dólares 
es el costo total diario, escriba una ecuación que contenga a 
x y y. (c) Dibuje la gráfica de la ecuación del inciso (b). 


Haga el ejercicio 42 si el costo de producción es.$30 por 
unidad, y el costo total de producción de 200 unidades en un 
día es de $6 600. 


. La gráfica de una ecuación que relaciona la temperatura en 


grados Celsius y la temperatura en grados Fahrenheit es 
una recta. El agua se congela a 0* Celsius y 32* Fahrenheit, 
y hierve a 100? Celsius y 212” Fahrenheit. (a) Si y grados 
Fahrenheit corresponden a x grados Celsius, escriba una 
ecuación que contenga a x y y. (b) Dibuje la gráfica de 
la ecuación del inciso (a). (c) ¿Cuál es la temperatura 
Fahrenheit que corresponde a 20” Celsius? (d) ¿Cuál es la 
temperatura Celsius que corresponde a 86” Fahrenheit? 


Obtenga la ordenada del punto cuya abscisa es -3 y es 
colineal con los puntos (3, 2) y (0, 5). 


La ecuación 
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47. 


donde a y b son las intercepciones x y y, respectivamente, es 
la forma intercepción (0 simétrica) de la ecuación de una 
recta. Explique cómo puede obtenerse esta forma a partir 
de la forma punto-intercepción y de la relación entre la 
pendiente y las intercepcionés, y 


Si se conocen las caries de los tres vértices A, By Cde 
un triángulo, explique 'cómo obtendría la ecliación de la 


mediana que va desde A hasta: el lado que pasa por ByC. 


. Para el triángulo del ejercicio 47, explique cómo obtendría 


una ecuación de la altura trazada desde A ftasta el lado 
que pasa por B y C. 


49. 


50. 


51. 


Aplique la explicación del ejercicio 47 para obtener ecua- 
ciones de las tres medianas del triángulo que tiene vértices 
en (3, -2), (2, 4) y El, 1). A 

Aplique la explicación del ejercicio 48 para obtener ecua- 
ciones de las tres alturas del triángulo del ejercicio 49. 


Demuestre el teorema A.3.4: La gráfica de la ecuación 
Ax + By + C =0, donde A, B y C son constantes y A y 
B no son ambas cero, es una recta. Sugerencia: considere 
dos casos, B * 0 y B = 0.SiB 4 0, pruebe que la ecua- 
ción corresponde a una recta que tiene pendiente —A/B e 
intercepción y igual a —C/B. Si B = 0, muestre que la 
ecuación corresponde a una recta vertical. 


A.4 PARÁBOLAS 


En la sección A.2 se presentaron las parábolas. Las gráficas de las figuras 16 
y 17 de esa sección son parábolas. Estas curvas tienen muchas aplicaciones 
importantes. Por ejemplo, se emplean en el diseño de espejos parabólicos, 
reflectores y faros de automóvil. La trayectoria de un proyectil es una pa- 
rábola si se considera que el movimiento se lleva a cabo en un plano y se 
desprecia la resistencia del aire. Los arcos tiene algunas veces apariencia 
parabólica; y los cables de un puente colgante pueden pender en forma 
de parábola. Las antenas para la recepción de señales de televisión prove- 
nientes de satélites son también de forma parabólica. 

En la definición de una parábola se hace referencia a la distancia de un 
punto a una recta. Se entiende por tal distancia la longitud del segmento de 
recta perpendicular del punto a la recta. Consulte la figura 1, donde | PQ| es 
la distancia de P a la recta /. 


ñ A.4.1 Definición de parábola 


FIGURA 1 


Una parábola es el conjunto de todos los puntos de un plano que 
equidistan de un punto fijo y una recta fija. El punto fijo se denómina 
foco, y la recta fija se llama directriz. 


A continuación se deducirá una ecuación de una parábola a partir de la 
definición. Para que esta ecuación sea lo más simple posible, se elige el eje y 
perpendicular a la directriz de modo que contenga al foco. El origen se toma 
como el punto sobre eje y a la mitad de la distancia entre el foco y la direc- 
triz. Observe que se han elegido los ejes (no la parábola) de manera éspe- 
cial. Refiérase a la figura 2. 

Sea p la distancia dirigida OF. El foco es el punto F(0, p), y la directriz 
es la recta que tiene la ecuación y = 


—p. Un punto P(x, y) está en la parábola si 


y sólo si P'equidista de F y de la directriz. Esto es, si Q(x, —p) es el pie de la recta 
perpendicular de P a la directriz, entonces P está en la parábola si y sólo si 


19P| 


= 12 + ( - pY - 


| FP | 
Como 

| FP | 
y 

|9P| 


J— a+ (y + pY 
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el punto P está en la parábola si y sólo si 


Vs Op = JO + pY 
Al elevar al cuadrado los dos miembros de la ecuación, se obtiene 
x2 + y2- 2py + p? = y? + 2py + p? 


x? = 4py 


po 
0 
Q(-p) directriz y =-p Este resultado se establece formalmente en el teorema siguiente. 


2 
x*= 4py,p>0 +2 . 
ES A.4.2 Teorema Ecuación de una parábola 


FIGURA 2 , 
Una ecuación de una parábola cuyo foco está en (0, p) y tiene como 
su directriz a la recta y = —pes 
ñ pá 
EE EA 
directriz + ERP PY 
O A 
> En la figura 2, p es positivo; sin embargo, p puede ser negativo debido 
a que es la distancia dirigida OF. La figura 3 muestra una parábola para la 
F(0, p) cual p < 0. 

De las figuras 2 y 3 se observa que para la ecuación x? = 4py la pa- 
rábola abre hacia arriba si p > 0, y abre hacia abajo si p < 0. La recta que 
pasa por el foco y es perpendicular a la directriz se denomina eje de la pará- 
bola. El eje de las parábolas de las figuras 2 y 3 es el eje y. La intersección de 

x?=4py, p<0 la parábola con su eje se llama vértice, el cual, por supuesto, está a la mitad 
FIGURA 3 de la distancia entre el foco y la directriz. El vértice de las parábolas de las fi- 
guras 2 y 3 es el origen. 
El NU A A E E TN 
4 > EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 La gráfica de la ecuación 


x2 = 10y 


es una parábola cuyo vértice está en el origen y cuyo eje es el eje y. Como 


4p = 10,p = A > 0, por lo que la parábola abre hacia arriba. El foco se 


encuentra en el punto F(0, 3), y la ecuación de la directriz es y = =2. 


T Dos puntos de la parábola son (5, £) y (=5, 2). Estos puntos son los extre- 


directriz y=-¿ mos de la cuerda que pasa por el foco y es perpendicular al eje de la parábola. 


Esta cuerda se denomina lado recto (latus rectum) de la parábola. En el 


x= 10y ejercicio 41 se le pedirá que demuestre que la longitud del lado recto de una 
FIGURA 4 parábola es | 4p |. Cuando se dibuja una parábola, es útil localizar los extre- 
mos del lado recto. La figura 4 muestra la parábola, el foco, la directriz y el 

y lado recto, 


La parábola de la figura 4 junto con los tres puntos Py, P, y P3 se mues- 
tran en la figura 5. Como la definición de una parábola establece que cual- 
quier punto de la parábola equidista del foco y de la directriz, entonces 


|FP,| = [0,P,| |FP,| = |0,P,| |FP,| = |03Py| 


E » EJEMPLO 1 Dibuje la parábola cuya ecuación es 


x2 =-8y 


FIGURA 5 y determine el foco, una ecuación de la directriz y los extremos del lado recto. 
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directriz 


x=-p 


x?2 = -—8y 
FIGURA 6 


[-9, 9] por [-2, 10] 


A E 
yJ=3* 


FIGURA 7 
y 


directriz 


o F(p, 0) 


y? =4px, p>0 
FIGURA 9 


Solución La gráfica es una parábola cuyo vértice está en el origen y 
cuyo eje es el eje y. Como 4p = -8,p = —2, y ya que p < 0, la parábola 
abre hacia abajo. El foco está en el punto F(0, -2), y una ecuación de la di- 
rectriz es y = 2, Los extremos del lado recto son (4,-2) y (74, —2). Estos 
puntos se obtienen al sustituir —2 por y en la ecuación de la parábola y resol- 
ver la ecuación para x. La parábola se presenta en la figura 6, la cual 
también muestra el foco y la directriz. de! 


Por supuesto, se puede verificar la parábola del ejemplo 1 trazando la 
gráfica de la ecuación y = — z x? en la graficadora. 


» EJEMPLO 2 Obtenga una ecuación de la parábola que tiene su 
foco en (0, 3) y como su directriz la recta y = -3. Trace la parábola. 


Solución Puesto que el foco está sobre el eje y y está también por 
arriba de la directriz, la parábola abre hacia arriba y p = 3. El vértice es el 
origen. Una ecuación de la parábola es de la forma x? = 4py, con 4p = 12. 
Así, la ecuación pedida es 


x2 = 12y 


A fin de trazar la parábola, se escribe la ecuación como y = 5. Consulte 
la figura 7. 


» EJEMPLO 3 Un espejo parabólico tiene una profundidad de 
12 cm en el centro y el diámetro en la parte superior del espejo mide 32 cm, 
Obtenga la distacia del vértice al foco. 


Solución Refiérase a la figura 8. Se eligen los ejes coordenados de 
modo que la parábola tenga su vértice en el origen, su eje coincida con el eje y, 
y abra hacia arriba. Por tanto, una ecuación de la parábola es de la forma 


x? = 4py 


donde p centímetros es la distancia del vértice al foco. Como el punto (16, 12) 
está en la parábola, sus coordenadas satifacen la ecuación, por lo que se tiene 


162 = 4p(12) 
— 16 
HEY 
Conclusión: La distancia de] vértice al foco es % cm. d 


Algunas parábolas tiene ejes horizontales. La parábola que tiene la 
ecuación 


y? = 7x 
es un ejemplo. Esta ecuación es de la forma 
y? = 4px 


la cual puede obtenerse a partir de la ecuación x? = 4py al intercambiar x y 

y. Una parábola que tiene la ecuación y? = 4px tiene su vertice en el origen, 

el eje x como su eje y su foco está en el punto F(p, 0); una ecuación de su 

directrizesx = —p.Sip > 0, la parábola abre hacia la derecha, como en la fi- 

gura 9, y sip < 0 la parábola abre hacia la izquierda, como en la figura 10. 
Estos resultados se resumen en el teorema siguiente. 
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A A.4.3 Teorema Ecuación de una parábola 


Una ecuación de una parábola cuyo foco está en (p, 0) y tiene como 
su directriz a la recta x = —p es 


y? = 4px 


F(p,0 z 
al oi —>* Trazo de una parábola 


A fin de trazar la gráfica de una ecuación de la forma y? = 4px: 


directriz 


1. Resuelva para y considerando la raíz cuadrada en los dos miembros 
de la ecuación, obteniéndose las dos ecuaciones : 


y= JApxz y y =-Jipx 


y? = 4px, p<0 2. La unión de las gráficas de estas dos ecuaciones proporciona la grá- 
fica de 


FIGURA 10 


y? = 4px 


» EJEMPLO 4 Dibuje la parábola cuya ecuación es 


y determine el foco, una ecuacion de la directriz y los extremos del lado 
recto. Verifique la gráfica al trazarla en la graficadora. 


Solución Laecuación dada es de la forma y? = 4px; por tanto, el origen 
es el vértice y el eje x es el eje de la parábola. Como 4p = 7,p = 2 > 0; de 
modo que la parábola abre hacia la derecha. El foco está en el punto F(?, 0) 
y una ecuación de la directriz es x = -1, Para determinar los extremos del 


lado recto, se considera x = 1 en la ecuación, de donde se obtiene 


2_ 4 
RT 


ya E 


nia 


.. 


directriz 


Por tanto, los extremos del lado recto son (2, 2) y (7,1). En la figura 11 se 
presenta la parábola, también se muestran el foco y la directriz. 


A fin de trazar la parábola, se obtienen las gráficas de 


y?=7x y= Tx y y=-vTx 


A 


FIGURA 11 en el mismo rectángulo de inspección 


EJERCICIOS A.4 


En los ejercicios | a 16, para la parábola que tiene la ecuación 5x-y=0 6 x-2y=0 
dada, obtenga (a) el vértice, (b) el eje, (c) el foco, (d) una ecua- 7. y = 12x 8 y Eb 
ción de la directriz y (e) los extremos del lado recto. Dibuje 2 2 
A 9. y” = —8x 10. y =x 
la parábola. E 
11. y? - 5x=0 12. y  +3x=0 
x? = 4y 2. x? = 8) 13. 3x2 + 8y =0 14. 2x2 + 5y=0 


tt 


3. 1? = -16y 4. 1? =-12y 15. 2y? -9r =0 16. 3y? -4x=0 
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En los ejercicios 17 a 22, trace la parábola que tiene la ecuación 
indicada. 


17. (a) y = 4x? (b) y = -4x? 
(o) x = 4y? (d) x = -4y? 
18. (a) y=24% . (b) y = 2x? 
(o) x = 2y? (d) x = -2y? 
19. (a) y = Lx (b) y = -Lx? 
() x= iy (d) x = -1y? 
20. (a) y = 12 (b) y = -1x? 
() x= ly (d) x =-1y? 
21. (a) Y - 16y=0 (b) x? + 16y =0 
(co) y? - 16x =0 (d) y? + 16x =0 
22. (a) 41? -3y=0 (b) 4x? + 3y=0 
(0) 4y-3x=0 (d) 4y? + 3x=0 


En los ejercicios 23 a 36, obtenga una ecuación de la parábola 
que tiene las propiedades dadas. Dibuje la parábola y des- 
púes verifique la gráfica trazándola en la graficadora. 

23. Foco (0, 4); directriz, y = -4 

24. Foco (0, -2); directriz, y = 2 

25, Foco (0, -5); directriz, y - 5 = 0 

26. Foco (0,5) directriz, 2y - 1 = 0 

27. Foco (2, 0); directriz, x = -2 

28. Foco (1, 0); directriz, x = —1 

29. Foco (-3,0); directriz, 3 — 3x 


30. Foco (-3, 0); directriz, 2x — 3 


0 
0 


Ú 


31. Vértice en el origen; abre hacia arriba; pasa por el punto (6, 3). 

32. Vértice en el origen; abre hacia abajo; pasa por el punto 
(+4, 2). 

33. Vértice en el origen; directriz, 2x = 3. 

34. Vértice en el origen; directriz, 2y + 5 = 0. 

35. Vértice en el origen; el eje y es Su eje; pasa por el punto (-2, 4). 


36. Vértice en el origen; el eje xes su eje; pasa porel punto(-3, 3). 


En los ejercicios 37 a 40, resuelva el problema verbal y obten- 
ga una ecuación de una parábola como modelo matemático de 
la situación. Complete el ejercicio, escriba una conclusión. 


37. Un telescopio refractante tiene un espejo parabólico para el 
cual la distancia del vértice al foco es de 30 pie. Si el diá- 
metro de la parte superior del espejo es de 64 pulg, ¿cuál es 
la profundidad del espejo en el centro? 


Espejo parabólico 


38. Un arco parabólico tiene una altura de 20 m y un ancho de 


39. 


40 


41 


42. 


43. 


44. 


45, 


36 m en la base. Si el vértice de la parábola está en la parte 
superior del arco, ¿a qué altura sobre la base tiene un ancho 
de 18 m? 


e 36m > 


Uno de los cables de un puente colgante pende en forma de 
parábola cuando la carga está uniformente distribuida de ma- 
nera horizontal. La distancia entre las dos torres es de 150 m, 
los puntos de soporte del cable están 22 m arriba de la carre- 
tera, y el punto más bajo del cable está 7 m sobre dicha ca- 
rretera, Determine la distancia vertical de la carretera al cable 
de un punto que se encuentra a 15 m de la base de una torre. 


Suponga que el agua que fluye del extremo de un tubo, el cual 
se encuentra a 25 pie del suelo, describe una curva para- 
bólica, de modo que el vértice de la parábola es el extremo 
del tubo. Si en un punto 8 pie debajo del tubo el flujo de 
agua en su trayectoria curva se localiza a 10 pie de distan- 
cia de la recta vertical que pasa por el extremo del tubo, 
¿qué tan alejado de esta recta llega el agua al piso? 


> 
8 piel 
10 pie MA 


a 


25 pie 


| WO 
AE BALE? ! 


Demuestre que la longitud del lado recto de una parábola 
es |4p |. 

Obtenga una ecuación de la parábola cuyo vértice esté en el 
origen y para la cual los extremos del lado recto sean (-8, 4) 
y (8, 4). 

Los extremos del lado recto de una parábola son (5, k) y 
(=S, k). Si el vértice de la parábola está en el origen y la 
parábola abre hacia abajo, obtenga (a) el valor de k; (b) una 
ecuación de la parábola. 

Obtenga todos los puntos de la parábola y? = 8x tales 
que el foco, el punto mismo y el pie de la perpendicular 
dibujada desde el punto a la directriz sean los vértices de 
una triángulo equilátero. 

Trace las gráficas de y = x? y y = x?, Explique por qué 
la gráfica de la primera ecuación es una parábola y por 
qué la gráfica de la segunda ecuación no lo es. Utilice la 
definición de parábola en la explicación. 
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A.5 CIRCUNFERENCIAS j 


P(x y) 


FIGURA 1 


2+y=r 


FIGURA 2 


En la sección anterior aprendió que las parábolas se representan mediante 
ecuaciones de segundo grado que sólo contienen un término de segundo 
grado. Otra curva que tiene ecuaciones de segundo grado es la circunferencia, 
pero estas ecuaciones contienen dos términos de segundo grado,.uno en la 
variable x y el otro en la variable y. 


A.5.1 Definición de circunferencia 


Una circunferencia es el conjunto de todos los puntos de un plano que 
equidistan de un punto fijo. El punto fijo se denomina centro de la circun- 
ferencia, y a la distancia constante se le llama radio de la circunferencia. 


Con el fin de obtener una ecuación de la circunferencia que tiene centro 
en C(k, k) y radio r, se utiliza la fórmula de distancia. Refiérase a la figura 1. El 
punto P(x, y) está en la circunferencia si y sólo si |.PC | = r; esto es, si y 
sólo si 


GINA 1 
Esto es cierto si y sólo si 
(e AY + y KA = 1? (r > 0) 
Esta ecuación es satisfecha por las coordenadas de aquellos puntos y sólo 


aquellos que se encuentran en la circunferencia. Este resultado se establece 
en el teorema siguiente. 


A.5.2 Teorema Ecuación de una circunferencia 


Una ecuación de la circunferencia con centro en el punto C(h, k) y radio 
res 


E A 


Si el centro de una circunferencia está en el origen, entonces h = 0 
y k = 0; por tanto, su ecuación es 


x2 + y? =p? 


Tal circunferencia se muestra en la figura 2. Si el radio de una circunferencia 
es l, se le llama circunferencia unitaria. 

Si se conocen el centro y el radio de una circunferencia, entonces la 
circunferencia puede dibujarse con ayuda de un compás. 


Trazo de una circunferencia 


Para trazar la circunferencia que tiene ecuación 


Pr 


1. Se resuelve esta ecuación para y y se obtiene 
y= rx y y=-Wvr?-.x? 


La gráfica de cada una de estas ecuaciones es una semicircunferencia. 
2. Se trazan estas dos semicircunferencias en el mismo rectángulo de 
inspección, obteniéndose así la circunferencia deseada. 
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D EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 La gráfica de la ecuación  - 
124 y?=16 


es la circunferencia con centro en el origen y radio 4. Al resolver esta ecua- 
ción para y se obtiene 


y=wWV16-x2 y y=-yl6- x2 
Al trazar estas dos semicircunferencias en el mismo rectángulo de inspección, 


[-7.5,7.5] por (SS, 5] < ; z s 
se obtiene la circunferencia mostrada en la figura 3. 4 


A O ro 


FIGURA 3 » EJEMPLO 1 Obtenga la ecuación de la circunferencia que tiene 
un diámetro con extremos en A(2, 3) y B(4, 5). Trace la circunferencia. 


Solución El punto medio del segmento de A a B es el centro de la 
circunferencia. Vea la figura 4. Si C(h, k) es el centro de la circunferencia, 


entonces 
2+4 345 
h = = 
2 k 2 
=1 =4 
y Por tanto, el centro está en C(1, 4). El radio de la circunferencia puede 
4 calcularse como | CA] o |CB|.Sir = |CA|, entonces 
B(4, 5) 
Ci, k) r= J(1 +2 + (4 - 32 
AD 1 JO 


AO AE *  Portanto, una ecuación de la circunferencia es 
x= D?+ 0-4? = 10 
FIGURA 4 2+y-21-87+7=0 


A fin de trazar la circunferencia, primero se resuelve la ecuación para y 
considerándola como una ecuación cuadrática en y: 


y -By+(2-2x+7)=0 


De la fórmula cuadrática, dondea = 1,b =-8yc = 12? — 2x + 7, resulta 


bz yb? — 4ac 
2a 


28) + (SY — 4D - 2x4 7) 
5 2(D 
8 + /64 — 4x2 + 8x — 28 
2 
- 8 + 436 + 8x - 4x2 
2 


-38:2/9+2x-x 
2 


[-7.5, 7.5] por [-2, 8] 5 4 +49 + 2x - x2 


Si se trazan en el mismo rectángulo de inspección las gráficas de 


y=4+ J9+2x-x? 
a AI A A 


FIGURA 5 se obtiene la circunferencia mostrada en la figura 5. 4 
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La ecuación (x — hY? + (y - k)? = r? se denomina forma centro- 
radio* de la ecuación de una circunferencia. Si se eliminan los paréntesis y 
se reducen los términos semejantes se tiene - 


12 + y? - 2hx — 2ky + (42 + k?%-r?%=0 


Al considerar D = -2h, E = -2k y F = h?2 + k? — r?, esta ecuación se 
transforma en 


x2+y4+Dxr+rEy+F=0 


la cual se denomina forma general de la ecuación de una circunferencia. 
Puesto que toda circunferencia tiene centro y radio, su ecuación puede expre- 
sarse en la forma centro-radio , y en consecuencia, en la forma general, como 
se hizo en el ejemplo 1. Si se inicia con una ecuación de una circunferencia en 
la forma general, ésta puede expresarse en la forma centro-radio completando 
los cuadrados. El ejemplo siguiente muestra el procedimiento a seguir. 


» EJEMPLO 2 : Obtenga el centro y el radio de la circunferencia 
que tiene la ecuación 


x2 + y2+ 6x-4y-23=0 
Solución La ecuación dada puede escribirse como 
(2 + 6x) + (y? — 4y) = 23 


Si se completan los cuadrados de los términos entre paréntesis al sumar 9 y 4 
en ambos miembros de la ecuación, se tiene 
(12 + 6x +9) + (y? -4y+4)=23+9+4 
(1 + 39 + (y - 2? = 36 


La ecuación anterior está en la forma centro-radio; de modo que es una 
ecuación de una circunferencia con centro en (3, 2) y radio 6. 


Algunas ecuaciones de la forma 
xX2+y+Dx+ Ey+F=0 


tienen gráficas que no son circunferencias. Suponga que cuando se comple- 
tan los cuadrados se obtiene 


x-hH?+(y-k?=d donde d<0 


No hay valores reales de x y y que satisfagan esta ecuación; así, la ecuación 
no tiene gráfica. En este caso se establece que la gráfica es el conjunto 
vacío. Consulte el ejercicio 32. , 

Si cuando se completan los cuadrados se obtiene 


a-HN+G-k?=0 


los únicos valores reales de x y y que satisfacen esta ecuación son x = h 
y y = k. De este modo, la gráfica consta del simple punto (A, k). Refiérase 
al ejercicio 31. 

La definición de la recta tangente a una curva general en un punto de la curva 
requiere del concepto de límite. Sin embargo, para una circunferencia la defi- 
nición de geometría plana establece que una recta tangente en un punto P de 
una circunferencia es la recta que intersecta la circunferencia en sólo un punto. 


*N. del T. Esta forma también se conoce como canónica o estándar. 


1176 APÉNDICE 


(1 -3% + (y - 1? = 25 


FIGURA 6 


[-10, 20] por [-5, 15] 


y=1%+Y25-(x -3Y, 


pro 
y=1-4$25-(x - 3) y 


y=- 


FIGURA 7 


q? 


» EJEMPLO 3 Obtenga una ecuación de la recta tangente a la 
circunferencia 


x2 + y?-6x-2y-15=0 


en el punto (6, 5). Trace la circunferencia y la recta tangente en el mismo 
rectángulo de inspección. 


. E Ea . . 
Solución — Se escribe la ecuación de la circunferencia en la forma cen- 
tro-radio al completar los cuadrados: 


(2 — 6x) + (y? - 2y) = 15 
(12 - 6x + 9) + (y?-2y+1)= 15+9+1 
(x - 3% + (y - D? =25 


De esta ecuación, el centro es C(3, 1) y el radio es 5. La figura 6 muestra la 
circunferencia y una porción de la recta tangente en P(6, 5). Si m; es 


la pendiente de la recta que pasa por C y P, entonces 
5-1 
=:3 


m= 


ola Eh 


De geometría plana, se sabe que la recta tangente es perpendicular a la recta 
que pasa por C y P. Por tanto, si m, es la pendiente de la recta tangente, 
entonces 


| 
1 
_ 


mM; 


| 
| 
UN 


m3) = 
ol 
Mm =73 


En consecuencia, de la forma punto-pendiente de la ecuación de la recta que 
pasa por (6, 5) con pendiente — a se tiene como la ecuación requerida 


y-$=-04=0) 
4y - 20 = -3x + 18 
3x + 4y-38=0 
La figura 7 muestra la circunferencia y la recta tangente trazadas en el 
mismo rectángulo de inspección. 4 


EJERCICIOS A.5 


En los ejercicios 1 a 8, dibuje la gráfica de la ecuación. 


1. (a) y = Y4- 1? 
() 12+y=4 
2. (a) y = 425 - y? 


(0) 1x2 + y? = 25 


3. 91? + 9y? 
4. 4x2 + 4y? 


1 
1 


(b) y 


(b) y 


5. (1-3 + (y + 4? = 16 
6 (x+ 1 + () - 5? = 36 
= 44 — y? 
: 7 (+4 1 
co 8 Xx +(y-2)=9 


En los ejercicios 9 a 14, trace la gráfica de la ecuación. 


9. 24 y?=36 10. 1? + y? = 16 


11. 4x? + 4y? = 81 
13. (1 + 2? + (y - 3? 
14. (x - 4% + (y + 7) 


12. 9x? + 9y? = 49 
100 
64 


En los ejercicios 15 a 20, obtenga una ecuación de la circun- 
ferencia con centro C y radio r. Exprese la ecuación en la 
forma centro-radio y en la forma general. Trace la circunfe- 
rencia. 

15, C(4,-3),r = 5 
17. C(-5,-12),r = 3 
19, C(0,D),r = 1 


16. C(0,0),r = 8 
18, Cl, 1)» 
20. C(3,0),r = 


1 
= 


En los ejercicios 21 a 24, obtenga una ecuación de la circun- 
ferencia que satisface las condiciones dadas. Trace la circunfe- 
rencia. 


21. El centro está en (1, 2) y pasa por el punto (3, —1). 
22. El centro está en (-3, 4) y pasa por el punto (2, 0). 
23. Un diámetro tiene extremos en (3, -4) y (7, 2). 


24. Un diámetro tiene extremos en (—1, —5) y (4, -6). 


En los ejercicios 25 a 30, obtenga el centro y el radio de la 
circunferencia. Dibuje la circunferencia. 


25. x? + y? -6x-8y+9=0 
26. x? + y? —- 10x - 10y+25=0 
27. x2 + y? 4+2x + 10y+ 18=0 
28. x? + y +6x-1=0 

29. 3x? + 3y? + 4y-7=0 

30. 2x? + 2y? -2x+2y+7=0 


31. Demuestre que la gráfica de 


x? + y2-4x+ 10y+29=0 


es un punto. 


32. Demuestre que la gráfica de 


1 +y?+8x-6y+30=0 


es el conjunto vacío. 


En los ejercicios 33 a 38, determine si la gráfica es una circunfe- 
rencia, un punto o el conjunto vacío. 


il 
o 


33. 1? + y? -2x + 10y + 19 
HA. x?+ y? + 2x-4y+5=0 

35. x? + y? —- 10x + 6y +36 =0 
36. 4x? + 4y? + 24x-4y+1=0 
37. 2% + 2y-2x+6y+5=0 
38. 9x? + 9y? + 6x- 6y +5 


Ú 
o 
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En los ejercicios 39 a 42, obtenga una ecuación de la recta 
tangente a la circunferencia en el punto P. Trace la circunferen- 
cia y la recta tangente en el mismo rectángulo de inspección. 


39. x? + y? = 25; P(-4, 3) 

40. 16x? + 16y? = 25; P(2,-1) 

41. x? + y? - 4x + 6y - 12 pa 0; P(S, 1) 
42. x? + y? + 14x — 8y - 35 = 0; P(-1, -4) 


43. Utilice geometría analítica para demostrar que un ángulo 
inscrito en una semicircunferencia es un ángulo recto. 


44. Utilice la geometría analítica para demostrar que una recta 
que parte desde el centro de cualquier circunferencia que 
biseque a cualquier cuerda, es perpendicular a la cuerda. 


45. ¿Qué desigualdad, que relaciona a D, E y F, debe cumplirse 
para que la ecuación 


2+y+Dx+ Ey4F=0 


sea una circunferencia. 


46. A partir del origen se dibujan cuerdas de la circunferencia 


*+y+4o=0 


Demuestre que el conjunto de los puntos medios de estas 
cuerdas es una circunferencia. 


47. La circunferencia circunscrita a un triángulo es la circunfe- 
rencia que contiene los tres vértices del triángulo. Dados los 
tres vértices del triángulo, explique cómo puede determi- 
narse el centro y el radio de la circunferencia circunscrita. 


48. Utilice la explicación del ejercicio 47 para obtener el centro 
y radio de la circunferencia circunscrita al triángulo que 
tiene vértices en (3, 2), (4, —1) y (5, 2). 


49. Describa el conjunto de puntos (x, y) de R? para los que 


(a) 12 + y? < 1 (b) 1<x2?+y?<4 
() 1+y?>4 

50. Utilice el hecho de que ab = Osi y sólo sia = 0ob = 0 
para escribir una ecuación de cada una de las siguientes 
gráficas: (a) la gráfica que consiste de todos los puntos de 
cualquiera de las dos circunferencias que tienen su centro en 
el origen y una tiene radio 2 y la otra radio 3; (b) la gráfica que 
consiste del origen y todos los puntos de la circunferencia 
Unitaria cuyo centro es el origen. 
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A.6 TRASLACIÓN DE EJES - 


dl 

4 (y) 

Pr 

(5 y) 
.e o 1 RR --0 
ok) rol 

, AA 
O; A 


FIGURA 1 


La forma de una gráfica no es afectada por la posición de los ejes coorde- 
nados, en cambio su ecuación sí. Por ejemplo una circunferencia de radio 3 
y centro en el punto (4, —1) tiene la ecuación 


(x- 4 + (y+ 19? =9 


Sin embargo, si se eligen los ejes coordenados de modo que el origen esté en 
el centro, la misma circunferencia tiene la ecuación más simple 


x2+y=9 


Si pueden elegirse los ejes a voluntad, generalmente se hará en tal forma 
que las ecuaciones sean lo más simples posible. Sin embargo, si los ejes están 
dados puede ser deseable encontrar ecuaciones más sencillas de una gráfica par- 
ticular relativa a un sistema diferente de ejes. Si estos ejes diferentes se eligen 
paralelos a los ejes dados, se dice que se ha realizado una traslación de ejes. 

En particular, considere que los ejes x y y se trasladan a los nuevos ejes x' 
y y' que tienen origen (4, k) con respecto a los ejes dados. También considere 
que los números positivos se encuentran en el mismo lado del origen de los ejes 
x' y y', como en los ejes x y y. Consulte la figura 1. Un punto P del plano que 
tiene coordenadas (x, y) con respecto a los ejes coordenados dados tendrá 
coordenadas (x', y') con respecto a los nuevos ejes. Á continuación se obten- 
drán las relaciones entre estos conjuntos de coordenadas. Para ello, se dibu- 
jan dos rectas que pasen por P, una paralela a los ejes y y y' y la otra paralela 
a los ejes x y x”. Sean A y A* los puntos de intersección de la primera recta con 
los ejes x y x', respectivamente, y B y B' las intersecciones de la segunda recta 
con los ejes y y y”, respectivamente. Estas rectas se muestran en la figura 1. 

Con respecto a los ejes x y y, las coordenadas de P son (x, y), las 
coordenadas de A son (x, 0) y las de A'son (x, k). Como APP = AP - AA, 


AY 


Con respecto a los ejes x y y, las coordenadas de B son (0, y) y las de B' son 
(h, y). Debido a que B'P = BP -— BB, 


x=x-h 


Estos resultados se establecen formalmente en el teorema siguiente. 


A.6.1 Teorema Ecuaciones para la trasla 


de ejes 


Si (x, y) representan al punto P con respecto a un sistema de ejes dado, y 
(x", y”) es una representación de P después de que los ejes se trasladaron 
a un nuevo origen de coordenadas (h, K) con respecto a los ejes dados, 
entonces 


, 


a=x—h. y- y =y=k 


» EJEMPLO 1 Dada la ecuación 


124 y2-4x+6y-3=0 
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(1-29 + (y + 3)? = 16 


FIGURA 2 


(x — h? = 4p(y - L) 


FIGURA 3 


-< 
Doo e 


1 
! 
' 
' 
t 
I 
! 
4 
T 
1 
( 


O - 10? = 4p(x — h) 


FIGURA 4 


traslade los ejes de modo que la ecuación de la gráfica con respecto a los ejes 
x' y y' no contenga términos de primer grado. 


Solución Se escribe la ecuación dada como 
(12 — Ax) + (y? + 6y) = 3 


Si se completan los cuadrados de los términos entre paréntesis al agregar 4 y 
9 en ambos miembros de la ecuación, se tiene 


(12 -4x+ 4) + (y? + 6y+9=3+4+09 
(a -— 29 + (y + 3) = 16 


Si se considera x' = x — 2 y y' = y + 3, se obtiene 
124 y? = 16 


La gráfica de esta ecuación con respecto a los ejes x' y y' es una circunferencia 
con su centro en el origen y radio 4. Debido a las sustituciones de x'porx — 2 y 
y' por y + 3, el resultado es una traslación de ejes al nuevo origen (2, -3), la 
gráfica de la ecuación dada con respecto a los ejes x y y es una circunferencia 
con centro en (2, -3) y radio 4. Este resultado concuerda con la discusión 
acerca de las circunferencias en la sección A.S de este apéndice. La figura 2 
muestra la circunferencia junto con los dos sistemas de ejes. 4 


Ahora se aplicará la traslación de ejes a fin de obtener la ecuación general 
de una parábola que tiene su vértice en el punto (h, k) y su eje vertical u 
horizontal. En particular, considere que el eje es vertical. Se toman los ejes x' 
y y' de modo que el origen esté en V(k, k). Consulte la figura 3. Con res- 
pecto a los ejes x' y y”, una ecuación de la parábola de esta figura es 


1? = 4py' 


Con el propósito de obtener una ecuación de esta parábola con respecto a los 
ejes x y y, se considera x' = x — h y y' = y — k, lo cual proporciona 

(x - AY = 4p(y - K) 

En la figura 4, el eje de la parábola es horizontal y el vértice se en- 


cuentra en V(A, k). Mediante un argumento similar, su ecuación con respecto 
a los ejes x y y es 


O - Y? = 4p(x — h) 


De este modo, se han obtenido las formas estándar de las ecuaciones 
de las parábolas, las cuales se establecen formalmente en el teorema siguiente. 


A.6.2 Teorema Formas estándar de las ecuaciones 
Relata a pccticasss >1 de las parábolas 


Si p es la distancia dirigida del vértice al foco de una parábola, una 
ecuación de esta parábola, con vértice en (h, K) y eje vertical, es 


(x — AY? = 4p(y — K) 
Una parábola con el mismo vértice y con su eje horizontal tiene la ecuación 
(y — 1? = 4p(x — h) 
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directriz 


De = 46 - 7) 


FIGURA 5 


La gráfica de cualquier ecuación cuadrática de la forma 
y=ax+bx+<c (1) 


donde a, b y c son constantes y a + 0, es una parábola cuyo eje es vertical. 
Esta proposición puede probarse al mostrar que (1) es equivalente a una 
ecuación de la forma 


(x — hY? = 4p(y - k) 


Se le pedirá que realice esto en el ejercicio 49. La ecuación del ejemplo 
siguiente es un caso especial de (1) donde a = -7,b = lyc = 6. 


» EJEMPLO 2 Dada la parábola que tiene ecuación 
y=-l2+x+6 


determine el vértice, una ecuación del eje, el foco y los extremos del lado 
recto. Dibuje la parábola a partir de estas propiedades, y verifique la gráfica 
en la graficadora. 


Solución La ecuación dada es equivalente a 
dy = -2 + 4x + 24 
x2 —- 4x =-dy + 24 


Si se completa el tuadrado del lado izquierdo al sumar 4 a cada miembro, 
resulta 


2-dr+4=-4y+24 + 4 
(x — 2? = -4y + 28 
(x — 2 = Ay - 7) 


Esta ecuación es de la forma 
(x — hy? = 4p(y — k) 


en donde h = 2,k = 7 y p = —1. Por tanto, su gráfica es una parábola 
con vértice en (2, 7), y su eje es vertical. Así, el eje tiene la ecuación 
x = 2. Como p < 0, la parábola abre hacia abajo. Además, el foco es el 
punto del eje a | unidad debajo del vértice; por lo que el foco se encuentra 
en (2, 6). Debido a que la longitud del lado recto es |4p| = 4, sus extre- 
mos están 2 unidades a la derecha e izquierda del foco, por lo que se en- 
cuentran en (4, 6) y (0, 6). 

La figura 5 muestra la parábola dibujada a partir de estas propiedades. 
En la graficadora se obtiene esta misma gráfica. 


Si x y y se intercambian en (1), se tiene la ecuación 


x=ay+by+c (2) 


La gráfica de cualquier ecuación de esta forma es una parábola cuyo eje 
es horizontal. Este hecho puede verificarse al probar que (2) es equivalente 
a una ecuación de la forma 


(y — k)? = A4plx — h) 


] Wa 


25 _9 
a) 


Q+2P= ¿(x-3) 
FIGURA 6 


FIGURA 7 


ES 
t 


or 
1 
1 


y =|x-4|-6 


FIGURA $8 
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» EJEMPLO 3 Siga las instrucciones del ejemplo 2 para la pa- 
rábola cuya ecuación es 


x= 2y + 8y + 11 


Solución La ecuación dada es equivalente a 
2y? + 8y =x-— 11 
Ay? + dy) = x — 11 
A fin de completar el cuadrado de la expresión entre paréntesis del miem- 


bro izquierdo, se suma 4 a y? + 4y. En realidad se agrega 8 al miembro iz- 
quierdo; de modo que también se suma 8 al miembro derecho, y se obtiene 


Uy? + dy + 4)=x- 11 +8 
Uy + 2? =x- 3 
(Y + 2) = ¿(1 - 3) 


Esta ecuación es de la forma 
O — KY? = 4p(x — h) 


conh =3,k =-2 y p = ¿. Por tanto, la parábola tiene su vértice en 
(3, -2), su eje es la recta horizontal y = —2, y como p > O, la parábola abre 
hacia la derecha. Debido a que el foco está a ¿ de unidad a la derecha del vérti- 
ce, dicho foco se encuentra en el punto (2, -2). La longitud del lado recto es 
|4p | = +; de modo que los extremos del lado recto están a 3 de unidad por 
arriba y debajo del foco, por lo que se encuentran en (%,-J) y (%,-¿). 
En la figura 6 se muestra la parábola dibujada a partir de estas propie- 


dades. Para trazar la parábola en la graficadora, primero se escribe la ecua- 
ción dada como 


2 +8y+ (11-03=0 


y después se resuelve para y en términos de x mediante la fórmula cuadrática 
cona = 2,b=8yc = (11 — x), obteniéndose dos valores para y: 


y= 2 + 3V42x-6 y y=-2- ¿42x-6 


Cuando se trazan las gráficas de estas dos ecuaciones en el mismo rectán- 
gulo de inspección, se obtiene la parábola de la figura 6. 


En los dos ejemplos siguientes, se aplica la traslación de ejes a otras 
dos gráficas. 


» EJEMPLO 4 A partir de la gráfica de y = | x | y una traslación 


de ejes conveniente, obtenga la gráfica de y = |x -4 | - 6. 


Solución La gráfica de y = |x | se muestra en la figura 20 de la sección 
A.2 del apéndice. Aquí se reproduce en la figura 7. La ecuación 


y = Ix- 4] -6 
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43 
= 3: 


es equivalente a 
y+6= |x- 4] 
A fin de obtener la gráfica de esta ecuación se considera 


, 


xX=x-4 y y=y+6 

De esta manera, se han trasladado los ejes al nuevo origen (4, —6), y la ecua- 
ción se transforma en y' = |x"] . La gráfica de esta ecuación con respecto a 
los ejes x' y y' es la misma que la gráfica de la figura 7 con respecto a los 
ejes x y y. De este modo se obtiene la gráfica mostrada en la figura 8. 4 


» EJEMPLO 5 Utilice la gráfica de y = 19 del ejemplo 4 de la 


sección A.2 del apéndice junto con una traslación de ejes adecuada para 
Obtener la gráfica de la ecuación 


y = Ha + 57 +3 


Solución La figura 9 muestra la gráfica de y = 413, La ecuación 


Con el propósito de obtener la gráfica de esta ecuación, se consideran 


FIGURA 9 

y Y 

2 y = Ha + 57 +3 
15 

equivale a 

10 

yJ-3= Ha + 59 

ES, 3)! il 


yn 3=l 3 
y23= 3 +5) 


FIGURA 10 


X=x3+5 y y=y-3 


De esta manera se han trasladado los ejes al nuevo origen (-5, 3), y la ecua- 
ción se transforma en y' = 1x3, La figura 10 muestra la gráfica de esta 
ecuación con respecto a los ejes x' y y'. Es la misma que la gráfica de la 
figura 9 con respecto a los ejes x y y. 


EJERCICIOS A.6 


En los ejercicios 1 a 4, traslade los ejes de modo que la ecua- 
ción de la gráfica con respecto a los nuevos ejes no contenga 
términos de primer grado. Trace los ejes originales y los 
nuevos. Dibuje la gráfica. 


li +y+6r+4y=0 

2. 1024 y-2r-8By+1=0 
3. x? 

4 1x2 +y?-10r+4y+13=0 


+yY+x-2y+1=0 


En los ejercicios 5 y 6, traslade los ejes de modo que la ecuación 
de la gráfica con respecto a los nuevos ejes x' y y' no contenga 
término de primer grado en x' y tampoco término constante. 
Trace los ejes originales y los nuevos. Dibuje la gráfica. 


S.x?-4xr-8y-28=0 6. x + 4x+ 2y=0 


En los ejercicios 7 y 8, traslade los ejes de modo que la ecua- 
ción de la gráfica con respecto a los nuevos ejes x' y y' no conten- 
ga término de primer grado en y' y tampoco término constante. 
Trace los ejes originales y los nuevos. Dibuje la gráfica. 


- A.7 ELIPSES 1183 
Toyo ty oz 32. y = |xl;y = |x] - 2 
8. 24  -4y- 33. y = lxl:iy = |x+ 4] -5 z 
En los ejercicios 9 « para las parábolas dadas, determine OS lx] e | eel PO 
(a) el vértice. (b) 0 ción del eje, (c) el foco, (d) una ecua- 3% Y = xy = (x= 4) 
ción de la direcr ¿23 ¡os extremos del lado recto. (f) Dibuje 36. 2y = -x3%,2y + 2= —x? 
la parábola a pur:ir d “stas propiedades y verifique la gráfica MT y=dy= (+ 1941 
enla graficac 3 3 
g 38. 2y= -x%2y= Ax - 4 +4 
ARA Al A 39. y = Vxjy= /x-2 +4 
¿y=- +4x-5 12. y =x% + 6x- 2 
4. y = Vxjy= yx+3-2 
lBh.x=  -—6y 14. x= -y? +1 4 EY q 
A 
5x2 - w-4+13=016. x2-4r+8sy+2=0 U>=x5y=(0-4 
O 2 
.y+ar+ lly=0 18, y-1r-My+25=0 %y=:5y= (+3) 
E AS 
y 17 dx — 5 20. y = ¿124 lx PAPAS 
1,21 3 2 4 y = y 2% 4 
SS 22. x= 2y" + l0y + 3 7 2 
A 4. y=x1%y=(QU+ 1-5 
EE A 
23. =-2y 8y - 5 24. x= -3y 3y -2 4. y=xhy=(U-2+1 
“ejercicios 25 a 28, trace la parábola que tiene la ecua- dd a iS 
ción dicada. y=axl+bx+< 


25. y? -4x-2y+9=0 
26. 4y? -x+16y+12=0 
27. 5y? - 4x + 10y + 17=0 
28. 3y? + 8x — 12y + 20 


En los ejercicios 29 a 46, haga lo siguiente: (a) dibuje la gráfi- 
ca de la primera ecuación; (b) de la gráfica obtenida en el in- 
ciso (a) y una traslación de ejes adecuada, dibuje la gráfica de 
la segunda ecuación. (c) Verifique las gráficas de los incisos 
(a) y (b) trazándolas en el mismo rectángulo de inspección. 


48. 


49. 


50, 


, 


51. 


con a % 0, obtenga las coordenadas del vértice. 


Determine las coordenadas del foco de la parábola del ejer- 
cicio 47. 


Muestre que la ecuación y = ax? + bx + cesequivalen- 


te a una ecuación de la forma (x — kJ? = 4p(y — K) al 
resolver la segunda ecuación para y. 


Si una parábola tiene su foco en el origen y el eje x como 
su eje, demuestre que dicha parábola debe tener una 
ecuación de la forma y? = 4kx + 4k?,k x 0. 


(a) Muestre que la ecuación y = x? + bx + c puede escri- 


29. y = lIx[;y = |x - 2] 
30. y = lxliy = |x +3] 
31. y = lx yy = lx! +3 


A.7 ELIPSES 


birse en la forma y = (x — hY? + k.(b) Explique cómo se 
dibuja la gráfica de y = (x — h)? + ka partir de la gráfica 
de y = x?. En la explicación invente un ejemplo particular, 


A fin de referirse al aspecto geométrico de las secciones cónicas, se debe 
considerar que un cono tiene dos mantos, cada uno extendiéndose indefi- 
nidamente. Una porción de un cono circular recto de dos mantos se muestra 
en la figura 1. Se denomina generatriz (o elemento) del cono a una recta 
que esté contenida completamente en el cono. Todas las generatrices de un 
cono contienen el punto V llamado vértice. 

Una elipse se obtiene como una sección cónica si el plano cortante no 
es paralelo a ninguna generatriz, en cuyo caso el plano cortante intersecta a 
cada generatriz como en la figura 2. Un caso especial de la elipse es la 
circunferencia, la cual se forma si el plano cortante intersecta a cada genera- 
triz y también es perpendicular al eje del cono. Refiérase a la figura 3. A 
continuación se definirá una elipse como un conjunto de puntos del plano. Al 
final de esta sección se demostrará que esta definición es una consecuencia 
«de considerar a la elipse como sección de un cono. 
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Generatrices 


> Manto superior 


Manto inferior 


Generatrices 


Elipse 


FIGURA 2 


Circunferencia 


FIGURA 3 


A.7.1 Definición de elipse 


Una elipse es el conjunto de puntos de un plano tales que la suma de 
sus distancias desde dos punto fijos es constante. Cada punto fijo se 
denomina foco. 


Considere 2c como la distancia no dirigida entre los focos, donde c > 0, 
Para obtener una ecuación de una elipse, se elige el eje x como la recta que pasa 
por F y F*, de modo que el origen sea el punto medio del segmento entre F y F”, 
Vea la figura 4. Los focos F y F'tienen coordenadas (c, 0) y (—c, 0), respectiva- 
mente. Si 2a es la suma constante referida en la definición, entonces a > c 
y el punto P(x, y) de la figura 4 es cualquier punto de la elipse si y sólo si 


|FP| + |FP|= 24 
Como 
| FP| = (x- 0 +yY y |FP]= Jr + 0)? + y? 


P está en la elipse si y sólo si 


Ja=O + y + fa + 0 + y? = 24 


Con objeto de simplificar esta ecuación, es necesario eliminar los ra- 
dicales y realizar algunas manipulaciones algebraicas, lo cual se le pedirá 
que haga en el ejercicio 35. Al efectuar esto, se obtiene 

2 2 

xl de cd = |] 

a  p2 
donde b? = a? — e?, El teorema siguiente establece este resultado formal- 
mente. 


A.7.2 Teorema Ecuación de una elipse 


Si 2a es la constante referida en la definición de la elipse, si los focos se 
encuentran en (c, 0) y (=c, 0) y sib? = a? — e?, entonces una ecuación 
de la elipse es 


2 
1? y 7] 


a*p 


A fin de dibujar la elipse, primero observe de la ecuación que la gráfica 
es simétrica con respecto a los dos ejes. Si se sustituye y por O en la ecua- 
ción, se obtiene x = +a, y si se reemplaza x por O, se obtiene y = +b. Por 
tanto, la gráfica intersecta al eje x en (a, 0) y (=a, 0) y corta al eje y en 
(0, b) y (0, —b). Como b? = a? — c?, se deduce que a > b. Consulte la 
figura 5 y refiérase a ella conforme lea el párrafo siguiente. 

Larecta que pasa por los focos se denomina eje principal. Para esta elipse 
el eje x es el eje principal. Los puntos de intersección de la elipse con su eje 
principal se llaman vértices. Así, para esta elipse los vértices están en Vía, 0) 
y Via, 0). El punto del eje principal que se encuentra a la mitad de la distancia 
entre los dos vértices recibe el nombre de centro. El origen es el centro de esta 
elipse. El segmento del eje principal entre los dos vértices se denomina eje 
mayor, y su longitudes 2a unidades. Para esta elipse el segmento del eje y entre 
los puntos (0, b) y (0, —b) se llama eje menor. Su longitud es 2b unidades. 

Una elipse recibe el nombre de cónica central en contraste con una 
parábola, la cual no tiene centro debido a que sólo tiene un vértice. 


y 
P(x, y) 
A 
pa x 
Y , 
.” p N 
Flo VF 
(=c, 0) 0 (c, 0) 
FIGURA 4 
Bl 
A 


25 16 
FIGURA 6 
y 


FIGURA 7 
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» EJEMPLO 1 Para la elipse que tiene la ecuación 


| 

25 * 16 
obtenga los vértices, los extremos del eje menor y los focos. Dibuje la 
elipse y muestre los focos. 


Solución Como la ecuación es de la forma 
2,yY_ 
2 + pi” l 
el centro de la elipse está en el origen y su eje principal es el eje . Debido a que 
a? =25yb? = l6,a = 5 y b = 4. Por tanto, los vértices se encuentran en 
VIS, 0) y VES, 0), y los extremos del eje menor están en B(0, 4) y B“(0, -4). 
A fin de determinar los focos, se resuelve la ecuación b? = a? — c? para 
c con a? = 25 y b? = 16. De este modo, puesto que c > 0, 


16 = 25 - e? 
cd? =9 
c=3 


Por tanto, los focos se encuentran en F(3, 0) y FF, 0). 

Como una ayuda al dibujar la elipse, se determina un punto del primer 
cuadrante al sustituir 3 por x en la ecuación y resolverla para y. Por su- 
puesto, cualquier otro valor de x entre O y 5 puede emplearse. Por la simetría 
se tienen puntos correspondientes en los otros tres cuadrantes. La figura 6 
muestra la elipse y los focos. 


Observe de la definición de elipse que si P es cualquier punto de la 
elipse del ejemplo 1, entonces | FP| + [FP] = 10. En la figura 7 se ha to- 
mado P en el segundo cuadrante. 

Con objeto de trazar la elipse en la graficadora, puede hacerse lo mismo 
que se hizo en la sección A.5 del apéndice para las gráficas de las circunferen- 
cias. Esto es, se considera la ecuación de la elipse como cuadrática en y y se 
resuelve para esta variable a fin de obtener dos ecuaciones que definen a y 
como dos funciones de x. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Ai resolver la ecuación de 


la elipse del ejemplo 1 para y, primero se multiplican los dos miembros de la 
ecuación por 400, por lo que se tiene 


16x? + 25y? = 400 
25y? = 400 — 16x? 
25y? = 16(25 — x2) 
y? = HOs- 3 
y = +1425 - x? 


En el mismo rectángulo de inspección de la graficadora se trazan las gráfi- 
cas de 


y = i125-x? y y,=-1y25 - x? 


para obtener la elipse que se muestra en la figura 6. 4 
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|“ 48 pies 


FIGURA 8 


FIGURA 9 


En la sección A.9 del apéndice se explica otro método para trazar una 
elipse en la graficadora. Este método emplea ecuaciones paramétricas de ta 
elipse que contienen funciones trigonométricas. 

Las trayectorias de muchos cometas y las órbitas de lós planetas y sa- 
télites son elipses. Algunas veces los arcos de puentes tienen forma elíptica, y 
también se utilizan las elipses en los engranajes de algunas máquinas. Una 
aplicación de la elipse en arquitectura se tiene en las llamadas galerías del 
susurro, en donde se utiliza su propiedad reflexiva. En estas galerías las 
bóvedas tienen secciones transversales que son arcos de elipses con focos 
comunes. Una persona ubicada en un foco F puede escuchar el susurro de 
otra colocada en el foco F' debido a que las ondas sonoras originadas por 
el murmurador de F' chocan contra la boveda y son reflejadas por ésta al 
oyente ubicado en F. Un ejemplo famoso de estas galerías del susurro se 
encuentra bajo la cúpula del Capitolio en Washington D. C. Otro ejemplo 
más es el Tabernáculo Mormón en Salt Like City. 


» EJEMPLO 2 Un arco en forma de semielipse mide 48 pie de 
ancho en la base y tiene una altura de 20 pie. ¿Qué tan ancho es el arco a una Y 
altura de 10 pie sobre la base? 


Solución La figura 8 muestra un dibujo del arco y los ejes coordenados, 
los cuales se han elegido de modo que el eje x yace a lo largo de la base y el 
origen se encuentra en el punto medio de la base. Entonces, la elipse tiene su 
eje principal sobre el eje x, su centro en el origen, a = 24 y b = 20. Así, 
una ecuación de la elipse es 

ES | 

576 * 400 
Sea 2x pies la medida del ancho del arco a la altura de 10 pie sobre la 
base. Por tanto, el punto (x, 10) está en la elipse. De modo que 


xe 100 _ 
576 * 400 7 
1? = 432 
x = 1243 
Conclusión: A la altura de 10 pie sobre la base, el ancho del arco mide 
24 4/3 pie. : 4 


Si una elipse tiene su centro en el origen y su eje principal sobre el 
eje y, entonces una ecuación de la elipse es de la forma 


esta ecuación se obtiene al intercambiar x y y en la ecuación 


2, y 


rudo 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Puesto que para una elipse 


«1 > b, se deduce que la elipse que tiene ecuación 


2. y 
A 


16* 25 7 
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tiene su eje principal sobre el eje y. Esta elipse tiene la misma forma de la 
elipse del ejemplo 1. Los vértices se encuentran en (0, 5) y (0, -5), los extre- 
mos del eje menor están en (4, 0) y 44, 0), y los id se encuentran en 
(0, 3) y (0, -3). La figura 9 muestra esta elipse. < 


Suponga que el centro de una elipse está en el punto (h, k) en lugar del 
origen, y que el eje principal es paralelo a uno de los ejes coordenados. 
Entonces, mediante una traslación de ejes, de modo que el punto (4, k) sea el 
nuevo origen, una ecuación de la elipse es 

12, y? 

a? 


si el eje principal es horizontal, y 


=1 


12 12 
Y XL =1 
a? bp? 
si el eje principal es vertical. Como x' = x — h y y' = y — k, se tienen las 
formas estándar siguientes para las ecuaciones de las elipses. 


A.7.3 Teorema Formas estándar de las ecuaciones 
de las elipses 


Si el centro de una elipse está en (h, k) y la distancia entre los vértices es 
2a, entonces una ecuación de la elipse es de la forma 


= hy - ky 
AGUS O (1 
si el eje principal es horizontal, y 
DIJE ¿O? 
ER ES 


si el eje principal es vertical. 


=1 (a > b) (2) 


Al desarrollar (x — h)? y (y — k)? y simplificar, se pueden escribir 
cada una de las ecuaciones (1) y (2) en la forma 


Ar? + C9+Dx+Ey+F=0 (3) 


donde A y C tienen el mismo signo. En el ejemplo siguiente se comienza 
con una ecuación en esta forma y se completan los cuadrados a fin de expre- 
sarla en alguna de las formas estándar. 


» EJEMPLO 3 Demuestre que la gráfica de la ecuación 
2512? + 16y? + 150x — 128y —- 1119 =0 


es una elipse. Determine el centro, una ecuación del eje principal, los vér- 
tices, los extremos del eje menor y los focos. Dibuje la elipse y verifique la 
gráfica en la graficadora. 


Solución Con objeto de escribir la ecuación dada en una de las formas 
estándar, se comienza por completar los cuadrados en x y y. Al hacerlo se tiene 


2502 + 6x) + 16(y? — 8y) = 1119 
25(4? + 6x + 9) + 16(y? — By + 16) = 1119 + 225 + 256 
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25(x + 3) + 16(y —- 4)? = 1600 
25(x + 39 , 16y - 49 _ ' 
1600 1600 
(+32 0-41 
64 100 


Esta ecuación es de la forma 


A 


donde (h, k) es (-3, 4), a? = 100 y b? = 64, Por tanto, la gráfica es una 
elipse cuyo centro se encuentra en (-3,4) y cuyo eje principal tiene la 
ecuación x = -3. Como a = 10 y b = 8, los vértices están en V(3, 14) 
y V(3,-6), y los extremos del eje menor se encuentran en B(S, 4) y 
B'(=11, 4). Para determinar los focos se emplea la ecuación b? = a? — e? 
con e > 0, de donde resulta 


64 = 100 — e? 
ec? = 36 
c=6 


De esta forma, los focos están en F(-3, 10) y F'(-3,-2). Al localizar algu- 
nos puntos más (en particular donde la elipse intersecta a los ejes x y y) se 
obtiene la elipse que se muestra en la figura 10. 


En los ejemplos ilustrativos siguientes también se tienen ecuaciones 
de la forma (3). 


l> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 Suponga que (3) es 
6x? + 9y? —- 24x — 54y + 115=0 

la cual puede escribirse como 
66? — 4x) + Ay? — 6y) = -115 

Al completar los cuadrados en x y y, se tiene 


6x2 - 4x + 4) + 9? — 6y + 9) = -115 + 24 + 81 
6(x - 22 + Ay - 3? = -10 
Puesto que el miembro derecho de esta ecuación es negativo y el miem- 


bro izquierdo es no negativo para todos los puntos (x, y), la gráfica es el 
conjunto vacío. Do] 


l> EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 Debido a que la ecuación 
6x? + 9y? —- 24x - 54y + 105 =0 

puede expresarse como 
6x - 2? + Ay- 39 =0 


su gráfica consiste del punto (2, 3). 4 


Punto 


FIGURA 11 


(2,2 + 34/5) 


(2, 2-34/5) 


CE 


DO AA 


81 45 
FIGURA 12 
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Se puede demostrar en general que la gráfica de cualquier ecuación de la 
forma (3) es una elipse, como en el ejemplo 3, un punto o el conjunto vacío. 
Cuando la gráfica consiste de sólo un punto o €s el conjunto vacío, como en 
los ejemplos ilustrativos 3 y 4, se dice que la elipse es degenerada. 

Observe que (3) es el caso especial de la ecuación general de segundo 
grado en dos variables 


Ax? + Bxy + Cy) +Dx+Ey+F=0 (4) 


donde B = 0 y AC > 0 (esto es, A y C tienen el mismo signo). 
Las conclusiones de la discusión anterior se resumen en el teorema 
siguiente. 


A.7.4 Teorema 


Si en la ecuación general de segundo grado (4), B = 0 y AC > O, 
entonces lá gráfica es una elipse, un punto o el conjunto vacío. 


El caso degenerado de una elipse, un punto, se obtiene como una sección 
cónica si el plano cortante contiene al vértice del cono pero sin contener a 
ninguna generatriz. Consulte la figura 11. 

SiA = Cen (3), entonces la ecuación se transforma en 


A? + Ay + Dx+ Ey+F=0 
de la cual, al dividirse entre A, resulta 


2+ y Bar hy 0 
En la sección A.S del apéndice se dijo que la gráfica de esta ecuación es una 
circunferencia, un punto o el conjunto vacío. Esta proposición concuerda con 
el teorema A.7.4 debido a que una circunferencia es una forma límite de 
una elipse. Este hecho puede demostrarse al considerar la ecuación que rela- 
ciona a, b y c para una elipse: 


pi go? 


De esta ecuación se observa que si c = 0, entonces b? = a?, y en con- 
secuencia, la forma estándar de la ecuación de una elipse se convierte en 
x- hy? - k)y 
( > PY : A 24 
a a 
So (x-H+(G-k=e 
la cual es una ecuación de una circunferencia con centro en (h,k) y 


radio a. Además, cuando c = O, los focos coinciden con el centro de la 
circunferencia. 


» EJEMPLO 4 Obtenga una ecuación de la elipse que tiene focos 
en (28, 2) y (4, 2), para la cual la constante referida en la definición es 18. 
Dibuje la elipse. 


Solución El centro de la elipse estáTa la mitad de la distancia entre los 
focos y es el punto (2, 2). La distancia entre los focos de la elipse es 2c, y la 
distancia entre (-8, 2) y (4, 2) es 12. Por tanto, c = 6. La constante referida en 
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A 
Y, > 
(=a, 0) (a, 0) 
e=0,3 
(a) 
y 
A 
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x 
(a, 0) (a, 0) 
e=0,7 


(b) 


v v e 
x 
(a, 0) (a, 0) 


e=0.95 
(c) 


FIGURA 13 


la definición es 2a; de modo que 2a = 18 y a = 9. Como b? = a? — 
entonces 


E] 


b? = 81 - 36 
b? = 45 
b= 345 


El eje principal es paralelo al eje x; en consecuencia, una ecuación de la 
elipse es de la forma 


Eta TE dt 


a? y? 


Debido a que el punto (A, k) es el punto (-2, 2), a = 9yb = 3 4/5,la ecuación 
requerida es 


(x+ 22 (y-22 _ 
an +4 a 


Esta elipse se muestra en la figura 12. 4 


Algunas elipses son casi circulares, lo cual ocurre cuando los focos 
están muy próximos entre sí. Otras elipses son “aplastadas” lo cual sucede 
cuando los vértices y los focos están muy cerca unos de otros. La forma de 
una elipse (su “redondez” o “aplastamiento”) está determinada por la 
excentricidad, la cual se define formalmente a continuación. 


A.7.5 Definición de la excentricidad de una elipse 


La excentricidad e de una elipse es la razón de la distancia no diri- 
gida entre los focos a la distancia no dirigida entre los vértices; esto es, 


e=£ 
a 


Puesto que cl = al — bh? entoncesc < a; portanto,0 < e < 1.Cuan- 
do los focos están muy próximos entre sí, e está muy cerca de cero, y la for- 
ma de la elipse es muy parecida a una circunferencia. Vea la figura 13(a), 
que muestra una elipse para la cual e = 0,3, Si a permanece fija, entonces 
conforme e se incrementa, el aplastamiento de la elipse también aumenta. 
Las figuras 13(b) y 13(c) muestran elipses con excentricidades de 0.7 y 
0.95, respectivamente, cada una con el mismo valor de a como en la figu- 
ra 13(a). Las formas límite de la elipse son una circunferencia de diámetro 
2a y un segmento de recta de longitud 2a. 

Como se prometió, ahora se demostrará que la definición de elipse como 
conjunto de puntos de un plano se deduce de la definición de elipse como sección 
cónica. Esta demostración, a veces llamada demostración del cono de helado, 
fue presentada en 1822 por el matemático belga G. P. Dandelin (1794-1847). 
Refiérase a la figura 14, la cual muestra un manto de un cono que tiene vértice en 
O y un plano cortante que intersecta al cono en una elipse. En el cono se 
encuentran inscritas las dos esferas S¡ y S,. La esfera $, es tangente al cono a lo 
largo de la circunferencia Cy, y es tangente al plano cortante en el punto F',. La 
esfera $, es tangente al cono a lo largo de la circunferencia C>, y es tangente al 
plano cortante en el punto F». Los planos de las circunferencias C¡ y Cz son pa- 
ralelos, Se demostrará que F, y F son los focos de la elipse al probar que si P es 
cualquier punto de la elipse, entonces | PF; | + | PF, | es una constante. Para 


Esfera S, 
NA a 
A 


Circunferencia Cy 


sl 
* Esfera S, 


pi 
? 


Circunferencia C, 
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demostrar esto, se dibuja la recta que pasa por los puntos O y P de la super- 
ficie del cono. Los puntos OQ y O» son las intersecciones de esta recta cen 
las circunferencias C| y C», respectivamente. Como PF, y PQ) son dos rectas 
tangentes a la esfera S, trazadas desde P, se deduce que * 


[PF,| = |PQ,| 

También PF» y PQ, son dos rectas tangentes a la esfera $, trazadas desde P. Así, 
|PF,| = |PQ»] 

Por tanto, 


[PF¡| + |PF>] = [PQ | + | PQ, | 


Observe que | PQ, | + |PQ,| = |0,0 |, la cual es la distancia medida a lo 
largo de la superficie del cono entre los planos paralelos de las circunferen- 
cias C¡ y Co. Esta distancia será la misma para cualquier otra elección del 
punto P de la elipse. Por tanto, | PF | + |PF>| es una constante, y F¡ y F2 


son los focos de la elipse. 


FIGURA 14 


EJERCICIOS A.7 


En los ejercicios 1 a 16, para la elipse que tiene la ecuación 
indicada, determine (a) el centro, (b) el eje principal, (c) los 
vértices, (d) los extremos del eje menor y (e) los focos. (f) Dibuje 
la elipse y muestre los focos. Verifique la gráfica en la graficadora. 


AS e DE a 
1. E. Ze 100+64 5! 
md E NE 
cra ara 
5. 9x? + 25y? = 900 6. 4x? + 9y? = 36 
7. 9 + y? =9 8. 25x? + 4y? = 100 
9. 4x? + 9y? — 16x - 18y - 11=0 


10. x? + 4y? - 6x+8y-3=0 
1. 4x? + y? +4 8x-4y-92=0 
1. 21? + 2y? - 2x + 18y+33=0 
13. 4x1? + 4y? + 20x —- 32y + 89 =0 
14. 25x? + y? - 4y-21=0 

15. x? + 3y? -4x-23=0 

16. 2x? + 3y? - 4x + 12y+2=0 


En los ejercicios 17 y 18, determine si la gráfica de la ecuación 
es una elipse, un punto o el conjunto vacío. 

17. 4 +y-8r+2y+5=0 

18. 21? + 3y2 + 8x - 6y+20=0 


En los ejercicios 19 a 28, obtenga una ecuación de la elipse que 

tiene las propiedades indicadas y dibuje la elipse. Verifique la 

gráfica en la graficadora. 

19. Vértices en (- 3, 0) y ( 3 0), y un foco en ( 2, 0). 

20. Focos en (5, 0) y (5, 0) y para la cual la constante referida 
en la definición es 20, 


21. Focos en (0, 3) y (0, —3) y para la cual la constante referida 
en la definición es 6 43. 

22. Centro en el origen , sus focos sobre el eje x, la longitud del 
eje mayor es 3 veces la longitud del eje menor, y pasa por 
el punto (3, 3). 

23. Vértices en (2, 0) y (-2, 0), y pasa por el punto —l, 4 413). 

24, Vértices en (0, 5) y (0, —5), y pasa por el punto (2, -5 43). 

25, Centro en (4, -2), un vértice en (9, —2) y un foco en (0, -2). 

26. Un foco en (2, —3), un vértice en (2, 4) y el centro sobre el 
eje x. 

27. Focos en (-1,-—1) y 1, 7), y la longitud del semieje mayor 
es de 8 unidades. 


28. Focos en (2, 3) y (2, —7), y la longitud del semieje menor es 
dos tercios de la longitud del simieje mayor. 


En los ejercicios 29 a 32, resuelva el problema verbal y no ol- 
vide escribir una conclusión. 


29. El techo de un vestíbulo de 10 m de ancho tiene la forma 
de una semielipse de 9 m de altura en el centro y 6 m de 
altura de las paredes laterales. Determine la altura del techo 
a 2 metros de tualquier pared. 
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30. 


31. 


32. 


33. 


La órbita de la Tierra alrededor del Sol es de forma elíptica, 
conel Sol en uno de los focos y un semieje mayor de longitud 
de 92.96 millones de millas. Si la excentricidad de la elipse 
es 0.0167, determine (a) la distancia mínima de la Tierra al 
Sol y (b) la mayor distancia posible entre la Tierra y el Sol. 


Suponga que la órbita de un planeta tiene la forma de una 
elipse con un eje mayor cuya longitud es de 500 millones de 
kilómetros. Si la distancia entre los focos es de 400 millones 
de kilómetros, obtenga una ecuación de la órbita. 


El arco de un puente es de forma semielíptica y tiene una 
amplitud horizontal de 40 m y una altura de 16 men su cen- 
tro. ¿Qué altura tiene el arco a 9 m a la derecha o izquierda 
del centro? 


A fin de trazar la elipse definida por la ecuación 4x? + 
9y? = 36, utilice el procedimiento siguiente y explique 
por qué funciona: primero determine los puntos de intersec- 


34, 


35. 


36. 


ción de la elipse con los ejes coordenados. Obtenga los 
focos sobre el eje x empleando un compás, con centro.en 
uno de los puntos de intersección con el eje y y radio 3. 
Después clave una “chinche” en cada foco. Tome una cuer- 
da de longitud 6 y ate cada uno de sus extremos a una chin- 
che. Apoye un lápiz contra la cuerda y haga que se tense, 
deslice el lápiz manteniendo tensa la cuerda y trace la elipse. 


Utilice un procedimiento semejante al del ejercicio 33 para 
trazar la elipse cuya ecuación es 16x? + 9y? = 144. Ex- 
plique por qué funciona el procedimiento. 


Demuestre que la ecuación 


Jas yo fa + cy? + y? = 2a 


puede simplificarse y expresarse como 


donde b? = a? — e?, 
Para la elipse cuya ecuación es 


GA Qi _ 


¡CO LS 1 


a? y? 


donde a > b > 0, obtenga las coordenadas de los focos 
en términos de h, k, a y b. 


A.8 HIPÉRBOLAS 


Cuando un plano cortante de un cono es paralelo a dos generatrices, dicho 
plano intersecta los dos mantos del cono y la sección cónica que se obtiene 
es una hipérbola, la cual se muestra en la figura 1. La definición de hipér- 
bola como un conjunto de puntos de un plano puede deducirse a partir de 
su definición como sección cónica. La demostración, es semejante a la utili- 
zada para la elipse en la sección A.7 del apéndice, e implica una esfera en 


cada manto del cono. 


A.8.1 Definición de hipérbola 


la si y sólo si 


Hipérbola 


Como 


FIGURA 1 


FP ¡GESTA 


Una hipérbola es un conjunto de puntos del plano tales que el valor 
absoluto de la diferencia de sus distancias a dos puntos fijos es cons- 
tante. Los dos puntos fijos se denominan focos. 


A fin de obtener una ecuación de una hipérbola se comienza, como se 
hizo con la elipse, considerando la distancia entre los focos como 2c, donde 
c > 0. Después se elige el eje x como la recta que pasa por los focos F y 
F', Consulte la figura 2. Los puntos (c, 0) y (=c, 0) son los focos F y F, 
respectivamente. Sea 2a la constante referida en la definición. Se puede 
demostrar que e > a. El punto (x, y) de la figura 2 es un punto de la hipérbo- 


[FP] - [FP || = 2a 


y | FP| = (a + 0 + y? 


y 
A 
P(x. y) 
A 
cil > ox 
F'(=c,0) 0 EF (c, 0) 
FIGURA 2 
F 
> x 
(c, 0) 
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P está en la hipérbola si y sólo si - 


Pl a y? rc + y] =2a  . 


o, equivalentemente, sin las barras de valor absoluto, 


Mar 0 + y? — fa + 0 + y? = +2a 


Esta ecuación puede simplificarse al eliminar los radicales y efectuar algu- 
nas manipulaciones algebraicas. Se le pedirá que haga esto en el ejercicio 43, 
La ecuación que resulta es 


donde b? = (? — a?. Así, se tiene el teorema siguiente. 


A.8.2 Teorema Ecuación de una hipérbola 


Si 2a es la constante referida en la definición, si los focos están en (c, 0) 
y (=c, 0), y sib? = e? — a?, entonces una ecuación de la hipérbola es 


Ahora se mostrará cómo se dibuja esta hipérbola, la cual se presenta en la 
figura 3. Observe de la ecuación que la gráfica es simétrica con respecto a los 
ejes x y y. Como con la elipse, la recta que pasa por los focos se denomina eje 
principal. Así, para esta hipérbola el eje x es el eje principal. Los puntos donde 
la hipérbola intersecta al eje principal se llaman vértices y el punto que se en- 
cuentra a la mitad de la distancia entre los vértices recibe el nombre de centro. 
Para esta hipérbola los vértices están en V(a, 0) y V'(=a, 0) y el centro se 
encuentra en el origen. El segmento V'V del eje principal se denomina eje 
transverso y su longitud es 2a unidades. 

Al sustituir O por x en la ecuación de la hipérbola se obtiene la ecuación 
y? = -b?, la cual no tiene soluciones reales. En consecuencia, la hipérbola no 
intersecta al eje y. Sin embargo, el segmento de recta que tiene sus extremos en 
los puntos (0, —b) y (0, b) se llama eje conjugado, y su longitud es 2b unidades. 
Si se resuelve la ecuación de la hipérbola para y en términos de x, se tiene 


boa 
y = +¿v32 Za? 


De esta ecuación se concluye que si | xl < a, no existe valor real para y. Por 
lo que no existen puntos (x, y) de la hipérbola para los cuales —-a < x < a. 
También se observa que si Lx | > a,entonces a y le corresponden dos valores 
reales. Así, la hipérbola tiene dos ramas. Una rama contiene al vértice Vía, 0) 
y se extiende indefinidamente hacia la derecha de V. La otra rama contiene al 
vértice V'(—a, 0) y se extiende indefinidamente hacia la izquierda de V”, 

Como en el caso de la elipse, debido a que la hipérbola también tiene 
un centro se le llama cónica central. 


» EJEMPLO 1] Determine las vértices y focos de la hipérbola 
cuya ecuación es 

xr? y Ñ = 1 

916 
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(5, 0) 


A 
9 16 
FIGURA 5 


Dibuje la hipérbola y muestre los focos. - 


Solución Como la ecuación es de la forma 


el centro de la hipérbola está en el origen y el eje principal es el eje x. De- 
bido a que a? = 9 y b? = 16, entonces a = 3 y b = 4. Por tanto, los 
vértices se encuentran en V(3, 0) y V(, 0). El número de unidades de la 
longitud del eje transverso es 2a = 6, y el número de unidades del eje 
conjugado es 2b = 8. Como b? = c? — a?,conc > O, se tiene 


l6 = (2-9 
e? =16+9 
e? = 25 
c=5 


En consecuencia, los focos están en F(5, 0) y F(=5, 0). La hipérbola dibu- 
jada junto con los focos se muestra en la figura 4. 4 


De la definición de la hipérbola, si P es cualquier punto de la hipérbola 
del ejemplo 1, entonces | FP| - al = 6. Consulte las figuras 5(a) y 
(b); en (a) P está en el segundo cuadrante y | FP| - | F'P| = 6; en (b) P está 
en el cuarto cuadrante y |F"P| - |FP| = 6. 


» EJEMPLO 2 Obtenga una ecuación de la hipérbola que tiene un 
foco en (5, 0) y los extremos de su eje conjugado se encuentran en (0, 2) y 
(0, -2). 


Solución Como los extremos del eje conjugado se encuentran en (0, 2) 
y (0, -2), b = 2, el eje principal coincide con el eje x, y el centro está en el 
origen. En consecuencia, una ecuación de esta hipérbola es de la forma 


Debido a que un foco se encuentra en (5, 0), c = 5, y como b? = ec? - e?, 


entonces a? = 25 - 4, Así, a = «/21 y una ecuación de la hipérbola es 


A 4 
21 4 

Si en la ecuación 

nn y?_ 

a po 


se intercambian x y y, se obtiene 


y? ZA 
a. p. 


la cual es la ecuación de una hipérbola que tiene su centro en el origen y su 
eje principal coincide con el eje y. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 La ecuación 


2 y 
NR NA | 


9 "16 
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puede obtenerse a partir de la del ejemplo 1 al intercambiar x y y. La gráfica 
de esta ecuación es una hipérbola que tiene su centro en el origen, el eje y como 
su eje principal, sus vértices en V(0, 3) y V'(0, -3) y su focos en F(O, 5) y 
F'(0, -5). La figura 6 muestra la hipérbola y sus focos. 4 


Como se hizo con las circunferencias y con las elipses en las secciones 
A.S y A.6, respectivamente, se puede trazar una hipérbola en la graficadora. 
Primero se define y como dos funciones de x, las cuales se obtienen al re- 
solver la ecuación de la hipérbola para y. Sin embargo, como con la elipse, 
es fácil trazar la gráfica de la hipérbola a partir de sus ecuaciones paramé- 
tricas, el método se explica en la sección A.9 del apéndice. 

En la ecuación estándar de una elipse, se sabe que a > b. Sin embargo, 
para una hipérbola no existe una desigualdad general que relacione a a y b. 
Por ejemplo, en el ejemplo 1, donde a = 3 y b = 4, a < b; pero en el 
ejemplo 2, donde a = Y21 y b = 2, a > b. Además, a puede ser igual 
a b, en este caso la hipérbola se denomina equilátera. La hipérbola equi- 
látera cuya ecuación es 


1-y=1 


se conoce como hipérbola unitaria. 
Refiérase ala figura 7, la cual muestra la hipérbola que tiene la ecuacuación 


Las rectas diagonales punteadas son las asíntotas de la hipérbola. En las sec- 
ciones 1.7 y 3.7, se estudiaron asíntotas verticales, horizontales y oblicuas de 
una gráfica, y se presentaron las definiciones formales, las cuales implican el 
concepto de límite. Sin embargo, intuitivamente puede establecerse que si la 
distancia no dirigida entre una gráfica y una recta se hace más pequeña (sin 
llegar a ser cero) conforme | x | o | y | se hacen cada vez más grandes, entonces 
la recta es una asíntota de la gráfica. 

Observe en la figura 7 que las diagonales del rectángulo cuyos vértices 
se encuentran en (a, b), (a, —b), (a, b) y (a, —b) pertenecen a las asíntotas 
de la hipérbola. Este rectángulo se denomina rectángulo auxiliar; sus lados 
tienen longitudes de 2a y 2b. Los vértices de la hipérbola son los puntos de 
intersección del eje principal y el rectángulo auxiliar. Una gráfica bastante 
buena de una hipérbola puede obtenerse dibujando primero el rectángulo 
auxiliar. Las asíntotas se tienen al prolongar las diagonales del rectángulo. 
Después, por cada vértice se dibuja una rama de la hipérbola empleando las 
asíntotas como guías. Observe que como a? + hb? = c?, la circunferencia 
que tiene su centro en el origen y pasa por los vértices del rectángulo auxi- 
liar también pasa por los focos de la hipérbola. 


» EJEMPLO 3 Determine los vértices de la hipérbola cuya 
ecuación es 


12 - 4 =16 


Dibuje la hipérbola y muestre el rectángulo auxiliar y las asíntotas. 


Solución La ecuación dada es equivalente a 
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£_Y -= 
16 4 
FIGURA 8 


Por tanto, la hipérbola tiene su centro en el origen, y su eje principal es el eje 
x. Como a? = 16 y b? = 4, entonces a = 4 y b = 2. Los vértices se en- 
cuentran en V(4, 0) y V'E4, 0), y los lados del rectángulo auxiliar tienen 
longitudes de 2a = 8 y 2b = 4. La figura 8 muestra el rectángulo auxiliar 
y las asíntotas. Estas asíntotas se utilizan como guías para dibujar la hipér- 
bola, la cual se muestra en la figura. 


Se puede utilizar un truco nemotécnico para obtener las ecuaciones de 
las asíntotas de una hipérbola. Por ejemplo, para la hipérbola que tiene la 


2 2 
ecuación 5 - e] = 1, se sustituye el miembro derecho por cero, 
a 
obteniéndose 
2 
_-_ 0 
al  p2 


Al factorizar, esta ecuación se transforma en 


AS 


x_2%2= 42 - 
a b ME a*h a 
e y= ¿r y y=-q* 


las cuales son las ecuaciones de las asíntotas de la hipérbola dada. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Una ecuación de la hipérbola 


del ejemplo 3 es 


Y? - y” =1 

16 4 

A fin de obtener las ecuaciones de las asíntotas se sustituye el miembro de- 
recho por cero, por lo que se obtiene 


2 2 

Xx_Yx- 

1674 70 
X_YNx,Y]|=0 
(z 2 (3 +2) 
x*_Y-=0 X+42=0 
4.2 42 
y= 4 y y =-3x 


Suponga que el centro de una hipérbola está en (h, k) y que su eje prin- 
cipal es paralelo a uno de los ejes coordenados. Entonces, por medio de una 
traslación de ejes, de modo que el punto (4, k) sea el nuevo origen, una ecua- 
ción de la hipérbola es 

a 

a p? 


si el eje principal es horizontal, y 


=1 


O-2Y GD _ 
9 4 


FIGURA 9 
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si el eje principal es vertical. Si se sustituye x' por x — h y y' por y — k, se 
obtienen las siguientes formas estándar de las ecuaciones de las hipérbolas. 


A.8.3 Teorema Formas estándar de las ecuaciones 
de las hipérbolas 


Si el centro de una hipérbola se encuentra en (A, k) y la distancia entre los 
vértices es 2a, entonces una ecuación de la hipérbola es de la forma 


G-4_0-0? 
a? y? 
si el eje principal es horizontal, y 
ED REE 
a? p? 5 


si el eje principal es vertical. 


=1 


Al desarrollar (x — hY y (y — k)? y simplificar, se piede escribir cada 
una de estas ecuaciones en la forma 


AR? + C++ Dr+ Ey+F=0 (1) 


donde A y C tienen signos opuestos. El ejemplo siguiente presenta una 
ecuación de esta forma. 


» EJEMPLO 4 Muestre que la gráfica de la ecuación 
91? — 4y? — 18x — l6y + 29 = 0 
es una hipérbola. Obtenga el centro, una ecuación del eje principal y los vér- 


tices. Dibuje la hipérbola y muestre el rectángulo auxiliar y las asíntotas. 


Solución Se comienza completando los cuadrados en x y y. Así, 
Xx? - 2x) - My? + 4y) = 29 
Mi? — 2x + 1) - Ay? + 4y + 4) = 29 + 9-16 
Max — 19 - Ay + 2? = -36 


0-22 (x- 1? 
9 4 


= 1 


Esta ecuación es la de una hipérbola cuyo centro está en (1, -2) y cuyo eje 
principal es la recta vertical que tiene ecuación x = 1. Como a? = 9 y 
b? = 4, entonces a = 3 y b = 2. Los vértices se encuentran en el eje 
principal a 3 unidades arriba y debajo del centro; ellos están en V(l, 1) 
y V'(1, -5). El rectángulo auxiliar tiene lados de longitudes 2a = 6 y 
2b = 4; éste se muestra en la figura 9 junto con las asíntotas y la hipér- 
bola. 


En el ejemplo ilustrativo siguiente se tiene otra ecuación de la forma (1). 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3  Laecuación 
41? — 12y? + 24x + 9y - 156 = 0 
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puede escribirse como 
4x2 + 6x) — 12(y? — 8y) = 156 


y al completar los cuadrados en x y y se tiene 


4 + 6x + 9) - 120? — 8y + 16) = 156 + 36 — 192 
Ax + 3? - 12%y - 4? =0 
(x + 39 - Ay -49=0 
[+ 3) — (Y — 4][ + 3) + (y - 49] =0 
x+3-43G-4=0 y x+3+(y-4=0 


las cuales son ecuaciones de dos rectas que pasan por el punto (3, 4). 


Se puede demostrar en general que la gráfica de cualquier ecuación de la 
forma (1) es una hipérbola o dos rectas que se intersectan. Los resultados del 
ejemplo 4 y del ejemplo ilustrativo 3 son casos particulares de este hecho. 

La ecuación (1) es el caso especial de la ecuación general de segundo 
grado en dos variables 


Ax? + Bxy + Cy + Dx+ Ey+F=0 103) 


Dos rectas que se intersectan donde B = O y AC < O (es decir, A y C tienen signo opuesto). 
El teorema siguiente resume las conclusiones de la discusión anterior. 


A.8.4 Teorema 


Si en la ecuación general de segundo grado (2), B = 0 y AC < O, 
entonces la gráfica es una hipérbola o dos rectas que se intersectan. 


FIGURA 10 


El caso degenerado de la hipérbola, dos rectas que se intersectan, se 
obtiene como una sección cónica si el plano cortante contiene al vértice y dos 
generatrices del cono, como se muestra en la figura 10. 


» EJEMPLO 5 Los vértices de una hipérbola se encuentran en 
y (5, -3) y (E5, —1), y los extremos de su eje conjugado están en (-7, -2) y 
(3, 2). Obtenga una ecuación de la hipérbola y las ecuaciones de las asín- 
T totas, Dibuje la hipérbola y las asíntotas. 


Solución La distancia entre los vértices es 2a; portanto,2a = 2ya = l. 
La longitud del eje conjugado es 2b; de modo que 2b = 4 yb = 2. Debido a 
que el eje principal es vertical, una ecuación de la hipérbola es de la forma 


O? (xa? 


=1 


a? p? 
CAPI . eras : 
1 4 El centro (h, k) está la mitad de la distancia entre los vértices y, por tanto, se 
encuentra en el punto (-5,-2). En consecuencia, una ecuación de la hi- 
FIGURA 11 pérbola es 5 


(y +2? (7 + 5) 
1 4 


F v o y F 
> 0| (a, :Q > x 


e= 1.05 


y 
A 


FIGURA 12 


A, 


Navegante 


FIGURA 13 


A.8 HIPÉRBOLAS 1199 


Al sustituir el miembro derecho por cero, a fin de obtener las ecuacio- 
nes de las asíntotas, se tiene 


pp es (212,55) =0 
1 2 1 2 


y+2= ¿(1 + 5) y y + 2= -Hx + 5) 
La hipérbola y las asíntotas se muestran en la figura 11. e! 


Como con la elipse, la forma de una hipérbola está determinada por su 
excentricidad, definida de igual manera que para la elipse, esto es, si e es 
la excentricidad de una hipérbola, entonces 


a 
tl 
aia 


Sin embargo, para una hipérbola e > 1. Esto es una consecuencia de 
que c > a, debido a que para una hipérbola 


ed = a + bp 3) 


A partir de esta ecuación, cuando a = b, se obtiene c = /2a. Por lo que la 
excentricidad de una hipérbola equilátera es /2. Consulte la figura 12(b). 
Si e se aproxima a l, mientras que a permanece fija, entonces c se aproxi- 
ma a a y, de la ecuación (3), b se aproxima a 0, por lo que la forma de la 
hipérbola se hace “flaca” en torno a su eje principal. La figura 12(a) mues- 
tra una hipérbola con e = 1.05 y el mismo valor de a como en la figura 
12(b). Si e se incrementa conforme a permanece fija, entonces c y b se 
incrementan, y la forma de la hi-pérbola se hace “gorda” en torno a su eje 
principal. Refiérase a la figura 12(c), la cual presenta una hipérbola con 
e = 2 y el mismo valor de a como en las figuras 12(a) y 12(b). 

La propiedad de la hipérbola dada en su definición constituye la base de 
varios sistemas de navegación. Estos sistemas están constituidos por una red 
de pares de radiotransmisores en posiciones fijas y a una distancia conocida 
entre sí. Los radiotransmisores envían señales de radio que son recibidas por 
un navegante. La diferencia de tiempo de llegada de las dos señales determi- 
nan la diferencia 2a de las distancias con relación al navegante. Así, se sabe 
que la posición del navegante se encuentra en algún punto a lo largo de un 
arco de una hipérbola cuyos focos están en las posiciones de los radiotrans- 
misores. Se determina un arco, y no ambos, debido al retraso de la señal de 
los radiotransmisores que integran el sistema. El procedimiento se repite 
para un par diferente de radiotransmisores y se determina otro arco de hi- 
pérbola que proporciona la posición del navegante. El punto de intersección 
de los dos arcos hiperbólicos es la posición real del navegante. Por ejem- 
plo, en la figura 13 suponga que un par de radiotransmisores se localizan en 
los puntos T, y S¡ y las señales desde este par determinan el arco hiper- 
bólico A¡. Otro par de radiotransmisores ubicados en los puntos T, y Sa 
determinan, a par de sus señales, el arco hiperbólico A). Entonces, la in- 
tersección de A; y A) es la posición del navegante. 

La hipérbola posee una propiedad de reflexión que se emplea en el di- 
seño de ciertos telescopios. Las hipérbolas también se utilizan en la guerra 
para localizar la artillería enemiga mediante el ruido de sus disparos, este 
método se denomina localización acústica. Algunos cometas se desplazan 
en órbitas hiperbólicas. Si una cantidad varía inversamente con respecto a 
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otra, tales como la presión y el volumen en la ley de Boyle para un gas 
ideal (PV = k), la gráfica correspondiente a esta variación es una hipérbola, 
como se verá en la sección A.10 del apéndice. 


EJERCICIOS A.8 


En los ejercicios 1 a 6, para la hipérbola que tiene la ecuación 
indicada, determine (a) el centro, (b) el eje principal, y (c) los 
vértices. (d) Dibuje la hipérbola y muestre los focos. 


1. 


3. 


5, 


x2 y? rx y 
6436 a 
EE. 10 A 

25 144 16 9 

9x? — 4y? = 36 6. 25y? - 4x? = 100 


En los ejercicios 7 a 20, para la hipérbola cuya ecuación se in- 
dica, obtenga (a) el centro, (b) el eje principal, y (c) los vértices. 
(d) Dibuje la hipérbola y muestre el rectángulo auxiliar y las 


asíntotas. 
2: 2 2 2 

7 EY 8 £-%-1 
25 16 9 25 
y _ y y y 

9 == o = =1 10M —-“=] 
4 16 100 49 

11. 25y? - 36x? = 900 


12. 
13. 
14. 
15. 
16. 
17. 
18. 
19. 
20. 


4x? — 9y? = 144 
*—-yY+6r-4y-4=0 


9y? — 41? + 32x — 36y - 64 =0 
9x2? — 16y? + S54x - 32y- 79=0 
9y? — 25x? — 50x - 72y — 106 = 0 
3y? - 4x? — 8x - My-40=0 
2x2 - y 4 12x+8y-6=0 
4y? - 9% + 16y + 18x = 29 


AR y + S6x + 2y + 195=0 


En los ejercicios 21 a 26, obtenga las ecuaciones de las asínto- 
tas de la hipérbola del ejercicio indicado. 


21. 
23. 
25. 


Ejercicio 19 


Ejercicio 7 22. Ejercicio 10 
24. Ejercicio 16 


26. Ejercicio 18 


Ejercicio 13 


En los ejercicios 27 a 36, obtenga una ecuación de la hipérbola 
que satisface las condiciones señaladas y dibújela. 


27. 
28. 
29. 


: 


30. 


31. 
32. 


Vértices en (-2, 0) y (2, 0), y eje conjugado de longitud 6. 
Focos en (0, 5) y (0, -5), y un vértice en (0, 4). 


Centro en el origen, sus focos sobre el eje y, y pasa por los 
puntos (2, 4) y 6, 7). 


Extremos del eje conjugado en (0, -3) y (0, 3), y un foco en 
(5, 0). 


Un foco en (26, 0) y como asíntotas las rectas 12y = +53x. 


Centro en (3, —5), un vértice en (7, -5) y un foco en (8, 5). 


38. 


39, 


40. 


41. 


42. 


43. 


44, 


Centro en (-2,-1), un vértice en (-2, 11) y un focoen(-2, 14). 


. Focos en (3, 6) y (3, 0), y pasa por el punto (5, 3 + £ ,/5). 


. Focos en(—1, 4) y (7, 4), y la longitud del eje transverso es . 


Un foco en (-3 - 3 v/13, 1), las asíntotas se intersectan en 
(3, 1) y una asíntota pasa por el punto (1, 7). 


+ Los vértices de una hipérbola se encuentran en (-3, —1) y 


(=1,—1) y la distancia entre los focos es 2/5. Obtenga 
(a) una ecuación de la hipérbola, y (b) las ecuaciones de 
las asíntotas. 


Los focos de una hipérbola están en (2, 7) y (2, —7), y la 
distancia entre los vértices es 8 /3 . Obtenga (a) una ecua- 
ción de la hipérbola, y (b) ecuaciones de las asíntotas. 


Obtenga una ecuación de la hipérbola cuyos focos son los 
vértices de la elipse 7x? + 11y? = 77 y cuyos vértices son 
los focos de esta elipse. 


Obtenga una ecuación de la elipse cuyos focos están en los 
vértices de la hipérbola 11x? — 7y? = 77 y cuyos vértices 
son los focos de esta hipérbola. 


El costo de producción de un artículo es $12 menos en un 
punto Á que un punto B, y la distancia entre A y B es de 
100 km. Suponga que la ruta de entrega del producto es una 
línea recta y que el costo de entrega es de 20 centavos por 
unidad por kilómetro, determine la curva en cualquier pun- 
to al cual pueda surtirse el artículo desde A o B al mismo 
costo. Sugerencia: considere los puntos A y B en (-50, 0) y 
(50, 0), respectivamente. 


Dos estaciones LORAN (long-range navigation, es decir, 
navegación de largo alcance) A y B están situadas en una 
línea recta este-oeste y A está a 80 mi al este de B. Un avión 
vuela en una línea recta ubicada a 60 mi al norte de la recta 
que pasa por A y B. Se envían señales simultáneamente 
desde A y B, y la señal de A llega al avión 350 ss (350 mi- 
crosegundos) antes que la señal de B. Si las señales viajan 
a razón de 0.2 mi/ps, localice la posición del avión por 
medio de la definición de una hipérbola. 


Demuestre que la ecuación 


Jaro y fr + oy? + y? = +2a 


puede simplificarse y expresarse como 


x2 y? 
a? p? 


=1 
donde b? = e? — a? 

Para una hipérbola la excentricidad e es mayor que 1, y 
para una elipse 0 < e < 1, Explique por qué la excentrici- 
dad de una parábola es igual a 1. 


-4q 
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FIGURA 1 


(4) 


FIGURA 2 


Es posible que haya estudiado trigonometría en algún curso anterior al de 
Cálculo; sin embargo, en esta sección se presenta una breve revisión de las 
funciones trigonométricas debido a su importancia en Cálculo. 

En geometría, un ángulo se define como la unión de dos rayos, denomina- 
dos lados, que tienen un origen o extremo común, llamado vértice. Cualquier 
ángulo es congruente a algún ángulo cuyo vértice esté en el origen y tenga un 
lado, denominado lado inicial, que coincida con la parte positiva del eje x. De 
dicho ángulo se dice que está en la posición estándar. La figura 1 muestra un 
ángulo AOB en la posición estándar con OA como lado inicial. El otro lado, OB, 
recibe el nombre de lado terminal. El ángulo AOB puede generarse al rotar el 
lado OA hasta el lado OB, y bajo tal rotación el punto A se desplaza, sobre la 
circunferencia cuyo centro está en O y tiene radio | OA |, hasta el punto B. 

Al] tratar con ángulos de triángulos, a menudo la medida de un ángulo se da 
en grados. Sin embargo, en Cálculo se estudian las funciones trigonométricas de 
números reales, y éstas se definen en términos de medidas en radianes. 

La longitud de un arco de una circunferencia se emplea para definir la 
medida en radianes de un ángulo. 


A.9.1 Definición de medida en radiares 


Sea AOB un ángulo en posición estándar y |DA| = 1. Si s unidades es 
la longitud de un arco de la circunferencia recorrido por un punto A 
conforme el lado inicial se rota hasta el lado terminal OB, la medida en 
radianes, 1, del ángulo AOB está dada por 


t= s  silarotación se efectúa en sentido contrario al giro de las 
manecillas del reloj 


1 = —s silarotación se efectúa en el mismo sentido del giro de las 
manecillas del reloj 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Del hecho dequele medi: 


da de la longitud de la circunferencia unitaria es 27, puede determinarse la 
medida en radianes de los ángulos de las figuras 2(a)—(f), Éstas són 37, 41, 
1 37. -2 2 j 

¿MM ¿My ¿Tr respectivamente. 


En la definición A.9.1, puede haber más de una revolución completa en 
la rotación de OA, como se muestra en el ejemplo ilustrativo siguiente. 


> EJEMPLO HLUSTRATIVO 2 La figura 3(a) muestra 
un ángulo cuya medida en radianes es 31 y la figura 3(b) presenta un ángu- 


lo cuya medida en radianes es - 27. 4 


Un ángulo formado por una revolución completa, de modo que OA 
coincida con OB, tiene una medida en grados de 360 y una medida en radianes 
de 277. En consecuencia, se tiene la siguiente correspondencia entre medidas 
en grados y medidas en radianes (donde el símbolo - indica que las medicio- 
nes dadas son para el mismo ángulo o para ángulos congruentes): 
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360% - 2x rad 180% - rad 
De esto se deduce que 
ol - 1809 
x l 130 Trad l rad ar 
= 5718" 


Observe que el símbolo = antes de 57%18'indica que 1 rad y aproximadamen- 
te 57%18'son medidas para el mismo ángulo o para ángulos congruentes, 

A partir de esta correspondencia la medida de un ángulo puede conver- 
tirse de un sistema de unidades a otro. 


O E » EJEMPLO 1] Obtenga: (a) la medida en radianes equivalente a 
1 1627; (b) la medida en grados equivalente a ¿KT 
A Solución 
(£) 
0.1621 5 a 3. 1807 
HGURAS (a) 162 162 180 "rad (b) ¡Trad 2” 
162% - Zarad ¿mrad - 75* 4 


La tabla 1 proporciona las medidas correspondientes en grados y ra- 
dianes de ciertos ángulos. 

A continuación se definirán las funciones seno y coseno de cualquier 
número real. 


A.9.2 Definición de seno y coseno de un número real 


Suponga que 1 es un número real. Coloque un ángulo que mida ? ra- 
dianes en posición estándar y sea P la intersección del lado terminal 
del ángulo y la circunferencia unitaria cuyo centro es el origen. Si P es 
el punto (x, y), entonces la función seno está definida por 


sent = y 
y la función coseno está definida por 


PO x cos! = Xx 
NY 


De esta definición, sen £ y cos £ están definidas para cualquier valor de 1. 
(b) Por tanto, el dominio del seno y del coseno es el conjunto de todos los números 


FIGURA 3 reales. La figura 4 muestra el punto (cos £, sen £) cuando O < £ < in, mientras 
que la figura 5 presenta el punto (cos t, sen £) cuando 37 <t<-—m 


Tabla 1 y 
Medida en grados Medida en radianes A S 


(x, y) = (cos £, sen 1) 


(1, y) = (cost, sen [) 


a 


3.331.353 


Oia ajo min nj mi aj 
5] 


150 
180 


IES 
33 31_3 


FIGURA 4 FIGURA 5 
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El valor más grande que estas funciones pueden teneres 1 y el valor más 
pequeño es —1. Se demostrará después que las funciones seno y coseno to- 
man todos los valores entre —1 y 1, y de este hecho se deduce que el 
contradominio de las dos funciones es [-1, 1]. " 

Para ciertos valores de t, el seno y el coseno se pueden obtener fácilmente 
a partir de una figura. En la figura 6 se observa que sen 0 = Oycos 0 = 1, 
sen 7 = 4/2 y cos 17 = 1 4/2,sen lx =1ycos ix =0,senx =0 
y cos 1 =-—1,sen ¿7 =-—l y cos ¿1 = 0. La tabla 2 contiene estos valo- 
res y algunos otros que se utilizan con frecuencia. 

Una ecuación de la circunferencia unitaria que tiene centro en el ori- 
genes x? + y? = 1.Comox = cosf y y = sen 1, se infiere que 


sen?t + cos?t = 1 (1) 


FIGURA 6 


Observe que sen? t y cos? £ significan (sen 1)? y (cos 1), respectivamente. 
La ecuación (1) es una identidad debido a que es válida para cualquier número 
real f. Esta identidad se denomina identidad pitagórica fundamental y 
muestra la relación entre los valores de seno y coseno, además, puede emplearse 
para calcular uno de ellos cuando el otro se conoce. 
Tabla 2 Las figuras 7 y 8 presentan ángulos que tienen una medida negativa de 
HE 7 Tos —+t radianes y ángulos correspondientes que tienen una medida positiva de + 
radianes. En estas figuras observe que 


- 


E 
n|— nj 


Su A ars da 


Estas ecuaciones se cumplen para cualquier número real + porque los puntos 
donde Jos lados terminales de los ángulos (que tienen medidas de t y —£ 
radianes) intersectan a la circunferencia unitaria tienen abscisas iguales y 
ordenadas que difieren sólo en signo. En consecuencia, estas ecuaciones son 
identidades. A partir de estas identidades se infiere que el seno es una fun- 
23 43 ción impar y el coseno es una función par. 

-l De la definición A.9.2 se pueden obtener las siguientes identidades: 


1 

13 
Ln sen(=1) = —sent y cos(-1) = cost 

1 

2 

0 

1 


Mn np ul aj ai 
a a 


ua aj 
E] a 
n= ni 


iu 
E] 
1 
— 
o 


N 
5] 
o 


sen(! + 27) = sent y cosí(t + 271) = cost (2) 


La propiedad del seno y del coseno establecida en las ecuaciones (2) 
recibe el nombre de periodicidad. : 


A.9.3 Definición de función periódica 


y Se dice que una función fes periodica si existe un número real positivo 
? (y) p tal que siempre que x esté en el dominio de f, entonces x + p también 
estará en el dominio de f y 


Fx + p)=f) 


Al valor más pequeño del número real positivo p se le llama periodo 
de f. 


Compare esta definición con las ecuaciones (2). Ya que puede demostrar- 

(1, -y) se que 277 es el menor valor del número real positivo p que tiene la propiedad 
de que sen(t + p) = sen t£ y cosít + p) = cos t, el seno y el coseno son 

FIGURA 7 funciones periódicas con periodo 27; es decir, siempre que el valor de la va- 
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¡uP 


(a y) 


FIGURA 8 


riable independiente t se incremente en 2x, el valor de cada una de las fun- 
ciones se repetirá. Debido a la periodicidad del seno y del coseno, estas 
funciones tie-nen aplicaciones importantes en relación con fenómenos que 
se repiten periódicamente, tales como el movimiento ondulatorio, corriente 
eléctrica alterna, vibraciones, oscilación de péndulos, ciclos en los negocios 
y ritmos biológicos, 


DP EJEMPLO 2 — Utilice la periodicidad de las funciones seno y 


coseno así como los valores de sen £ y cos £, donde 0 < t < 2xr, para deter- 


minar el valor exacto de cada una de las siguientes expresiones: (a) sen 2 TC, 


(b) cos 273; (c) sen xr; (d) cos(-2 2). 
Solución 


(a) sen Ux= sen(i7 + 2:27) — (b) cos 31 = cos(21 + 21) 


= sen ¿Ax = COS ¿A 
= 40 = 
(c) sen xr = sein + 3-2x)  (d) cos Cia) = cos[¿x + (-1)211] 
= sen iz = cos í7 
28 = -1/3 4 


A continuación se definirán las otras cuatro funciones trigonométricas 
en términos de seno y coseno. 


A.9.4 Definición de las funciones tangente, cotangente, 


secante y cosecante de un número real 


Las funciones tangente y secante están definidas por 


tant = sen sect = LS 
cos £ cos t 
para todos los números reales tales que cos t * 0. 
La funciones cotangente y cosecante están definidas por 


cots = £0S! cis E 


sen f sen Q 
para todos los números reales tales que sent + 0. 


Las funciones tangente y secante no están definidas cuando cos t = 0. 
Por tanto, el dominio de estas funciones es el conjunto de los números reales 
excepto los números de la forma ul + kx, donde k es cualquier número 
entero. De manera semejante, como cot £ y csc £ no están definidas cuan- 
do sen f = 0, el dominio de las funciones cotangente y cosecante es el 
conjunto de los números reales excepto los números de la forma kx, donde 
k es cualquier número entero. 

Es posible demostrar que la tangente y la cotangente son funciones 
periódicas con periodo 7r; es decir, 


tan(t + 7) = tant y cot(t + 1) = cott 


Además, las funciones secante y cosecante son periódicas con periodo 271; 
por tanto, 
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sec[t + 277) = sect y csclt + 27) = csct z 


Al emplear la identidad pitagórica fundamental (1) y la definición A.9.4, 
se obtienen otras dos identidades importantes. Una de estas identidades se 
obtiene al dividir los miembros de (1) entre cos? £, y la otra se deduce al dividir 
ambos miembros de (1) entre sen? £. Así, 


sen? , cost _ 1 sen? £ cost _ 1 
cos? cos? 1 cos? sen? £ sen? 1 sen? £ 


tant + 1=secttr y 1+c0001= csc?1 


Estas dos identidades también se llaman identidades pitagóricas. 
Otras tres identidades importantes que se obtienen a partir de la defini- 
ción A.9.4 son las siguientes: 


sentcsct = 1 costsect = 1 tantcotí = 1 


Estas tres identidades, las tres identidades pitagóricas y las dos identidades 
de la definición A.9.4 que definen a la tangente y la cotangente constituyen 
las ocho identidades trigonométricas fundamentales, Éstas, así como otras 
fórmulas de trigonometría, se resumen al final del libro. 

Se han definido las funciones trigonométricas con dominios de núme- 
ros reales. Sin embargo, existen aplicaciones importantes de las funciones 
trigonómetricas para las cuales los dominios son conjuntos de ángulos. Para 
esto, se define una función trigonométrica de un ángulo 6 como la función 
correspondiente del número real t, donde t es la medida en radianes de 6. 


A.9.5 Definición de las funciones trigonométricas 


de un ángulo 


Si 9 es un ángulo cuya medida es t radianes, entonces 


sen 1 cos Ó = cost tan Ó = tan! 
cot + sec O = sec! csc O = csc 1 


sen 0 
cot O 


Cuando se considera una función trigonométrica de un ángulo, con fre- 
cuencia se utiliza la medida del ángulo en lugar de 6. Por ejemplo, si la 
medida en grados del ángulo 0 es 60 (o, equivalentemente, la medida en 
radianes de 0 es Lo, entonces en lugar de sen 6 puede escribirse sen 60% o 
sen ¿T. Observe que cuando la medida de un ángulo se presenta en grados, 
el símbolo correspondiente de grados se escribe. Sin embargo, cuando dicho 
símbolo no se expresa, se considera la medida del ángulo en radianes. 
Por ejemplo, cos 2” significa el coseno del ángulo cuya medida en grados 
es 2, mientras que cos 2 denota el coseno del ángulo cuya medida en radia- 
nes es 2. Esto es consistente con el hecho de que el coseno de un ángulo que 
tiene una medida de 2 radianes es igual al coseno del número real 2. 

Ahora se explicará cómo las ecuaciones paramétricas que contienen 
funciones trigonométricas pueden emplearse para trazar elipses e hipérbolas 
en la graficadora. 

A fin de trazar la elipse 7 


2 y _ 
o (3) 
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[-6, 6] por [-4, 4] 


x=5cosft y y=4sent 


FIGURA 9 


se utilizan las ecuaciones paramétricas 
x=acost y y = bsent 


A fin de demostrar que estas ecuaciones representan la elipse, se elimina el 
parámetro ! de las ecuaciones. Primero se escriben las ecuaciones como 


x y : 
* =Cost Z = smnmf 
a Y 5 


Al elevar al cuadrado los dos miembros de cada una de las ecuaciones y 
sumando, se tiene 


2 2 . 
E - = cos?t + sin? 1 
a b 
a = ] 
al p2 


la cual es la ecuación (3). 


» EJEMPLO 3 Trace la elipse del ejemplo 1 de la sección A.7 del 
apéndice empleando ecuaciones paramétricas. 


Solución Una ecuación cartesiana de la elipse es 


Por otro lado, las ecuaciones paramétricas de la elipse son 
x=>5cost y y = 4sen! 


En la graficadora, en modo paramétrico, se permite que f tome todos los nú- 
meros del intervalo cerrado [0, 271]. La figura 9 muestra la gráfica trazada 
en el rectángulo de inspección de [-6, 6] por [-4, 4] con tstep = 0.05. Com- 
pare esta gráfica con la de la figura 6 de la sección A.7 del apéndice, la cual 
se obtuvo a mano. 4 


Con objeto de trazar la elipse cuyo eje principal es horizontal, se utili- 
zan las ecuaciones paramétricas y 


x=acost+Hh y y = bsent+k 


En el ejercicio 34, se le pedirá que demuestre que éstas son ecuaciones pa- 
ramétricas de la elipse representada por la ecuación cartesiana 


(x- HA. GQ-k?_ 
a? tp 


Si el eje principal es vertical, se emplean las ecuaciones paramétricas 
x=bcost+h y y=asent+k 


A fin de trazar la hipérbola cuya ecuación cartesiana es 


(x= AP_O>-*P_1 
a? 27 p2 > 


[-8, 10] por [-8, 4] 


x=2tant+1 y y=3secr- 2 


FIGURA 10 
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se utilizan las ecuaciones paramétricas - 
x=asect+h y y= btant+k 


donde 1 está en el intervalo [0, 277]. Este método se basa en la identidad 
sec? 1 — tan? 1 = 1. Refiérase al ejercicio 43. Si la hipérbola tiene la ecua- 
ción cartesiana 


GP GA) 


al y2 
entonces se emplean las ecuaciones paramétricas 
x=btant+h y y =asect+«k 


Consulte el ejercicio 44. 


» EJEMPLO 4 Trace la hipérbola del ejemplo 4 de la sección A.8 
del apéndice empleando ecuaciones paramétricas. 


.. .“L . 4 . 4 
Solución Una ecuación cartesiana en forma estándar de esta hipérbola es 


Grao a 
3 qa 


Las ecuaciones paramétricas de esta hipérbola son 


x=02tmnnt+1 y y=3sect- 2 


La figura 10 muestra la gráfica de estas ecuaciones paramétricas trazada en 
el rectángulo de inspección de [-8, 10] por (-8, 4] para + en el intervalo ce- 
rrado [0, 271] con fyegp = 0.05. Compare esta gráfica con la de la figura 9 de 
la sección A.8 del apéndice, la cual se obtuvo a mano. 


EJERCICIOS A.9 


Enlos ejercicios 1 y 2, obtenga la medida equivalente en radianes.  Enlos ejercicios 5 a 12, determine el valor de función exacto. 


1. (a) 60* (b) 135" 210* (d) 1502 5. (a) sen la (b) cos la 
(e) 20* (£) 450" 750 (h) 1009 ME 3 m (dicos ! pa 
2. (a) 45" (bh) 120* 240 td) -225* ¡ 
6. El 1 
(e) 15% (f) 540" 48 (M2 y das 
(c) cos ed) (d) sen (27) 
En los ejercicios 3 y 4, obtenga la medida equivalente en grados. 7. (a) cos ¿ T (b) sen ¿7 
3. (a) lrmrad (b) (0) LU rerad (e) cos 37 (d) sen(-37) 
1 
(d) —¿rrad (e) (O 3mrad 8. (a) sen¿r (b) cos(-¿m) 
77 d 37 
(o 2 rd m EN (c) sen (d) cos( e) 
? y a 9. (a) tan a (b) cot lx 
4. (a) ¿Trad (b) 3 rad (c) ¿”rad (scan Ñ dnde z e 
mE 1 Si 
(d) -Srrad (e) 3rad (£) -S rad 10. (8) cot 1 e (b) tan d E 
(8) Ll rerad (h) 0.2 rad (0) esc (= 3 m (d) sec 
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11. (a) sec Ein (b) esc iz 
(c) tan iz (d) cot(-¿x) 

12. (a) csc(-3m (b) sec ¿7 
(e) tan ¿7 (d) cot da 


En los ejercicios 13 a 20, utilice la periodicidad de las funcio- 
nes seno, coseno, secante y cosecante así como los valores de 
sen f, cos f, sec t y esc f, cuando O < t < 2%, para calcular 
el valor de función exacto. 


13. (a) sen Íx (b) cos ¿7 
(c) sec ¿mr (d) esc ¿x 
14. (a) sen Ez (b) cos Lx 
(c) sec La (d) cese Za 
15. (a) senti (b) cos (-¿2) 
(e) sec(-¿m) (d) esc(-2m 
16. (a) sen(-ix) (b) cos 52) 
(c) secLim) (d) csc(¿m) 
17. (a) sen 8x (b) cos 107 
(c) secTr (d) csc 97 Í 
18. (a) sen ¿7 (b) cos ón 
(c) sec La (d) esc 37 
19. (a) sen (-17) (b) cos Cin) 
(c) sec E) (d) esc ¿a 
20. (a) sen (87) (b) cos (107) 
(c) sec(-71) ' (d) csc (9x1) 


En los ejercicios 21 a 24, utilice la periodicidad de las funcio- 
nes tangente y cotangente así como los valores de tan t y cot t, 
cuando O < t < 1, para calcular el valor de función exacto. 


21. (a) tan ia (b) cot Zz 
(0) tan Cin) (d) cot(-¿m) 
22. (a) tan ¿Tm (b) cot ¿a 
(c) tan(-¿1) (d) cot(-¿2) 
23. (a) tan Za (b) cot Lx 
(c) tan (-5m) (d) cot(-71) 
24. (a) tn(Lx) (b) cot(-4x) 
(o) tanllz (d) cot La 


En los ejercicios 25 a 30, obtenga todos los valores de t en el 
intervalo [0, 271] que satisfagan la ecuación. 


25, (a) sent = l (b) cost = -1 
(c) tant = 1 (d) sect = 1 
26. (a) sent=-— 1 (b) cost = 1 
(c) tant=-— 1 (d) csct= 1 


27. (a) sent=0 (b) cost = 0 El 
(c) tant =0 (d) cott = 0 
28. (a) sent = ¿ (b) cost=-5 
(c) cotf = 1 (d) sect = 2 
29. (a) sent= -+ (b) cost = z 
(c) cott= —1 (d) cser = 2 
30. (a) sen1f= - 342 (b) cost = ¿42 
() tant= -243 (d) coti = 143 


31. ¿Para qué valores de £ en [0, 277), (a) tan £ no está definido, | 
(b) csc £ no está definido? 


32. ¿Para qué valores de £ en [0, 77), (a) cot £ no está definido, 
(b) sec £ no está definido? 


33. ¿Para qué valores de 1 en [7, 277), (a) cot £ no está definido, 
(b) sec £ no está definido? 


34. Demuestre que la elipse cuya ecuación es 


ARO 


a? p? y 


tiene las ecuaciones paramétricas 


x=acost+h y y=bsent+k 


En los ejercicios 35 a 42, escriba las ecuaciones paramétricas 
que definen la elipse del ejercicio indicado de la sección A.7, 
y utilícelas para trazar la elipse. 
35. Ejercicio 1 36. 
37. Ejercicio 3 38. 
39. Ejercicio 9 40. 
41. Ejercicio 11 42. 
43. Demuestre que la hipérbola cuya ecuación es 
GARA, 
2 a 2 =, 
a b 


tiene las ecuaciones paramétricas 


Ejercicio 2 
Ejercicio 4 
Ejercicio 10 


Ejercicio 14 


x=asect+h y y=btant+k 


44. Demuestre que la hipérbola cuya ecuación es 


CAN CN 


a? p? S 


tiene las ecuaciones paramétricas 


x=btant+Hh y y=asect+k 


En los ejercicios 45 a 52, escriba las ecuaciones paramétricas 
que definen la hipérbola del ejercicio indicado de la sec- 
ción A.8, y utilícelas para trazar la hipérbola. 

45. Ejercicio 1 46. 
47. Ejercicio 3 48. 
49. Ejercicio 13 50. 
51. Ejercicio 17 52. 


Ejercicio 2 
Ejercicio 4 
Ejercicio 14 


Ejercicio 18 
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A.10 ECUACIÓN GENERAL DE SEGUNDO GRADO B 
EN DOS VARIABLES Y ROTACION DE EJES 


Parábola 


FIGURA 1 


Línea recta 


FIGURA 2 


En las secciones A.7 y A.8 se dijo que la gráfica de la ecuación general de 
segundo grado en dos variables, 


Ax? + Bxy + Cy? + Dx+ Ey +F=0 (1 


es una elipse o un caso degenerado si B = 0 y AC > 0, y es una hipérbola 
o un caso degenerado si B = 0 y AC <O0, 

Ahora se considerará (1) donde B = 0 y AC = 0, En tal caso A = Oo 
C = 0, pero no ambas, ya que si los tres números A, B y C son cero, en- 
tonces (1) no sería una ecuación de segundo grado. Suponga que en (1) 
B=0,A = 0 y C%0. Por tanto, (1) se transforma en 


Cy? + Dx+ Ey+F=0 Q) 


Si D % 0, en la sección A.6 se indicó que la gráfica de esta ecuación es 
una parábola, la tercera sección cónica. La parábola se obtiene como una 
sección cónica si el plano cortante es paralelo a una y sólo una generatriz 
del cono. Consulte la figura 1. 

En la sección A.4 del apéndice, se definió la parábola como un conjunto 
de puntos de un plano. La demostración de que esta definición se deduce de su 
definición como sección. cónica es semejante a la efectuada para laelipse. Sin 
embargo, para la parábola se necesita sólo una esfera tangente al plano cortante 
en el foco y tangente al cono a lo largo de una circunferencia. La intersección 
del plano de la circunferencia y del plano cortante es la directriz de la parábola. 

Los casos degenerados de la parábola, que ocurren si D = 0 en (2), 
son dos rectas paralelas, una recta o el conjunto vacío. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Lagráfica de la ecuación 
4y4?-9=0 : 

consiste de dos rectas paralelas: 2y — 3 = 0 y 2y + 3 = 0. La gráfica de 
9 +6y+1=0 

es una recta debido a que la ecuación es equivalente a (3y + 1)? = 0, Como 
+y+1=0 


no tiene soluciones reales, entonces su gráfica es el conjunto vacío. 4 


Una discusión similar a la anterior se puede realizar si, en (1), B = O, 
C = 0yA z 0. Estos resultados se resumen en el teorema siguiente. 


A.10.1 Teorema 


En la ecuación general de segundo grado (1), si B = 0 y siA = 0 y 
CXx050C=0 yA 0, entonces su gráfica es una de las siguien- 
tes: una parábola, dos rectas paralelas, una recta o el conjunto vacío. 


El caso degenerado de una parábola, una recta, se obtiene como una 
sección cónica si el plano cortante contiene al vértice del cono y a sólo 
una generatriz, como se ilustra en la figura 2. La parábola degenerada que 
consiste de dos rectas paralelas no puede obtenerse como una sección plana 
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de un cono a menos que se considere un cilindro circular recto como un 
cono degenerado con su vértice en el infinito. Entonces, un plano paralelo 'a 
las generatrices del cilindro que contenga dos de éstas produce las dos rec- 
tas paralelas. E 

A partir de los teoremas de las secciones A.7 y A.8 del apéndice y del 
teorema anterior de esta sección, se puede concluir que la gráfica de la ecua- 
ción general de segundo grado en dos variables, cuando B = 0, es una cóni- 
ca o una cónica degenerada. El tipo de cónica puede determinarse a partir 
del producto de A y C. De este modo se tiene el teorema siguiente. 


A.10.2 Teorema 


La gráfica de la ecuación 
Ar? + Cy+Dx+Ey+F=0 
donde A y C no son ambos cero, es una cónica o una cónica degenerada. 
Si es una cónica, entonces la gráfica es 
(1) una parábola siA.= 00 C = 0, estoes, AC = 0; 
(il) una elipse si A y C tienen el mismo signo, es decir, AC > 0; 
(iii) una hipérbola si A y C tienen signos opuestos, esto es, AC < 0. 


» EJEMPLO 1 Identifique la gráfica de cada una de las siguientes 
ecuaciones, así como el tipo de cónica o cónica degenerada. 


(a) 9? + y? - 18x + 4y+44=0 (b) x2 + 4y2=0 
(0) 21? + 12x- 5y+28=0 (d) 12-4=0 
(e) 3x2 - 2y? + 12x-4y-2=0 (ft) x?-4y=0 


Solución En cada inciso, se tiene una ecuación de segundo grado en 
dos variables. Por tanto, la gráfica es una cónica o una cónica degenerada. 
Del teorema A.10.2, el producto AC determina la cónica. 


(a) Como A =9yC= 1, AC = 9 > O, En consecuencia, la gráfica es 
elipse o una elipse degenerada. Al completar los cuadrados, la ecuación 
puede escribirse como 


ms E 
9 
de modo que la gráfica es una elipse. 
(b) Como el único par ordenado que satisface la ecuación es (0, 0), la gráfica 
es el origen, una elipse degenerada. 
(c) Puesto que € = 0, AC = 0. Por lo que la gráfica es una parábola o una 
parábola degenerada. Si se completan los cuadrados, se puede escribir 
la ecuación como 


(1 + 39 = y - 2) 
la cual es la ecuación de una parábola. 

(d) Debido a que la ecuación x? — 4 = O equivale a la ecuación 
(x — 2Mx + 2) = 0, su gráfica consiste de las dos rectas paralelas 
x= 2 y x = —2, una parábola degenerada. 

(e) Como A = 3 y C = -2, AC = -6 < OQ. Por tanto, la gráfica es una 
hipérbola, o una hipérbola degenerada. La ecuación es equivalente a 

+22 _0+P_ 1 A 
4 6 Ss 
cuya gráfica es una hipérbola. 
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FIGURA 3 


(f) La ecuación es equivalente a (x — 2yXx + 2y) = 0; de modo que su 
gráfica consiste de las dos rectas que se intersectan x = 2y y x = —2y, 


una hipérbola degenerada. E 4 


Ahora se estudiará la gráfica de la ecuación de segundo grado en dos 
variables cuando BA O, esto es, una ecuación que tiene un término en xy. 
Esta ecuación se transforma en otra que no contiene término en x y al rotar los 
ejes coordenados. Mientras que una traslación de ejes proporciona un nuevo 
sistema de coordenadas cuyos ejes son paralelos a lo ejes x y y originales, 
una rotación de ejes origina un sistema coordenado que, en general, sus 
ejes no son paralelos a los del sisterna original. 

Suponga que se tienen dos sistemas coordenados cartesianos rectan- 
gu-lares con el mismo origen. Sea uno de los sistemas el sistema xy y el otro 
el sistema x y. Además suponga que el eje x forma un ángulo q con el eje x. 
Vea la figura 3. Por supuesto, el eje y también formará un ángulo « con el 
eje y. En tal caso se dice que el sistema de coordenadas xy se ha rotado un 
ángulo «: para formar el sistema de coordenadas xy. Un punto P que tie- 
ne coordenadas (x, y) con respecto al sistema coordenado original tendrá 
coordenadas (x, y) con respecto al nuevo sistema. A continuación se obten- 
drán las relaciones entre estos dos conjuntos de coordenadas. 

En la figura 3, r denota la distancia no dirigida | OP | y 0 el ángulo 
medido a partir del eje x hasta el segmento de recta OP. De la figura se ob- 
serva que 


x=rcosg y y = rsenóO (3) 
También de la figura se tiene 
x= rcos(0- 0) y y = rsen(9 — 0) 


Al emplear las identidades de coseno y seno de la diferencia estas dos 
ecuaciones se transforman en 


x = rcos 6cos Q + r sen Osen 


y = rsenÓOcos  — r cos O sen 
Si se sustituye de la ecuación (3) en las ecuaciones anteriores, resulta 
X= xC080 + ysenY y Y =-xsenQ + ycos a (4) 


Al resolver las ecuaciones (4) simultáneamente para x y y en términos de x y 
y (refiérase al ejercicio 38), se obtiene 


x=XCOSA— SENA Y Y =XSENA + ycosQ (5) 


Este resultado se establece de manera formal en el teorema siguiente. 


A.10.3 Teorema Fórmulas para la rotación de ejes 


Si (x, y) representa un punto P con respecto a un conjunto de ejes dado 
y (x, y) es una representación de P después de que los ejes se han ro- 
tado un ángulo «, entonces 2 


(il) x=xcos4d-Ysena y 
(11). x = xcosQ + ysenQ y 


X sen A + Y cos 
-x sen Q + y cos (l 


sí 
y 
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» EJEMPLO 2 Dada la ecuación - 
xy=-=1 

(a) Obtenga una ecuación de la gráfica con respecto a los ejes x y y después 

de que estos se han rotado un ángulo de La rad. (b) Dibuje la gráfica y 

muestre los dos sistemas de ejes. 

Solución 


(a) Con a = ¿ren (i) del teorema A.10.3, se obtiene 
Ars y y= Ly 5 
q A E 


Al sustituir estas expresiones para x y y en la ecuación xy = 1, resulta 


Ll. 1".= l- Live 
A + =1 
($ le sl) 


x= 


(b) Esta es una ecuación de una hipérbola equilátera cuyas asíntotas son 
las bisectrices de los cuadrantes del sistema x y. Así, la gráfica de la 
ecuación xy = 1 es una hipérbola equilátera que se encuentra en los 
cuadrantes primero y tercero, y sus asíntotas son los ejes x y y. Refié- 
rase a la figura 4, la cual muestra la gráfica requerida. 


Del teorema A.10.1 se sabe que cuando B = O y A y Cno son ambas 
cero, la gráfica de (1), la ecuación general de segundo grado en dos varia- 
FIGURA 4 bles, es una cónica o una cónica degenerada. Ahora se demostrará que si 
B % 0, entonces cualquier ecuación de la forma (1) puede transformarse, 
mediante una adecuada rotación de ejes, en una ecuación de la forma 


xy=1 


Ax? + C792+Dx+Ey+F =0 (6) 


donde A y C no son simultáneamente cero. 
Si se rota el sistema xy un ángulo Q*, entonces para obtener una ecua- 
ción de la gráfica"de (1) con respecto al sistema Y y, se sustituye x por 


x Cos A — y sen Q y y por x sen A + y cos (í. De esto resulta 4 En 
AS 
E QA Ax? + Biy + Cy? + Di+Ey+F =0 Ae 7) 
E cuate Y ll donde pero (X 
[Ex yl a Á =Acos? a + Bsen cos a + Csed a ” AS 
gd el B = 24 sen orcos a + Bícos? 1 — sen? a) + 2C sen Orcos Ol 
C = Asen? a — Bsen acos a + C cos? a 


A ES ; ee 
E pon A Se desea obtener un ángulo o: de modo que la rotación trasforme (1) en una 


ecuación de la forma (6). Si se considera la expresión para B igual a cero se tiene 
Bícos? 1 — sen? a) + (C — AMO sen cos 0) = 0 

o, equivalentemente, mediante identidades trigonométricas, 
Bcos2a + (C -— A)sen2a = 0 


Como B 4 0, entonces se obtiene > 


AA EA 
cla = 2 
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Así, se ha demostrado que una rotación de ejes mediante un ángulo q. que 
satisfaga esta ecuación, transformará (1), la ecuación general de segundo grado 
en dos variables, donde B x 0, en una ecuación de la forma (6). Ahora debe 
demostrarse que A y C en(6) no son ambas cero. Para demostrar esto, obser- 
ve que (7) se obtiene a partir de (1) al rotar los ejes un ángulo q, También (1) 

ro btenerse de (7 otar los ejes un ángulo — q; es decir, en sentido contra- 
mo. Si% yCen (7) fsesen Qe) simultáneamente cero, entonces las sustituciones 


X= XC08SQ + ySenA y y =-xSenQ + ycos 
en esa ecuación daría como resultado la ecuación 
D(x cos a: + ysen a) + El-xsena + ycos o) + F=0 


Esta ecuación es de primer grado; y en consecuencia, diferente de (1) debido a 
que se supuso que al menos B %X 0, Por tanto, se ha demostrado el teorema 
siguiente. 


A.10.4 Teorema 


SiB x0, entonces la ecuación 
Ax? + Bxy +0? +Dx+Ey+F=0 , BÉO, AC vo 
puede transformarse en la ecuación Rd e, 
2+Cy3+Dx+E3+F =0 
donde Á y C no son ambas cero, al rotar los ejes un ángulo «x para el cual 


m6 


cot 20 = B 


De los teoremas A.10.2 y A.10.4, se infiere que la gráfica de la ecuación 
general de segundo grado en dos variables es una cónica o una cónica 
degenerada. Para determinar qué tipo de cónica es la gráfica de una ecua- 
ción particular, se examina la expresión B? — 4AC. Se utiliza el hecho de 
que A, B y C de (1), y A, B y C de (7) satisfacen la ecuación 


B? - 4AC = B? - 4AC (8) 
lo cual puede demostrarse al sustituir las expresiones para A, B y C, dadas 
después de la ecuación (7), en el miembro derecho de (8). Se le pedirá que 
haga esto en el ejercicio 37. 

La expresión B? — 4AC se denomina discriminante y la ecuación (8) 
establece que el discriminante de la ecuación cuadrática general en dos va- 
riables es invariante bajo la rotación de ejes. 

Si el ángulo de rotación se elije de modo queB = 0, entonces (8) se trans- 


forma en 

B? - 4AC= -4AC (9) 
Excepto para casos degenerados, al aplicar el teorema A.10.2, la gráfica de la 
ecuación 


AX? +Cy?+Dx+ Ey+F =0 
es una parábolasi AC = 0, una elipsesiAC > 0 y unahipérbolasiAC < 0; 
o, equivalentemente, una parábola si -4AC = 0, una elipse si -4AC < 0 y 
una hipérbola si -44C > 0, A partir de estos hechos y de la ecuación (9) 
se deduce que, excepto para casos degenerados, la gráfica de (1), la ecuación 
general de segundo grado en dos variables, es una parábola, una elipse o una hi- 
pérbola, dependiendo de si el discriminante B? — 4AC es cero, negativo o po- 
sitivo, respectivamente. De este modo se ha demostrado el teorema siguiente. 
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A.10.5 Teorema 


La gráfica de la ecuación 


A? + Bxy + OC +Dx+Ey+F=0 


es una cónica o una cónica degenerada, Si la gráfica es una cónica, 
entonces es 


y 


(1) una parábola si B? — 4AC = 0; 


(iú) una elipse si B? — 4AC < O; 
(iii) una hipérbola si B? — 4AC > 0. 


> 


EJEMPLO 3 (a) Identifique la gráfica de la ecuación 
171? - 12xy + 8y? - 80 =0 


(b) Simplifique la ecuación mediante una rotación de ejes. (c) Dibuje la 
gráfica de la ecuación y muestre los dos sistemas de ejes. 


Solución 


(a) 


(b) 


5 


De la ecuación, A = 17,B = -12 y C = 8, Por tanto, 
Bl - AAC = (12? - 4(168) 


Como B? — 4AC < 0, del teorema A.JO.S, la gráfica es una elipse o 
una elipse degenerada. 

Con el fin de eliminar el término en xy, se debe elegir un ángulo « 
tal que 


cot 20 


Existe un ángulo de medida 2 en el intervalo (0, 1) para el cual 
cot 2M = -2. Por tanto, dx está en el intervalo (0, 370). Para aplicar las 
fórmulas de rotación de ejes, no es necesario determinar qx una vez que 
se obtienen cos q y sen a. Estas funciones pueden determinarse a partir 


del valor de cot 20: por medio de las identidades trigonométricas 


cos A = Ly spsda y sena = [1= cos la 


Como cot2a: = -¿ y O< a.< 31, se infiere que cos 20 = —7. De 
modo que, 
cosa = 3 y sena = +3 
E Ñ y 2 


Al sustituir x = x/4/5 - 2y/W5 y y = 2x/W/5 + y///5 en la ecuación 
dad, se obtiene - 


72 —- 4xy + e) y e pa Z Ed + 2) , ete + 4x9 + ») REO 


5 
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Si se simplifica esta ecuación se obtiene 


Por tanto, la gráfica es una elipse cuyo eje mayor mide 8 unidades y su 
eje menor mide 4 unidades. 

(c) A fin de dibujar la elipse se aplica la información obtenida en el inciso (b). 
La figura 5 muestra esta elipse y los dos sistemas de ejes. 4 


Como se puede ver en el ejemplo anterior, dibujar la gráfica de una 
ecuación de segundo grado, que posee un término en xy, mediante una rota- 
ción de ejes requiere frecuentemente cálculos tediosos. Trazar la gráfica de 
una de estas ecuaciones en la graficadora también puede implicar cálculos 
complicados cuando primero se expresa y como dos funciones de x, como se 
muestra en el ejemplo siguiente. 


17x2 — 12xy + 8y2- 80 =0 


FIGURA 5 » EJEMPLO 4 Trace la gráfica de la ecuación del ejemplo 3. 


Solución La ecuación define a y como dos funciones de x. Para deter- 
minar estas funciones se considera la ecuación corno cuadrática en y y se 
escribe como 


8y? — 12xy + (17x? — 80) =0 


De la fórmula cuadrática con a = 8,b = -12x y c = 171? — 80, se tiene 


-b 3 Vb? — 4ac 
2a 


y = 
2) + 4 6l2x? - 4(8X17x? — 80) 
_ 2(8) 
- 12x + 44160 — 25x? 
16 
- 3x + v160 — 25x? 
4 
En el rectángulo de inspección de [—7,5, 7.5] por [-S, 5] se trazan las gráfi- 
cas de 
_ 3x + 4160 — 25x?2 _ 3x - 4160 — 25x2 
E 
con el propósito de obtener la elipse de la figura 5. 4 
EJERCICIOS A.10 
En los ejercicios 1 a 4, identifique la gráfica de la ecuación así () y +4x-8y+4=0 
como el tipo de cónica o cónica degenerada. (d) x? - 16y>=0 
1. (a) 1? — 4y? - 6x - 24y- 31 =0 2. (a) 21? + y? + 8x-2y-9=0 


(b) dx? + y? + 8x - l4y -47=0 (b) 21? -— 3y? + l6x + 12y+38=0 
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(c)16y? + 24y +49 =0 
(d) 4x? + 16x - 3y + 19=0 

3. (a) 3x? + Sy? + 6x —- 20y + 23=0 
(b) 4x? — 5y? + l6x + l0y + 111 =0 
(c) 2x? - 16x - 5y+22=0 
(d) 9x? + 30x + 29=0 


4. (a) 5y? + 4x+ 10y-3=0 


(b) 3x2 + 7y? — 6x + 28y +37 =0 
(e) 2x? — 3y? - 12r-6y+ 15=0 
(d) 4x? — 9y? — 40x — 5y + 55=0 


En los ejercicios 5 a 8, (a) identifique la gráfica de la ecua- 
ción, (b) obtenga una ecuación de la gráfica con respecto a los 


ejes x y y después de rotarlos un ángulo de 37 rad, y (c) dibuje 
la gráfica y muestre los dos conjuntos de ejes. 

5. xy =8 

7. x?- y =8 


En los ejercicios 9 a 16, (a) identifique la gráfica de la ecua- 
ción, (b) elimine el término en xy mediante una rotación de 
ejes, y (c) dibuje la gráfica y muestre los dos conjuntos de ejes. 
9, 24xy - Ty? +36=0 

10. 4xy + 3x? = 4 

11. x2+2xy + y? -8x+8y=0 

12. 12 + xy + y? =3 

13 y +16=0 

14. 5x? + 6xy + Sy? =9 

15. 311? + 1043 xy + 21y? = 144 


16. 6x? + 2043 xy + 26y? = 324 


En los ejercicios 17 a 26, (a) identifique la gráfica de la ecua- 
ción, (b) simplifique la ecuación mediante una rotación y una 
traslación de ejes, y (c) dibuje la gráfica y muestre los dos con- 
juntos de ejes. 


Wox+x+y-3dy-6=0 
18. 19x? + 6xy + 11y? - 26x + 38y + 31 =0 


19, 
20. 


17x? — 12xy + 8y? - 68x + 24y- 12=0 


*2-Tlxy+y3+x+ry+rl=0 


21.127 +2xy+y+x-y-4=0 


22. 
23. 
24. 
25. 
26. 


16x? — 24xy + 9y? — 60x — 80y + 400 = 0 
11x? — 24xy + 4y? + 30x + 40y - 45 =0 
3x? —- 4xry + 8x-1=0 

4x? + 4xy + y?-61+12=0 

2 4+2xy+ y3-x-3y=0 


En los ejercicios 27 a 34, trace la gráfica de la ecuación del 
ejercicio indicado. 


27. 
29. 
31 
33 
35, 


37 


39. 


Ejercicio 9 28. Ejercicio 10 


Ejercicio 11 30. Ejercicio 12 
Ejercicio 17 32. 


Ejercicio 21 34, 


Ejercicio 18 
Ejercicio 22 
Demuestre que la gráfica de Yx + y = l es parte de 
una parábola al rotar los ejes un ángulo de lx rad. Suge- 


rencia: elimine los radicales de la ecuación antes de apli- 
car las fórmulas para rotación de ejes. 


. Dada la ecuación (a? + b?)xy = 1, donde a > 0 y 


b > 0, obtenga una ecuación de la gráfica con respecto a 
los ejes x y y después de rotar los ejes un ángulo de 
tan|(b/a) rad. 


Demuestre que para la ecuación general de segundo grado 
en dos variables, el discriminante B? — 4AC es invariante 
bajo una rotación de ejes. 


Obtenga las ecuaciones (5) al resolver las ecuaciones (4) 
para x y y en términos de x y y. Sugerencia: para des- 
pejar x, multiplique los dos miembros de la primera ecua- 
ción por cos Y y los dos miembros de la segunda 
ecuación por sen (*, después reste los miembros correspon- 
dientes de las ecuaciones resultantes. Utilice un procedi- 
miento similar para despejar y. 

La rotación de ejes no hace ningún cambio en la gráfica ni 
en la posición de la gráfica en el plano. Explique cuándo 
la rotación de ejes es una ventaja para dibujar la gráfica de 
Una ecuación de segundo grado en dos variables y cuándo 
es una desventaja. 


A.11 FRACCIONES PARCIALES 


Usted ya sabe cómo combinar dos o más expresiones racionales a fin de ob- 
tener una expresión racional mediante adición o sustracción. Por ejemplo, 


Tx —1 


3 
Ed 


1-37 G4+2D6-=3 


En ocasiones es necesario invertir el proceso, es decir, representar una 
expresión racional simple como una suma de dos o más cocientes simples, 
denominados fracciones racionales. En Cálculo se necesita hacer esto a 
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fin de efectuar la operación de integración de algunas funciones racionales. 
Con frecuencia se emplean sistemas de ecuaciones para descomponer uña 
expresión racional en fracciones parciales. 

Considere una función racional H definida por 


Ho) = PU) 
Qu 
donde P(x) y Q(x) son polinomios. Se asumirá que se tiene una fracción 
propia, esto es, una fracción para la cual el grado de P(x) es menor que 
el grado de Q(x). Si se tiene una función racional para la cual el grado del 
numerador no es menor que el grado del denominador entonces se tiene una 
fracción impropia, y en este caso se divide el numerador entre el denomi- 
nador hasta que se obtenga una fracción propia. Por ejemplo, 


ta E 1-23 

x*-4 x2-4 

En general, se tratará un método para descomponer una fracción propia de 
la forma P()/Q(x) en dos o más fracciones parciales. Los denominadores 
de las fracciones parciales se obtienen al factorizar Q(x) en un producto de 
factores lineales y cuadráticos. En ocasiones puede ser difícil encontrar es- 
tos factores. Sin embargo, un teorema de álgebra establece que un polinomio 
con coeficientes reales puede expresarse como un producto de polinomios 
lineales o cuadráticos con coeficientes reales. 

Después de que Q(x) se ha factorizado como un producto de factores 
lineales O cuadráticos, el método para determinar las fracciones parciales 
depende de la naturaleza de estos factores. Se considerarán varios casos en 
forma separada. 


Caso 1: Todos los factores de Q(x) son lineales, y ninguno se repite. Esto es, 
Q0) = (ax + bMa,x + b,) o. .(a,x + b,) 


donde ningún par de factores es idéntico. En este caso se escribe 


PO - A A Án 
== A A AAA AS 
O(x) ax +bj  d2x + b, a,x + b, 
donde Aj, 4», ... , A, son constantes a determinar. Observe que esta ecua- 


ción es una identidad debido a que es verdadera para todos los valores de x 
tales que ningún denominador es cero. El ejemplo ilustrativo siguiente 
muestra un método para determinar los valores de A,. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 A fin de descomponer la 


fracción 
Tx -—1 
-x-6 
en fracciones parciales, se factoriza el denominador y se obtiene 


Tx -—1 E Tx -= 1 
xX2-— x-6 (x + 2Mx — 3) 


Por tanto, se tiene - 


7x —1 _ A B 
GA+2DG-3)"x+2"x-3 E 
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La ecuación (1) es una identidad para todos los valores de x diferentes de 
—2 y 3. Al multiplicar los dos miembros de la ecuación por el MCDn 
(mínimo común denominador), resulta 


Tx= 1 = A(x - 3) + B(x + 2) 


Esta ecuación también es una identidad y es verdadera para todos los va- 
lores de x incluyendo a —-2 y 3. Ahora se determinarán las constantes A y B. 
Al sustituir 3 por x en la ecuación anterior, se tiene 


20=5B =>» B=4 

Si se sustituye —2 por x en la misma ecuación, se obtiene 
158=-SA SO A=3 

Con estos valores de A y B, se tiene de (1) 


¿El IA: ES 
(x + 2Xx — 3) x+2 x-3 


Observe que esta ecuación es equivalente a la ecuación con que se inició 
esta sección. « 


» EJEMPLO 1 Descomponga la fracción 


x= 
x3—- x2-2x 


en fracciones parciales. 


Solución Al factorizar el denominador se obtiene 


x-1 x-1 


x3-x2-2x " x(x- 2Mx + 1) 


De modo que 


x-1 A B C 
-DAFDO A+? 41 2) 


La ecuación (2) es una identidad para todos los valores de x diferentes de 0, 
2 y —1. Si se multiplican los miembros de la ecuación por el MCDn, resulta 


x=" l=AGr-2x + D+Bxx + 1) + Cxx - 2) 


Esta ecuación es una identidad que es verdadera para todos los valores de x, 
incluso para O, 2 y —1. A fin de determinar las constantes, primero se susti- 
tuye O por x y se obtiene 

-1=24 SS A=; 


Al reemplazar 2 por x, resulta 
l=6B > B=:; 
Si se sustituye —1 por x, se tiene 


2=3I0 Ss C=-1 
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Con estos valores para A, B y C, de (2) se obtiene 
2 


x-1 it $ po 
x(x — 2Xx + 1) x x-2 x+l ] 
x-1 So 1 2 4 


ADA FD 216072 +1 


Caso 2: Todos los factores de Q(x) son lineales y algunos se repiten. 

Suponga que se tiene (ax + b)P? como un factor de Q(x). Entonces se 
dice que ax + bes un factor p-múltiple (o de multiplicidad p) de Q(x), y 
a este factor le corresponderá la suma de p fracciones parciales 


Aj Az Ap-1 A, 
ras di NS 
ax + bo (ax + by (ax + by” (ax + b)P 
donde Ay, Az, . . . , Ap son constantes a determinar. El ejemplo 2 ilustra este 


caso y el método para determinar cada Aj. 


» EJEMPLO 2 Descomponga la fracción 


1 + 12 + l6x — 12 
xx - 2y 


en fracciones parciales. 


.. : e ; 
Solución — Se escribe la fracción dada como la suma de fracciones par- 
ciales siguiente: 


xé4 14 16x-12_A, B_,C D E 
AAA A, cd 3 
x(x - 2y x Ñ NE 


x 
Al multiplicar ambos miembros de (3) por el MCDn, resulta 
xé + x2+ 161 - 12 = Ax - 29 + Bxí(x - 2? + Ca - 2) + Dx 2)+ Ex? (9) 
Se sustituye O por x en esta ecuación y se obtiene 
-12=4 e C=-3 
Si se reemplaza 2 por x en (4) resulta 
40=8 Sa E=35 


Con estos valores de C y E en (4) y desarrollando las potencias de los bino- 
mios, se tiene 


AxUx? — 4x + 4) + Bx(x? — 4x + 4) - Mx? - 4x + 4) + Dra — 2) + 51? 
(A + Dx? + (SA + BO 2D + 5)? + (44 — 4B - 3)? + (4B + 12x - 12 


x* + 1x2 + 16x — 12 


x9 +12 + 16x — 12 


Como esta ecuación es una identidad, los coeficientes del miembro iz- 
quierdo deben ser iguales a los coeficientes correspondientes del miembro 
derecho. Por tanto, se tiene el siguiente sistema de ecuaciones: 


A+D=1 

AA+ B-2D+5=0 a 
4A -4B-3=1 
4B + 12 = 16 
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De la cuarta ecuación, B = 1. Al sustituir B por 1 en la tercera ecuación y 
resolver para A, se obtiene A = 2. Con A = 2 en la primera ecuación resulta 
D = -1.Lasegunda ecuación se emplea para verificarlos valores encontrados: 


AA +B-2D+5=-4(2) + 1-2E10)+5 
=0 
Por tanto, los valores de las constantes son 
A =2 B=1 C =-3 D=-1 E=5 


Con estos valores, de (3) se tiene 


1 16 202 20,123 Ey 5 
xx - 2)? x 2 xXx x-2 (x-2y 


Caso 3: Todos los factores de Q(x) son lineales y cuadráticos y ninguno se 
repite. 

Al factor cuadrático ax? + bx + c del denominador le corresponde la 
fracción parcial de la forma 


Ax + B 
ax? +bx+c 


» EJEMPLO 3 Descomponga la fracción 


2-x-5 
E 


en fracciones parciales. 
Solución Se pretende factorizar el denominador empleando división 


sintética para dividir x3 + x? — 2 entre expresiones lineales de la forma 
x — r,donde res un factor entero de —2. La división entrex — 1escomosigue: 


Mo 41 


1 


10 
1 2 
22 


Oo|nNnN 


Por tanto, x3 + x2?- 2 = (x - 1Mx? + 2x + 2). La fracción dada se es- 
cribe como una suma de fracciones parciales en la forma siguiente: 


x2-x-5 ll Ax + B En C (5) 
(x — Dx? + 2x + 2) x2+2x+2 x-1l 


Al multiplicar ambos miembros por el MCDn, se tiene 
x*-—-x-5=(Ax + Bla - 1) + CU? + 2x +2) (6) 
Se calcula C al sustituir 1 por x en (6), obteniéndose 


32=5 e C=-l 


Si se reemplaza C por—1 en (6) y se multiplica en el miembro derecho, resulta 
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2-x-5=(4A- 1 +(B-4-2x+ (-B- 2) 


Al igualar los coeficientes de potencias de x iguales se tiene el sistema 


[=>] 
l I 
AS 
t ! I 
NN ho 
A | 
delo 


Por tanto, 
A=2 y B=3 
Si se sustituyen estos valores de A y B en (5), se obtiene 


2-x1-5 DJ ll 4 
(x — Dx? + 2x +2) 12+21+2 x-1 


Caso 4: Los factores de O(x) son lineales y cuadráticos, y algunos de los 
factores cuadráticos se repiten. 

Si ax? + bx + c es un factor cuadrático de multiplicidad p de Q(), 
entonces al factor (ax? + bx + cy? le corresponde la suma de las siguientes 
p fracciones parciales: 


Ajx + B, Ax + B, y E A,x + B, 
ad+bx+rco (ax +bx+ co) CC (ax? + bx +0) 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 — si el denominador contiene 
el factor (x? — Sx + 2)?, se tiene en correspondencia a este factor la suma de 
las fracciones parciales 

Ax + B Cx + D Ex + F 4 


O NE E IN PE FP 


» EJEMPLO 4 Descomponga la fracción 


3x4 —- 1213 + 4x2? + llx +4 
x(x? - 3x - 2) 


en fracciones parciales. 


Solución La fracción dada se escribe como la suma de fracciones par- 
ciales siguiente: 


314 -— 12 + 4x2 + 111 +4 _ Ax+B . Cx+D + E 7) 
x(x2? - 3x - 2y x2-3x-2 (12 -3x-2?  x 


Al multiplicar los dos miembros por el MCDn resulta 


3x% - 12x3 + 4x2 + llx+ 4 = x(4x + Bl? — 3x - 2) + x(Cx + D) + Elx? - 3x- 2? (8) 


Si se sustituye O por x en esta ecuación, se obtiene 


4=4£ e E=l1 
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Con E = 1 en (8) y multiplicando los polinomios se tiene 


3x4 - 1243 + 41? + llx + 4 
= Ax* — 3Ax3 — 24x? + Bx3 — 3Bx? — 2Bx + Cx? + Dx + 13% + 9x2 + 4 - 613 - 4x? + 12x 
=(4+ Dxé+ (34 +B- 6x7 + (24 -3B+C+ 5)? + (2B+0D + 12)x + 4 


Al igualar los coeficientes de las potencias de x correspondientes se obtie- 
ne el sistema 


A3+1l=3 
J3A+B-6=-12 

2A -B+C+5=4 
2B+D+12=11 


Si se resuelve este sistema resulta 
A=2 B=0 C=3 D=-l E=1 


Al reemplazar estos valores en (7) se tiene 


3x4 —- 1244 + 4x2 + Ilx +4 _ 2x + 3x -—1 +1 «€ 
x(12 —- 3x - 2) 2-3x-2 (12-3x-2 x 


Observe que en cada uno de los ejemplos, el número de constantes a 
determinar es igual al grado del denominador de la fracción original que 
se descompone en fracciones parciales. Este hecho siempre ocurre, 


EJERCICIOS A.11 


2 -llx+6 x? +11 


En los ejercicios | a 10, descomponga la fracción en frac- 17. CID 4170 13. COTINO 


ciones parciales. 


3x +15 9x3 — 8x? — 4x + 48 
L 2 2 _2— an 20. 27347 
23374 PA Q1=x-1 (x ) 
4, .-1 a =+15 a. Po +6x-4 m +2 
"TE “3279 (x - 2y (x - 3y 
s.  X+4S> 6 3 2, 44 a. 3118 
"443 "A -2 2+x+x 2% +4x , 
7 'x +12 8 3x -7 25 31 + 2x-4 7 x?-6x+2 
"3x2? — Sx - 2 4 +3x-1 -8 +1 
3 + 31 — 12 10. 24% - 1x9 27. 242 TARA 28. 34079148 
6x7 + 5x2 — 6x "3-2 -3x >-xr+x-1 A+? 343 
29 111? + 11x +8 30 312 + 2x+3 
En los ejercicios 11 a 14, exprese la fracción impropia como "2x7 4 8x? + 3x +12 e 
la suma de un polinomio y fracciones parciales. 31 3x2 - 4x 2 4x-3 
a 2 +4 Dm +5 "(e + DG? -x-1) "ox + 2x0? + 3x2 
24 x* - 1 33 x+6 34 34 +4 
sa. 40 —8x - 10: +30 14 60 4x2 5x7 4240 + 3x0 + 4044 
" 212 +x-6 : 3? -x-2 35 - 36. +21? -2x-4 
"xd 4 212 +1 : (12 + 39 
En los ejercicios 15 a 38, descomponga la fracción en frac- 37 Xx +4 3-51 -14x-1 
ciones parciales. "441 2 4x2+4x-4 
3x2 + 13x —- 10 x2+x+1 lix —- 28 
15. == 16. == 38. 
x* - 2x1? xix? 042x442 +412+x+2 


Secciones 
suplementarias 


- Suplémento 1.5 
Suplemento 1,7 
Suplemento: 1.10 
Suplemento 2,8 
Suplemento 4.5 

: Suplemento: A! 
Suplemento 8,2 
Suplemento 8,5 
Suplemento 8.8 
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Pr 


Suplemento 12 8: 


VISIÓN PRELIMINAR 


stas secciones, designadas mediante el nú- | 
E mero de la sección del cuerpo principal del |; 

texto, contienen discusiones teóricas y algu- 
nas de las demostraciones más difíciles. 

En el suplemento 1.5 se presenta un ejemplo sobre |: 
límites de mayor sofisticación, también se dan aquí 
las demostraciones de los teoremas 1.5.5, 1.5,12, 
1.5.13 y 1.5.16. La prueba del teorema 1.7.4 se 
efectúa en la sección suplementaria 1.7, mientras que en 
el suplemento 1.10 se demuestra el teorema de estric- | 
ción. 


La regla de la cadena, teorema 2.8.1, se prueba | 
en la sección sumplementaria 2.8. 2 

En el suplemento 4.5 se demuestran dos teoremas | 
importantes acerca de la integral indefinida: la integral [| 
de una suma de funciones y la integral de una función |: 
como la suma de dos integrales que se obtienen al 
dividir el intervalo de integración en dos subintervalos. 

Los teoremas 5.1.5 y 5.1.7, que tratan sobre las |::: 
funciones inversas y sus derivadas, respectivamente, se 
prueban en la sección suplementaria 5.7. 

En el suplemento 8.2 se demuestran dos teore- | 
mas importantes sobre sucesiones monótonas. En la | 
sección suplementaria 8.5 se presenta la prueba del 
teorema 8.5.4 acerca del residuo de una serie al- 
ternante, mientras que en el suplemento 8.8 se 
tratan las demostraciones de dos teoremas so- 
bre series de potencias. 

Los suplementos del capítulo 12 presentan 
las demostraciones de algunos teoremas 
acerca de las derivadas parciales, la diferen- 
ciabilidad y el criterio de la segunda deriva- 
da para funciones de dos variables. 
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SUPLEMENTO 1.5 


» EJEMPLO 6 Utilice la definición de límite para demostrar que 


lím x? = 4 


x2 


Solución Como x2 está definida para todos los números, entonces cual- 
quier intervalo abierto que contenga a 2 satisfará el primer requerimiento de 
la definición 1.5.1. Se debe demostrar que para cualquier € > 0 existe una 
$ > O tal que 

si 0<l|x-2|< 8 entonces |x2 - 4|<e€ 
eS si 0<|x-2|< 08 entonces |x-— 2||x + 2] <e€ (4) 
Observe en la conclusión de (4) que, además del factor |x - 2|, se tiene el 
factor lx + 2 |. De modo que, para demostrar (4) se debe imponer una 
restricción a Ó con el fin de obtener una desigualdad que contenga al factor 
lx +2 | . Dicha restricción consiste en elegir el intervalo abierto requerido 
por la definición 1.5.1 de modo que este intervalo sea (1, 3), lo cual im- 
plica que $ < 1. Entonces 

0<|x-2|<8 y 8< 1 
=> 0<|r-2|<1 
> l]<x-2<1 
> 3<x+2<5 
> |x + 2| <5 


0O<lx-2|<8 y 8<1 

> 0<|x-2|<8 y lx + 2|]<5 

> |Ix - 2||x + 2|< 8-5 

Recuerde que la proposición (4) es el objetivo, por lo que debe pedirse que 
ó-5<€ e 6<e€l5 


De esta forma, se han impuesto dos restricciones a 9: 8 < 1 y $ < €f5. Para 
que ambas restricciones se cumplan debe tomarse 9 como el menor de los dos 
números 1 y €/5; esto se puede escribir con símbolos como $ = mín(1, €/5). 
Si se utiliza esta Ó, entonces se tiene el siguiente argumento: 


0<|x-2|<8 
= ay A 
> |x-2]]x + 2|]< AS 


> l2-4|<e 


En consecuencia, se ha demostrado que para cualquier € > 0 la elección 


de 9 = mín(1, €/5) hace verdadera la siguiente proposición: 
si 0,< |x-2|< 8 entonces [x? — 4|<eé€ 


Esto demuestra que lím 1? = 4, 4 
1>2 
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1.5.5 Teorema 4 de límites Limite de la suma 


y de la diferencia de dos funciones 


Si lim f(x) = L y límg(x) = M, entonces 
og x>34 


lim [f00) + ¿001 =L+M 


Demostración Se probará el teorema con el signo más. Sean 


ll 


“lim f(x) = L 5) 


y 


límg() = M (6) 
lo que se desea demostrar es que 
lim[f6) + g00] =L + M 


De la definición 1.5.1, para cualquier € > 0 se debe probar que existe 
una Ó > Otal que j 


si 0 < |x - al< 8 entonces |[f) + g(091 - (L + M)|<e€ (7) 


Como el límite (5) existe, entonces de la definición de límite se in- 
fiere que para 3€ > 0Oexiste una 9, > O tal que 


si 0 <|x=a|< 8, entonces |f(x) - L|<le 
De manera semejante, de (6), para € > 0 existe una 9, > 0 tal que 
si 0 <|x-a|< 8, entonces [gto - M|<Ze. 


Ahora considere $ como el menor de los números $1 y 9. Por tanto, 
8< 6, y 5 < 0). De este modo, 


si 0<lx-a|<8 entonces |ft) - Ll < Ze 
si 0< |x-a|< ó8$ entonces lg) - M|<%€ 


En consecuencia, si 0 < |x — a| < 8, entonces 


| 10) + g60] - (E + M)| = | (£00) —- L) + (gt) — M)| 
|f6) — Ll + le) - MI 


<le+ le 
2 2 


lA 


=€ 


De esta forma se ha obtenido la proposición (7), por tanto se ha demostra- 
do que * 


lím [f60 + g00] = L + M n 
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Se deja como ejercicio la demostración del teorema 4 de límites con el 
signo menos (refiérase al ejercicio 9 de esta sección suplementaria). 

La demostración del teorema 6 de límites (1.5.7) es más sofisticada 
que la de los teoremas de límites 1-5. Los pasos de la demostración se indi- 
can en los ejercicios 11 y 12 de esta sección suplementaria. 


1.5.12 Teorema 


Siaes cualquier número real diférénte de cero, entonces 
tim = 1 
232a-x a 


Demostración Se probará el teorema para a > O. La demostración 
para a < O se deja como ejercicio (consulte el ejercicio 14 de esta sec- 
ción suplementaria). 

Como 1/x está definido para todo x diferente de cero, entonces el inter- 
valo abierto requerido por la definición 1.5.1 puede ser cualquier interva- 
lo que contenga a a pero que no contenga a O. Se debe probar que para 
cualquier € > 0 existe una O > O tal que 


si 0< |x- al < 8 entonces h-t<e (8) 
xx a 
Como 

A Y [A E Ea 

x a ax 
_ leal 
la] xl 
=|x- a] - l (ya que a > 0) 


alx| 


la proposición (8) es equivalente a 


si 0< |x-a|< 8 entonces |x- a]. —<€ (9) 


En la conclusión de (9), además del factor | x — al se tiene como factor el 

cociente AE . Por tanto, para demostrar (9) es necesario restringir Úde modo 
a|x : 

que se obtenga una desigualdad la cual contenga al cociente E . Al elegir el 


alx 
intervalo abierto requerido en la definición 1.5.1 como el intervalo ( 34, ¿a), 


el cual contiene a a pero no al cero, se deduce que 9 < ¿a. Entonces 


0<lx-a|<g8 y ó< la 


> lx=a|< la 
> -34<x-a< ja 
> la<x< ja 
> la<|x|< da  (porquea > 0) 
=> 21.2 
3a |x! a z 
> 2 < 1 <?2 (10) 


u 
a 
158] 
A 
> 
a 
1537 
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Ahora bien, 
0< |x - a| <óÓ6 y l< o _ 
alx|[ a 
> |r-al-¿<5-2 (11 
al x| a 
Puesto que el objetivo consiste en obtener |x — a] - AE < €, la propo- 
a|x 
sición (11) indica que debe requerirse Í - E < €, esto es, Ó < La €. De 
a 


este modo, con las dos restricciones sobre Ó, se elige $ '= mín( 34, Lale ). 
Con esta Ó se tiene el siguiente argumento: 


> Le — al ira (puesto que a > 0) 
[a] |x| alx! : 
En a-=X os. 1 
al x| 
> A O A 
Xx a al x| 
EN Lol <5. 2 (de(10) 
x a a 
1 1 l 2 : 
> ei ¿eeh (debido a que $ < 3a?€) 
> Lula 
X a 


Así, se ha demostrado que para cualquier € > 0, si g = mín(3a, 2ale), 
entonces la proposición siguiente es verdadera: 


si 0< |x-a|< 8 entonces L-Ll <€ 
la cual es la proposición-(8). n 


En la demostración del teorema 1.5.13 se utiliza la siguiente fórmula, 
donde n es cualquier número entero positivo: 
at - pt=(a- blarl + am2b 4 ar3p2 4... 4 abr? 4 pri) (12) 


Esta fórmula se deduce de 


aarls ab 4 ad UL) = a amé 4 apro 
y 
bal arrob ab? yl) amd ap ol y 


al restar los términos de la segunda ecúación de los de la primera. 


1.5.13 Teorema 


Sia >0 y n es un número entero positivo, o sia < O y n es un 
número entero positivo impar, entonces 


lim Yx = Ya 


x-—á 
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Demostración Se demostrará el teorema si a > 0 y n es un número 
entero positivo. El caso cuando a < O y n es un número entero positivo 
impar se deja como ejercicio (refiérase al el ejercicio 15 de esta sección 
suplementaria). 

Como */x está definido para todo número no negativo, el intervalo 
abierto requerido en la definición 1.5.1 puede ser cualquier intervalo abierto 
que contenga a a y tenga un número no negativo como extremo izquier- 
do. Se debe probar que para cualquier € > O existe una 9 > 0 tal que 


si 0<|x-a|< $ entonces |Yx - Yal<e (13) 
A fin de expresar Vx - Ya | en términos de |x - al se utiliza (12), 


MA n/a | E (xl/n - al META + (1/2 gt/n Eo xUn(glnyn-2 de (alnya-1] 
N2 hi (an yn=1 + (a1/nyn-2 qln dela E xln(glnyu-2 + (alny=1 


Si se aplica (12) al numerador, se tiene 


n ni a ' 1 
KE Ya! > la dl xa q xta2lmglín y 4 ng 2)/n y a(m-D/n 
Al considerar 
|| a | 0 D/n de 0-2) Un EE x Un gin—-2)/n + at-Din| 
en la ecuación anterior se obtiene 
|Yx - Ya] =|x-=aj. (14) 
|$(x)| 
De modo que la proposición (13) equivale a 
si0<|x-a|<6 entonces [x= al - l <€ (15) 
$! 
En la conclusión de (15), además del factor |x -= a | se tiene como factor la 
fracción FR [ En consecuencia, para demostrar (15) se necesita res- 
¡3 
tringir Ó de modo que se tenga una desigualdad que contenga esta fracción. 
Si se elige el intervalo abierto indicado en la definición 1.5.1 como el inter- 
valo (0, 2a), se requiere que 9 < a. Entonces 
0< |lx-al]<8 y S<a 
pra Ix-al<a 
= Ni Ú X 
AO ¿> -A<x-a<a 
o 
= 0<x< 2a 
e : 
0 > atr= Din < | b(x) | (puesto que x > 0) 
xl 
N 
> ES ] db. (16) 


E, 
oTES]| ae—D/n 
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Ahora bien, 
1 


l 
0<lx-a|<8 y o] aria 
l 


(17) 


1 
x= al: ——<0: —— 
| | TES] ad 
1 


TES] 


El objetivo consiste en obtener |x — a] - < €. Así, la proposición 


(17) indica que se debe requerir Ú- < €, esto es, 8 < a Dire, 


ES SANS 
aa-D/n 


De modo que se elige 9 = mín(a, atn=DÍre), Con esta Óse tiene el siguiente 
argumento: 


0<|x-a|<s8 


> Ix- al 


1 1 
. < óÓ- 
| (0)! |$tol 


>  |Wx-Yval< Pr (de (14)) 

> [Nx -Wa|<8 7 (de (16)) 

> |Yx - MYa]< ar=Ding . EIA (debido a que 3 < a DÍn €) 
a n 


>  |Wx-Yal<e 


Así, se ha probado que para cualquier € > 0, si 9 = mín(a, a" Ding), 
entonces 


si O<lx-al< 68 entonces |Yx - Yal<e 


la cual es la proposición (13). n 


1.5.16 Teorema 


Si limf(o) = L, y límf() = Lo, entonces L¡ = L» 
xa xa 


Demostración Se supondrá que L; 4% L), y se probará que esta suposi- 
ción conduce a una contradicción. Como lím f(x) = £y, de la definición 
x>a 


1.5.1 se deduce que para cualquier € > O existe una 9, > 0 tal que 

si 0<l|x-al|< $, entonces |f(x) - £i| <€ (18) 
Además, puesto que lim FG) = Lo, existe una 9 > O tal que 

si O<|x-a|< 82 entonces |f(x) — Lo] < € (19) 


Ahora bien, al expresar £; — £z como £¡ -— f(0) + f(x) — Lo y aplicar la 
desigualdad del triángulo se tiene 


IL, — Lo] = | IL; - £00) + LfG) — La | 
< |L, - £60] + 1,60 - £,| 20) 
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Así, de (18), (19) y (20) se puede concluir que para cualquier € > 0 existen 
$, > Oy 6, > O tales que - 


si 0<|x-a|<g8, y 0<|x - a|< $, entonces 


[L, -Lp|<e+re  QD 


Si $ es la menor de 9, y 9, entonces $ < 9, y Ó < 6), y (21) afirma que 
para cualquier € > Oexiste una Ó > O tal que 


si 0<|x-al]< 8 entonces 


Sin embargo, si € 


$ > 0 tal que 


si 0<|x-a|j<ó entonces 


|£; — La | < 2€ (22) 


| £, — £>|, entonces (22) afirma que existe una 


|L; = L2| <|L£, - £L,| 


Es claro que |£; =- E, | no es menor que sí mismo. De modo que se tiene 
una contradicción, por lo que la suposición hecha al principio es falsa. En 
consecuencia, L¡ = Lo, con lo que se ha demostrado el teorema. ] 


EJERCICIOS PARA EL SUPLEMENTO 1.5 


En los ejercicios 1 a 8, demuestre, aplicando la definición 1.5.1, 
que el número indicado es el límite. 


1. 


10. 


11. 


SP IO prnaspsyp 


lím x? = 1 


> 


lím x? = 9 


123 

lim (+? - 3x) = 10 

lim (1? + 2x — D)=7 

lim (5 — x - x?) =-1 

lim (3 + 2x- 1%) =0 

lim (6x? - 13x + 5) = 3 

lío (4x2 — 13x + 12) = 3 

Utilice la definición 1.5.1 para demostrar que si 


limfG) =L y lime) = M 


entonces 
lím [fG9 — 800] = L-M 


Demuestre el teorema 5 de límites aplicando el teorema 4 
de límites e inducción matemática. 


Emplee la definición 1.5.1 para demostrar que si 
lím f(x) =L y lime =0 
entonces 


lim[f60 + 869] = 0, 


12. 


13. 


14. 
15. 


Sugerencia: para demostrar que lím[f(x) - gG)] = 0 se 


debe probar que para cualquier € > Oexiste una 0 > Otal 
que si 0 < lx - a| < 6, entonces |f60 - go | < €, 
Primero demuestre que existe una Ó, > O tal que si 
0 < |x- al] < 3, entonces |f(x)| < 1 +|L£!, apli- 
cando la definición 1.5.1 a lim f(x) = Leon €=ly 


Í = 6,, y después utilice la desigualdad del triángu- 
lo. Luego, pruebe que existe una Ó, > O tal que si 
0< |x — al < Ó, entonces leo | < € + [21) 
aplicando la definición 1.5.1 a lim 2800) = 0, Si se toma Ú 


como la menor de d, y Ó,, el teorema se demuestra, 


Demuestre el teorema 6 de límites: si liímf(x) = L y 
límg(x) = M, entonces nn 


lim [fG0 + 800) = L-M 
Sugerencia: sea 


FO) 800 = [f(0) — LlgGo) + LlgGo) - M] + L:M. 
Aplique el teorema 5 de límites y el resultado del ejerci- 
cio 11 de esta sección suplementaria. 


Demuestre el teorema 7 de límites aplicando el teorema 6 
de límites e inducción matemática. 


Demuestre el teorema 1.5.12sia < 0. 


Demuestre el teorema 1.5.13 sia < 0 y n es un número 
entero positivo impar. 


á 
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1.7.4 Teorema 12 de limites 


Si a es un número real, y si lim f(x) = O y lím g(x) = c, donde c es 
de > x>a 
una constante diferente de cero, entonces 


0 sic > 0 y si f(0) > 0 a través de valores positivos de f(x), 


in 20%) 
lím SS = +00 
5 $0) 
? (ix sic > Oy si f(x) >0 a través de valores negativos de f(x), 
im 860) 
fm =- 
1>34 f(x) 
(iii) sic < Oy si f(x) > 0 a través de valores positivos de f(x), 
tim E = 
1>a Fo 
(iv) sic< O ysi f(x) >0 a través de valores negativos de f(x), 
280 
0 7? 
El teorema también es válido si “x > a” se sustituye por “x > a?” 


2 7? 


o“x>oda”. 


Demostración del inciso (i) Con el propósito de probar que 


860) _ 
AS 
se debe demostrar que para cualquier N > O existe una 9 > 0 tal que 
si 0<|x-a|<óÓ entonces ¿0D >5y (7 
[x = al 0 ) 


Como lím g(x) = c > 0, si se toma € = 30 en la definición 1.5.1, se in- 


xr>a 


fiere que existe una 9, > 0 tal que 


si 0<|x-a|< 8, entonces |g(x)--c|< 3c 
* si 0<|x-al<ó, entonces =do< a -c< ¿Ce 


e si 0<l|x-qg|]< 6, entonces hc < g(x) < je 
De modo que existe una 0, > O tal que 
si O0<|x-a|< 8, entonces g(x) > jc (8) 


Ahora bien, puesto que lím f(x) = 0, entonces para cualquier € > O 
existe una d, > Otal que  *”* 


si 0<|r-a|j< 8, entonces |ftx)| < € 


Debido a que f(x) se aproxima a cero a través de valores positivos de 
f00, las barras del valor absoluto no son necesarias y pueden ser elimina- 
das; en consecuencia, para cualquier € > O existe una 07 > O tal que 
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si 0<lx-a|< 8, entonces 0< fx) < € (9) 


De las proposiciones (8) y (9) se puede concluir que para SUnanies e>0 
existen 9, > 0 y 8, > Otales que 


1 
si O<|r-al<ó, y 0<|x-al|< 8, entonces En a 
Por tanto, si € = c[QN) y Ú = mín(9,, 97), entonces 


E) > _30 


FOO 7 cam > 


si 0<|x-a|< 8 entonces 
la cual es la proposición (7). De este modo se ha probado el inciso (1). 


EJERCICIOS PARA EL SUPLEMENTO 1.7 


dora des 6. Demuestre el inciso (iv) del teorema 12 de límites (1.7.4). 


1. Demuestre que lím a 
12 (x — 2) 


ción 1.7.1. 7. Demuestre el teorema 1.7.5. 
2. Demuestre que lim en = —-oo empleando la defi- 8. Demuestre el teorema 1.7.6. 
nición 1.7.2. 9. Demuestre el teorema 1.7.7. 
3. Demuestre el inciso (ii) del teorema 11 de límites (1.7.3). 10. Utilice la definición 1.7.1 para demostrar que 


4. Demuestre el inciso (ii) del teorema 12 de límites (1.7.4). 


5. Demuestre el inciso (iii) del teorema 12 de límites (1.7.4). 


SUPLEMENTO 1.10 


1.10.1 Teorema de estricción 


Suponga que las funciones f, g y h están definidas en algún intervalo 
abierto / que contiene a a y posiblemente no definidas en a mismo. 
Además suponga que f(x) < g(x) < h(x) para toda x de / para la.cual 
x + a. También suponga que lí fo y lim h(x) existen y son iguales 


a L, Entonces lím g(x) existe y es igual a L. 
xa 


Demostración A fin de demostrar que lím g(x) = L se debe probar 
que para cualquier € > 0 existe una 9 > O tal que 


si 0<lx-a|< ÚÍ entonces lg) = Ll <e€ (19) 
Se sabe que 

lim f(0) =L y limh) = 
de modo que para cualquier € > O existe una Ó, > Otal que 


si O<lx-a|< 6, entonces |fx) - £|<e€ 
e si 0<|x-a|<ó, entonces L-€<fA<L+E (0) 


DA 
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y existe una 9, > 0 tal que 


si 0<|x-a|j< 8, entonces |h(x) - L|<e€ 
e si 0<|x-a|< 8, entonces L-€<HMx)<L+€ Q 


Sea 6 = mín(9,, 6), por lo que $ < $, y 8 < 8,. Por tanto, de la pro- 
posición (20) se deduce que 


si 0<|x-a|<G8 entonces L-€< f(x) (2) 
y del enunciado (21) se infiere que 

si 0<|x-a|< 8 entonces h(x) < L+€ (23) 
Por hipótesis se sabe que 

FO < ¿(0 < Mx) (24) 
De las proposiciones (22), (23) y (24), se tiene que 
si 0<|x-aj|< 8 entonces L-€ < f(x) < g() < Ho) <L+e€ 
Por tanto, 


si 0<|x-a|< ÚS entonces L-€<g()<L+€ 
e si 0<|x-a|< 8 entonces |g(x) - L|<e€ 


la cual es la proposicion (19). En consecuencia 


lím g() = L 


xa 


SUPLEMENTO 2.8 


Un paso importante de la demostración de la regla de la cadena consiste en 
introducir una nueva función F que posee ciertas propiedades útiles. Este - 
procedimiento de “inventar” una función es común para los matemáticos. 


2.8.1 Teorema La regla de la cadena | 


Si la función g es diferenciable en x y la función f es diferenciáble en 
801), entonces la función compuesta f o g es diferenciable en x y además 


(F280) = Fede 0) 15) 


Demostración Sea x; cualquier número real del dominio de g tal que g 
es diferenciable en x, y f es diferenciable en g(x¡). Considere la función F 


definida por 
FO - fe) si 1% g(x) 
F() = t- ela) 16) 
Fan si t= g(x1) 
Entonces 
: a O fGEG)) 
a A ¡Limp t- 8(x1) 


De (7) de la sección 2.1, la función del miembro derecho de la ecuación 
anterior es igual a f(g(x1)). Por tanto, 
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lim E) = (801) (17) 


Pero de (16), 
Flgapy) = Fig) 
Al sustituir de esta ecuación en (17) se tiene 


lim ¿FO = F(g(x1)) 


ta g(x 


Por tanto, F es continua en g(x1). Además, de (16), 


FW = 119) E Fe) 


O si tx g(x) 


Si se multiplican ambos miembros de esta ecuación por t — g(x,), resulta 


FO - F(80)) = FI - gp] sitx*g() (18) 


Observe que (18) se cumple aún si £ = g(x,) debido a que el miembro iz- 
quierdo sería 


ar AD) — fé) =0 
mientras que el miembro derecho sería 
Flg(xD[8g00) — g(xp] = 0 


Por tanto, la estipulación en (18) de que t = g(x¡) no es necesaria, de modo 
que se puede escribir 


FO - Fey) = FO - 269] (19) 
Ahora bien, sea h la función compuesta f o g, de este modo 
ho) = £(800) (20) 


Entonces, de (7) de la sección 2.1, si el límite existe 


AO — h(x1) 


ios un xx 


Al sustituir de (20) en el miembro derecho de esta ecuación se tiene ' 


HEY - SEL) 


Xx — X] 


A) = lím (21) 
x>x1 


si el límite existe. Al considerar £ = g(x) en (19), se infiere que para toda x 
del dominio de g tal que g(x) pertenezca al dominio de f, 


FED) -— FAN) = FigodMg0) — 20] 
Si se sustituye de esta ecuación en (21) se obtiene 


Hi) = lim FEGDLECO — e) 


xx x= Xj 


y si el límite existe, entonces - 


ha) = lim Fíg(o) - lím 801) - 80) (Q2) 
1>x 2 — Al 


Como F es continua en g(x,), 

lim F(g0d) = FAY) (23) 
Pero de (16), 

Fa) = fan) 
Al sustituir de esta ecuación en (23) se obtiene 

Jm FO) = £(801)) (24) 
Además, como g es diferenciable en xy, 


lim 8£(x) sl 8g(x1) 


= gx) 
xx XxX] gm 


Si se sustituye de esta ecuación y de 24 en (22), y se reemplaza h'(x¡) por 
(f e g)(x1), se tiene 
Fog) = FRA) : 1) 


la cual es la proposición (15) con x, en lugar de x. De esta manera se ha 
demostrado la regla de la cadena. 1] 


SUPLEMENTO 4.5 


Si las funciones f y g son integrables en [a, b], entonces f + g es inte- 
grable en [a, b] y 


b b b 
/ [f0) + g(x)] de = / SA) dx + f 8(x) dx 


Demostración Las funciones f y g son integrables en [a, b]; por tanto, 
sean 


b b 
[rua 05 y [ 80) dx = N 


A fin de probar que la LfGO + 200] de = M + N, se debe denrostrar que 
para cualquier € > 0 existe una Ú > 0 tal que para todas las particiones A 
y para cualquier w; de [x; - ¡, x¡] y si ]]A |] < 8, entonces 


DIO + g(w¡)]A¡x — (M + N)|<€ 
i=1 
Como 
M= lí ] ¡JA; N= lím w¡JA¡x 
¿dm 2, 000) ¡Xx y ¡Li 2, 80) 


se deduce que para cualquier € > O existen Ó, > 0 y 8, > 0 tales que 
para todas las particiones A y para cualquier w; de [x;_4, x;], si ll Al| < $, 
y JAI] < 8), entonces 


€ 
< 2 


$, f(w)A,x -M|< 5 y [E sonas =N 
i=l bat 
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Por tanto, si $ = mín(9,, 92), entonces para cualquier € > 0, para todas las 
particiones A y para cualquier w; de [x;.., x;], si [Al] < 6, 


Ela MS 
N[<3+3=“€ (13) 


PROS -M|+ 
i=l 


Por la desigualdad del triángulo se tiene 


| (5 FWp)Ajx - 4) + (2 g(w)Ajx — ») | 


¡JAjx - M| + - N (14) 
id) 
De las desigualdades (13) y (14) resulta 
|(E soma + $ ace080) — 01 +0) <€ (15) 


Del teorema 4.4.4, 
$ f(wJA,x + Y, g60JAx = Y [f(w) + 800) Ajx 
i=t i=1 f=1 


Así, al sustituir de esta ecuación en (15) se puede concluir que para cualquier 
€ > 0, para todas las particiones Á y para cualquier w; de [x;_;,x;l, si 
ILA]| < 8, donde 8 = mín(S,, 8), entonces 


<€ 


E [£(w,) + g(w)] Ajx — (M + N) 
d=1 


Esto demuestra que f + g es integrable en [a, b] y que 


b 


b b 
| [f0) + 2800] dx = FO) dx + | 200) dx n 


a 


4.5.12 Teorema 


Si la función f es integrable en los intervalos cerrados [a, b], la, e] y 
[c, b], entonces 


[ FO) dx = Era + E FO) dx 


donde cc dle e: 


Demostración Sea A una partición de [a, b]. Forme la partición A' de 
[a, b] de la manera siguiente: si c es uno de los puntos de la partición de A (es- 
to es, c = x; para alguna ¿) entonces A' es exactamente la misma que A. Si c 
no es uno de los puntos de la partición de A pero está contenido en el 
subintervalo [x;_,, x;], entonces la partición A' tiene como puntos todos los 
puntos de A y, además, al punto c. Por tanto, los subintervalos de la parti- 
ción A' son los mismos que los de A, con la excepción del subintervalo 
[x;_1, x;] de A que se ha dividido en los dos subintervalos [x;_ ¡, c] y [c, x;]. 
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Si || A*]| y [| 4 || son las normas de A' y A, respectivamente, entonces 


EEES] 


Ahora bien, si en la partición A' el intervalo [a, c] se divide en r subintervalos 
y el intervalo [c, b] se divide en (n — r) subintervalos, entonces del primer 
intervalo, de a a c, se obtiene una suma de Riemann de la forma 


Y, f(w;) Ajx 
i=1 
y del otro, de c a b, resulta una suma de Riernann de la forma 


SY f(w,) Ajx 


i=r+l 


Al emplear la definición de la integral definida y las propiedades de la 
notación sigma resulta 


rb 
dd = ¡lóm, Y 00) dix 


i=r+l 


= a m, $ Fw) Ajx + y $00) 


= lím $ f(w;) Ax + lim Y f(m)A1x 


llall=o ¿3 llall>o ¿221 


Como 0 < J|a'l| < [Al], se puede sustituir [|A || > 0 por [|A'|| > 0, 
obteniéndose 


Froa=, PL Y f(w,) Ajx + e $ f(w,) Ajx 
>0 [=1 0 ir+1 


Si se aplica la definición de la integral definida al miembro derecho de la 
ecuación anterior se tiene 


b C b 
| fo dx = | FO) dx + [ f0) dx 


SUPLEMENTO 5.1 


En la sección 5.1 se pospusieron las demostraciones de dos teoremas para 
este suplemento, y la demostración de otro más para los ejercicios suple- 
mentarios. El primero de estos teoremas es el teorema de la función inversa 
para funciones crecientes. 


5.1.5 Teorema (Teorema de la función inversa) 


Suponga que la función f es continua y creciente en. el. intervalo cerra- 
do [a, b]. Entonces 

(i) f tiene una inversa f”! definida en [f(a), F(B); 

(ii) f7+es creciente en [f(a), FJ 
(iii) f7* es continua en [f(a), f(b)l. 
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Demostración de (i) Si fes continua en [a, b] y si k es cualquier núme- 
ro tal que f(a) < k < f(b), entonces, por el teorema del valor intermedió 
(1.9.8), existe un número c en (a, b) tal que f(c) = k. Por tanto, el contra- 
dominio de f es el intervalo cerrado [f(a), f(by1. Como f €s creciente en 
[a, b], f es uno a uno, por lo que f tiene una inversa f”!. Debido a que el do- 
minio de f7! es el contradominio de f, f7! está definida en [fía), f(b)l. 


Demostración de (ii) Para probar que f7! es creciente en [f(a), f(b)] se 
debe demostrar que 


si yy < yo entonces fKyy) < fl) 


donde y, y y2 son dos números de [f(a), f(b)]. Como f”! está definida 
en [f(a), f(b)], existen números x, y x, en [a, b] tales que y; = f(x1) y 
y, = f(x2). Por tanto, 


FPoOD=£S GAY) y PO» =F 16) 
e Fo)=x y FU) =x (8) 


Six, < xj, entonces, como f es creciente en [a, b], f(x) < f(x) o equi- 
valentemente, y < y¡. Pero y, < yz; por tanto x, no puede ser menor que xj. 

Si x2 = xy, entonces, puesto que f es una función, f(x) = f(x9) o, 
equivalentemente, y; = y,, pero esto también contradice el hecho de que 
yy < y2.Por tanto, x7 + Xx]. 

Así, si x, no es menor que x¡ y x) + xj, se infiere que x, < x>; en 
consecuencia, de las dos ecuaciones de (8), fon < fi). De esta 
manera se ha demostrado que f”! es creciente en [f(a), f(b)]. 


Demostración de (iii) A fin de probar que f7* es continua en el inter- 
valo cerrado [f(a), f(b)] se debe demostrar que si r es cualquier número del 
intervalo abierto (£(a), f(b)), entonces f7! es continua en r, $7! es continua 
por la derecha en f(a) y además f”! es continua por la izquierda en f(b). 

Se demostrará que f”! es continua en cualquier número r del interva- 
lo abierto (£f(a), F(b)) mostrando que el teorema 1.8.6 se cumple en r. Se 
desea probar que para cualquier € > 0, suficientemente pequeño, para el 
cual f7Ur) - € y f7 UN) + € estén en [a, b], existe una 9 > 0 tal que 


si ly -. r| < $ entonces O) - fr] <€ 


Sea f"Ur) = s. Entonces f(s) = r. Como, de (i), f7! es creciente en 
[f(a), F(b)], se concluye que a < s < b. Por tanto, 


a0ES-EX<S<S+ESD 
Debido a que f es creciente en [a, b], 


fa < fís -E€E)<r<fis+ €) < f(b) (9) 


Sea Ó el menor de los dos números r — fís — €) y f(s + €) — r; así, 
Í<r-=fs-€) y Ó< fís + €) — r o, equivalentemente, 


fse-0O) <r-0 y r+Ó0s< f(s + €) (10) 
Si ly = rl < Í entonces -9 < y — r < 50, de manera equivalente, 
r=-ó<y<r+ 06 
De esta desigualdad y de (9) y (10), se tiene que 
si ly - r| < Ú$ entonces fía) < fís - €) < y < fís + €) < f(b) 
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Puesto que AA es creciente en [ f(a), f(b)], de lo anterior se deduce que 


si [y - r|< 8 entonces f-Ufís - €) < FU) < PUE + €) 
eS si ly-r|]<8 entonces s-€<fU»N<s+€ 
S si ly=r|<ó6 entonces -€ < f Uy) -s<€ 
e si ly-"r|<ó8 entonces |f Uy» - FUN] <e 


Por tanto, f7! es continua en el intervalo abierto (f(a), f(b)). 

En el ejercicio 1 de esta sección suplementaria se le pedirán las de- 
mostraciones de que f”7! es continua por la derecha en f(a) y continua por la 
izquierda en f(b). n 


Se le pedirá que demuestre los incisos (1)—(111) del teorema de la fun- 
ción inversa para funciones decrecientes en los ejercicios suplementarios 
2-4, respectivamente. 

Ahora se enunciará el otro teorema cuya demostración se aplazó. 


5.1.7 Teorema 


Suponga que la función f es continua y monótona en el intervalo cé- 
rrado [a, b], y sea y = f(x). Si f(x) existe y es diferente de cero para: 
toda x de [a, b], entonces la derivada de la función inversa f”!, defini- 
daporx = f”1(y), está dada por 


de - 1 
7 E 
dx 


Demostración Como fes continua y monótona en [a, b], entonces por 
los teoremas 5.1.5 y 5.1.6, f tiene una inversa que es continua y monótona 


en [f(a), F(b)] (o [£(b), Fla)] si F(b) < f(a)). 

Si x es un número de [a, b], sea Ax un incremento de x, Ax % 0, tal 
que x + Áx pertenece también a [a, b]. Entonces el incremento corres- 
pondiente de y está dado por 


Ay = fx + Ax) — f00) al) 
Ay % 0 ya que Ax + 0 y fes monótona en [a, b]; esto es 
fFAD<fO o fa + Ad > fa) en [a, b] 


Si x está en [a, b] y y = f(x), entonces y pertenece a [ fía), f(b)] (o 
[fCb), Fay). También, si x + Ax está en [a, b], entonces y + Ay per- 
tenecerá a [f(a), f(b)] (o [£(b), f(a)]) debido a que y + Ay = f(x + Ax) 
por (11). Así, 


2=f Uy) y 1x4 Ax = y + Ay) 
A partir de estas dos ecuaciones se tiene 
Ax = Uy + Ay) - FO) (12) 


De la definición de derivada, 


dx - tim PO+AN- 70) 


dy Ay>0 Ay 


Si se sustituye de (11) y (12) en la ecuación anterior resulta 
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dE limi E 
DP ae o 0) á 


y como Áx 4 0, entonces 


dx _ 1 1 
dy CENA (ES MS 
Ax 


Antes de obtener el límite de (13) se demostrará que con la hipótesis de 
este teorema Ax > 0 equivale a Ay > 0. Primero se probará que 
¿ím, Ax = 0. De (12), 


Jim, Ax = lim, FW +A - FO 


Puesto que f7! es continua en [f(a), f(b)] (o [£(b), fíadl), el límite del 
miembro derecho de la ecuación anterior es cero. Así, 


lím Ax = 0 (14) 

Ay=>0 

Ahora se demostrará que Jim, Ay = 0. De (11), 

Jim Ay = lím [f(x + Ax) - fo) 
Como f es continua en [a, b], entonces el límite del miembro derecho de la 
ecuación anterior es cero, y por tanto, 

Jim, Ay =0 

A partir de esta ecuación y de (14) se infiere que 

Ax>0 si y sólo si Ay> 0 


De esta proposición y aplicando el teorema concerniente al límite de un 
cociente a (13), se tiene 


A 15 
dy "IET ok 


Ax>0 Ax 


Debido a que f es diferenciable en [a, b], el límite del denominador de la 


, , : d 
ecuación anterior es f(x) o, equivalentemente, 22 De esta forma, 


dx 
dx _ 1 
dy” dy j 
dx 


EJERCICIOS PARA EL SUPLEMENTO 5.1 


1. 


Suponga que la función f es continua y creciente en elin- 2. Demuestre el teorema 5.1.6(i). 
tervalo cerrado [a, b], y considerando válidos los teoremas 
S.1.5(1) y 5.1.5(1i) demuestre que f7! es continua por la 
derecha en f(a) y que es continua por la izquierda en f(b). 4. Demuestre el teorema S.1.6(ii1). 


3. Demuestre el teorema 5.1.6(ii). 
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SUPLEMENTO 8.2 ” 


Una sucesión monótona acotada es convergente. 


Demostración Se demostrará el teorema para el caso cuando la función 
monótona es creciente. Considere la sucesión (a,,). 

Como (a, ] es acotada, entonces existe una cota superior para la suce- 
sión. Por el axioma de completez, (a,) tiene una mínima cota superior, 
sea B esta cota. Entonces si € es un número positivo, B — € no puede ser 
una cota superior de la sucesión debido a que B — € < B y Bes la mínima 
cota superior de la sucesión. Así, para algún número entero positivo N, 


B-€< ay (9) 

Como B es la mínima cota superior de (a, ], por la definición 8.2.6 se 
deduce que a 

a, SB para todo número entero positivo n (10) 


Debido a que (a,,) es creciente, de la definición 8.2.5(1), se tiene 


Gn E Gn41 para todo número entero positivo n 


y por tanto, 

si n > N entonces ay < 4, 
De esta proposición y de (9) y (10) se infiere que 
si n>=NÑN entonces B-€<ay<a, <B<B+E 


de donde, 


mm 
= 
x 
WN 


N entonces B-€<a,<B +€ 


0 
2. 
= 
v 


N entonces -€ <a, -B<E€ 


> si nz ÑN entonces Ja, - B|<e€ 


Pero por la definición 8.2.2, esta proposición es la condición para que 
lim a, = B.En consecuencia, la sucesión (a,] es convergente. 


n> 

Cuando demuestre el teorema para el caso en que (a, ] es una sucesión 
decreciente, considere la sucesión (—a,), la cual será creciente, y después 
aplique el resultado anterior. Se deja como ejercicio detallar esta demos- 
tración (consulte el ejercicio suplementario 1). n 


8.2.13 Teorema 


Una sucesión monótona convergente es acotada, 


Demostración Se hará la demostración para el caso cuando la sucesión 
monótona es creciente. Considere la sucesión (a,). 

A fin de probar que (a,) es acotada, debe demostrarse que la sucesión 
tiene una cota superior y una cota inferior. Como (a, ] es una sucesión cre- 
ciente, su primer elemento sirve como cota inferior. Sólo falta determinar 
una cota superior. 
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Debido a que (a, ) es convergente, la sucesión tiene un límite; sea L este . 
límite. Por tanto, lím a, = L, y así, por la definición 8.1.2, para cualquier 
nte 
€ > O existe un número N > 0 tal que si n es un número entero y 


si n>N entonces la, - L|<e€ 
S si n>NÑN entonces -€< a, -L<E€ 
S si n>NÑN entonces L-€<a,<L+€ 


Puesto que (a,,) es creciente, se deduce de la proposición anterior que 
a, <L+€ para todos los enteros positivos n 


Por tanto, L + € servirá como una cota superior de la sucesión (a,,). 
Cuando demuetre el teorema para el caso en que (a, ) es una sucesión 
decreciente, haga lo sugerido en la demostración del teorema 8.2.10. Conside- 
re la sucesión (—a,), la cual será creciente, y aplique el resultado anterior. 
En el ejercicio suplementario 2 se le pedirá que detalle esta demostración. m 


EJERCICIOS PARA EL SUPLEMENTO 8.2 


1. Utilice el hecho de que el teorema 8.2.10 se cumple para 2. Demuestre el teorema 8,2.13 cuando (a,j es una suce- 
una sucesión creciente y demuestre que el teorema se sión decreciente de manera semejante a la empleada en el 
cumple cuando (a,) es una sucesión decreciente. Suge- ejercicio 1. 
rencia: considere la sucesión (—a,). 
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, +00 +0 

Considere la serie alternante Y Eyr+ la, lo > (y 07) donde 
asi a=1 

A, >0 y 8,,¡ < a, para todos los números enteros positivos 1, y 

suponga que ám a, = 0. Si R, es el residuo que sé obtiene al aproxi- 

mar la suma de la serie mediante la suma de los primeros k tér- 

minos, entonces Ro) < Gary : 


Demostración La serie dada converge por el criterio de las series al- 
ternantes. Suponga que los términos impares de la serie son positivos y que 
los términos pares son negativos. Entonces de (3), de la demostración del 
teorema 8.5.2, la sucesión (s,,) es creciente. De modo que si $ es la suma 
de la serie dada, entonces 


Sap < Sap, < S  paratodak > 1 (1) 
A fin de probar que la sucesión (s,,,_,) es decreciente, se escribe 
Sant F My 7 (4, — 43) — (04 a5)=.. .= (Qop7 — Gap-1) 


Como a, ,¡ < a,, entonces cada cantidad entre paréntesis es positivo. Por 

tanto, puesto que a, > 0, 
A A O 

En consecuencia, la sucesión (s,,_,) es decreciente. Así, 


S < Soy] < Sa Paratodak= 1 (12) 
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ComoS < Sap, 1> 
Sm Sa < Sor 7 52 = Ooh para toda k > 1 (13) 
De (11), s,, < $. De modo que, 
0<S- Ss paratodak > 1 
Por tanto, de esta desigualdad y (13), 
0O<S— So < op para todak > 1 (14) 


De (11), -S < —s>,¿ De donde, 


Sar TS S Sgp 7 2 E og para todak > 1 as) 
De (12), 
0< Sap 7 S para todak > 1 


Entonces, de esta desigualdad y de (15), 
0< Sp 1758 <a,  paratodak => 1 (16) 


Como de la definición 8.5.3, R, = $ — s;¿, entonces (14) puede escribir- 
se como 


0 < Rap < Grp+1 para todak > 1 ar 
y (16) puede expresarse como 

0 < Rajoy < ay para todak > 1 
Al combinar esta desigualdad y (17) se tiene 

|R¿| < 41 paratodak > 1 


por lo que el teorema queda demostrado. 


SUPLEMENTO 8.8 


8.8.1 Teorema 


Si Y C,X” es una serie de potencias cuyo radio: de: convergencia es 
n=0 a 
R > 0, entonces y nc, también tiene a R como radio de con- 


n=1 


vergencia, 


Demostración Sea x cualquier número del intervalo abierto (-R, R). En- 
tonces |x| < R. Elijaun número x;, tal que |x| < |x, | < R.Como |x, |<R, 
es 

Y e x,” es convergente. En consecuencia, lim c,x,” = 0. De modo 

n*1 nie na? 

n=0 

que si se toma € = l en la definición 3.7.1, entonces existe un número 
N > 0 tal que 


si n > N entonces l'e,x,*] <1 
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Sea M el mayor de los números [c,x, l, |c7x,? |, |c3x,? h... 
Entonces 

|c,x"| < M para todos los enteros positivos n 
Ahora bien, 

-1 
[nc at = AC, : 5 : xy" 
= .n [e x1"| Xx m1 
ES 


De la ecuación anterior y de (7), 


M n-1 


ncxtll<e np 
| n | |x| 


X 


Si se aplica el criterio de la razón a la serie 


M +00 x n-1 
la 1:31 
entonces 
tim | Pm+L im [+ Dir dal 
Ao+ol oy, n=—>+00 | | nlxp1=! 
=|X im n+l 
= (|, 
ix 
= (5% <1 


s |eyxp"l,L 


(7) 


(8) 


(9) 


Por tanto, la serie (9) es absolutamente convergente; de modo que de (8) y 


+00 
el criterio de comparación, la serie Y nc, xn! también es absolutamente 


n=1 


convergente. Como x es cualquier número de (—R, R), se infiere que si el 


+0 
radio de convergencia de Y nc,x"=l es R” entonces R' > R. 


n=1 


Para completar la demostración se debe probar que R' no puede ser ma- 
yor que R. Suponga que R' > R, y sea x, un número tal que R < |x) | < R”. 


Puesto que |, | > R, se deduce que 


+0 
ñ . 

2: nXa es divergente 

n= 


(10) 


+00 
Debido a que |x, | < R', se infiere que Y nc, xy "-1 es absolutamente con- 
n=] 


vergente. Además, 


+00 +00 
[| 2 Inc, 1] = 2 [ne,xz"| 
y del teorema 8.3.6, 


+on 
y [nc, xy" | es convergente 
n=1 


(11) 
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Si n es cualquier número entero positivo, entonces 
n ni — n 
He, x | = n|ec,x | ll [nc xa | 


De esta desigualdad, de la proposición (11) y del criterio de comparación se 


+00 +0 
concluye que y lec El es convergente. Por tanto, la serie a 
n=1 n=0 
es convergente, lo cual contradice la proposición (10). En consecuencia, la su- 
posición de que R' > Res falsa. Por tanto, R' no puede ser mayor que R; y como se 
mostró que R' > R, se deduce que R' = R, lo cual demuestra el teorema. 


8.8.3 Teorema 


Ho 
Sea Nica" una serie de potencias cuyo radio de convergencia es 
n=0 


R > 0. Si fes la función definida por 


So) = Yc,x* (12) 


4=0 


entonces f'(x) existe para toda x del intervalo abierto (-R, R) y 


FO) -= Ync xn 


n=1 


Demostración Sean x y a dos números diferentes del intervalo abierto 
(ER, R). La fórmula de Taylor (fórmula (2) de la sección 8.1), con n = 1, es 
fa) 


FO = fla) + 1 (x- a) + LS (x — ay 


De esta fórmula con f(x) = x” se infiere que para cada entero positivo n, 
x= a? + na a) + inn - DR) ay? (13) 
donde z,, se encuentra entre a y x para todo entero positivo n. De (12), 
+00 +oo 
fa) - fa) = Ye,” - Ye,a” 
n=0 n=0 
+0 +00 
= (q + Y cx" = 7 Y ca” 
n=1 n=1 
+00 
= Y c,(x" - a”) 
n=1 


Al dividir entre x — a (ya que x + a) y emplear (13), se tiene de la ecua- 
ción anterior 


0- Aa. _1 S e, [nara - a) + in(n — DG) - ay] 
x-a ae 
Así, 


0 Ea — Ln = S nc,an + (xa) Snín - Dez(z 7? (14) 


n=l n=2 
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Como a está en (-R, R), del teorema 8.8.1 se concluye que la serie 
+00 - 


Y nc, ar! es absolutamente convergente. 


n=) 


Debido a que tanto a como .x pertenecen a (-R, R), entonces existen algún 
número K > Otal que Ja| < K<R y |x| < K < R. Así, del teorema 8.8.2, 


Y nía - De, K"-2 


n=2 


es absolutamente convergente. Entonces, puesto que 

|n(n - De, (z,y 7? | < Inn - Dc, K"-2 | (15) 
para cada z, se puede concluir, por el criterio de comparación, que 

+0 

Y nn - Dc, (2,7? 

n=2 


es absolutamente convergente. 
De (14), 


[0-40 _$ nc,gn 
n=) 


*x-a 


=|3(x — Y, ní(n — 1)e, (2,) 721 (16) 


+00 
Sin embargo, si y u, es absolutamente convergente, entonces 


n=1 
+00 +00 
Y tn S y | Un | 
n=1 n=1 


Si se aplica esto al miembro derecho de (16) se obtiene 


n=1 


x-a 


S 7lx - al Zutn — Dlc, 12,11? 
n=2 
De esta desigualdad y de (15) resulta 


7 S ¿le al Zur - dle, [k02 am) 


n=l 


donde O < K < R, Como la serie del miembro derecho de (17) es abso- 
lutamente convergente, entonces el límite del miembro derecho, con- 
forme x se aproxima a a, es cero. Por tanto, de (17) y del teorema de 
estricción, se tiene 


:>348 x-_a 


ONO LE 
Qca 


+00 
a fa = Y nc, ar! 
n=1 


y puesto que a puede ser cualquier número del intervalo abierto (—R, R), el 
teorema se ha demostrado. n 
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SUPLEMENTO 12.3 


2|A| 


FIGURA 1 


/2|h] 


12.3.3 Teorema 


Suponga que f es-una función de las dos variables x y y, definida en un 
disco abierto B((Xp, Yg); 1) Y que fo f. £yy Y $, están definidas en B. 
Además suponga que f ay Y f, , Son continuas en B. Entonces. 


fo Yo) = Fx Yo) , 


Demostración Considere un cuadrado que tenga su centro en (Xy, yp) y 
que la longitud de sus lados sea 2| h |, con la condición deque0 < /2 |A| < r. 
Entonces todos los puntos interiores y de los lados del cuadrado están en el 
disco abierto B (refiérase a la figura 1). Así, los puntos (xy + h, yy + MM, 
(o + A,Y0) y (Xp, Yo + A) están en B. Se define A como 


A = flxo + h, Yo + A — FO + hy) — fp Y + + fp 13) 
Considere la función G definida por 
Glx) = f(%, yy + h) — FG, yo) (14) 
Entonces 
Glx + h) = f(x + hy + h)- fG + h y) 


Por lo que (13) puede escribirse como 


A = Gíxy + h) — Gíxp) (15) 
De (14), 
GO = f¿0, yo + 1 — f,(% yo) (16) 


Ahora bien, comof, (x, yg + A) y £¿(%, yg) están definidas en B, entonces 
Gx) existe si x está en el intervalo cerrado que tiene como extremos a xy y 
Xq + h. En consecuencia, G es continua si x pertenece a este intervalo cerrado, 
Por el teorema del valor medio, existe un número Cc, entre xq y Xy + htal que 


G(xp + h) — G(xp) 
(xo + A)- xo 
de donde 
Gl + h) - Gí(xp) = AG*c) 
Al sustituir de esta ecuación en (15) se tiene 
A = hGc;) 


= Gcy) 


De esta ecuación y reemplazando x por c, en (16) se obtiene 

A = h[£Cj Yo + A) = f(c¡, yo) (17) 
Ahora, si g es la función definida por 

80) = f,(C1 y) (18) 
se puede expresar (17) como 

A = hlg00 + M - 200) (19) 
De (18), 

80) = fiy(c1, y) (20) 
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Como f xy (Cp y) está definida en B, entonces gy) existe si y está en el 
intervalo cerrado que tiene como extremos a yy y yy + h;en consecuencia, 
g es continua si y pertenece a este intervalo. Por tanto, por el teorema del 
valor medio, existe un número d entre yy y yy + htal que : 


20% + A - 209) = hgUd,) 


Si se sustituye de esta ecuación en (19) se obtiene A = h2g(d); por lo que 


de (20), 

A = hf, (cy dy) Qu 
para algún punto (c,, d,) del disco abierto B. Ahora considere la función H 
definida por 

Py) = FO + Ay) — y) (22) 


de modo que H(y + h) = f(%y + h,y + h) — f(x y + h). Por tanto, (13) 
puede expresarse como 


A = 0% + M - $00) (23) 
De (22), 
PU) = fp + hy) — £,(%o, y) (24) 


Puesto que, por hipótesis, cada término del miembro derecho de (24) 
existe en B, entonces ¿' existe si y está en el intervalo cerrado que tiene 
como extremos a yy y yy + h. Por tanto, $ es continua en ese intervalo. De 
este modo, por el teorema del valor medio, existe un número d, entre y, 
Y Yo + h tal que 


PO + HH - $09) = ho$(d,) 
De esta ecuación y de (23) y (24), 


A = h[f, 0% + h, d,) = $,(%g, da) (25) 
Ahora considere la función y definida como 

20) = f,0% d,) (26) 
y escriba (25) como 

A = hix(x + 1) 200) (27) 
De (26), 

X0) = fx (5 da) (28) 


y por el teorema del valor medio existe un número c, entre xy y xy + htal que 
Xp + M- xp) = hxcz) 
De esta ecuación y de (27) y (28), 
A = Mf, (cz dy) 
Con esta expresión para A y (21) se tiene 
Pf, (cy d) = H?f, (0), da) 
y como h + 0, entonces se puede dividir entre h?, lo cual proporciona 
EAN A (29) 
donde (c,, d,) y (cz, d,) pertenecen a B. 
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Debido a que c, y c, están entre xy y xy + h, se tiene c, = xy + €jh, 
donde 0 < €, < 1, y c, = xy + €zh, donde O < €, < 1. De manera si- 
milar, como d, y d, están entre yy y yy + h, se tiene d, = yy + €3h, 
donde O < €, < 1,y d, = Yy + €4h, donde 0 < €, < 1. Al efectuar estas 
sustituciones en (29) resulta 


F¿y o + Ejh, yy + €zh) = Sy (Xo + €sh, Yo + €41) 


Puesto que Fey y Sox son continuas en B, si se toma el límite de los dos 
miembros de esta ecuación conforme A tiende a cero, se obtiene 


Sy (Xo Yo) a Fx o» Yo) 


SUPLEMENTO 12.4 


12.4.4 Teorema 


Sea f una función de x y y tal que D,f y D,f existen en un disco 
abierto B(Pp; r), donde Pg es el punto (xp, yy). Si Df y D,f son con- 
tinuas en P,, entonces f es diferenciable en P,. 


Demostración Consulte la figura 1, donde el punto (xy + Áx, yg + Ay) 
está en el disco B(Pp; r). Entonces 

Af» Yo) = FlXy + Ax, yy + Ay) — fo, Yo) 
Si se suma y resta f(xy + Ax, yo) en el miembro derecho de esta ecuación 


se obtiene 


Af» Yo) = [FO + Ax, Yo) — FOtg YY] + [$ (Xy + Ax, yg + AY) — f0 + Ary 1 0) 


Ao Yo) = SU + Ax, Yo + Ay) — SC» Yo) 

Fx + Ax, yy +Ay)— f(% + Ax, yo) 

(Xp + AX Yo + Ay, f(x + Ax, yo + Ay)) 
Co» Yo» So, Y0)) 


(%g + Ax, Yo» Sy + Ax, yo) 


x (Xp + Ax, yy + Ay) 


FIGURA 1 


En el plano y = yg, y es constante y x varía. Como Df existe en el 
plano y = yy, se sabe por el teorema del valor medio que existe algún 
número c entre xy y xy + Ax tal que 
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Flxo + Ax, yo) — fo, Yo) _ 
(Xp + Ax) - xo = Dif, yo) 


de donde 
FX + Ax, Yo) — FO» yy) = (AD, fc, yo) (10) 


En el plano x = xy + Ax, xes constante y y varía. Puesto que D, fexiste en 
el plano x = xq + Ax, el teorema del valor medio afirma que existe algún 
punto d entre yy y yy + Ay tal que 


F(y + Ax yy + Ay) — fp + Ax, yo) = (AND, f(x7 + Ax, d) 
Si se sustituye de esta ecuación y de (10) en (9) resulta 
Afixo Yo) = (A)D| fc, yy) + (Ay)D) f(x + Ax, d) (1D 


Debido a que (xy + Ax, yy + Ay) está en B(Pp; r), c está entre xy y 
Xy + Ax, y como D,fes continua en P,, entonces 


D¡flc, yg) = D¡f(Xp Yo) (12) 


lím 
(Ax, Ay)>(0, 0) 


y como d está entre yy y Yo + Ay, y D,fes continua en Pg, entonces 


caña Bo, q DafOo + Ax, d) = Daflog Yo) (13) 
Si 

€ = Dif(c, yo) — D¡ Fo, Yo) (14) 
y 

€, = D¿flxg + Ax, d) = D2fQ%, Yo) (15) 
entonces de (12) y (13) se obtiene, respectivamente, 


€ =0 y €, =0 (16) 


raid 0) o, 0) 
Al sustituir de (14) y (15) en (11) se tiene 
Af» Yo) = AxID ¡fo Ny) + E] + AyID, f(%g Ya) + €2] 
de donde 
Aflo» Yo) = Dif (%g Yp) Ax + Df Yo) Ay + E¡Ax + €, Ay 


De esta ecuación y (16), se cumple la definición 12.4.2; de modo que f es 
diferenciable en (xp, yg). An 
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12.8.5 Teorema Criterio de la segunda derivada 


Sea f una función de dos variables tal que f y sus derivadas parciales 
de primér y segundo orden son continuas en algún disco abierto 
- Bí(a, b); r). Además suponga que f (a, b) = 0 y f,(a, b) = 0. Sea 


Día, b) = f,£a, b)f,,(a, b) - [f,y(a, DP 
(1) f tiene un valor mínimo relativo en (a; b) si 


D(6,b)>0 y fa. b)>0 (of 


f,y(a, b) > 0) 
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Gi) f tiene un valor máximo relativo en (a, b) si A 
- Dfa,b)>0 y f(ab)<0  (0f,(a,b) <0) 


(iii) f(a, b) no es un extremo relativo, pero f tiene un punto silla en 
(a, b, fla, b)) si 


Día, bj < 0 
(iv) Nose puede concluir nada acerca de los extremos si 
Día,b) = 0 * 


Demostración del inciso (i) Con el fin de simplicar la notación se 
define 


DY) = LI yy 06 9) — [£,y 0 NP 


Dado que D(a,b) > 0 y f, (a, b) > 0, se desea demostrar que f(a, b) es un 
valor mínimo relativo de la función. Puesto que f, ,, f,y Y £,, son continuas 
en B((a, b); r), entonces D también es continua en B. Por tanto, existe un 
disco abierto B'((a, b); r'), donde r' < r, tal que D(x, y) > 0 y f,,(x,y) > 0 
para todo punto (x, y) de B', Sean h y k constantes, no ambas cero, tales que 
el punto (a + h,b + k) esté en B'. Entonces las dos ecuaciones 


x=a+ht y y=b+k O<t<l 


definen todos los puntos del segmento rectilíneo de (a, b)a (a + h,b + k), y 
todos estos puntos están en B”. Sea F la función de una variable definida por 


F(0) = fla + ht,b + kt) (5) 


Por la fórmula de Taylor (fórmula (2) de la sección 8.1), 
FO) = FO) + Fix + LD 
donde z está entre O y 1. Sit = 1 en esta ecuación, se tiene 
F(1) = F(0) + F(0) + 5F"(z) (6) 


donde 0 < z < 1. Como F(0) = f(a,b) y F(1) = fía + h,b + k), en- 
tonces de (6) se obtiene ; 


fía + h,b + k) = fla, b) + F(0) + ¿F"z) (7) 


donde 0 <Z< l. 
A fin de calcular F'(t) y F"(t) a partir de (5) se utiliza la regla de la 
cadena, obteniéndose 


F(D) = hf,(a + httb + kt) + kf,(a + httb + kt) (8) 


FEO) = Pf, + hkf,, + hkf,, + Pf, 


donde cada segunda derivada parcial se evalúa en (a + ht,b + kt). Del 
teorema 12,3,3, f(x, y) = f,,(x, y) para todo (x, y) de B”. Así, 


FO) =P, + 2hkf +10 L, > (9) 


donde cada segunda derivada parcial se evalúa en (a + ht,b + kt). Al sus- 
tituir O por £ en (8) y z por 1 en (9) resulta 
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F(0) = hf,(a, b) + kf,(a, b) 
=0 
y 
FO = Rf A UE AMS 


donde cada segunda derivada parcial se evalúa en (a + hz,b + kz) y don- 
de0 < z < 1.Si se sustituyen estos valores de F'(0) y F*(z) en (7) se obtiene 


Fla +h,b + k) - fla,b) = AA, + 2hkf,, + 2) (10) 
Los términos entre paréntesis del miembro derecho de (10) pueden escri- 
birse como 
Li Fey Y? Fiyy? U 
RE, + ZA, ARO, = 1 h2 + 2H E RR] ( 2) + 222 
Lex + Mb, + Ely Al dee NA Tes fe 
Así, de (10), 
=f2 
fa+nbro-fan- E pr (1D) 
2 Fes fix 


Como ff, = Lay evaluado en (a + hz,b + kz) es igual a 
Día + hzb+kx3>0 


entonces la expresión entre corchetes del miembro derecho de (11) es po- 
sitivo. Además, puesto que f,,,(a + hz,b + kz) > 0, entonces de (11), 


fla + hib+k)-fla,b)> 0 
En consecuencia se ha demostrado que 
Fla + h,b + Kk) > fa, b) 


para cada punto (a + h,b + k)de B' diferente de (a, b). Por tanto, por la de- 
finición 12.7.1(1), f(a, b) es un valor mínimo relativo de f. n] 


EJERCICIOS PARA EL SUPLEMENTO 12.8 


1. Demuestre el inciso (ii) del teorema 12.8.5. 2. Demuestre el inciso (iii) del teorema 12.8,5. 
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TABLAS Y FORMULARIOS 


1. D,(u”) = nun! D,u HN= 
2. Du + v) = Du + Dv A 
3. Duv) = uD,yv + vD,u 16. D,(tan u) = j > D,u 
4 D (1) = PD — 4D, A1 1 

Ay y? 17. D,(cot*u) = sn Du 
5. De”) = e" D,u E 1 
6. D(a") = a“ InaD,u 18. D(sec”! y) = FL NE 
7. Din u) = Dn ea el 
8. Distr) =.cos u Da A 
9. Djícos u) = -sen 4 Du 20. D,(senh u) = cosh u D,u 
10. D,(tan u) = sec? u Du 21. D,(cosh u) = senh u Du 
11. D,(cotu) = —csc? u Du 22. D,(tanh u) = sech? u D,u 
12. D,(sec u) = sec u tan u Du 
13. D,tese 4) = —csc y cot u Día : O ii Pr 

Ñ j 24. D,(sech u) = —sech u tanh u D,u 

14. D,(sen” u) = 7 7 Pr 25. D,(esch u) = —csch u coth u D,u 


vl-u 
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Algunas formas elementales 


1. fu=u+c 4. fea: +C (a 4 -1) 
n+1 


2. fudiz au=c 5. 


3. fio + g(u)idu = frooas + feos 


Formas racionales que contienen a + bu 


6. j ud = y [a + bu - alfa + bu| ] + C 


a + bu p? 


da _ 11 2 2 
YA VE a A [ía + 60 - 2ala + bu) + aéinja + ul | + C 


u du l a 
8. ar = Alt + Inja + bu) | + C 


2 2 
9. a 5 [a + du - de - 2amja + bu|| + C a 
(a + bu) b a+ bu 


du 1 a 1 
0 | LL <= Alt a] 
ll (a + buy bil2a+ buy?  as+bu 


pa 
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du 1 u 
11. ¡5 _ e De + bu + € 
al td A 
u“t(a + bu) au 
du | 1 u 
13. | > = ——— + —5l + 
¡a ala + bu) a? » a+ bu 


Formas que contienen /a + bu 
14. fs + bu du = 157 hu - 2aYNXa + buy? +C 


15. fas bu du = TACÓN 12abu + 8aYMa + buyP + C 


A 2u”(a + buy _ 2an a 
16. f. ya + bu du = pun +3) pani3) uu”? Ja + bu du 
17. | “de -_2 (bu-2a) Jas bu + C 
b 2 
ya y u 3b 
2 
18. | ¿du - 2. (3b%2? - abu + 8a?) Ja + bu + C 
Ja + bu 15p? 
19 u" du _ 2u"Ja+bu__ 2an u””! du 
ya + bu bQn +1) bQn+D]| Ya + bu 
n Yau YB loo sia>o 
a "las bu + ya + bu + Ja 
20. | —L£—= 
J uxya + bu 
2 y ja + bu : 
tan! ¡1222 4+C sia<0 
Ya -a 
21 u -__va+bu_ _bQn-3) du 
ula + bu aln - Dun”! 2aín - 1) r=lla + bu 


22. Ya + buda > ara +a —_ Qu 
" u uJa + bu 


aín — Dun! "an D 


23. J ya+budu _ (a+ buyA _ bn b(2n -— 5) a ya + > du 
u” 


Formas que contienen a? + u? 


1 


2. | Mo lantt+c 
a a 


+C osilul<a 


a [e 


+C si luj>a 


ES 


Lama si Jul<a 
a a 


comal O osifu]>a 
a 
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Formas que contienen Vu? + a? ] 

En las formulas 27 a 38, se puede sustituir 
In (u + Jul +a) por sent! 2 
ina + Va? — a? por cosh"! 2 


a+ ul +4? 


u 


por senb”! a 
u 


2 


28. fu ta? du = a uta t < InJu + Yu? +a*| + C 

4 
29. fas tal du= ¿Qu £ adulta? - E inju + Ju? + a?| + C 
a+ Jul + a? 


Zn E 
a EA tad +C 
u u 
yu? — a? du IC 7 
31. A Jul -a = asta + CO 


7h al 7 2 eN 
32. O ea db 
u 


a. | 44 ia td mfu+ fina? | + 
NA 2 


du __l,la+ qu? +a? 
34. ¡=> = qe 7 +C 
Dusa 
35, = qe 
ar 
[y 2 2 
36. | tt E C 
u2Ju? + a? tatu 
37, fu san du = gu + Sa?) Ju? mu Y 24 a? | +4 C 
du u 
38. | ———T— =2 —— => +C 
Le £ aya tadyu? ta? 


39. | —Y_=semtt + C 
a 


2 


2 
40. fa -u? du = 18 - y? + 5 sntz+ C 
4 
41. fea -u? du = gd - ala? - ul + E seniZ +C 
a 


2 2 => Z 2 
a? — u* du a+ ya? — 
A A a AA : 
u 
= yal —- ul -acotiil£ 4 C 
u 
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43. 


2d 
4. A A A 
NR 2 7 
22 
45. du E a CA NO 
A u 
= -1 cost 2 + 
a u 
A 
46. du e a - u +C 
ua? - y? aru 


4 
47. fe - yA dy = - ¿Qu? - sala? -u + de sen”! a +C 
du 7% M7 
lid at ono di 


- ul) 


Formas que contienen 2au - u? 


2 


Li Ls 2 3 
50. fas - 4 du = E E -40 + Lost - 2) +C 
a 
/ a 

51. preóa = /2au - u2 + acos” - z) + C 

u a 

= y? / EZ 
52. pe e du _ _242au — u -cost[1 1) + Cc 

u u a 


53, E = cost 1 4) + C 
y2au — u? a 


54. A E e + acost[1- 4), C 
y2au - u? a 


2 2 
55, | QU 0 a ot) 0 
a 


y2a4 - u? 
56. j du _ _v2qu— y? *C 


PRAT ee 2 
qe j 2au — 42 du = 22 Lau - a? + cos al dl 
a 


uv 2au - y? au 
du u-a 
57. O 
j Qau - u? yR at lau — u? 
du u 
58. z = + C 
j (Qau — u? yA aylau - u? 


Formas que contienen funciones trigonométricas 


59. | senua = =conu + 62. cora = infscnu +C 
60. Josu = senu + C 63. [ecuáa = tmfxcu + tana +C 
61, funuá = In | sec 11] +C 64. osea = In esc u .-. cot y | +C 


In|tan(tx + tu] + C 


ln | tan lu! +C 
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65. | sectudu = tanu + C 77. | secrudu = ¡sec”2 u tan u end feria du 

n- n- 
2 EN AR 

66. | esc tudu ==cotu + C 78. | csc"udu =-—L_escr?ucoru + 122 | esc" 2udu 
n-1 n-1 

67. | secutanudu = secu + C A A _sen(m + nju , sením - mu, E 

N 2(m + n) 2(m - n) 
68 cse u cot u du = —cscu + C 


sením + n)ju , sením — n)u +C 


30. 2(m + n) 2(m — n) 


cos Mu cos nu du = 


69. fer? as = ¿u-= lsen2u + C ! 
81. | sen mucosa = _Cos(m + n)u _ cos(m - n)u +C€ 
70. feoruas = lu + Lsen2u + C o Um - 1) 
2. Si - 
71. fraud = anu 4 + € 8. fucenuas senu - ucosu + C 
72. feo?uas O 83. fucosuas = cosu + usenu + C 
73. [ventas = —lsenrrtucosa + 21 fueras 84. fe sen u du = 2usenu + (2 — u2)cosu + C 
n n a 
74. feortuas S l cos”=!usenu Ai feos2uas 85. futcosuás = 2ucosu + (u? — 2)senu + C 
Rn Rn 
75. [varas = an! u- fura 86. fo sen u du = —u"cosu + n fe cos u du 
76. fora = cor! y - feo as 87. fo cos udu = u"senu - n fe sen u du 
m-| n+l SÉ 
88. [estucos nas Pe a Le [ser 2ucosruaa 
m>+n men 


AÑ — im Eo A A ses ucos””2 y du 
m>+n men 

Formas que contienen funciones trigonométricas inversas 

93. ES udu = usecTl uy - Inu + yu? — 1| + C 


89, ena =usenlu + Yl-u2 +C 
1 


= useclu - cosh?u + C 


90. | cos”! udu = ucos tu - Jl-u? + C 
j 94. Jose uda= netas Infu + Ju? 1 +C 
91. funtua = uta lu —- InJl+u? + C Sa co dé 


92. feo! uas = ucotlu + InJl+u? +C 


Formas que contienen funciones exponenciales y logarítmicas 


95. fe du = e" + C 98. furor = yet — 1 Juas 
96. a" du = Lo +C 99. ua" du = y ¿E uTlatdu + C 
Ina - Ina Ina 


97, fuera = eta 1 +c 100. VE == 1 fp 


y” (n= Dburton-1) um 
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101. pz 57 
u” 


102. fu u du = 


103. fo In u du = 
( 


4 


a ina 
pardas 


(a- Du! n-1 
ulnu-u+C 


yr+ 


+1 


[(n + Dinu - 1] + C 
y 


104. j de. = Imjinu| + C E 
ulnu 


105. je sen nu du = 


106. fe- cos nu du = 


Formas que contienen funciones hiperbólicas 


107. [rentas = coshu + C 

108. feosvuas = senh u + C 

109, fumas = In|coshu| + C 
110. foma = In | senh « | +C 
111. ñ sech u du = tan” (senh u) + C 
112. foso = In|tanh Ju] + C 
113. [secas = tanhu + C 

14 fosa? ud = -cothu + C 

115. [ecu = -sechu + C 


a+n 


(a sen nu — ncos nu) + C 


7 (a cos nu + nsennu) + C 


116. fresca = -cschu + C 


117. 


118. 


119. 


120. 


BL 


122. 


123. 


124. 


A A A A 


senh? u du = 


cosh? u du = 


1 
q Senh 2u — 


)senh 24 + 


1 
qu+C 


1 
¿UC 


tanh? u du = u — tanhu + C 


coth? u du = u — cothu + C 


u senh u du = 


u cosh u du = 


e** senh nu du 


e** cosh nu du 


ucosh u - senhu + C 


u senh u — coshu + C 


art —n 


2 


2 


(a senh nu — ncosh nu) + C 


(a cosh nu — n senh nu) + € 
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FÓRMULAS DE ALGEBRA 


Productos notables 


(x + aja + b) = + (a + bx + ab (ax + byXex + dy) = acx? + (ad + bejxy + bdy? 
(a+ y? = 1? + 2xy + y? (x + y = 1 + 31?%y + 3uy? + y? 
(x= y? = 1? - 2uy + y? (== 10 - 3x%y + 3xy? — y? 


(x + ya - y) = 12 - y? 


Factorización de polinomios 


ax + ay + az = a(x + y + 2) 2 2xy+ y? =(x - y? 
12 - y? = (x + yMa - y) acx? + (ad + belxy + bdy! = (ax + bylcx + dy) 
122 + (a + bx + ab = (x + aja + b) ds y= (a+ ya? — xy + y?) 


2 


2 +2xy + y? = (x + y? 


1 y? = (1 - 0? + xy + y?) 


Exponentes 
ala” = art” a? =1 azo0 

nin _ nm 
(arY" =a ar= aro 
e” - arar a*xo0 sd 
a” alt= Ya 
5d = a tb" arin ES (Yay” 

a a” 
OS mn 
Radicales 
na, A eo 5h 
JNE al a si n es impar 

Ya a 0 : 
6 7 de bO la| si n es par 

ta 4 . 
Fórmula cuadrática 
Si a * 0, las soluciones de la ecuación ax? + bx + c = 0 están dadas por 

_ —bHxvb* - 4ac 
Ñ 2a 
. 

Desigualdades 
sia <byb< c,entonces a < c sib>0, [xl < b equivale a -b < x< b 
sia < b,entonces a+c<b+c si b>0,|x] > b equivalea x<-box> b 
sia < b,entonces a =c<b-=c sib>0, 12 < b tquivalea -Yb <x< yb 


sia < b yc > 0,entonces ac < bc O db 


sia <b yc < 0, entonces ac > bc 
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. 
Logaritmos 
y = log, x si y sólo si x=b E log,  = log, u — log, v 
y - 
log, 1 =0 log, u” = n log, u 
log¿b = 1 log¿x = Ss (cambio de base) 
log, uv = log, u + log, v Inx = log, x 
. . 

Teorema del binomio 
(a + by = Cya” + Carlo + Carbo Cab 4 Cb 
donde ,C, = —— 

po (n= rr! 
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La siguiente simbología se emplea para las medidas: 


r: radio h: altura b: base a: base C: longitud de la circunferencia 
A: área $: área de la superficie B: área de la base V: volumen 


Círculo: A = rr?; C = 2ar 

Triángulo: A = 3 bh 

Rectángulo y paralelogramo: A = bh 

Trapecio: A = L(a + b)h 

Cilindro circular recto: V = r?h;S = 2xrh 

Cono circular recto: Y = Lar?h; S=amrdr+h 
Esfera: V = 22r?,S = 4xr? 

Prisma (con bases paralelas): V = Bh 

Pirámide: V = ¿Bh 


Teorema de Pitágoras: En un triángulo rectángulo, si a y b son las longitudes de los lados perpendiculares y c es la longitud de la 
hipotenusa, entonces 


e? = a? + bp? 


PY 
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FÓRMULAS DE TRIGONOMETRÍA 


Funciones trigonométricas 


B y y 
o YA) 
Cc p q 
z > x 
ud (1,0) 
8 
A ” C a 7 x 

sena = £ seng = 2 senO = yo 

c r 
cosa = ? cos9 = i cosÓ = xo 

€ r 
tana= £ tang = 2 tano = Y 

b x X0 
cota = ? coto = % cot9 = e 

a y xo 
seca = £ secg = L seg = 

b x *0 
csca= £ escO = l ce 8 = L: 

a y Yo * 

. . 4 . 
Identidades trigonométricas fundamentales 
senxcscx = l cosxsecx = 1 tanxcotx = 1 
tanx = nx cotr = S05x 

COS x sen x 
sentó x + cosóx = 1 1 + tan?x = sectx 1 + codx = csc?x 


Identidades de sumas y diferencias 


sen (u + v) = senucos v + cos u sen y tan (u + v) = tan u + tan y 
sen (4 — y) = sen 4 COS Y — COS u sen v 1 — tan u tan v 
cos (4 + v) = cos 4 cos y — sen u sen v tan (u — v) = tan u — tan y 
cos (4 - Y) = cos u cos y + sen u sen y 1 + tan y tan y 


Identidades para ángulos dobles y semiángulos 


sen 24 = 2 sen u cos u ES l — cos 2u cos? 11 = 1 + cost 
cos 2, cos? y — sen? . 2 
u= - u 
Si Co L + cos 2u tan tr =] cos £ 
cos 2u = | - 2sen“u 2 sen £ 
2 2, _ |- cos2u 1, _ sent 
cos 2u = 2 cosóu — 1 tantu = —__—_——= tanzt= —== 
a L + cos 2u E 1 + cost 
tan 2u = Zn an. sen? le = 1 cost cos £ 
1 — tanó u 2 2 


Identidades para el producto, suma y diferencia de senos 
y cosenos 


sen u cos y = 3 [sen(u + v) + seníu — y)] cos u cos v = 2 [cos(u + y) + cos(u - v)] 


cos u sen v = 3 [sentu + y) — sen(u — v)] sen usen y = 3[cos(u — y) — cosí(u + v)] 


1262 TABLAS Y FORMULARIOS 


sens + sent = 2sen[ 2:11) c0s EE coss + costos 2008 ££1) cos $1) 

2 2 2 
sens — sent = 2008 241) sen $1) COS Ss — COS! = -2 en 221) sen( $1) 

2 2 2 2 
fó | .. 

Algunas fórmulas de reducción A 
sení=1) = —sen x cosí-x) = cos x tan(—x) = —tan x 
sen( +37 — Xx) = COsx cos( 47 = xXx =senx tan( Lx — x) = cotx 
sen( 31 + x) = cosx cos(+ 0 + x) = —sen x tan(47 + x) = =cot x 
sen(T — x) = sen x COS(TT — x) = —COS X tan(T — x) = —tanx 


Leyes de los senos y de los cosenos 


. Enestas fórmulas a, b y c representan las medidas de los lados de 
un triángulo; a, fB y y denotan las medidas de los ángulos 
opuestos a los lados de medidas a, b y c, respectivamente. 


Ley de los senos Leyes de los cosenos 

aabracba abetos sena _ senf _ seny 
a b Cc 

bis a? + c?- 2accos B de 


ce? =al + b?- 2abcos y 


Tabla de valores especiales de las funciones trigonométricas 


O radianes o 
número real x 0 grados 
0 Indefinido 
Ed y3 
6 
2 Í 
L Indefinido Indefinido 0 
T 1802 0 Indefinido =1 Indefinido 
Indefinido =l Indefinido 0 
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FÓRMULAS DE TRIGONOMETRÍA HIPERBÓLICA 


Funciones hiperbólicas 


Toa por x -x 
semhx = £ S coshx = E+£ 
2 2 

tinbs senh x cos cosh x 

cosh x senh x 

1 

sechx = cschx = l 

cosh x senh x 


Identidades hiperbólicas 


l 


coth x 
cosh? x — senh?x = 1 


tanhx = 


1 — tanh?x = sech?x 
1 - coth?x = —csch? x 


senh(-=x) = —senh x 


coshí—x) = cosh x 


senhíx + y) = senh xcosh y + cosh x senh y 


coshíx + y) = coshxcosh y + senh x senh y 


senh 2x = 2 senh x cosh x 
cosh2x = cosh?x + senh? x 
cosh 2x = 2 senh?x + 1 
cosh2x = 2 cosh?x — 1 


coshx + senhx = e* 


coshx — senhx = e* 


XX x =x 
tanhx = E-=£Z cothx = Et£—Z 
ete” et -eg* 
sechx = z - cschx = ==. 
ete? ete” 


Funciones hiperbólicas inversas 


sen! x = In(x + yx? +1) para cualquier número real 


coshlx =In(x + Yx2-1)  x>1 


tanbix= 1ipLtx |x| < 1 
2 l-x 

coth!x = Lip 21 lx] > 1 
2 x-1 
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FÓRMULAS DE GEOMETRÍA ANALÍTICA 
CONCEPTOS FUNDAMENTALES 


Fórmula de la distancia 


La distancia entre dos puntos P,(x,, y¡) y Pa(x,, y,) está dada por 


d(PP) = |P¡Pa| = fía - +0 -9P 


Fórmulas del punto medio 


Si M(x, y) es el punto medio del segmento de recta de P,(x,, y,) a Pa(x>, yo), 
entonces 


Lt - A+Y 
2 2 


PaX2, y2) 
Y27Y1 
| 
Pix; y) 
———- Ríxo, y ) 
XX 2 AÑ ; 
(9) 
y 
A 


P. ¿> ya) 


P Xp y) 


Fórmulas del punto de división de un segmento 


en una razón dada 


Si P(x, y) es el punto que divide al segmento dirigido P,P, en la razón 
r = P,P: PP,, entonces 
Xy + 7x 


x= —_—_—_—_—— 
l+r A 


rá-l 


Área de un triángulo 


4 yl 
Xx2 yz 1 
Xx yl 


Área (ABC) = e 


Observación: 
El área será positiva sólo si se recorren los vértices del triángulo en el 
sentido contrario al giro de las manecillas del reloj. 


Una condición necesaria y suficiente para que tres puntos diferentes 
(x1» y 1), (1, y2) y (1, y3) sean colineales consiste en que 


e 


PalXo, y) 


Y POP (xy) 


' 
J 
' 
s 

Ox; x X 


Cíxz, y3) 
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Gráfica de una ecuación y lugares geométricos 


Problemas fundamentales de la geometría analítica 


1. Interpretar geométricamente una ecuación; es decir, construir la gráfica correspondiente. 
2. Determinar la ecuación de una figura geométrica, o de la condición que deben cumplir los puntos de la misma. 


Principio fundamental de la geometría analítica 


Las coordenadas de un punto satisfacen una ecuación si y sólo si ese punto pertenece a la gráfica de esa ecuación. 


Gráfica de una ecuación 


La gráfica o lugar geométrico de una ecuación en R, es el conjunto de todos los puntos en R», cuyas coordenadas son 
soluciones de la ecuación. 


Construcción de curvas 
Determine: 


(a) las intercepciones en los ejes coordenados, 

(b) la simetría de la curva con respecto a los ejes coordenados y al origen, 

(c) la extensión de la curva (dominio y contradominio), 

(d) las asíntotas verticales u horizontales que la curva pueda tener, 

(e) las coordenadas de un número suficiente de puntos a fin de obtener a una gráfica adecuada. 


Pruebas de simetría 


La gráfica de una ecuación en x y y es 


(i) simétrica con respecto al eje x si y sólo si se obtiene una ecuación 
equivalente cuando y se sustituye por — y en la ecuación; 


xXx 


(ii) simétrica con respecto al eje y si y sólo si se obtiene una ecuación 


y 
y 
equivalente cuando x se sustituye por —x en la ecuación; 
o 
y 


Xx 


(iii) simétrica con respecto al origen si y sólo si se obtiene una ecuación 
equivalente cuando x se sustituye por —x y y por —y en la ecuación. 


RECTA 


Pendiente de una recta 


Si P¡(x,, y) y Pa(x2, y2) son dos puntos diferentes cualesquiera de una recta no vertical, entonces la pendiente de la recta 
es m, y está dada por 


Ya - 
Xx 7 
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Ecuación de una recta 
Forma de los dos puntos 


y 
A 


P (xy) 


P. ar Ya) 


Y2 7 y 
yon= 2 eo) 0x2 


Forma de punto pendiente 


y Y = m(x- x1) 


Ay Ay 
Forma simétrica Forma pendiente-intercepción 
y y 

(0, b) (0, b) 

(a.0) (x, y) 

o > 0 E 

el az0 y bx0 y =mx+b 

Forma general Forma normal 


Axr+ By+C=0 


Forma de determinante 


mm, + —1 


Condición necesaria y suficiente para que dos rectas sean paralelas: 
m <= m, 


Condición necesaria y suficiente para que dos rectas sean perpendiculares: 


m,m, = 1 


A(p cos 6, p sen 0) 
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CIRCUNFERENCIA 


Forma centro-radio (canónica o estándar) 


Constantes y y 
Radio: r ¡| 4 
Abscisa del centro: —h E 
Ordenada del centro: k PG, y) 
pQ. y) 
> x 
= A 
+» X 
-r 
Ecuación: + y? =p a HA (y kar? 
Coordenadas del centro: C(0, 0), el origen C(h, k) 
Forma general P+y+rDx+ Ey+ F=0 


Caso 1: D? + E? - 4F>0 


La circunferencia tiene centro en (-FD,—3E) y radio r = 34D? + E? + 4F 


Caso 2: D? + E? - 4F=0 


La circunferencia es el punto (-5D, JE) 


Caso 3: D? + E? - 4F<0 


La circunferencia es el conjunto vacío 


PARÁBOLA 


Formas canónicas o estándar 


Constantes 


Distancia entre el vértice y el foco:  p 


Longitud del lado recto: | 4p ] 
Eje paralelo al eje x 5 
p positiva ? 


directriz 


directriz 


eje 
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p negativa y y, 
A 
O directriz ” directriz 
Y, > 
XxX 
eF 
eje 
M 
O 
Ecuación: x? =4py (x - A? = 4p(y —- K) 
Coordenadas del vértice: v(0, 0) V(h, k) 
Coordenadas del foco: F(0, p) F(h,k + p) 
Ecuación de la directriz: y=-p y=k-=p 
Eje paralelo al eje y 
y 
p positiva a A 
E 
g 
3; 
eje F 
. > x 
v 
p negativa y y 
A A 
5] 
5 
ER 
3! N 
| B, 
. F ! E 
eje 0 A 3: 
eje FO Y: 
0 ] 
Ecuación: y? =4px O — hY? = 4p(x - h) 
Coordenadas del vértice: v(0, 0) V(h, k) 
Coordenadas del foco: F(p, 0) F(h + p,k) 
Ecuación de la directriz: x=-p x=h-p 


Forma general (1) Ax? + Dx + Ey + F = 0, eje paralelo al eje y 
(2) Cy? + Dx + Ey + F = 0, eje paralelo al eje x 
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ELIPSE 


Formas canónicas o estándar 


Constantes 
Longitud del eje mayor: 2a 
Longitud del eje menor: 2b 
Distancia entre los focos: 2c 
27 p2 
Excentricidad: e=£= Ya b < 1 
a a 
Ñ 2b? 
Longitud del lado recto: — 
a 
Relaciones c<a 
a>b 
?=a-p 
Eje principal horizontal y ? 
A 
N >] 
B 5 
8 8 
3 3 
y 7 —> x 
' (e) 
. 2 2 _ hy ( - Ly? 
Ecuación: L4%=1 GAY 1 
ación 7 + y? 7 ¿7 
Coordenadas de los vértices: Vía, 0), Ví=a, 0) V(h + a,k), V(h — a,k) 
Coordenadas de los focos: F(c, 0), F(=c, 0) F(h +0 0,F(h - ch) 
Coordenadas del centro: C(0, 0) C(h, O) 
Ecuaciones de las directrices: x= 1 x=hiz . 
Eje principal vertical A A 
ooo] - . Mirectriz 
directriz 
v 
> Xx 
a] Mo 
directriz 
v > X 
ES 10 directriz (o) 
2 2 - hy - ky 
Ecuación: 5 +2 =1 € 2 + GO _ 1 
b a b a? 
Coordenadas de los vértices: V(O, a), VO, —a) Víh,k + a), V(h,k — a) 
Coordenadas de los focos: F(O, c), FO, —c) F(h,k + 0), F(h,k - c) 
Coordenadas del centro: C(0, 0) C(h, k) 
Ecuaciones de las directrices: y=3+2 y=kit£ 
e e 
Forma general Ax? + CO? + Dx+ Ey+F=0AC>0 
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HIPÉRBOLA j 


Formas canónicas o estándar 


Constantes 
Longitud del eje transverso: 2a 
Longitud del eje conjugado: 2b 
Distancia entre los focos: 2c 
12 » 
Excentricidad: e= £-= UTA >] 
a a 
; 2p? 
Longitud del lado recto: — 
a 
Relaciones c>a 
c?= a+ p? 
Eje principal horizontal a AY 8 eS 
5 al ¿Se 
¡8 8: > 
3 By” 
e 
Yo AE ve?" 
1 e 
! o, 
2 2 2 2 
6n: x YE Gh 0-0? _ 
Ecuación: a E ió 
Coordenadas de los vértices: Vía, 0), V=a, 0) V(h + a,k), V(h — a,k) 
Coordenadas de los focos: F(c, 0), F(=c, 0) F(h + c,k), F(h — c,k) 
Coordenadas del centro: C(0, 0) C(h, k) 
Ecuaciones de las directrices: x=3+l x=ht?l 
e e 
2 2 y YN 
o bien: E. =0 GAO O 
al  b a? p? 
Eje principal vertical AY AS he he $ 
> N E 
Ss Ñ 2 
EN F ES oa ojos directriz 
Ed 
IV --7-- directriz E 
Ñ y ys e 
A / £ C(h,k) 
N Y NX 
Ni / 3 
6 > / N 
MN tá E >» x 
e a 77 Y directriz 
SS EA directri / EN 
Ea =x-- directriz Ñ a, 
4 F y a %, 
/ a, 
+ 
2 2 —p? 2 
ón: DE NE G-0_G-*) 
Ecuación: ol 1 7 S y? 1 
Coordenadas de los vértices: V(0, a), V(0, —a) Víh,k + 0, V(h, k — a) 
Coordenadas de los focos: F(0, o), FO, —c) F(h,k + 0), F(h,k - c) 
Coordenadas del centro: C(0, 0) C(h, k) 
Ecuaciones de las directrices: y= +2 x=k3vwv E 
e 
2 2 A 2 
: Y Ox G-0"_(-h) 
o bien: A 0) AD AQUI SAL AE | 
a b - a? p? 


Forma general Ax? + Cy + Dx+ Ey+F=04C0<0 
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TRANSFORMACIONES DE COORDENADAS 


.» . » z 
Traslación de ejes a A 

Si (o y) * 
Si (x, y) representa un punto P con respecto a un LL ii e (057) 
conjunto de ejes dado, y (x*, y”) es la representación de A— y 

P después de que los ejes son trasladados a un nuevo OB A : 

origen que tiene coordenadas (4, k) con respecto a los 

ejes dados, entonces ¿ E 
e > x 

0) A 


x=x-=h y y=y-k 


Rotación de ejes 


Si (x, y) representa un punto P con respecto a un 
conjunto de ejes dado y (x, y) es una representación de 
P después de que los ejes han sido rotados un ángulo 
q, entonces 


0) x=xXCc0sQq - Y senQ 
y = xsenQ + ycos Q 
ao | 


” 


xcOs A + y sen Q 
= -xsen Q + y cos Q 


il | 


ECUACIÓN GENERAL DE SEGUNDO GRADO 
EN DOS VARIABLES 


La gráfica de la ecuación 
Ax? + Cy + Dx+ Ey+F=0 
cuando Á y C no son ambos cero, es una cónica o una cónica degenerada. Si es una cónica, entonces la gráfica es 


(i) una parábolasiA = 0 o C = 0, estoes AC = 0; 
(ii) una elipse si A y C tienen el mismo signo, es decir, AC > 0; 


(ii) una hipérbola si A y C tienen signos opuestos, esto es, AC < 0, 
La gráfica de la ecuación 
Ax? + Bxy + Cy +4 Dx+ Ey+F=0 
es una cónica, o bien, una cónica degenerada. Si la gráfica es una cónica, entonces es 
() una parábola siB? - 4AC = 0; 7 


(ii) una elipse si B? — 4AC < 0; 
(iii) una hipérbola si B? — 4AC > 0. 


1272 TABLAS Y FORMULARIOS 
COORDENADAS POLARES : 
Transformaciones de coordenadas 


Coordenadas polares a cartesianas 


x= rcos0 y y = rsenó0 


Coordenadas cartesianas a polares 


r= kyxa? + y? y tan9= = 


Criterios de simetría 


Una gráfica polar es 


(i) simétrica con respecto al eje polar si se obtiene una ecuación equivalente cuando (r, 0) se sustituye por (r, -8) o 


por (-r, x — 0); 

(ii) simétrica con respecto al eje ta si se obtiene una ecuación equivalente cuando (r, 9) se sustituye por (r, 1 — O) o 
por (—r, -0); 

(iii) simétrica con respecto al polo si se obtiene una ecuación equivalente cuando (r, 0) se sustituye por (—r, 0) o por 
(r, 7 + 0). 


Ecuaciones polares de rectas y circunferencias 


C, a y b son constantes 


0=C Recta que contiene al polo; forma un ángulo de C radianes con el eje polar. 

rsenó = b Recta paralela al eje polar, arriba del eje polar si b > 0, debajo del eje polar si b < 0. 

rcosó =a Recta paralela al eje A; a la derecha del eje 3 sia > 0, a la izquierda del eje la sia< 0. 
Ro=C Circunferencia; centro en el polo; radio C. 


r =2acos0  Circunferencia; radio la | ; tangente al eje 3%; centro en el eje polar o en su prolongación. 


r =2bseng  Circunferencia; radio | b | ; tangente al eje polar; centro en el eje ¿7 o en su prolongación. 


Tipos de caracoles 


De la ecuación r = a + bcos 6, donde a > 0 y b >0: 


(a) 0< r < 1 Caracol con lazo. Consulte la figura (¿). 

(b) A = 1] Cardioide. Refiérase a la figura (¿1). 

() 1< ña <2 Caracol con hendidura. Consulte la figura tii), 

(d) 2< ; Caracol convexo (sin hendidura). Refiérase a la figura (iv). 
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EJERCICIOS 1.1 (página 10) 

1. (a) dominio: [4, +00);  (b) dominio: (-oo, -2] U [2, +00); (e) dominio: [-2, 2];  (d) no es función * 

3, (a) dominio: (-oo, +00); (b) no es función; (c) dominio: (oo, +00); (d) dominio: (-oo, + 60) 

5. (a)S; (b)-5; (c)-1; (d)2a + 1; (e)2x + 1; (f)4x - 1; (g4x -— 2; (M2x + 2h- 1; (1)2x + 2h - 2; (j)2 

7. (a) -S; (b) -6; (e) -3; (0d) 30; (e) 2h? + 9h + 4; (f) 8x% + 10x?2- 3; (8) 2x* - 71? (h) 2x? + 
(4h + S)x + (2h? + 5h- 3) (122 + 5x + (2h? + 5h - 6); (j)4x + 2h + 5 


9, +18; (b ] 2 (d 3); 2-3l:(f l 
(a) Y+ (b) |x|; (091% (8) [x + 3); (e) [x? - 31 O HTA 


11. dominio: (—oo, +00); 13. dominio: (-o0, +00); 15. dominio: (—o0, +00); 
contradominio: (—oo, +00) contradominio: [O, + 00) contradominio: (oo, 5] 


mit y az 
6 8 6 8 
17. dominio: (1, +00); 19. dominio: (-oo, -2] U (2, + 00); 21. dominio: [23, 3]; 
contradominio: [0, +00) contradominio: [0, +00) contradominio: [O, 3] 
(54 y Ay 
8 8r 
8 
6L 5 sE 
aL el 
2 F 2 2 
Ñ E un AS ias E AS 
8 -6 -4 2, 245658 -8 -6 -4 -2 2 6 8 -8 AL 246 8 
-aL -4 -4 : 
-6 -6 -6| 
Aa -8 -8 L 
23. dominio: (-oo, +00); 25. dominio: (-oo, + 00); 27. dominio: tx|x *-5); 
contradominio: [0, +00) contradominio: [0, +00) contradominio: (y ly + -10) 


y 


EE Li 
3-6 -4 2 


-4 


1 
m 
ETEPPTTITIOTT 
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29. dominio: lx|x 1); 31. dominio: (—oo, +00); 33. dominio: (-oo, +00); S 
contradominio: (y | y *-2) contradominio: (-2, 2) contradominio: [ y | y 3) 
LL EE 
8 
35. dominio: (-oo, +00); 37. dominio: (-oo, +00); 39. dominio: (—oo, +00); 
contradominio: [-4, +00) contradominio: (-00, +00) contradominio: (—oo, 6) 
y y 
s 
Í 
Xx F Xx 
(ASA AS ES Dn A A A A > 
-8-6 -4 - 46 8 -8 -6-4-2 | 
=2F 
-4p 
-61 
—8+ 
41. dominio: (oo, +00); 43. dominio: tx|x 4 2); 45. dominio: (-oo, +00); 
contradominio: (-oo, -2) U [0, 5] contradominio: [0, + 00) contradominio: (enteros) 
AY 
gt 
6- 
aL eo 
E eo 
2+ ae 
8 -6 -4 -2 NIRO 876 42 a aaa E iS a pr 
a ed 86 4-2 | qEs 68 d 
e e 
eS -6+ eo +-6 
j ¡E es 
-8+ eo -8p 
E Poe ñ 
47. (a) (b) U(x — 1) (ce) UG) — 1 (d) UG) - Ux - 1 
EE -j0 six<i JA six<o0 0 six<o0 
a lo sil<x =L|0 si0<x =31 si0<x<l 
0 si1<x 
4+ 
F AY AY 
2t > sl 81 
Al 245658 ét 6t 
male 41 4 
aa 2h 2 
-6+ PA 
29 É es e a e UA E 28 76 -4 -2 
l- -2f =2t 
-4+- -4L 
-6+- 6! 
-8| -8+ 


sd 
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49. (a) AY (b) xsgn x (c) 2 — xsgnx (d) x - 2sgnx 
81 A = 
6 xx six<0 _f2+x six<0 x+2 six<o0 
4 [ =30 six =0p=|x] ol2-=x si0<x = 30 six=0 
LE x si0<x x-2 si0<x 
a AY 
AL AAA: y P 
-2 ES [ Ay 
aL E 81 
- P 6t- 
-8f Lo 
ES 
2x-2 si 2< x<-l 
x+1 si-1< x<0 
E A 53. f10) = xx, £00 =-x 0, A00 = |x|, £0 =-|x| 
2x - 2 sil<x<2 
2-1 six<-l 2-5 six<o0 
55. (a) (0) =341-x? si-1<x<1 57. (a) fo) =35x-x? si0<x<S5 
X*olosilsx osx si5<x 
(b) (b) 
28 -6-4-2 1 246 8 
eL 
-4p 
-61t 
—-8F 
F 
59. dominio: (—oo, +00); x si0<x<l 
contradominio: [0, 1) 61. N:f0) =2-x sil<x< 2; 
lx=2 si2<x3< 3 
Vf) = |x| si-l<x<1 
64Y 
ap 
2+ 
! 
CALELLA OLE L 
6 -4 -2 2 4 6 
ña 
=4 | 
—6+ 


EJERCICIOS 1.2 (página 19) 
1. (a)x? + x — 6, dominio: (oo, +00); (b)-x? + x — 4, dominio: (-oo, +00)7 (e)x?- 3x2 =x +5, 


dominio: (—oo, +00); (d) 


dominio: (x|x + -1,x * 1); (e) 


2_ 
> ==) — 2» dominio: (xlx + 5) 
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2 Z 2 
3. (a) 22271 dominio: (x|x 40:x%* 1) (b) 2. dominio: fxlx 40:x%1l); 
E x* =x 


, 
() EL. dominio: (x|x + 0,x + 1); (9) + E, dominio: (lxs 1); 
Xx e A 


(e) EL, dominio: (x|x + -1,x + 0); 
A +x 


5. (a) Yx + x? — 1, dominio: [O, +00);  (b) Vx —- x2 + 1, dominio: [O, + 00);  (c) Ax (1? — 1), dominio: [0, + 00); 


ÁX cun x?-1 ea 
(d) a , dominio: [0, 1) U (l, +00); (e) ——— dominio: (0, +00) 
x*-] JX 
7. (a)x? + 3x — 1, dominio: (oo, +00), (b)x? — 3x + 3, dominio: (-oo, +00); (e) 3x? — 21? + 3x — 2, 
2 Z 
dominio: (-oo, +00); (d) 4 En 1 dominio: (x|x += 2) (e) 3-2 , dominio: (—oo, +00) 
3x - 2 3 xl 
2 - rr 
9. (a) 242%72 dominio: (x|x + -L,x + 2); (0) —2_, dominio: (x]x % —L,x + 2); 
Xx -x-2 xox-2 
(0) 2, dominio: tel x + -1,x * 2); (d) E 2 , dominio: lxJx * -1,x 4 0); 
xXx -x-2 x x 
2 
(y E 7 , dominio: (x|x * 2) 11.15 13. 


15. (a) x + 5, dominio: (—-o00, +00); (b)x + 5, dominio: (-00, +00); (c) x — 4, dominio: (+00, +00); 
dominio: (oo, +00); 17. (a) x? — 6, dominio: (-oo, +00); (b) x? — 10x + 24, dominio: (-oo, +00); 


dominio: (oo, +00); (d) x* - 2x?, dominio: (-00, +00); 19. (a) /x? — 4, dominio: (-00,-2] U [2,+00); (bx - 4, 


dominio: [2, +00); (0) //x — 2 — 2, dominio: [6, +00); (d)x* — 4x? + 2, dominio: (-oo, +00) 


21. (a) 7 “ominio: (0, +00); (b) —L., dominio: (0, +00); (€) x, dominio: (x|x + 0); (d) Yx , dominio: [0, +00) 
Xx 


q 


23. (a) |x +2 


(d) Y=x , dominio: (-00,0]; 27. f(x) = Y/x—4,8() = 1250, f(x) = Vx,e() = x? - 4 


1 
x 


3 
29. f(x) = ,2(x) = 5:90 = ( ES =x-2 


31. f0) = x% 8) = x? + 4x — 50, f(x) = (ax — 5 g(x) = x? + 4x 33, (a) par; (b) ninguno de los dos tipos 


35. (a) impar, (b)par 37.(a)impar; (b)par 39. (a) impar; (b) par; (c) par 


1 ¿ 0 4 six<-—2 
41. (a) | 7 SXS<O (c)impar 43. (a)1-2x si-2<x<2 (e) impar 45, No 
1 si0O<x e 
-4 si2<x 


51. sgn(U()) = U (sgn() = U(x); vea la figura de la respuesta del ejercicio 47(a) de la sección 1.1 
53. (a) impar; (b) par;  (c) par 


0 six<0osil<x 
55. (gofMi) =3x si0<x< 57. 2x - 3,2x + 3 


1 sil<x< 


EJERCICIOS 1.3 (página 25) 


1. (a) w trabajadores, P dólares: P(w) = 67.5w;  (b) $1012.48 A 


3. (a) x pie, Ps: P(x) = dis (b) ls 


, dominio: (oo, +00);  (b) |x|] + 2, dominio: (-oo, +00); (e) |x|, dominio: (00, +00); (d) |x + 2] + 2, 
dominio: (-0o, +00); 25, (a) |x|', dominio: (-oo, +00); (b) x, dominio: (-oo, +00); (e) Yx, dominio: [0, + 00); 


59. La función definida por f(x) = O 


ro 
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5. (a) x libras, C dólares: 7. (a) x minutos, y centavos: y(x) = 10 — 30[[-x] 
2.2x si0O<x< 50 > 
C() =32.1x si 50 < x < 200 
2.05x si 200 < x 


(b) 40 (b) y 
175 
.—s 
150 
—oe 
125+ 
100r — 
75 — 
S0t+ 
e 
25+ 
y 1 , 7 A: io LA 
50 100 150 200 1 2 3 4 5 
(c) $110, 107.10, 109.20, 111.30, (c) 40€, 70€, $1, $1, $1.30, $1.60 
420, 414.10, 418.20, 422.30 
9. (a) fio = — 900.000 (b) 78 


(2 + Te + 100 * 

11. (a) El área de la superficie del globo después de t segundos es 367012cm?;  (b) 576xcm? = 1810 cm? 
13. (a) x metros, A metros cuadrados: A(x) = 120x — x?; (b)[0, 120]; (c)60m x 60m 

15. (a) x metros, A metros cuadrados: A(x) = 120x - 3% (b) [0, 240]; (c) 120 m x 60 m 

17. (a) x pulgadas., Y pulgadas cúbicas: V(x) = 4x7 - 46x? + 120x, (b)[0,4]; (c)1.7 pulg, 91 pulg? 
19. (a) x pulgadas., V pulgadas cúbicas: V(x) = 4x9 — 54x? + 180x; (b) [0,6]; (e) 2.21 pulg, 177 pulg? 


po + 4er) donde $k/ pulg? es el costo del material para la tapa y el fondo; 
(b) (r|r > 0]; (e) 1.68 pulg 23. (a) x pulgadas, A pulgadas cuadradas: A(x) = 3x + = + 30; (b) (0, +00); 
(c) 6 pulg x 9 pulg 

25. (a) x pulgadas, V pulgadas cúbicas: V(x) = ¿x(100 — 12; (b) [20,100];  (c) 33 pulg x 17 pulg x 17 pulg 

27. (a) f(x) = 0 "(5000 — x); (b) 17.6 personas por día; (c) 2500 


21. (a) r pulgadas, C dólares: C(r) = nl 


EJERCICIOS 1.4 (página 37) 


(Nota: cualquier valor para d más pequeño que los indicados también es correcto.) 1. 0.1 3.0.23 5,0.005 7.0.01 9,0.005 
11. 0.01 13.0.015 15.0.268 17.0.082 19.0.095 21.0.183 23.0.084 25,0.23 27.0.01 29.0.015 31. ñ 33. 2 


15 
35. 5 37. dentro de 1 min 39. dentro de 0.01 pie 41. dentro de z pulg 43, dentro de ls t ! 


EJERCICIOS 1.5 (página 47) 


11. 8 13.7 15.5.0 17. 1 19. -L 21. 3 23. 2 25, (a) 0.3333, 0.2857, 0.2564, 0.2506, 0.2501; 0.2000, 0.2222, 0.2439, 
0.2494, 0.2499, (b) + 27. (a) 0.2500, 0.2000, 0.1549, 0.1441, 0.1430, 0.1429; 0, 0.0769, 0.1304, 0.1416, 0.1427, 0.1428; 
(b) | 29. (a) 0.1716, 0.1690, 0.1671, 0.1667, 0.1667; 0.1623, 0.1644, 0.1662, 0.1666, 0.1667; (b) ¿ 31.14 33.-6 
35. 6. 3,10 3 E 330 41 1 43, 3W2 45.-1 49, 0/0 no está definido; 2 51. 0/0 no está definido; + 


1 


UNS 
53. lim f0) = 3, f(2) = 55 (mn = 3 +3 sixzx3. (b).0,3,2; (0)0,3,6 
* (2 six= 3” So mn 
6 six=-4 
57. (df =<7 six=3 ; 
Y25-x2% six € [-5,-4) U (4,3) U (3, 5] 


3 (b) 5, 4,6,3; (e) 3,4,4,3 
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EJERCICIOS 1.6 (página 53) 
1. (a) -3; (b) 2; (c) no existe 3. (a) 83; (b) 0; (c) no existe 
porque lim, MES lim FO) porque , lim Ñ FO += , lim SO 


AY 
al 
Ho 
OS E 
4 2 1,2 4 
—2+ 
ll 
7.(a)5; (b)S; (095 9 
o 
13. (a)-4, (b)-4; (0)-4 15. (a) 1; (b)-1;  (c) no existe 


porque lim f(x) + lím f(x) 
x>0+ x>0 


AY 
Ñ 
¿l 
RECIO INCA 
—2+ 
L al 


5. (a) 4; (b) 4; (c) 4 


1. (aJ0; (b)0; (cJO 


++ 


17. (a)2; (b)O; 


(c) no existe 
porque lím f()* lim f(); 
1-2 x>-2+ 


(d) 0; (e) -2;  (f) no existe 
porque lim FO + lim, FO) 


AY 
* 
PAN 
o a ia? 
2-42 | 2 4 
—2+ PP ———— 
y Pb 
4 
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19. (aJ0; (b)0; (c)O 21. (a)0; (b)0; (cj0; (NO; 23. (a)-2; (b)2; (c)noexiste 
AY (e) 0; (10 25. (a) 2; (b)t; (c)no existe 
7 27. (a)-1; (b)l; (c)noexiste 


4Y 


-4 E 
P -4t 
p 
29. -6 3L a = =3, b=1 35. (a) 0; (b) 3; (c) 0; (d) no existe; (e) 5; (f) 5; (8) 5; (h) 2; (6) 2; 
(12 (400 
y. AY 39. (a) 110; (b) 105; (c) 420; (d) 410 41. (a) 40; (b)70; (c)70; (d) 160 
al 43. (a) lím f(x) = 4, lím fQ) =2; (b) lim ¿(0 = 1, lím £(x) = 2; 
va al x>o1+ xo x>l+ 
21 _ixd4 3? o six<l, 
p . TS ix> 1 Ol 
Loi M 1 1 TS 
Taza / 2 4 
La 
La 


EJERCICIOS 1.7 (página 65) 

1. (a) 1, 2, 10, 100, 1000, 10000; (c) +00 3. (a) 1, 4, 100, 10000, 1000000, 100000000; 1, 4, 100, 10000, 1000000, 
100000000; (c) +00 5. (a) -4,,7, 31, -301, -3001, -30,001; (c)-oo 7. (a) -2, -5, -29, -299, -2999, -29999; 
(c)-o0o 9, (a) 5,9, 41,401, 4001, 40001; (c)+00 11. (a) 2.3, 4.3, 20.3, 200.3, 2000.5, 20037;  (c) +00 


13, +00 15, -o00 17, - 19, +00 21, -o00 23, +00 25, +00 27, -oo 29, -—oo 31, —oo 
33. (b)-%; (c)-3; (d)-00; (e) +00 
35. (a)x = 0; : (b)x = 0; (c)x = 0; (d)x = 0 


2 
-4 


I 
a 


h 
Ez 
TTTTTTTT 
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45. (a)0; (b)-o0 (c)+00; (d)0; (e)+00; (f)+00; (g)+00; (h)l; (i)-00; (0 


47. 49. +00 
1 1 >: 
5 
EJERCICIOS 1.8 (página 74) 
1. -3; (3) no existe 3-3, lim, g(x) 2 2-3) S. 4; h(4) no existe 7. 4; lim, f(x) no existe 
x>- > 
AY y y y 
¿ dr 


TYTTITT FT 


y 
TTTITTT 


8-6 -4 2? 


litis 


4 


í 
t 
+ 
t 
1 
( 
t 
1 
1 

5S 

4 
! 
1 
1 
1 
1 
1 
( 
1 
1 


A Y A 
an 
00 


6l 
-8t 
F 
9. 0; lím f(x) no existe 11. 13. 0; f(0) no exite 
x>0 
AY AY 
8L r 
6t y 
4 2+ 
806542 p ; a AY 5 
j 
AR gas 6 8” laa 274 
2 


15. (a) removible; (b)4 17. (a) removible; (b) 6 19. (a) removible; (b) A 21. (a) removible; (b) - 7 1/2 

23. (a) removible; (b) 5 25. (a) removible; (b)1 27. (a) esencial 29. todos los números reales 

31. todos los números reales distintos de 3 33. todos los números reales distintos de -2 y 2 

35. todos los números reales distintos de 2 37. todos los números reales distintos de —1 y 3 39. (a) todos los números reales 
4. k=5 43. c=3,k=4 


y 


45. (a) lím f(0) + lim f(x), esencial; (b) lím f(x) + f(1), removible: defina f(1) = 5; (e) lim f(x) no existe, esencial 
1-3 xo-3+ 131 1>3y 


47. 
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49. 50: lím f(13)* lim f();200: lím fa) x* lím fa) 
x>$507 x>50+ x>200- >200t . 


51. lím gx) 4 lím g(x) para cualquier número entero positivo n 
x>on” x>on+ 


0 six<a l osix<a 
59. fa) = 5200) = 


l siasx 0 sia<x 


Yo 


Y 
e IN Y AI 


EJERCICIOS 1.9 (página 83) 


1. (a) (fo gl) = 9 — x?, continua en todos los números de (-3, 3); 
(b) (fo ga) = Vx? — 16, continua en todos los números de (—oo, -4) U (4, + 00) 
1 : y 
3. (a (f0g9a) = , continua en todos los números de (2, + 00); 
fog >=z 
(b) (fo gx) = Nr A continua en todos los números positivos diferentes de 4 
a 
fa ,2 
5. (fo 86) = MA , continua en todos los números de (-2, -1) U (1, 2) 
A xi-1 
7. todos los números reales distintos de -5; continua en (3, 7), (=5, +00), [-10, -5); discontinua en [-6, 4], (oo, 0), [£5, + 00) 
9. todos los números reales distintos de 1 y —1; continua en (0, 1), (-1, 1), El, 0], (1, +00); discontinua en [0, 1], (oo, —1] 
11. (oo, -3] U (3, + 00); continua en (-oo, -3), (3, + 00), (oo, —3], [3, + 00); discontinua en (3, 3) 
13. todos los números reales distintos de L; continua en (—oo, 1), (1, +00); discontinua en (-oo, 1], [-1, 1], (1, +00) 
15. [-2, 2]; continua en (2, 2), [-2, 2], (2, 2], [?2, 2); discontinua en (—oo, -—2] y (2, + 00) 
17. (a) [3,3]; (b) Eoo,-4]U[4,+00) 19. (a) (2,+00); (b) [0, 4) U (4,+00) 21. [-2,-1) U (1, 2] 
23. (-oo, -2) U [2,2] U (2, +00) 
25, 27. 35. c= H(1+ 45) 
y , AY 
ar 
¡ 
' 
hbiottiit Ly MATE A 
6-4 2 L12 4 6 
2+N 
41 
boa 
6 1 
3 c=-4 39. fes discontinua en -2 
AY 
potato Peza (ei me Raopoopor + 
3 2-1 1.23 
-2 
-4 
-6 
-8 z 
-10 


43. -2.67, 0.52, 2.15 45. -1,1.17 49. [0, c) 55. no 
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EJERCICIOS 1.10. (página 92) 


14 3.2 5. 7 7¿ 90 10 13,12 15. 17.0 193  2L.+0 - 23,0 
28.1 29,0 31.-4 33,1 35.0 45, noexiste 


EJERCICIOS DE REPASO PARA EL CAPÍTULO 1 (página 95) 


1. (a)3; (bd) O; (c)-5; (d) 124 2x +3; (094 - x% (1)-2x- h 
3. (a) /x+2 + x? — 4, dominio: [-2, +00) (b) /x +2 - x? + 4, dominio: [--2, + 00); 


(0) /x + 2 (2? — 4), dominio: [-2, +00);  (d) = sa : , dominio: (2, 2) U (2, +00); 
qa 


2 
(e) 5 dominio: (2, +00) (f) yx? - 2, dominio: (=00,- /2) U [/2, +00); (8) x — 2, dominio: (-2, + 00); 
yx + 


5. (a) 7 + y/%, dominio: (0, +00) (b) 7 — V/% dominio: (0,+00); (e) E, dominio: (0, +00) (d) L, 
Xx x dí [,5 
dominio: (0, +00); (e) y x3 , dominio: (0, +00); (f) 1 dominio: (0, +00); (8) Bl dominio: 
Xx Xx 


7. x 0 (a) impar; (b) par; (c) ninguno de los dos tipos; (d) impar 
9. (a) dominio: (-oo, +00), contradominio: (-oo, +00);  (b) dominio: (— oo, + 00), contradominio: [-4, +00); 
(c) dominio: (-oo, -4] U (4, +00), contradominio: [0, +00);  (d) dominio: [-4, 4], contradominio: (0, 4]; 
(e) dominio: (-oo, +00), contradominio: [O, +00); (f) dominio: (-oo, + 00), contradominio: (—oo, 5] 
11. (a) dominio: (x[x + -4); —(b) dominio: (—oo, + 00); 13. (a) dominio: (Too, +00);  (b) dominio: (—oo, +00); 
contradominio: (y ly X* -8) contradominio: bl y *-8) contradominio: [3, +00)  contradominio: [—1, +00) 


al 


TTTTTTTTTA 
e: 


(Nota para los ejercicios 15-25: cualquier valor de $ menor que los indicados también es correcto). 
15. (a) 0.025; (e) 0.025 17. (a) 0.1; (c) 0.1 19. (a) 0.074; (b) 0.06 21. 3€ 23. 
77.9 29.6 31. V2  33.-¿ 35.-Í] 31.] 39Í  41.-0 
43. (a) 8; (b) 3; (c) 8; 45. (a) —1; (b) 1; (c) no existe 47. (a) -8; (b) 0; (c) no existe 


> 
e 
a 
e 


N E 0 00 


PITT 
= 


[rias 
02 45658 


ab 2L 
41 4Í 
-6L sl 
-8L 81 
r É ña 


49. (a) +00; (b) -oo 51. (a) +00; (b) oo 53, (a) +00; (b)-00 55. 3 57.3 59.0  6L 


mi 
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63. x=4 65. x=0 67 x= 2x=-2 


ho 


A ñ Pa 
L F y 
A: | | os 
él ; h 
Fl E 
21 : ; 
PA L : 
4068 ? 
; 
él 4 
I 1 
' t 
I ' 
I 4 
1 ' 
1 
1 ] 
I 4 
69. -2, 1; £(-2) y £(1) no existen TL -2; lím, g(x) no existe 73. 0, 1; AO) no existe, 
e lím h(x) no existe 
> 
AY AY 
Str 5 
4+ 4 
31t 3 
2 2 
tr.o2 x 5 -4 3-2-11 * 
A O | L > hi1 ls 
33 AL, 345 
-4 
-5 b 
75. removible; : 77. esencial 79. removible; —1 81. removible; 6 
83. (a) (fogM) = 125 — x?, continua en todos los números de (-5, 5); 
FINES 
(b) (fo gx) = rr continua en todos los números de (3, -2) U (2, 3); 
3 = |x 
1 six <-—l 
six =-l 
(e) (fogN(x) = $1 si-1 <x< l, continua en todos los números reales diferentes de—1 y 1 
0 six=1 
1 six>l 
85. a = 10,b = -23 87. (b) todos los valores de a; 89. (a) [55,5]; (b) (oo, -5] U [5, + 00) 
(c) en todos los números reales 91. (a) oo, 2) U (2, +00); 
que no son enteros (b) oo, -2) U (2, 2) U Q, +00) 
Ay 
4+ 
3 F 
2 ¡3 
1 
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93. 2- yl3 = -1.6056 


AY 
140F 


95. -1 + y/T = 1.6458 


97. (a) 0; 
(b) —oo; 
(9 3; - 


(d) —oo; 

(e) +00; 

(0 1 

D 4; 

(h) 3, removible, f(-3) = 0; 
-2, esencial; O, removible, 
F(0) = 3; 2, esencial; 

3, esencial 


DR SEO SOS SU SU 


101. 


103. (a) corte cuadrados de x pulgadas del lado, Y = (14 — 2x)(18 — 2x)x; (hb) [O, 71;  (c) 2.60 pulg, 293 pulg? 


105. (a) x pulgadas de ancho, A = 82 + 8x + 200, (b) (0, +00); (d) 9 m de ancho por 18 m de largo 
x 


J—1:0=0 six<-] 


107. F(9=] 101371 si-1Sx <0 109. 0. 11M. (8) sí (b) sí 
0-1=0 six=0 AY 

l-1=1 six>0 3- Pp 
121 
F es discontinua en —1 y O porque los 2F M 1oL 
límites por la izquierda y por la derecha 1  AAAANA<Ss, L 
son distintos en esos puntos Xx 8t 
3-2 -1 1.2 3 ¡ 


EJERCICIOS 2.1 (página 107) 


1. y = Ax + 13 


3. y = -4x-8 


a. 
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7. (a) 6x, — 12; (b) (2, 4) 9. (a) 3x,? - 12x, + 9; (b) (1, 2), 3, 2) 
Ay 


11. tangente: y = pr + 2: normal: y = -4x + 14 13. tangente: y = —10x — 16; normal: y = pe + 2 


15. tangente: y = -x + 3; normal: y = x — 1 

17. (a) y (c) 5.30, 5.27, 5,24, 5.21, 5.18, 5.15, 5.12, 5.09, 5.06, 5.03, 4.70, 4.73, 4.76, 4.79, 4.82, 4.85, 4.88, 4.91, 4.94, 4,97; (b) y (d) 5 

19. (a) y (e) -0.2516, -0.2514, -0.2513, -0.2511, -0.2509, -0.2508, -0.2506, -0.2505, -0.2503, 0.2502, -0.2485, -0.2486 
0.2488, -0.2489, -0.2491, -0.2492, -0.2494, -0.2495, -0.2497, -0.2498; (b) y (d) — z 


21. 1 23,1 25.0 27.0 29.-1 3L.0 33.7 35.5-4r 37.3x 
1 4113 E 43. Ur - 192 45, y =8r-5 47.4x-4y=1 Sl. gía) 53. 2a 


"(ar-2y po 
EJERCICIOS 2.2 (página 116) 

1 (a) q) (b) sí; (b) sí; 
A (o) 1,-1; (e) —1, 1; 

L > (d) no (d) no 

-4| 

5. (a) Ay (b) sí; 7. (a) (b) sí; 
(c) 0, 1; (e) 0, 0; 

, (d) no (d) sí 

Li ra ES : 
-4 4 

(b) sí; (b) sí; 
(c) no existe, 0; (c) 8,8; 

(d) no (d) sí 
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13. (a) Ay (b) sí; 15. (a) (b) sí; 
F (c) ninguno de los dos existe; (c) -6, -6; 
* (d) no EST E (d) si 
-4 
—4+ 
17. (a) (b) no; 19. (a) y (b) no; 
(c) 1,0; 14F (c) 12, 12; 
(d) no (d) no 
TE Y E 
4 r 
E rel: 
3 
lx six <-l + 3sixs-l 2x- 1 six<-1 
Lo si-1<xs<0; Mm sil<xs<0 e si-1<x=<0 
21. (a) fo) = + "23. (a) 25. (a) f() = 
y 40 +1 si0<x<l 13 si0<x<l; y 300 =x? si0<xc<l; 
an] six> 1 x six>l x-2 six > 1 
(b) 2; (c) 1; (d) 1; (b) 7: (0) 5 (b) 2; (0) 2; 
(e) -1; (1) —1; (d) — 00; (e) + 00; (d) 0; (e) O; 
(8) 1; (H) -1,0, 1 (1 3; () 1; ( -1,0, 1 (1 2; (8) 1; (t) 1 
27. py 29. y 31. sí 33. (a) 3; (b) y 


43 
47. 


. (a) 0; (b) 1; (c) noexiste 
. (a) 0 para todos los números reales; 


(c) no 


37. (a) fa) = 15x si0<x< 150 lo 
22.5x — 0.058x? si 150 < x < 250 

39. (8) ft) = a s05:x=<2. 0 
900x — 15x?  si20<x< 60 


(b) Osix * 0 
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EJERCICIOS 2.3 (página 122) 


todos son 5 3. (a) -0.250019, -0.250016, -0.250012, -0.250009, ee 250006, -0.250005, -0,250004, —0. 250002. 
-0,250001, -0.250000; los mismos 10 números; mel 9. (a) 2;(b) y = - 3 11. (a)4;(b) y = 4x - 13 


1. 


13. 
17. 
23. 


(a) -5 = 1.6667; (b) y = -3x - a = 
(a) 1.3818; (b) y = 1.3818x — 0.5403 
(b) y (d) x > 0; (c) y (e)x<0 25. 


4 
-1.6667x - 5.3333 15. (a) 0.4; (b) y = 0.4x — 0.4 


19. (a) -0.8317; (b) y = -0.8317x + 1.2591 
(b) y (d) x < 0; (c) y (e) x>0 27. (a) 100 29. (b) O 


EJERCICIOS 2.4 (página 131) 


1. 
13. 


23. 


33, 


41. 
51, 


7. 3.-2-2x 5.34 -61+5 


Tx 4 9. 9-1 11. 4xr? 


m+3-% 15.160+ LL 11.-£: 2-19, 3/38 - 2/35 21.70x% + 60x* - 15x? - 6 
2 e Ml 4 E pe 2 al 2 1 4x+1) s1-21?) 

-18y%07 - 3 25. 10x' - 247 + 12% +2 -3  27.- E A 
e lA ga > (a - 19 (+ - 1? a+20y 

35 ALIADO 7, pa) <= 3008 + 120 — 67 4 10% - 8, fx) = 1201 + 361 — 

(y” +8) (x +5) 


12x + 10, f(x) = 360 + 72x - 12; f(x) = 720x + 72; £%%x) = 720, FM) =0 sin>6 39-101 
24 


2 + 61143, y =12x-20 45, y =- 


a É My=2-3 4.x+8y+2=0x + 8y-2=0 


28x - y =94x-y=3 55, 2(3x + 216 + 2x- 3) 57.30 + x + 1)4x + 1) 


EJERCICIOS 2.5 (página 142) 


1 
Lv() =6518 3.00 == 51 5. v()=6%- 28 7.900) = a ni z 
9. £ < -3, se mueve hacia la derecha; -3 < 1 < 1,se mueve hacia la izquierda; £ > 1, se mueve hacia la derecha; cambia de 
dirección cuando 1 =-3 y I= 1 
11. 1 < -2, se mueve hacia la derecha; -2 < t < > se mueve hacia la izquierda; t > > se mueve hacia la derecha; cambia de 
dirección cuando! = -2 y t = 3 
13. ; < -3, se mueve hacia la izquierda; -3 < f < 3, se mueve hacia la derecha; £ > 3, se mueve hacia la izquierda; cambia de 
dirección cuando! = -3 y t = 3 
17. (a) s = -161? + 256; (b) -32 pie/s, -64 pie/s; (c) 4 s; (d) -128 pie/s 
19. (a) s = -1612 — 48r + 160; (b) -80 pie/s, -96 pie/s; (c) 2s; (d) -112 pie/s 
21. (a) s = -161? + 5601, (b) y (c) 17.5 s, 4900 pie; (d) 240 pie/s, -240 pie/s; (e) 240 pie/s, 240 pie/s; (f) 560 pie/s 
23. 25, 35, 7 pie; - Epie/s 
27. y = 32 - 181 + l5;5a = 61 — 18; cuando 0 < 1 < 1, la partícula está a la dere- 
4000 cha del origen, se mueve hacia la derecha, la velocidad es decreciente, y la rapidez es 
decreciente; cuando 1 < f£ < 70 - /21), la partícula está a la derecha del origen, 
3000 se mueve hacia la izquierda, la velocidad es decreciente, y la rapidez es creciente; 
2000| cuando L(9 - -121)<1<3,la partícula está a la izquierda del origen, se mueve 
, hacia la izquierda, la velocidad es decreciente, y la rapidez es creciente; cuando 
1000 3 < 1 < 5, la partícula está a la izquierda del origen, se mueve hacia la izquierda, la 
velocidad es creciente, y la rapidez es decreciente; cuando 5 < 1 < 309 + 4/21), 


31. 


la partícula está a la izquierda del origen, se mueve hacia la derecha, la velocidad es 
creciente, y la rapidez es creciente; cuando 9 + 421) < +, la partícula está a la 
derecha del origen, se mueve hacia la derecha, la velocidad es creciente, y la rapidez es creciente 


(a) 44 pie; (b) -22 pie/s; (c) 22 pie/s; 


33. (a) 8.25 m/s; (b) 12.96m/s, 35. 160cmfs; 


EJERCICIOS 2.6 (página 150) 


. (a) 8.6; (b) 8.3; (c) 8.1; (d) 8.05; (e) 8 
. (a) 1.2 — 0.24f; (b) 101.12", 0.48/día; (c) 
. (a) 127 m”/um; (b) 167 pm”/um 15, 
. (a) C(x) = 3 + 2x; (b) $83; (c) $84 

. (a) $3.6 millones por año; (b) 23.1%; (c) $6.8 millones por año; (d) 18.7% 

. (a) 920 personas por año; (b) 6.1%; (c) 1400 personas por año; (d) 6.4% i 
. (a) es ventajoso; (b) no es ventajoso; (e) 90; 
. (a) 3.2 m/min; (b) 16 m/min; (c) 16 m/min 


3. (a) 65 000 000k; (b) 32000000£ 5, (a) 2rr; (b) 21 7. ¿na? 
100.52*, 0.72" /día; (d) 101.6 en 5 días 11. (a) 9mum?/um; (b) 1670 /pm 
(a) -2.9/hr; (b) -3%/hr 17. (a) 18 750 litrosfmin; (b) 17 500 litros/min 


21. (a) R'(x) = 600 — E (b) $540; (c) $536.95 


9 y ED = Sy (3) == 
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EJERCICIOS 2.7 (página 160) , 


3. 3cosx 5. sectx — esc? x 7. Ucos tf — 1 sen £) 9. xcosx 11. 4cos 2x 13. - senx 
15. 3secx(2tan?x + 1) 17. —sen y cot y — cos y esc? y ¿ 


19 _2(z + 1)senz+2c08z 1 1 - 4sect + sen? 1 2 cos y 
] (z + 1)? " cosx-—l " costícos + - 4)? "(1 - sen y)? 
S3esctcotr 


27. (1 — cosxMx + cosx) + (1 — senxMXx —- sen x) 29. - 
39. J2 41 E 

43. (a) 0.0226, 0.2674, 0.4559, 0.4956, 0.4995; 0.8188, 0.6915, 0.5424, 0.5043, 0.5006; (b) 3 
45. (a) 2.2305, 2.0203, 2.0020, 2.0002, 2.0000; 1.8237, 1.9803, 1.9980, 1.9998, 2.0000;  (b) 2 

47. (a) -0.4771, 0.4886, -0.4977, -0.4989, -0.4998; -0.5224,-0.5113, -0.5023,-0.5011, 70. 5002; (b)-> 

49. (a) 0.4929, 0.5736, 0.6468, 0.6567, 0.6647; 0.9116, 0.7770, 0.6872, 0.6768, 0.6687; (o) 3 Z 

Sl. (a)x-y=0; (bx-2y+ Y3 - 37 =0; ()x+yr=0 

53. (a) x - y =0; RE E (0) 4x- 2y -2+x=0 

55. (a) 4cosf; (b) v(0) = 4,U(37) = 2,01 ¿0 =0, de 2D = 2 MM) =- 

57. (a) 3sent; (b) v(0) = 0, ¿MD = 31 = 343,03 =3,03m = 3V3,0(Ím = vi =0 
59. (a) 5 12W; (b) 2W 


EJERCICIOS 2.8 (página 170) 


L 6(2x + 1? 3.8(x + 2? + 4x — SY 5,2211 - 77 + 21 —- 1187 - 211? + 2) 


2 2 
% y . 7. 2 
o 


a 9. —12(sen 3x + cos 4x) 11. 2 sec 2x tan? 2x1 13. 2 sec? x tan x(2 tan?x + 1) 
(x? +4) 
15. 4cotrosdr 17. = e 19. 6r sentó? — 2) 21. Gtan?x — x?Ytanxsec?x — a) 
x+ 
23. —12cos 3xsem(sen3x) 25. y =24x - 39 27. (a) v= ¿meos ¿ma =-—im sen ir, (0) A=6p=8f= 5 


29. (a) v = -8msen (21 — 3), a = 1677 cos m(21 — 5); (0) A=4,p = 1,f=1 

31. (a) —bksen(kt + c); (b) —blé cosíkt + c) 33, (a) v = S7rcos 7t — 3msen 71, a = -Sí” sen met — 37 cos rt 
35. (a) v = -20sen41,a =-SOcos41 39. (a) 35 (0) Í 41. -O.6rad/s 

43. (a) 6000 cos Za = 5 824 volts/s; (b) 60007 = 18 850 volts/s 45. decrece 16.6 juguetes por mes 


47. (a) 3% (bd) 65 53. (b) f(x) = ei - cos(1/x) sixx*0 
. 0 six=0 


EJERCICIOS 2.9 (página 180) 


Zi a -2 y oli 43 
E o E 11. 37 0502 J3r 
YL + 41? (5 -301/3 (25 - yA Wi 24r 
2 
OA A EA 17. -% 19. a 21. pea 
/sen £(1 — sen paa 4/9 + /9- x/90- x y 3y? — 8x x 
E a 2 E 
23. oz 25, A am, PESE, y E > y, AY 
yx xy -=y sen(x — y)-1 cot y csc? y Xx COS y + COS x 
4 9 4 22 14 
By = 30+ 5 3 y == + 5 37. (1,0), (3. 3) 
39. (a) fi) = 24x — 2, dominio: x > 2; f,0) = -2 Vx — 2, dominio: x > 2; 
(b) AY Ay (c) 
4 AF 
2+ al 
Eta AA A ñ il 1 POE AUN CN PR PAR E 
A ES CACA 6 8 
-2L 2 + 
L Ñ z 
AL Alo 
F L 


RESPUESTAS DE LOS EJERCICIOS IMPARES 1291 


(d) f (0) = (x - 2y'? dominio:x > 2; f(x) = —(x — 292 dominio:x > 2; (e) A Ox-y-1=0x+y-1=0 
41. (a) 100) = x? — 9, dominio: |x| 2 340) = Ax? - 9, dominio: lx] 23, 
(b) y (c) 


BR a 
ELA 
< 


Ya 


LEO pe AE El 65E a E 


(Da) = x(? — 9, dominio: |x! > 340) = —x(x 


- gue, dominio: |x| > 3 (e) 5 
(1) Sx + dy +9 = 05x - dy +9=0 


47. (a) 0; (b) + (c) para ningún valor de £ 49. (a) 50 centavos por litro; (b) 25 51. 100 53. 2.7 km/min 

2x(x? - 4 
7 AA 5.0 = 3x|x]; fx) = 6|x] 

(lx? — a] 
61. (a) -0.1957h pie/s; (b) 0.14454h pie/s; (c) 0.10354 pie/s; (d) 0.04304 pie/s 
63, dix -y +5 3=0; Váx+y+ 313 =0 
EJERCICIOS 2.10 (página 187) 
1 3 O Mo 5 3 28 

13 3-2 58-343 7-3 9. ¿piejs 1. 37 Pie/min 13. ¿e m/min 15. SF pie/s 


23. 1800 Ib/pie? por min 25. 1287cm?/s 


33. decrece a la tasa de 55 playeras por semana 


0.65 piefs 41. E piefs 43. H rad/s 


27. 14 pie/s 


dí £ mi 
19. 0.0047 cm”/día 21. 3% m/min 


31. 875 unidades por mes 


17. 0.0017 cm” [día 
29. $1020 por semana 


37. 22m*/min 39. 2 6497 + 97) pie/s = 


EJERCICIOS DE REPASO PARA EL CAPÍTULO 2 (página 192) 


fr? 
Lis 1442 3-54 Lal 7 60 39 6-4 9 2 
2 ox 4 (1? - 1? 
11, 425? — 3s + 46? - 3) 13, (4% — 130É - 192% 2 — ayi 
2 sec? 41 ; 
15. (x + I)senx + xc0s x 17, —— 19, -3 sen 3w cos(cos 3w) -— cos wcos 3w + 3 sen wsen 3w 
¡tan 4: 
21. 8x0 - x?) 23. (141) sec?x — tan x 25. 8x m7 sec? x 
(1? + 13 (+ 1)? 3y? - 8y sect y - x 
2-4 six<-—2 1 
2 le 
29. (a) f(x) = 4-x sis2<x:<0 31. 
4 — 2x si0<x<2 
2-12 six>2 
(b) 4; (c) 4;(d) O; 
(e) -2 (1) 2; 
(£) 2; (ha) -2,0 
33. y = 9% - 17 358. x - 2y +9 =0;27x —- 5%4y-7=0 
37. 5x-4y-6=04x+ 5y-13=0 39 (1,0) 


41. 


33 - 29 


483 x<3ox>-l 
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45. 
47. 


49. 
53. 


55. 


Ss7. 


63. 


71. 


73. 
7. 


83. 
87. 


se mueve hacia la derecha: + < —2 y £ > 1; se mueve hacia la izquierda: -2 < 1 < 1; invierte la dirección: £ = -2, 1 
so 4 Conclusión - 

0<t<l1 + - + La partícula está a la derecha del origen, y se mueve hacia la izquierda. La velocidad 
es creciente. La rapidez es decreciente. * 

t=1 0.0 + La partícula está en el origen, y está cambiando su dirección de movimiento de 
izquierda a derecha. La velocidad es creciente. La rapidez es creciente. 

l<rf<2 + + + La partícula está a la derecha del origen, y se mueve hacia la derecha. La velocidad 

: es creciente. La rapidez es creciente. 

t=2 + + 0 La partícula está a la derecha del origen, y se mueve hacia la derecha. La velocidad 
no varía; de modo que la rapidez no varía. 

2<1<3 ++ - La partícula está a la derecha del origen, y se mueve hacia la derecha. La velocidad 
es decreciente. La rapidez es decreciente. 

1=3 + 0 - La partícula está a la derecha del origen, y está cambiando su dirección de movimiento 
de derecha a izquierda. La velocidad es decreciente. La velocidad es creciente. 

3<1t<4 += - La partícula está a la derecha del origen, y se mueve hacia la izquierda. La velocidad 
es decreciente. La rapidez es creciente. 

t=4 0. - - La partícula está en el origen, y se mueve hacia la izquierda. La velocidad es 
decreciente. La rapidez es creciente. 

4<t == - La partícula está a la izquierda del origen, y se mueve hacia la izquierda. La velocidad 


es decreciente. La rapidez es creciente. 


1= 713% 5 383 + 1:y =3% 51 (a) s = 200 — 1617; (b) -32 pie/s, -96 pie/s; (c) 3.54 s; (d) 113 pie/s 
(a) s = -16 + 961 + 112; (b) y (e) 3 s, 256 pie, (d) y (e) 7 s; (£) 32 pie(s, -32 pie/s; (g) ambos 32 pie/s; 
(h) -128 pie/s 


(a) v = -2sen2t + 4cos2t,a = -4c0s 21 - 8 sen 21 
200 x si0<x < 800 
(a) fa = 5 (no 59. (a) 8.005; (b) 8  6l. (a) 3312.2; (b) 3212.5 
360x — 0.242 si 800 <x < 1800 
3 2 1 x+1 Xx 
21 6 —— 611 62 + 1] 15D = 53) 
i J4x - 3 2 | | | lx + 1 lx) 
(a) y = ¿cos hat, a = —1Ú sen Ent; ()A=5Sp=12f= 5 
(a) v = -6sen(3r + 31) + 12 cos(31 - hm), a = -18cos(31 + Lx) — 36sen(31 —- 77) 


(a) CU) = 2x + 40; (b) $80; (c) $81 79. 648 peces por semana 81. 12.4 nudos 


312 pulg/fs = 0.26 pulg/s 85. 9.6 pie/s 
6257 
(a) AY (b) continua en 3; 89. (a) (b) 0; 
M (c) no diferenciable en 3 (0) 0 
s! 
L 
er 
PA E PA ni 
-8 -6 -4 2 6 8 
—2 x 
1 i L Li LL 
-4 -3 -2 -l 1.2.3 
a=-Ló= 2 9. f0= lx 0 =x 101 no; si f0) = == y 2() = x + l, entonces f y g son 
E 


diferenciables en 0; sin embargo (f > g)(x) = y f ? g noes diferenciable en O 


- |— 


EJERCICIOS 3.1 (página 206) 


1 


13. 


395  3.0,2 5-1 + y10,-1 - YO 7.21, 4 9 (a)-5,-L,-3 11 (a) -2,2,0 


(a) 2+,24/2,2-242 15. ¿Qk + 1), donde k es cualquier número entero 17. ¿Kz, donde k es cualquier número entero 
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19. mín. abs.: f(2) = 2 21. no hay extremos absolutos 23. mín. abs.: f(— ¿m) = —l; máx. abs.: f(0) = 2 
Ay any AY Ñ 
7 5 
4 
3 
2+ 
1> 
RES REE ii > x 
-3 - La 23 
=33 37 23 > 2 
$221 [ 23 e 
21 b-4 -2+- 
-3L 5 
25. mín. abs.: f(-3) = 0 27. mín. abs.: k(5) = 1 29. mín. abs.: f(4) = 1 
Ay Ay 
4t 
2 
iy ii iii y 
-4 2 2 
2 x 
-4+ 
31. mín. abs.: g(0) = 2 33. máx. abs.: f(5) = 2 35. mín. abs.: f(2) = 0 37. mín. abs.: 2(0) = 1 
AY AY AY Ay 
¡5 Tr 
4 [ 2t . ap 6t 
2 F F 2+ St 
PA O O O A 4- 
242 [2.4 E lt 4 ? a 
o A O O A O A O O ES AL ¡ 
24.2 | .2 4 Ñ al 3-2 1 ¡EE : 
—2+ -4t ir A OS 
r L + E -11 xr 
-4 -6l | 2 
¡3 E -3 —3F 


39, (a) mín. abs.: f(-2) = 0; máx. abs.: f-4) = 144 (b) mín. abs.: f(-2) = f(2) = 0; máx. abs.: f(-3) = 25 
41. mín. abs: (7%) = 2; máx. abs: (31) =2 43. mín.abs.: g(—1) = —1; máx. abs.: g(2) = 3 

45. mín. abs.: f(-1) = 0; máx. abs.: f(1) = 3/4 47. mín. abs.: f(-3) = —46; máx. abs.: f(-1) = -10 

49. mín. abs.: g(0) = 2; máx. abs.: g( +m) = 242 51. mín. abs.: F(0) = 3; máx. abs.: f(2) = 5 


. 


, 


. 


53. mín. abs.: f(0) = 0; máx. abs.: f(-3) = 3 55. mín. abs.: F(-3) = -13; máx. abs.: F(3) = 7 59. no 

A 

al 

314 

2+ 

l+ 

4321 [1234* 

Z2+ 

-3 + 

-4+ 


EJERCICIOS 3.2 (página 213) 


L (a) 1; (b) 3 15. 225 17.30 19. 6,6 21. Pestáa20/./39 = 3.2kmdeB 23. radio: 3 /2 pulg., altura: 6 /2 pulg. 


25. (a) /50 - 6/41 unidades = (/41 — 3) unidades = 3.4 unidades; (b) 50 + 6/41 unidades = (Y41 + 3) unidades = 
9.4 unidades 
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27. Ak 29. el ancho es 48 /3 cm; el grosor es 48 /6cm 


pie y la longitud del lado del cuadrado es 


pie; 


31. (a) El radio de la circunferencias es El 
T+4 n+4 


(b) El radio de la circunferencia es a. pie y no hay cuadrado 
T 


33. fm 35,7 produce A;8 produce B 


EJERCICIOS 3.3 (página 221) 
1.2 3. fr $5. (b)(), Gi), (iii) se satisfacen (e) (2,-¿Y6) 
7. (b) (D) no se satisface 9. (b) (ii) no se satisface 11. 


13. 2 15.0 17.4 19. cose = 2, c = 0.8807 21. (1) no se satisface 23. (ii) no se satisface 


ni 


27 
EJERCICIOS 3.4 (página 229) 

1. extremos: f(2) = -S, mín. rel.; 3. extremos: f(— 3) S > máx. rel.; 5. extremos: f(0) = 0, mín. rel.; 
creciente: [2, + 00); FO) = —1, mín. rel.; creciente: fO)= » máx. rel.; f(2) = 0, 
decreciente: (— oo, 2] (00, = 31, [1, + 00); decreciente: mín. rel.; creciente: [O, 1], [2, +00); 

[+ 5 1) decreciente: (- oo, 0], [1, 2] 
y 
6 R 
41 
2t 4 
a] l L l sb 1 Ñ —» EL 
2 > 2 
-4 > 
-6t 
—-8 r 

7. extremos: fí—1) = -4, mín. rel.; 9. extremos: no tiene extremos 11. extremos: f( $ = es, máx. rel.; 
Ka) = 4, máx. rel.; creciente: |-1r, 71]; relativos; creciente: (O, + 00 ); FU) =0, mín. rel.; creciente: (— 00, 13, 
decreciente; [2x, —17], [rr, 211] decreciente: en ninguna parte [1, + 00); decreciente: [ ES 1] 

E 
-2 AR a 2x1 > ”] 
13. extremos: f(-1) = 2, máx. rel.; 15. extremos: 0) = -+, mín. rel.; 17. extremos: no tiene extremos relativos; 
FO) = 2, mín. rel,; creciente: creciente: lá + 00); creciente: [O, + 00); decreciente en 
(oo, —1], [1, + 00); decreciente: [-1, 1] decreciente: (- oo, 2] ninguna parte 


19. extremos: f(0) = 2, máx. rel.; f(3) = -25, mín. rel.; creciente: (- oo, 0], [3, + 00); decreciente: [O, 3] 

21. extremos: f(-2) = -L máx. rel; f(-1) = — a, mín. rel.; (1) = E, máx. rel; f(2) = E mín. rel.; 
creciente: (- oo, -2], [-1, 11, [2, + 00); decreciente: [-2, -1], [1, 2] 

23. extremos: (3/2) = 3 2/2, mín. rel.; creciente: (—oo, 0); [3/2, +00); decreciente: (0, Y2] 

25. extremos: f(2) = 4, máx. rel.; creciente; (—oo, 2]; decreciente: [2, 3] 

27. extremos: f(4) = 2, máx. rel.; creciente: (-oo, 4]; decreciente: [4, +00) 
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29. 


31. 
33. 


41. 
43. 


47. 


extremos: f(— 3D) =f 3D =- > máx. rel.; f(0) = > , mín. rel.; (los extremos del intervalo no pueden ser extremos relativos); 


creciente: [— 327, — 1), (¿me - 37), [0, ¿D, (¿2 | a; decreciente: [- Lx, — ¿D, ¿7,0),1 37 ¿m(¿m 31 


extremos: f(4) = z 3/4, máx. rel.; creciente: (-4, 4]; decreciente: (— oo, -4), [4, +00) - 
extremos: f(2) = 5, máx. rel.; 35. extremos: f(-1) = 2, máx. rel.; 37. extremos: f(-9) = —8, mín. rel.; 
F(0) = 1, mín. rel.; FO) = 1, mín. rel.; f(2) = 5, FE) = -4, máx. rel.; f(-4) = —S5, mín. rel; 
. creciente: (oo, —2], (0, +00); máx. rel.; creciente: (- oo, —1], (0, 2]; F(0) = —-3, máx. rel.; f(2) = —7, mín. rel.; 
decreciente: [—2, 0] decreciente: [-1, 0], [2, + 00) creciente: [-9, -7], [-4; 0], [2, +00); 


decreciente: [- oo, —9], [-7, -4], [0, 2] 


números críticos: —-3, 1, 3; creciente: (—oo, -3], [1, 3]; decreciente: [-3, 1], [3, +00); extremos: máx. rel.: -3, 3; mín. rel.: 1 


números críticos: O, 2; creciente: (—oo, 0], [2, +00); decreciente: [0, 2]; extremos: máx. rel.: 0; mín. rel.: 2 
números críticos: 1, —2, O, 2; creciente: [-2, 0], [1, +00); decreciente: (—oo, —21, [O, 1); extremos: máx. rel.: 0; mín. rel.: -2, 1 
. (a) AY (b) AY (0) AY 
st 5. sh 
4+ 41 a+ 
3 r 3 F 3+ 
2 2 2 
1 


fl 
Xx xXx bobos x 
112345367 8y 241412345678 111123456789 


-2r -2- 
-3+ -3+ -3+ 
-4| -4+ -4p 
=51 -5t Si 


a=-3b=71 49.a = 2,b =9,c =-12,d =7 57. no 


EJERCICIOS 3.5 (página 240) 


31m 


. punto de inflexión: (- 1 > 15 3)» cóncava hacia abajo parax < — 7; cóncava hacia arriba parax > — 7 


$ 


. puntos de inflexión: (0, o. (4, -256); cóncava hacia arriba parax < Oy x > 4; cóncava hacia abajo para0d < x< 4 
. puntos de inflexión: (—l, 2)» (1, 1); cóncava hacia arriba parax < —l yx > 1; cóncava hacia abajo para-l < x < 1 
. puntos de inflexión: Cia, 0), (0, INE Tr, 0); cóncava hacia arriba para -37 <x<o0, y ¿a < x < La; cóncava hacia 


2 


1 


“ 1 1 
abajo para - 7 <x<-3RyY0<x< >; 


. punto de inflexión: (0, 0); cóncava hacia abajo para x < 0; cóncava hacia arriba parax > 0 

. punto de inflexión: (1, 0), cóncava hacia abajo para x < 1; cóncava hacia arriba parax > l 

. punto de inflexión: (2, 0); cóncava hacia arriba para x < —2; cóncava hacia abajo para x > -2 

+ punto de inflexión: (O, 0); cóncava hacia abajo para—7 < x < 0; cóncava hacia arriba para0 < x < 
. no tiene puntos de inflexión; 


cóncava hacia arriba parax < 2; 
cóncava hacia abajo para x > 2 
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19. (0, 0); 
cóncava hacia arriba para x < 0; 
cóncava hacia abajo parax > 0 


21. (0, 0); 
cóncava hacia abajo parax < 0; 6 
cóncava hacia arriba parax > 0 


=< 


eS 
TTTTTTTA 


23. (a) (e, fo) (b) (o, fo) 25. (a) (b) 
IN DS NO) 
te, fo) 
27. (a) (b) (o, f(c) 29, tc, fc) 


(o, fc) 


31. A(3) = Y, máx. rel.; 33. ¿(3 = — 2, mín. rel.; 
FE) = —11, mín. rel.; g(0) = 0, máx. rel.; 
g(l) = -¿ mín. rel, 
47% 
za US 
35. f(370) = —1, mín. rel.; 37. f(1) = 8, mín. rel. 39. (a) (b) 


F(0) = 1, máx. rel. 


41. (a) (kx, 0) donde k es cualquier entero; (b) 1 
43. csc( 37 + 2k1) = 1, donde k es cualquier entero, mín. rel.; esc( y + 2k) = —1, donde k es cualquier entero, máx. rel. 


45. (a) (b) (c, f(c)) 


(d, fid)) 
fe, fle)) 


SN 
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47. (a) (b) le, fe) 49. (a) (b) 
(c, FO) (e, fte) 
(c, Ke) 
(e, flo) (d, f(d)) 
e, Re) (FO) (e, Fe») 
5. a=-1,b=3 53 a=2b=-6c=0,d=3 55, f tiene un mín. rel. enx = 7 12 y un máx. rel. en x = -5 43 


57. fes continua; f' y f"' no necesariamente son continuos 59. alos 10:40 a.m. 


EJERCICIOS 3.6 (página 245) 


1. puntos de inflexión: —-1, 2; 
cóncava hacia arriba: (-1, 2); 
cóncava hacia abajo: x < —l,x > 2 


3. no tiene puntos de inflexión; 
cóncava hacia arriba: x < 0,x>0 


5. puntos de inflexión: —1, 2; 
cóncava hacia arriba: x < —1,x > 2; 
cóncava hacia abajo: (-1, 1), (1, 2) 


Ay AY 
aL 
aL 
-4 FP O2 x e 
-2 4 
-2 + 
aL aL 


o 


7. creciente: (-00, +00 ); no tiene 
extremos 


, creciente: [-1, 1]; 
decreciente: x £ —1,x > l; 


11, creciente:x < 2; 
decreciente: x > 2; 


13. 


cóncava hacia arriba: x > 0; 
cóncava hacia abajo: x < 0 


creciente: x € -2,x => 0; 


decreciente: [-2, 0]; extremos: x 


máx, rel.; x = 0, mín. rel.; 


=-2 


cóncava hacia arriba: x < —2, (-2, 2); 


cóncava hacia abajo: x > 2; 
punto de inflexión.: x = 2 


15. 


extremos: x = —L, mín. rel.; 
x = 1, máx. rel.; 

cóncava hacia arriba: x < 0; 
cóncava hacia abajo: x > 0; 
no tiene puntos de inflexión 


creciente: x < —2, 
decreciente: x > 0; 
extremos: x = 0, máx. rel.; 


17. 


cóncava hacia arriba: (2, 0), (0, 2); 
cóncava hacia abajo: x < -2,x < 2; 


punto de inflexión.: x = 


—2x=2 


extremos: x = 2, máx. rel.; 
cóncava hacia arriba: x < 0; 
cóncava hacia abajo: x > 0; 
punto de inflexión: x = 0 


creciente: [-1, 0], x > 1; 
decreciente: x < —1, [0, 1]; 
extremos: x = —1, mín. rel.; 


x = 0, máx. rel; x = 1, mín. rel.; 


cóncava hacia arriba: x < -1,x > l; 


cóncava hacia abajo: (-l, 1); 
no tiene puntos de inflexión 
4Y 
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19. creciente: x < -1,x => 2; decreciente: [-1, 2]; 21. creciente: [-2, 3]; decreciente: x £ -2,x > 3; 
extremos: x = —1, máx. rel; x = 2, mín. rel.; extremos: x = -2, mín, rel.; x = 3, máx. rel.; de 
cóncava hacia arriba: x > 0; cóncava hacia abajo: x < 0; cóncava hacia arriba: x < —1, (0, D,; 
punto de inflexión.: x = 0 cóncava hacia abajo: (-1,0),x > 1; — 

puntos de inflexión.:x = -—1,x = 1 


Ay AY 


—4 > x 
-4+ 
23. creciente: [1, 3]; decreciente: x < l,x > 3; 25. creciente: x < -3,x = 2; decreciente: [-3, 2], 
extremos: x = 1, mín. rel. x = 3, máx. rel.; extremos: x = —-3, máx. rel; x = 2, mín. rel.; 
cóncava hacia arriba: (0, 2), x > 3; cóncava hacia arriba: x < -3,(-3,-1),x > l; 
cóncava hacia abajo: x < 0, (2, 3); cóncava hacia abajo: (1, 1); punto de inflexión.: x = 1 


puntos de inflexión.: x = 0,x = 2 


TT TT 


EJERCICIOS 3.7 (página 258) 


1. 4,1,0.25, 0.1111, 0.0625, 0.0400, 0.0004, 0.000004; 4, 1, 0.25, 0.1111, 0.0625, 0.0400, 0.0004, 0.000004; (a)—(e) 0 

3. 1,0, 1250, 0.0156, 0.0046, 0.0020, 0.0010, 107%, 107?; —1, 0.1250, 0.0156, -0.0046, -0.0020, -0.0010, -107$, —107?; (a)-(e) 0 

5. 0,-1.5, -2.4, 2.823, -2.919, -2.953, -2.970, -2.9997, -2.999997; 0, —1.5, -2.4, -2.823, -2.919, -2.953, -2.970, -2.9997, 
-2.999997; (a)-(e) -3 

7. 3,2.273, 2.158, 2.015, 2.0015, 2.00015, 2.000015; 1.4, 1.769, 1.857, 1.985, 1.9985, 1.99985, 1.999985; (a) (e) 2 

9. 0.75, 0.1944, 0.1100, 0.0101, 0.001001, 0.0001, 0.00001; 0.25, -0.1389, 0.0900, -9.0099, -0.0010, —0.0001, -0.00001; 
(a)—(e) O 


1. $ 1-2 15.2 17.0 19. +0 21.3 23. +0 25-00 27.1 29.-1 31.0 33.-0 


E 
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JS. peZlx=3 
y 


3. y=1:x=0 


4M.x=ly=x>w*+1 499.x=3)y=x+3 


55. (a) 15 (b 0; (o) 1; s7. 
(d) - 00; (e) 3; (f) +00; 
(7) 1; (my 2 


EJERCICIOS 3.8 (página 266) 


1. (0) = l,mín.rel;(2, 2), 
(1, 2), puntos de inflexión.; 
decreciente: (— oo, 0]; 
creciente: [O, + 00); cóncava hacia 
arriba: x < de > l; 
cóncava hacia abajo: ( a 1) 


3. fc1) = ¿, mín. rel.; f(0) = L, máx. rel.; 
fO) = -3, mín. rel.; puntos de inflexión.: x = 
301 + 47); decreciente: (00, —1], [0, 2]; 


x < HL - YD), x > 3(1 + 4/7); cóncava hacia 
abajo: 41 - 47) < x< 1 + 7) 


creciente: [-1, 0], (2, + 00); cóncava hacia arriba: 


. RO) = 2, mín. rel.; 
no tiene puntos de inflexión.: 
decreciente: (— oo, 0]; 
creciente: [0, + 00); 
cóncava hacia arriba en 
todas partes 
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7. f(0) = 0, mín. rel.; no tiene puntos 
de inflexión; decreciente: (—oo, 0]; 
creciente: [O, + 00); cóncava hacia 
arriba en todas partes 


> 
mm 


7 


= Na tn 0100 0 


Loy : 
-3 -2 -1 " 11.2 3 


13. 10h) = LE, máx. rel.:fQ) =0, 
mín. rel.; puntos de inflexión: 1, 0), 
x = ¡(8 + 34/6); creciente: (-oo, £], 
[2, +00); decreciente: (4, 2); 
cóncava hacia abajo: x < —1, 
(56 - 3/6), 58 + 346), 
cóncava hacia arriba 
El, 5 8-346),x> 56 + 346) 


9. no tiene extremos relativos; (O, 0) 
punto de inflexión; creciente: 
(00, +00); cóncava hacia abajo: 
(00, 0); cóncava hacia arriba: (0, +00) 

Ay 


15. ( 41, 0), mín. rel.; no tiene 


puntos de inflexión; creciente: 
[0, 4D, [ 3%, Tc]; cóncava hacia 


abajo: 0 < x < lam lra<x<a 


2 2 


Ay 


Va 


19. f(0) = —L, máx. rel.; no tiene puntos 21. f(-1) = —l, mín. rel; f(1) = l, 


de inflexión; creciente: (— oo, —1) y 
(1, 0]; decreciente: [0, 1) y (1, + 00); 
cóncava hacia arriba: x < —1,x > l; 
cóncava hacia abajo: -1 < x < l; 
y = 1,x = —l,yx = 1 son asíntotas 


máx. rel.; (-/3, - 543), (0, 0), 
(43, 313 ), puntos de inflexión; 
decreciente: (- oo, —1], [1, + 00); 
creciente: [—l, 1]; cóncava hacia 
abajo: x < 43,0 < x < 43; 


cóncava hacia arriba: — 43 <x<0, 


x > 43;y = 0es una asíntota 


11. 


17 


23. 


no tiene extremos relativos; (2, 0) punto _ 
de inflexión; decreciente: (00, +00); 
cóncava hacia arriba: x < 2; 

cóncava hacia abajo: x > 2 


y 


st 
E XxX 
33213 t > 
-5 E 
P 
. F(0) = 0, máx. rel.;f(2) = 4, 
mín. rel.; no tiene puntos de inflexión; 
creciente: (— oo, 0], [2, + 00); 


decreciente: [O, 1) y (1, 2]; 4 
cóncava hacia abajo: x < 1; 
cóncava hacia arriba: x > l;x = ly 
y = x + 1 son asíntotas 

, 

e . 
> 
A 


FED) = 0, máx. rel.; 

F() = -V/4, mín. rel.; punto de 
inflexión: (2, 0); decreciente: [—1, 1]; 
creciente: (- 00, —1], [1, + 00); 
cóncava hacia abajo: x > 2; 

cóncava hacia arriba: x < —1, (1, 2); 
y = xesuna asíntota 


AY . 


ww 
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25, x, =-3 42-39 = 3429-34, 27. $05) = £(5) = 0, mín. rel.; 29. f(-1) = 3, mín.rel; 
%= -L ((87 + 3) x,= z (4/87 - 3); RO) = 25, máx. rel.; no tiene puntos puntos de inflexión: (O, 0), 
Fa) = FG) = -25, de inflexión; creciente: [-5, 0], (2, 6/2); creciente: [-1, + 00); 
mín. rel.; f— 3) = E, máx. rel.; [5, +00); decreciente: (oo, -5], decreciente: (— oo, —1); 
puntos de inflexión: (x3, — D, (Xq, >; [O, 5]; cóncava hacia arriba: cóncava hacia arriba: x < 0, 
creciente: [x,, — 21, [x,, + 00); decreciente: x < —S,x > 5; cóncava hacia x > 2; cóncava hacia abajo: 
(os, x11, Es Xx]; cóncava hacia arriba: abajo: -5 < x< 5 +1 <x<2 


x < X3,x > xy cóncava hacia abajo: 
(13, X4) 


St 
-10+ 
-15+ 
-20+ 
-25+ 


31. feia) = —4/2, mín. rel.; 
fe lx) = 4/2, máx. rel.; 
E Lx, 0) ( lx, 0), puntos de inflexión; 
creciente: [— ha, z a; 
decreciente: [-1r, — a, (lar); 


cóncava hacia abajo: (— +, im: 

cóncava hacia arriba: (—x, — 20, 
3 

(¿x, TT) 


EJERCICIOS 3.9 (página 272) 
1. altura, 60/3/2257 = 6.73 pulg; radio Y15/x = 1.68 pulg 5.45 mpor60m 7. 12 pulg por 4 pulg por 6 pulg. 9.90 km/hr 
1. 144s 13. 2x-y+1=0 15. 1 mes;7.5% 17. 40unidades 19. $1500 21. ¿/10 unidades; (3, 2) 


5 
23. radio de la semicircunferencia, 32 pie; altura del rectángulo, 32 
4+ 71 4+7 


pie 25, 5/5 pie 27. /2 29.242 3L. 32 


EJERCICIOS 3.10 (página 286) 


1. 41179 3, -1,1673 5, 2.649 7,0.507  9,-1.128 11. 1.73205 13. 181712 15, 0.7391 17. 0.8767 
19. (a) 1 + 2(x — 1); (c) f: 0.81, 0.9801, 1, 1.0201, 1.21; aproximación: 0.8, 0.98, 1.02, 1.2 
21. (a) 2 + (x - 1); (c) f: 1.897, 1.98997, 2, 2.00998, 2.0976; aproximación: 1.9, 1.99, 2, 2.01, 2.1 
23. (a) 0.54030 — 0.84147(x — 1); (c) f: 0.6216, 0.54869, 0.54030, 0.53186, 0.4536; aproximación: 0.6244, 0.54871, 0,.54030, 
0.53189, 0.4562 


25. dy =2,A=225 27. dy= ¡, = .083,Ay= .080 29. (a) 0.0309; (b) 0.03; (e) 0.0009 
31. (a)  = 0.0238; (b) q, = 0.025; (c)— 335 = -0.0012 33. (a) -0.875; (b) —1.5; (c) 0.625 


35. 33? - 2x + 1 6x - 2Ddx 37 xÓSx + 60x + dr 39, e 
— sen Xx 


41. 2tanxsec?x(2tan?x + I)dx 43. (a)6.75cm3,(b)03cm? 45 Lxmi 47. 04xmcm? 49. 0.9mcm? 
51. 4% 53. 10pie? 57. 2.0288,49132 59, 3.14159 


1302 
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EJERCICIOS DE REPASO PARA EL CAPÍTULO 3 (página 289) 


1. mín. 


abs.: fES) = 0 3. mín. abs.: f(3) = 0; 5. no tiene extremos absolutos 
máx. abs.: f(0) = 9 Ñ 
AY 


9 


SAI as 
7. mín. abs.: f—¿m) = 2; 9. mín. abs.: f(2) = —l; 11. (a) mín abs.: (46) = 0; 
máx. abs: (Lx) =2 máx. abs.:fQ) = 8 máx. abs.: f(3) = 9; 
Ay (b) mín. abs.: f(46) = 0; 
[ máx. abs.: f(-4) = 100 
13. mín. abs.: f+1) = -0.301; 
máx. abs.: f( lx) = 42 
1 1 4 ir x 
= 15. 31 - 413) 
17. -B 19, 1.269,1.872 
L j > AX 
[ 45 23. f'(1) no existe 
25y 37. f(-2) = 0, máx. rel.; f(0) = -4, min. rel.; (-1, —2), punto de inflexión; creciente: (— oo, -2] y [0, +00); decrecien- 


27 y 39. 
29 y 41. 


31 y 43. 


33. Ah) = E máx. rel.; 


FS) 


x- 


creciente: (— oo, 31, [4, + 00); 
decreciente: 2,4); 


te: [-2, 0]; cóncava hacia abajo x < —1; cóncava hacia arribax > —1 

no tiene extremos relativos; punto de inflexión: (3, 1); creciente: (—00, +00); cóncava hacia abajo: x < 3; cóncava hacia 
arriba: x > 3 

no tiene extremos relativos; punto de inflexión: (0, 0); decreciente: (— 3, 41), cóncava hacia abajo: (0, La; cóncava 
hacia arriba: (- 37, 0) 

FE) = 0, min. rel.; f(0) = 9, máx. rel.; f(3) = 0, mín. rel.; puntos de inflexiónen:x = + ? 5; decreciente: (oo, —1] y 
[0, 3]; creciente: [—1, 0] y [3, +00); cóncava hacia arriba: x < -¿ 45 yx > z 4/5; cóncava hacia abajo: — 7 V5<x< 245 


y 35. f(1) = O, mín. rel.; 

no tiene puntos de inflexión.; 
decreciente: (- oo, 1]; 
creciente: [1, + 00); 

cóncava hacia arriba : para 


3125 > 
=- 0, mín. rel.; puntos de inflexión: 


2,x = 268 + 34/6); 


A 
¡2 


z . . toda x 
cóncava hacia arriba: 
2<x< H8 - 346), 
1 > 468 + 346); rr > x += > x 
cóncava hacia abajo: x < 2, 7 
L(8 - 346) < x< (8 + 346) 
45. (a) (b) (c) (d) 


(o, fc») (e, Kc) 
NS fc, fc) 


(o, fc) 


FE 


a) 


w 
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47. (a) 49. creciente: (-oo, —2]; 51. creciente: (—oo, 2]; decreciente: [2, +00); 
decreciente: (2, +00); máx. rel.: x = 2, cóncava hacia arriba: 
(b, £)) máx. rel:x = —2; x < 0,x > 2,cóncava hacia abajo: (0, 2); 
cóncava hacia arriba: (-1, 0); punto de inflexión: x = 0 
cóncava hacia abajo: x < —-1,x > 0; 
puntos de inflexión: x =,—1, 0 
(b) (cf) 


(b, SOY 


ta fía) (fa) 3 31 


53, creciente: (-oo,-3], [1, 3.5]; decreciente: [-3, 1], [3.5, +00); 55, creciente: [-1, 11, (2.5, +00); decreciente: (oo, -1], [1, 2.5); 


máx. rel: x = -3,x = 3.5;mín.rel:x = l; máx. relox = 1; mín. rel:x = —1,x = 2.5; 
cóncava hacia arriba: (-1, 2.5); cóncava hacia abajo: cóncava hacia arriba: x < 1, x > 1; no tiene puntos de 
x < -1,x > 2.5; puntos de inflexión.: x = —-l,x = 2,5 inflexión. 


57. 3 59, —oo 61. 0 63. x=2x=-2y=5 65. x=3J)y=x>+3 
67. x, = 5 (9 - 156D),x), = O + /561), 69, creciente: [-2/2, 2/2]; decreciente: (00, -2/21, 
(2/2, +00); 


1 t 

ca = ¿(137 + 5)x= ¿(1137- 5); 

: A o. : . mín. rel.: f(24/2) = -44/2; 
creciente: [-3, x,], [x,, + 00); mín relativo.: 


f63) = 0,f(9) = 75.1; máx. rel: f(x) = 48.1; máx. rel: 2/2) = 4/2 o 
cóncava hacia arriba: x < Xy, x > Xy cóncava hacia arriba: x < 0; cóncava hacia abajo: x > O 


cóncava hacia abajo: (x3, x4); puntos de inflexión.: punto de inflexión.: (0, 0) 
X= XX =X4 


TTTTFTTTT E TTTTT 
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TL. 44? + B? 7. a=2b=-6,c = 3 79. 900 81. 12 km del punto sobre la orilla más proximo a A 

83. $2000 85. $1800 87. 1500 89. 25radios;$525 91. Ém 9%. Hxpulg 

95. el radio es + cm y la altura es 34 cm 99. el alambre debe cortarse a la mitad 101. 1000; $11 103. -0.482 
105. 4.4934 107. 1; f: 0.9998, 0.999998, 1, 0.999998, 0.9998; aproximación: 1, 1, 1,1, 1 109. (a)-0.16: (b) -0.64 


111. 2xpulg? 113, 1% 117. (a) p (c) A 


MES 


uE 


EJERCICIOS 4.1 (página 307) 


Lao a Dor E E E E EA 
E A A IE RO 

de A 
19. 25 + Bon - En BS € 21. ela + al +C 23. -3cos 1 - 2sent+ C 25.secx + C 


27, -4cscx + 2tanx + C 29. -2cot8 - 3tan0+ 0 + C 


31. (a) Ay 33. (a) 35. Ay 
ór 
Sr x 
> 
4 
; E; 
a 22 2 
aL 
1 
i y 1 1 4 ad S 
=1 poa e OS 
(b) AY (b) A? 
4 
1? 
3 
ñl 
1 [A ERA E A | 4 Ed 
-4 -3-2 -1 1.234 
-1 
-2 
-3+ 
-4+P 
1 


3. y=x-3x+2 39, 3y= 27 +32 +2x+6 41. 12y = -x* + 6x? - 20x + 27 
43. Cu) =x +4 +4x+6 45, (a)C(x) = 3x? + 8; (b) $800 47. (a) R(x) = 15x — 2x?% (b) p = 15 — 2x 
49. 1177m? 53. g(x) noexisteenx = 0 


EJERCICIOS 4.2 (página 318) 

la ar 302 9/3 143 qq E 
Lg NRO RINA RNA Y 
A E E E A 
15. -106 - 23% + 26-208 - 3-29 + C 


PS 
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17. ¿sen40 + C 19. -2c0sx + Co 2l jtanSx+C 23. -¿osc3y9+ Co 25 Í(2 + sen + C 


3x 


3 
27. (1 + le +0 2.21 +cos 9 +0  3L=lcoó1+C 33 Ltan2r- Leot2x + C 


38. 218 +32 140 37. 16-yP-188-9P+C0 39.5 +2 +C 


41. Vx +4 + >Í—4C 43, cos(cosx)+ 0 45.C()= £V3xr4+ L 47. p= $2 
Xx 


dx +4 


49. ¿coulombs 51. $325  53.3.1pm? 55, (a) 2x + 4x7 + 3x2 + x + C; (b) ¿Qx + 1) + C:(0)C = 


57. (a) AP -2+ ALE o) A IO (00=-3 +0 
59. (a) sentx + Cy; (b) —cosóx + Co (0) 70082 + Cy (d)C,=C,+ 1:03 =C, + y 


EJERCICIOS 4.3 (página 326) 


Ly=2RS AO By RAE ys A MINI 7 0 
3 + C 
9 tanx—-tany+y=C My= ¿+ 3 + Cox +C, 1.5 =-3 (sen3r + cos 31) + Cif + C) 


15. y = hd -x-4x+6 17. 4sen3x+6c0s82y+7=0 19. u=3v + 4v? + 2v? + 2v 


Ms=10+98-5 2Dv=2+5-1%is= 24 ¿8-10 


25. v= 37 +P4s= ¿04 Aid 27. = 22 sen(lr — Lm)is = Y2 cos(21 — 3m) 
29. 16005 = v* + 1200 31.5% + 45 = v? + 12 


33. Alos:s su posición es s cm a la derecha del origen, donde s = (3 cos 311 + 3)/z. 


(a) s = (Í —- 34/5)/m = 0.1824; (b) s = 3/r = 0.9549; (e)-(d) s = (É - ¿3 )/m = 0.6598 


1 = 
gc 


35. (a) 0.625 s; (b) 6.25 pie; (c) 1.25 s; (e) 20.0 piefs 37. (a) 5.89 s; (b) 188 pie/s 39. (a) 3.39 s; (b) 98.5 piefs; 


41. (a) 3.54s; (b) 113 pie/s 43. (a) s = -4.91? + 150: + 2; (b) 523.6 m; (c) 3.79 s; 26.8 s 


45. 25, rad/s = 0.06 radfs 47. 1.62m/s? 49. (a) 3.475;(b)482m 51. 20m/s = 72km/h 53. x? + 2y? = C 


EJERCICIOS 4.4 (página 337) 


Él 63 7 100 
1. 51 3. 147 5. 2025 7 .. + 1 5 13, 10400 15. 2" — 1 17. Tór 


19. n? - 23 - 3n? — ón 21. 3 unidades cuadradas 23. 3 unidades cuadradas 25, 9 unidades cuadradas 


27. Z unidades cuadradas 29. Z unidades cuadradas 31. Lab, + b,) unidades cuadradas 33. 9 unidades cuadradas 
35. +5 unidades cuadradas 37. 1.0349 unidades cuadradas 39. 1.8530 unidades cuadradas 41. 1.5912 unidades cuadradas 


91» 
EJERCICIOS 4.5 (página 350) 


12% 3.114 5. 3700 + /2 + 343) — 7. (a) 0.2672; (b) 03 9. (a) 2.6725; (b) 2.6339 * 


BB. 15.6 17. 12 19. 10 21. 3 23. 28 25, E 27.0 29. (a) 12; (b) 49; (c)-5 


2 2 


EJERCICIOS 4.6 (página 359) 

L> 3<s 5,[0,0.125)  7.[2,2/3]  9.[%,5vV31  1M.(0,151 13.10%] 15 [2,25] 
17. [2,3] 19 (-3m0] 21.115 23.155 25.258 27.0 29.266 31. 0.66 

41. zyocurreenx= 3 43. 2=sen069  45.v=32832 47.7 


2 ñ 


2 2 
31. 15 33.0 35. -21 37. -2 39.4+x 41 7 49 j xX*dx  5lL | de 
0 yA 


EJERCICIOS 4.7 (página 370)z 


1112 336 53 TÍ 9% 1-8 131 15 307-242) 17.2- 32 


11. 


19. 


21.2 23.342 25% 2m¿ 2. %U5 30 3.7 35, J/4+x%  37.—-/senx 


2 15 


39. 7 22 43 UX + 1 43.1 45. 6,ocurreenx = V3 47.27 49. [2-23 (sen 3) = 12873 59. 


+ x?2 


2 
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EJERCICIOS 4.8 (página 379) 


1. 2 unidades cuadradas 3. 2 unidades cuadradas 5. 2 unidades cuadradas 
9. l unidad cuadrada 11. 1 unidad cuadrada 13. 2 unidades cuadradas 15. 2 unidades cuadradas 
17. $ unidades cuadradas 19. 2 unidades cuadradas 21. > unidades cuadradas 23. 3 -/2 unidades cuadradas 


25. 5 unidades cuadradas 27. = unidades cuadradas 29. £ unidades cuadradas 31. > unidades cuadradas 


33. Y $ Unidades cuadradas 2 (4/2 — 1) unidades cuadradas 37. 2 unidades cuadradas 

39. e +42 = 1.4142; () E 2 unidades cuadradas = 5.2797 unidades cuadradas 

41. (a) +1.4045; (c) 2.2032 unidades cuadradas 43. (a) 1.3146; (c) 3.7545 unidades cuadradas 

45. (a) 1.1274; (c) 2.8079 unidades cuadradas 47. 12 unidades cuadradas 49. 3 unidades cuadradas 
51. 64 unidades cuadradas 53. (37 — 1) unidades cuadradas 55, (1 - 37) unidades cuadradas 

57. É p? unidades cuadradas 59.32  6l.m= ¿K 63. Eldominio de A(h) es [0, r] 


EJERCICIOS 4.9 (página 389) 


1. tar unidades cúbicas 3. 7 rcunidades cúbicas . 64rrunidades cúbicas 7. A rounidades cúbicas 


9. o unidades cúbicas 11. Es 
17. nr? unidades cúbicas 19. Lama? + ab + b?) unidades cúbicas 21. unidades cúbicas 23, ya unidades cúbicas 
25. (41 — 31) unidades cúbicas 27. (4/31 — ha -)unidadescúbicas 29. 1250 rcunidades cúbicas 31. % rcunidades cúbicas 
33. El Tcunidades cúbicas 35. 2 rr unidades cúbicas 37. (¿im - 243 E unidades cúbicas 39. 2 
41. 15.15 unidades cúbicas 43. 39.69 unidades cúbicas 45. 2.822 unidades cúbicas 47. 6.923 pnidades cúbicas 
49. 20.28 unidades cúbicas 51. 32 /2 unidades cúbicas 53. 4% y3cm? 55. £fcm? 57. 3r? unidades cúbicas 


59. 396.9 unidades cúbicas 61. Ír?cm? 63. 1801cm? 


EJERCICIOS 4.10 (página 396) 


1-11. Vea las respuestas de los ejercicios 5-15 de la sección 4.9 13. 37 unidades cúbicas 15. $ runidades cúbicas 
17. ¿n unidades cúbicas 19. gm unidades cúbicas 21. l6runidades cúbicas 23. E 2 Tcunidades cúbicas 
25. E Bap? unidades cúbicas 2. 3 3 Tunidades cúbicas 29. A rcunidades cúbicas 31 fa rcunidades cúbicas 
33. 16 rcunidades cúbicas 35, % unidades cúbicas 37. 3Q + /2)x unidades cúbicas 

39. runidades cúbicas 2037 unidades cúbicas 43. 62.67 unidades cúbicas 45. 2.038 unidades cúbicas 
47. 7.707 unidades cúbicas 49. 6.763 unidades cúbicas s1. Ln unidades cúbicas 53. 1/2744 


EJERCICIOS DE REPASO PARA EL CAPÍTULO 4 - (página 398) 


Lao da O DM ALDO 5.72 +3 5-34 CO 7. 3tan30-0+C 


o Ea unidades cuadradas 


Trunidades cúbicas 13. ES Teunidades cúbicas 15. 7 unidades cúbicas 


1 


9. 5semx—3seex+C MÉ- 11 153 1.7 19.% 2.4- lx B.y= mer! 
25. y = Les DP + Ox + C, 27.y=10x-2x7-9 29. (a) R() = Lx? - 5x? + 2: (b)p = Ja? - Sx + 12 
3L. (a) V=30 + 1 + + L; (b) 640” 33. 146cm” 35, $5 
37. y = 3sen2t +35 =-3c0s2t +31 + (5 - 32) 

39. Alos!s su posición es s cm a la derecha del origen, donde s = As 


(a) s = 0.4541; (b) y (c) s = -0.4541; (d) s = - = 0,4775 
TE 


41. (a) 25435 = 435; (b) 800/3 piefs = 1400 piefs 43. (a) 3; (b) 100 pie; (c) 4 s; (d) -80 piefs 

45. (a) 1500 m/s; (b) 45000 m 47. (11. + /187)s = 25 s; 88(14 + /187) pie = 2400 pie; (88 + 8 /187) piefs = 200 pie/s 
49. Y2-5 53 [07m 55.1%  57,-G-4% 59, l 6.0 63.4% 67. Lunidades cuadradas 
69. S unidades cuadradas 71. 36 unidades cuadradas 73. 21.88 unidades cuadradas 75, 09618 unidades cuadradas 
7. h unidades cuadradas 79. 2-/2 unidades cuadradas 81. ( 37 — 1) unidades cuadradas 83. y unidades cúbicas 
85. runidades cúbicas 87. unidades cúbicas 89. 2507 unidades cúbicas 91. 1024 unidades cúbicas 

93. 3xunidades cúbicas 95. Úrunidades cúbicas 97. 558xmcm?” 99-101. 44.96 unidades cúbicas 

103. 1.535 unidades cúbicas 105. 25.17 unidades cúbicas 107. 90 pie” 109 É2 runidades cúbicas 

111. Fm? unidades cúbicas — 113. 1230 = Y3 119. ¿m+y3 
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EJERCICIOS 5.1 (página 416) 


1. (a) uno a uno; (b) no es uno a uno; (e) uno a uno 3. (a) uno a uno; (b) uno a uno; (e) no es uno a uno 

5. (a) uno a uno; (b) uno a uno; (e) uno a uno - 

7 (Ar = 3 + 7), dominio: (—oo, +00), contradominio: (—oo, +00); (b) no tiene inversa 

9. (a) f(x) = 4 - Vx, dominio: (—oo, +00), contradominio: (—oo, +00); (b) lx) = 31? + 3, dominio: [O, +00), 
contradominio: [3, +00) 11. (a) FU) = x2 — 1, dominio: (co, +00), contradominio: (—oo, +00); (b) no tiene inversa 


1. (a) su = ye, dominio: (—oo, +00), contradominio: (—oo, +00); 
bf) = A E domini (x|x + 1), contradominio: (y|y * -1) 
=x 


15. (a) g”() = Vx — 5,dominio: [5, +00), contradominio: [0, + 00); (b) $) = 4(3/x — 1), dominio: [O, 8], contradominio: [-4, +; 
17. F7x) = y9 — x? dominio: [0, 3], contradominio: [0,3] — 25. (a) 3:(b) Y 27. (2); (0) 29. (a) 2: (b) -1 


31. ()-L:0b)-2 33. 0.09426 35. ¿5 (1 + /21) = 008152 37. 1334 39 2 4 = La +3) 


Web 
= 2 
43.771 = 1172 s5ri0= 2 M0 =j-3) 49 00m) =c,1- (3) 5. (06 (9 5 
- 2x m 
55. 1 59.(b)f0) = 132 + 4x2 0:40) = 2 +4x<0 (09 "0 =YVx- 4,1 > 4f 0) =-V1- 4x2 4 
x six<l 
E Yi sil<x< 8l vo=1l 6:i5mw0=-- 
6l. FU) = z BNO=3 5470 = 3 
(2) si 81 < x 
27 


EJERCICIOS 5.2 (página 428) 


A y AN e ts ai MOE" ja E y 
4 +5x 3 + 10x 3+1 31 +1 12 — 3x x 
2 17 In x-—1 l - 2x - 1? l 
19. 2sec2x 21, CX 23, - ——__—_—_—_—__—— E 27. 29, 
2 tan x 2(2w — SM3w + 1) (n x) Xx + 1)? +1) 2(1 + /x +1) 
o 
3-27 3x+y 35 AS 
xy +x * Óxy” + x 
39, ay y 43. Py 45. 6ry 
t t - : 
“ 4 4 41 
2L NA, ¿Ll 
Tr E P ; 6-4 2 + 2 4 
pa A á 
2! —2 
al 4 NY 
l L sal 


49. x - 2y= 2- 21In2 Sl.x+y=1 S3. => 55. (a) $5 por cada $1 de cambio en el presupuesto; (b) $688 


EJERCICIOS 5.3 (página 435) 


pa Z 
LA A a 9. 2x(x + Dé - DU6x? - 2x - 1) 


+! cos 3x "a? + 4) 

x(x — 1)x + 2) Qé- 30% -61+ 160 13 8x? — 417 + 151? +10 
(x - 4) Sa? + 1)9/5 

17. ¿in[5x* -1|+C 19 In[iny|+C 21. ¿in(l - cos5x)+C 23. In(1 + sen2x) + 3 In|cos2x| + C 

25. x2 + 4In[x? -4|+C 27. 3In3x)+C 29. In|In() + Inx|+C 31. In[sec(Inx)|+C 33. ¿In2 


35. Mn $ 37.4 +In2 39. 3In3 41 ZIm4+24/3) 43, LL" 47. 2in5 = 0.40236 
In 4 q 


49. 2000 In 2 Ib/pie? = 1386 Ib/pie? S1. ln 4 unidades cuadradas = 1.38629 unidades cuadradas 53. 1(11 + 8 In 2) uni- 
dades cúbicas = 51.97821 unidades cúbicas 


11. 15. -Fin|3 - 2x| + C 
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EJERCICIOS 5.4 (página 446) 


1. (a) 2.665; (b) 2.565 3. (a) 15.15: (b) 5.616 5. 5e% 7,66 9. -e*senx 11. e%cose* + e*sene* 


YX sep? ev ] 
13. E 15. ed 17.2 19. 2é%seceTtane" + 2el sec xtanx 2 -e* 
x e e 
2 2x 
3 LLE lo meteo Mm —L+C0 3Be-31e+3+ 0 
2e% + 3xy 6(1 - 2e7*) 


33. e 35.2 37.7 39 zte*-1) 41. (a)1;(b)0;(c) e; (d) no, pero lím e" = 0 43. (e? — 1) unidades cuadradas 

45. y =-lx+ ]+ jin2  47.(é + Ypie = 20.586 pie 49. (-9.17 Ib/pie?) por s 

51. 0.006  53.$10000;$33834 cientos = $3383382 55. (b) 2.7181459; 2.7184177; 2.7182818 

61. Consulte la figura adjunta. (a) y (b) f(1) = el es un máx. rel.; (0) (00, 1]; (d) [L, +00); (e) (x|x > 2); (1) lx] x < 2); 
(g) La pendiente de la recta tangente a fenx = 2es 6? 

AY 

0.5 F 


EJERCICIOS 5.5 (página 454) 


1. 5In3-3% 3,4%. 14-61 5, 4%2%.2In4-c0s2x 7. 2%3%(51n2 + 8xIn3) 9 ,l0gp£ 11 
Xx Xx 


13. 3" sec3Ptan3%-211n3 15. x “01 4 Linx) 17. 2%%8%71(cos 2 — 2 Inzsenz) 


log, € 


2 32: ale! 107 
19, (senxJ?" *[L + In(sen x) * sec? x] 21. +C 23. ——+C€ 25, +C 
2 In 3 l+ Ina 3 1n 10 
ga (nx)? 
27. 106 +C 29. m2 + C 31. (a) 0.62133; (b) 1.7712 33. (a) 3.3219; (b) 0.43429 35. 2.999 
n 
45. (a) 61 ventas por día; (b) 2.26 ventas por día 49. (a) y = 200 - 21/10; (b) $12 800; (e) $877 por año 
51. (a) A) (b) Ay 
8 81 
él 6+- 
41 al 
21 21 
x ara] id ir 
slo e e A 
da = 
-4+ -4 
-6+ -61 
-8L 3 
53. ls = ) unidades cuadradas 55. als - 1 unidades cúbicas 57. 0.73306 unidades cuadradas 
n n 
59, (a) AY (b) 1) = 1 es un mínimo relativo; 
6 (c) [1, +00); (d) (0, 1); 
(e) La gráfica es cóncava hacia 
4 arriba en todo su dominio: 
(0, +00); 
2L (£) no tiene puntos de inflexión 
DD A 
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67. dominio: (0, 1) U (1, + 09); extremo en f(0) = 0; no acotada en x = 1; decreciente en todos los intervalos del dominio; 
punto de inflexión en (e?, - 3In 5); cóncava hacia arriba en [0, e?] y (1, +09); cóncava hacia abajo en [e?, 1) 7 


EJERCICIOS 5.6 (página 467) 


1. (a) y = 40 0000 (1.5374, (b) 64 000; (c) 2023 3.(a)í = 40(0.375)1%*, (b) 5.625 amperes 5.506  7.10.6 
9. 123456  11.29.15años 13 (a) $5256.355; (b) $5256.357; (e) 5.127%  15.15.8añ0os 17.43.98 
19. ll6kg  21.hace6600 años 23.70  25.(a)1min42s; (b) 42.1? 


27. (a) y = 60 — 60(0.75)/2; (0) 35; (d) 55 29.0.34134  31.0.84270 33. InjIn? 


In? | + kt = C 
y 


EJERCICIOS 5.7 (página 482) 


1. (a) 57 (b) - ca (o) 37; (d) 37 3. (a) gm: (b) - qm (0) Lx: (d) ¿ze 

5. (a) Jm; (b) - Jm; (e) Jm; (d)-4m; (eJO 7. (a) 42;(b) 1 42:10) 2/2; (d) 3 /2;(e) 3 

9. (a) 34 (b) 4 (e) 2/2; (d) 42; (e) 3 11 (a) -345;(b) 3 4/5; (0) —3; (8) Y5; (e) -3V5 
13. (a) qn (b) ¿7 (o) sr (d) ¿15 (a) 375 (b) 37%; (0) ¿x; (d) ¿7 

17. (a) hm; (b)-3m (0) ¿15 (d) hm 19. (a) 37: (b) 3x0; (e) Em: (a) ¿7 

21. (a) 43; (b) 7421. 2B.() 43:00) 5 


25. AY 27. Ay 29. AY 
at rn 
E 3 Ll ñ ] 1 5 1 ; ñ = ñ SS ñ : z 
AL —a- 
31. (a) AY (b) AY 
art 
ñ E L 1 ñ re 
A 
-At 
dominio: (-1, 1]; dominio: (—oo, +00); 
contradominio: [-1, 1] contradominio: ES x7 
33. (2) (0) 5 35 (a) - ==: (0) 0 37.) - E (o) 
yá x? 1 + 4x dx — 1? MN 
39. (a) - 8%. (bh) 244737 41. (a) tania; (o) 2 
cos Ícos xl 4e0* — 
_ l 1)Y 1 n . ol 1) l k . . 
43. (a) t = -—sen”" - < 4 , paracualquierenteron > 0 0 ft = -——sen” = - — 4 —,paracualquierenterok > l; 
rn 2 8 2 4x 2 8 2 
Lo3 7 
O 
45. recta tangente: y = 2 - A + S> recta normal: y = -/3x + 3 + 5 
47. JO pie = 3.16pie 49, 2% rad/s = 0.078 rad/s 51. 2 akm/min 53. 8piefs 55. 6 


xx? — 64 
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EJERCICIOS 5.8 (página 488) 


L isemi2+ Co 3. ¿tanlix+ Co 5 gsectix+ O 7¿semiir+ O A 
1. 2an Ji Co 1 E tam 3 A O A A 
v W 


19. 37  2.tanle- lr 23. lr  25.-/5-sen'i + 3 = 0.0342044 
27. 2 4 ¿In3 + 32 (tan! 2 — 7) = 10.3273 29. munidades cuadradas 31. + unidades cuadradas 


EJERCICIOS 5.9 (página 501) 


L. (a) 0;(b) l; (0) He - €) = 1.175; (d) 4 (0! - e) = -1.175 
2 2 


er 8 a e? -e , 5. 5 
3. (a) ro 0.9640; (b) ÓN 0.9640; (e) £; (d) Í 
-1 
5. (a) +25 = 0.2658: (b) 325 = 0.2658; (c) +2 = -1313; (8) Y 
e +e e +€e e 
13. (a) 2xcosh x?; (b) -8 sech? 4w tanh4w 15. (a) Lcsch?2; l = 2csch2xx > 0 
1? x” senh x cosh x 


17. (a) 2 sech 2x; (b) (cosh x)* [In(cosh x) + xtamhx] 19 Psemhóx+C 21. -jcomhx? + C 
23. Linicosh2x) + CC 27.Í=08 29. 2(cosh2 - cosh1) = 4.438 31. ¿(tanhó3 — tanh%2) = 0.02800 


4 2x 
33. (a) 0; (b) 1In3 35. (a) In) + 1/5): (b) Lin! =-lin3 41 (a) —=—; (b) 5, |x| > 1 
ES 2 2 E 3 E , hor? +1 Lx | 
43. (a) 3 X tanx > I:(b)=cscx 45, (a) O2coth 2%)", p) _£ 47. sent x 


tan? x — 1 l- 2 cos e* 


il nm 
49. sentra + C= ERA O 51 y coshT! x? +C= 3 In(? + xl =1)+C 


2+e! 


55, cosh"! 3 — cosh"! 3 = 0.6044 
2-e 


53, ] ñ p hi tan (Fe) + C, sie <2 
ye a 


¿cor Fel) + C, sie! > 2 
57. tamb! 1- tant(-1) = 1.099 59. j(cosh!] — cost! $) = 0.2319 63, 105 unidades cuadradas 
65. (a) v = ¿23 sen + cosh1)ja = e"(2coshr + Lsemhi) 69. 4000(31 — 20 senh 1) = 29 983 


EJERCICIOS DE REPASO PARA EL CAPÍTULO 5 (página 504) 


1. fx) = Yx + 4, dominio: (- oo, + 00), contradominio: (-0o, +00) 3. no tiene inversa 


5 fUx) = E 4 dominio: [x|x % 3), contradominio: (y|y + 0) — 7.f7"x = x* 1 1 11. 
e a 

: eo xXx 

o E 


l+x 
19. (a) 6 senh?(2w) cosh(2w); (b) senh(2w?)6w? 21. (a) —sech(tan Ñ tanh(tan x) sec? x;, (b) sech?(sec x) tan x sec x 


4 2 
———_ 25. (sen (2 In(sen £) + 2£ cot £ 27. 29. -2 sech(2x 
A = 2) 1n 10 eS ) UAT = ) 


31. 1%? + 1)(x - DU Le — 7? + 7x3) 33. (a) 4.7288; (b) 8.8250 35. ¿In(1 + e%*) + C 


y 4x 4 At. tan £ 2 et 
13. (a) -3 tan 3x, cos 3x > 0; (b) == 15. (a) 4e" cose”; (b) 2%” - In2 . sectr 17. (a) 
x +1 l+ e2* 


3x 
37. Ue + 22) +03. 224+C 41.2smi2+ Co 43, plant +0 45, 1/28 2 470% + C 


3 In 2 


dd. - PEO em) SL ¿2 15 lg O 55 ha Y 2 
Ñ Aly EUA e CDS a 3 
57. 3 le + €”) 1 59, 61. (a IQ + 43); (b) 33 63. y = (Q1n2 + 1)x — 4In2 
er + xe% +1 
65. v=e -e + lis=e +e +1 67 3m1- e, lr 69, g(x) = -e*, dominio: (00, +00) 


73. (a) y = 65(0.5)0; (b) 81 años a partir de ahora 75. (a) y = 50 — 50(0.6)130; (c) 32; (d) 3 horas, 50 minutos 


77. 8.66 años 79. 187 500 81. 8212 años 83. 8.63 min 85. 73.7 
8. (a1=%+ e tE E , para cualquier enteron > 0 o f = 5. —Ll cost LE para cualquier entero k > 1; 
60 1207 20 60 1207 20 


(b) 5; (e) 0.0035: (d) -1;; (e) 0.0048 
89. 9 sen (2 5 /2) unidades cuadradas 91. (a) 120 rad/h; (b) 60 rad/h 93. 0.007 rad/s 95, y7 h; el recorrido lo hace ca- 
mirando 103. (sen (1 — et l) 


:u 
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EJERCICIOS 6.3 ¡página 514) 


y Er 33 E (0732 _ 22 9 

1 «10 e ON EL TE O 125) 11102 18% 152 

17. EN —sibra lasib=a 192/3-Í 2M.ImyVÍ+1) 23.2 25. 4647 27. 3.820 
UA A 

29. 1.089 31.8 33. 2.422 35. 400 senh3pie = 328.9 pie 


EJERCICIOS 6.2 (página 521) 


1. 250 Ib 3. 4000 dinas — 5. 3m/s? 7. Íslugs 94 11.6 13. 54kg; lm del extremo dado 
15. 171 4: ..: 5.92 pulg. del extremo dado 17. 2g; z cm del extremo E 19. E O kg; ! Em del extremo más ale- 


jado d. * punto externo 21. ló slugs; 1 pie del extremo dado 23. ¿m del extremo más slelada del punto externo 


5 82 Ss ¡Jem del extremo dado 27. 12kg/m 


EJERCICIOS 6.3 (página 529) 


a 2 5 GD 70, 5) 92.0%) 1 (£,% BdG-3) 152,0) 17. (0,-0.4762) 
lu, 3,-0.1020) 21. (0.5126, 1.970) 23. (0.4910, -1.083) 25. (1.048, 0.7793) 27. (1.504, 2.375) 
29. 1.4183, 0.5792) 31. (0.5300, 1.590) 33. ip 35. El centroide está sobre el radio que biseca la región, a una 
stancia de h veces la longitud del radio a partir del diámetro. 37. (7 + pr 


EJERCICIOS 6.4 (página 534) 


1. BSpie-lb 3. 'Méjoules 5. 3(3 + /393) 7. 180pulg-lIb 9. 8joules 11. 1350ergios 13. 409 500 pie-lb 
15. 50 185 pie-lb 1. 100 000 pie-lb 19. 5500 pie-lb 21. 29 X 10”joules 23. 3.20 X 10ójoules 25. 163.4 s 
27. 243 pie 29. 31.2m(e? — e”) pie-lb = 13.2 pie-lb 31. 3000In3 pulg-lb = 1216 pulg-Ib 


EJERCICIOS 6.5 (página 541) 


1. 19968lb 3. 3993.6lb 3. 1404lb 7. 942000N 9.409 X 10óN 11.254 13, 874000 1b 
17. 6.24 X 10épie-lb 19. 756lb 21, 3.15 Xx 10%Ib 23, 1.22 X 10%lb 


EJERCICIOS DE REPASO PARA EL CAPÍTULO 6 (página 542) 


La 32_ 31 
1. 43 3, 08 | 7 010 999) (2251)*]=7.03 5, É $> E) 


13. E >) 15. E8 amó 17. (0,0) 19. (0.3597,0.5357) 21. 3.214 23, 1.876 25, 2 > 27. 6.000 ergios 
29. 400 pie-Ib 31. 44145000 joules 33, 57262pie-lb 35. 226lb 37. 22 o 39. 888 694 lb 


1.(3,2) 9. Aslugs; E 298 pulg. del extremo izquierdo 11. (2 


EJERCICIOS 7.1 (página 553) 


1. qe jer+ Cc 3. xsecx — InJsecx + tanx| + C S.xln5x -x+ € 7. hn + C 


2 
17. -12 41 - 12 — ¿a =- An +C 19. x2?coshx — 2xsemhx + 2coshx + Co 21.2 /zcotl14z + In + Dc 
36 36 16 
23. 2 V/xsen/x + 2cosYx + € 25. == - + —— 
ae ye In3  (n3? (in 3) 
Lin - 4/3 + 1= 1.8859 33, 12e? + 2e = 246.463 35. (e? + 1) unidades cuadradas 37. ¿ne + ]) unidades cúbicas 


9% +1) tan lx fx + Co 1L = +C 1. yseniny) - ]ycos(Iny) + C 15. zef(cosx + senx) + C 
Xx 


= 15.008 27. E = 0.5625 29, 2 In 2 - z = 4.2825 


39. (3 — 24e7? unidades cuadradas 41. 2(1 — e79) kg; e — me algún extremo 43. (0.267, 0.604) 45. 48.86 pie-lb 


e? 
47. CO) =xInx=x+6 51. Ze "PB - Lem 55, s0(6e! - Be? - 7) 


EJERCICIOS 7.2 (página 563) 


alo 


1 (a) ¿sen x + C; (b) - Lcos* 4x +C€ 3. (a) 300s* x -=cosx+C; (b) 7 Sen x +C€ 
5. (a) ¿sen x - ¿sen? x + C, (b 2 cos - a +C 7 sen7x + +senx +C; 9 - Ecos 8 y + + cos 2y +C€ 


11. htanSx=x+ Co 13.-Lcot2x7- 4x2 +C 15. -Ícot*1- In[sent| + C 
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17. ¿tan? 3x — ztan3x + Ztandx -x+C 21. ¿tante? — tanet + er+C 23. ¿tanóx + jan x + C 
25. - Lcob 3x - L co 3 + C 27. y (tan E = cot2x) + C 29,2 sec w -— tanw + CU 
31. -2cot2x + C 33 Les + Co 35, 37. 3 EE 4.102 -D 43. | - ¿In2 45 É 41; 
49, y unidades cuadradas S1. am? Súdida cúbicas 53. ¿7 unidades cúbicas 
1 J 1 


1 
(Ez cos 1 — sen l gr y sen 2 - 


55, 2) 57.(1 — 3 7c) unidades cuadradas 


s 


l — sen 1 1 — sen 1 


59, : rcunidades cúbicas 65. (b) q sec? x tan x+ ¿sec xtanx + ¿| secx + tan x | +C 


67. (b) - sen! xCOsx — ¿sen? x cos x - Ecos x +C 69. (b) Leo x +C 


EJERCICIOS 7.3 (página 571) 


4 - y? l, yx? + 4-2 EA 0 x 
1 me +C 3 AS + € S. yx 25 + 7. lim + C 
9. —__ 4 € 11. /n7w-48+I2wW+C 13. -¿In(10 — 4/6) = 0.3199 
2 3 
444 — tan*x 
1 4(¿106 E 5) e ES: Ax 128 _ q 
15. 5 In aa ” 0.10345 17. In(3 + 242) - InQ + 4/3) = 0.4458 19. E 24 /3 = 1.097 


21. ZW5 = 0.09938 23, (6 - 2/3) = 0.09392 25, 3cos”! - 17 = 0.17808 


dl 
3 


a 


_ hz 
27. Br= 12272 2. - 2/3 = 0.010588 — 3Lsect2x+C 33, /4=x 2 +In2 IL 0 
, z 2 + 44 - y? 


0 1) TO - y2 i óbi 392 A 
. In - 412 . 3 2 , 
35. 1 3/2 -3 + yl yl: 37. ¡¿ T” unidades cúbicas 39 073" del extremo izquierdo 


20 — 15 cos”! ? % 
AE EAS Ar) 43.(4 3 62.4) lb = 847 lb 

5n3-4 *2551n3-4) (7% + 31316244) 

4/3 
45. (2 x + 192431039) 0z = 338802 — 47.(a)151n2 = 10:40; (b) de = 739 — 49.(a) Lin? 
e 41 

EJERCICIOS 7.4 (página 582) 

1x2 C(w + 4)? Ly Cr - 2) 1 CU +1) 
L ami) + € 3 7 S.x+ ¿In ay 1 3 +h +47 

lyla+3])_ 1 1, [OtOx +19] loayx,l * 
9. ¿nm | 0 MS | 13. ¿tan 5+>3 1 30 
eta 5 Molartax+ o Amo 1(+ tant Co 19. mftanx + 14 O a +00 

"8 xXx + 1] 4 Ñ Ñ 3 3 
21. 4InÍ - 5 23. inZ -2 25. 61n2 27. 13ln2- 4In5 29. ¿In2+ ¿x 31 ¿ino 33. 1n4.5 unidades cuadradas 
Ñ : E 6Ín3-2In2+2 481n2 - 48 In 3 + 35 Cd 
35. 21(Q2 + 61n3 - 21n2)unidades cúbicas 37. ( a m2 4013 = 12) ) 39. jz Unidades cuadradas 
41. (5 432? — ¿mn 3) unidades cúbicas — 43. (a) ¿In|C(x? — 6x? + 18x)|; (D) a” 
5000 : E 3000, E 

45. (a) (1) = PTA (b) 1328; (0) 4075: (d) 5000 47. (a) yO) = PET (b) y(10) = 

(0) y(Q20) = 123; (d) y(30) = 297; (e) y(60) = 2491; (f) y(180) = 4999.9 = 5000 (g) 60 

31 A +2 _ 7. _4 ER 

49. ¡0am. SL.  53,74lb 55 ¿In RD AD BS an + 5 


RESPUESTAS DE LOS EJERCICIOS IMPARES 1313 


EJERCICIOS 7.5 (página 589) 


1 22 3x + 18/x — 54In(3 + /x)+ CO 3. ln a +0 sidra da0r Cc 
+4x E 
a yl + y2 Ban fan x + y2 6 el 1 vn 5) 
5 2/4 x + == ml E remar IS ria WI + CO lx[<r 
[ 1 
l lan 7x3 e 1 1 
11. +1In +C  13,4-2In3= 180278 15. In! = 0.0953102 17. lIn3 = 0.274653 
5 "tant x+ 3 sl 4 
2 


19. ¿43 In(1 + 343) = 0540236 — 21. 2/3 In(! + /3) = 3481604 23. 3r- 1% = 0369532 


2 
36 1 522 
6 = 


4 
31. In]x+3 + Yxr2+6x|+ Co 33. /9-4x? - 3 In 


25. x + In 


E I2Injó-x] +0 27. (3x- DU + ARO 29, 


3 + 49 — 41? 
2x 


+ C 


35. Zo? =x-6V4x-x? + acosi(25+ 3 s) +C 37, - hsenó x cos x - ¿esen? x cos x - Ecos x + € 


39, sent + 41 cost — 121? sent -— 24rcost + 24sent+ Co 4. x seci3x- Jin]3x + y9x? -1]+C 


25 


s1. E - 8In2 53. 21n2- E 55, $ - 8In2 s.la+ 343 59, 1 - ¿42 61. 0 ¿le? + 3) 


61. 2In[ /x —1]+ 0 7 tanix+C 


4x 4 
43. 5 -4x+ 1)+C 45, 7 4 In 3x -=1)+C 47. ¿ycosh5y - z¿semhSy+C 49 2 + ZIn5 


EJERCICIOS 7.6 (página 602) 


1. (a) 4.250; (bp4 3. (a)0; (b)O 5. (a) 0.696; (b) 0.693 7. (a) 0.880; (b) 0.881 9, 0.248 
11. 3.689 13. -05<€,<0 15. -0.161 < €7 < 0.161 17. -0.007 < €7 < -0.001 19, 4.000 
21. (a) 0.6932; (b) 0.6931 23. (a) 0.6045; (b) 0.6046 25.0  27.-0.0005=€s¿<0 29, 0,2375 
31. 1.5690 33. 1.4022 35, 3.090 37. (a) 0.3401; (b) 0.3414 39, 38203 41. (a) 15.95; (b) 16.03 
43. 26.6 unidades cuadradas 45. 5.9 millas 47. 8.218 unidades cuadradas 49. 3.06 m/s 51. 56 53, 222 


EJERCICIOS 7.7 (página 611) 
11 3. -x 5. In2 —- In3 = -0,4055 7.1 9.1.3 11. 15 13, 2 


1 1 1 3 pa 4 
15. 7 17.0 19 27 23.7 252 27.-1 29% 3. q” 33. 03 
2 Et _1 7 - 9 
35, Imz(2+ 1D 37 39.3 Qa=-3b=5 
EJERCICIOS 7.8 (página 617) 
1.0 3.0 5. 7.1. 90 11.1 13.5 15. 170 19€ 21.1 23,0 25 e? 


ds 
In 3 
47. fle) = ele, máx. rel.; y = 1es una asíntota 49. 1 51. (a) 0; (b) 0; (c) no 


27. eN 29. > 31.0 33,1 35. (a) +00; (b)0 39, 1 41. 


EJERCICIOS 7.9 (página 625) 
1 1 

1. 3 3. 213 5, da 2) 

19. (a) divergente; (b) 0 21.(a)0 23.7 25. m 27. (a) 0565; (b)0.287 29. (8) 0.203; (b) 0.188 


E Z 1.1 qn 32 
31. 6.95 millas/s 33. 5 ¿iy 3 dólares = $129341 39. n>1  4L.:7In5 


7. divergente 9. divergente 11. 3 13. 2 15. 1 17. divergente 
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EJERCICIOS 7.10 (págna 631) 


1. 2 3. -4 5. la 7. divergente 9. divergente 11. divergente 13. qa 15. divergente 17.0 


19. divergente 21. 0 23.7 25. divergente 27. n > -1; Ll 29.n > —l; 2 31. sí; 6x 
3 n+1 (a + 1D 
EJERCICIOS DE REPASO PAA EL CAPITULO 7 (página 634) 
1. FA — sen l6x + C 3. -244- e +4C 5. (x+ Dax - Yx + C 7. qe + ¿sen qx + C 
9 Inlx-=1|- Ax - 1 -(+-D0?%+ CM. jsen2x- isendx+ Co 13,310 + C 
8 1 + x1/3 
2 - 
15. ltan3x- lcot3x + ¿In| tan 3x| + C 17. ari SÓ +C 19.x-tanix+ l pp 2 a + C 
3 3 (+20 142 2 +1 
21. tx - p7sen 12x — pasen? 6x + C 23. sent 132) +C 25. 4x 2 sen? + +cos x? 4$C 
27. 2e'4sen2t + cos 28 + C 29. F tam (2 sen? Dx+C 31. -tanl(cos) + C 
33. 21 2) + +0 -DVar- + € 35. Hinfx - 1] + zInfjx+ 1] - im]e[+ 0 37.¿senrt(ze) + C 
39. Lada RA E E DÁ +C 43. tanicosx) + C á 
1 
tan yx -3 
45. 2seci(2sen3n + Co 47.2 TE Zientzia O 40 ha 2 4h 4 0 
: IS [tan 31+3 5 | 
1. O : E E IN ¡ - | 
SL. q Ecos nx + 3 cos nx ¿cos "nx) + C sinx0 53. +1 +1 4$C sin X-l 
e sin =0 Unix + C sin =-1 
55.4 57.1 +2in% 59, 3 FAZ 6. 5V3- qm 60.Í 6573-3n2 61. 43-312 + 43) 
149 _1 3 4 1 1 14m 3 256 
69. 3 ln5- ¿7 7.5 73, . ¿+ ln; 75. 3 TT. 23 79. a" 81. 315 83. 5 
85. 2.977 87. 2.958 89. (a) 1.624; (b) 1.563 9. 1 33. 15 95. -0.5 97. 1 
9. -1 101.0 103.1 105. +00 107. ; 109. +00 111.e? 113.0 115.1 17. e 119, divergente 
121. 1 123, divergente — 125. = 127. divergente 129. Lx  13L divergente 1331 > 1; a 
? -=n 
195. Ke kg Al de algún extremo 137. 9/2 - 34/35 + (222) 139. 1 7: unidades cuadradas 
S+ 
2 1024 Lyunmi E 18! - 17! EA 
141. ríe“lin2 + e% + ¿ ) Unidades cúbicas 143. (a) x = 300/ ——-—___—| (b) 35.94 lb  145.[0, 
2 3-18 -2-17 15% y 
147. (Fm- 1,1) 149. 18721b 151. (a) tdías a partir de ahora, P() = — 200. (6 1193; : 
rl 1 + 11(11/29y% 
AA 64 o: 
(d) S 11/29) 12.37 153, 5 155. 1 157. $152 500 159. (a) -o0; (b) 0 
EJERCICIOS 8.1 (página 646) 
L Pao =-1- lx- 1-0 - LR = — zentre 0 y x 
CA 4 8 16 3oovs = (a — 2 y 
2 3 4 5 
3. Pda) =1-x FR = Eo xó, z entre 0 y x 
2 4 
5. Pdo) = 1 - 5 +2 ix) = Y, zentre Oy x 
T Pax) =x+ qx ¿Rabo pao Da, zentre 0 y x 
9. Páx)= 1 + dx A E 3. Ra) = 0 + 3% ri zentredyx 
1 Po) =8+ 3-40) + La 47 — Ll Ro = ALO centres yx 
lo 28 128732 
13. Py) = q+ 343 =, Lo - ¿my - ¿A - LPR = 3, sen zx - Lay, zentre ¿Tyx 
15. Ps) =x-1- jr lo l(- DP 0- D+ 30 - 19, Río) = ¿0 - Dé zentrelyx 


V. Py) =-In2 - yY3tx - 37m == oy- 1 - 313 (2 — 37, Rs) = - 50 sect z — 2 sec? Ma qm, 2 entre 2myx 
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4 2 
19. 2.71828  21.0.515 23. |error| < ez < 0.000005 25, |error| < QmZ = 0.0000125 
¿001 2 55/12 1 
27. ferror] < Eg 0.01)” = 0.00000017 — 29.0.1823 31.52, error| < 7680 . 
zz + - ay ay a 
O SE A 


394. (a) sonel mismo; (b) 1; (c) son el mismo 


EJERCICIOS 8.2 (página 658) 
15 3. divergente  5.-2 7.0 9.1 11. divergente 13. divergente 15. e'B 17,1 19.0 


21. (a) 0; (b) 4 23. (a) 5 (by 1 27. creciente 29. decreciente 31. no monótona 33. no monótona 
35. decreciente 37, creciente después de los dos primeros términos 39. creciente 41. decreciente 43. no acotada 


55, (er 57. converge a 2 
” b 


EJERCICIOS 8.3 (página 670) 


_ nl _ Sn 5 o as _Sf_ 1145 
ls, = 2412 3s, = 3413 5. s, = —In(n + 1); divergente 7. sy, = 3 5 ) 3 
> 2 2, 1 $2, e 2n+11.. . 
9. 2 En DEAD 3 11. 3 2 37 50 13. 2 [2 = 0) divergente 15. divergente 
17. 2 19. divergente 21. 1 23. ” L 7 25. divergente 27. divergente 29. 3 31. 2 
910 3 
33. > 35. divergente 37. 2 39. divergente 41. divergente 43. 2 


45. 3 47. UL  49.8m 51. 84pie 53. (b)(6 + ]/3)s 55. 24unidades 


57. (a) 3.8160, (b) 4.4992; (e) 4.9014; (d) 5.1874 59, 12 367 


EJERCICIOS 8.4 (página 683) 


1. convergente 3, convergente 3, divergente 7. convergente 9. divergente 11. convergente 13, divergente 
15. convergente 17. divergente 19, convergente 21. divergente 23, convergente 25, divergente 27. convergente 
29. convergente 31. convergente 33. divergente 35, convergente 37. convergente 39, convergente 41. convergente 


100 
43. convergente 45. divergente 53. 0.7032 < y - < 0.7134 
m=50 


EJERCICIOS 8.5 (página 694) 


1. convergente 3, convergente 5. convergente 7. convergente 9. convergente 11. divergente 13, convergente 

1 1 1 1 
15. [Ri[<z 17 ]R|[< EZ  VW.[Ri|<3 21 |Ra|< ama 2033 250632  27.0.113 
29. absolutamente convergente 31. absolutamente convergente 33. absolutamente convergente 35. divergente 
37. absolutamente convergente 39. absolutamente convergente 41. absolutamente convergente 
43. absolutamente convergente 45. absolutamente convergente 47. divergente 49. (b) convergente 


EJERCICIOS 8.6 (página 697) 


3 15 63 255 4-1. 1 , 
1. 16 > 047356 > 1024 5% = qna 3. convergente; 3 5. divergente 7. convergente; 4 + 243 
9. convergente; A 11. convergente; e 13. convergente 15. divergente 17. convergente 
19. divergente 21. convergente 23. divergente 25. divergente 27." convergente 29. convergente 


31. absolutamente convergente 33. condicionalmente convergente 35. divergente 37. absolutamente convergente 


39. absolutamente convergente 41. e a 42 + 343)8 
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EJERCICIOS 8.7 (página 706) 


+0 +0 
L (0) YY 3.0) Y) EY 51D 7E0 9[E1,31 11.(3,33) 13. (00, +00) 
n=0 n=0 - 


15. (5,1) 17.(-99  19.(0,21 21 (-5.5) 23. [-1,1]  25.(4,6) 27.146) 29. [-1,1) 
3l. (=e,e)  35.+00 ES 


EJERCICIOS 8.8 (página 716) 


1. (a R= 1, [1,1] R=k (09ELD 3(09R=1ELD; 0) Y xt R = 1 (0)ELD 


n=1 
pa 2n-2 
pe E S E IS ER _ E 2y 
5. (a)R = +00,(-00, +00);  (b) 2 Da A = 00 (e) (ño0,+00) 7. (8) R= 3,10, 7) 
+o0 q yal 
(b) Y 3n(n + DGx- IR = j: (09(0,3) 9 (a) R=3,[1-2,4) (b) E =3 (0) 2,4) 
n=1 n=1 
1 ho E +59 - sí Ed] x2n+l 599: yn 
1, 2 - Dx"? 13, 20D (n + Dx" 15. Lana 17. (a) Lar 19. 0.60653 


+00 1 


Z yn E y2n qn+ > (x - 2y 
21. (a) p> a 22 29. Lar" =+0 3H YP]ÍT AR =2 331718 35 0.693 


37. (b) Non 2 y ¡R = +00 39. 1.318 41. 0.485 43. 0.0413 45. 0.450 47. 0.2450 49. 0.24 


part? Ex” 
51. (a) Yi A E. 


EJERCICIOS 8.9 (página 726) 


$09: 2n to  _2n +0 xn tl +09 n n+1 n 
ED”x Xx (- 3 (—D 12 -=1 
1. 3. == S. ———— 7e H—— 9. ——_———Á 
2 Qn)! es Lan: 1)! 2 n! y 
(CES) 30, E 
1. 2 + 2 Y OR a - 8R=8 
1)” [ 2 2n 
Bs 13 - Ln - 1 - La Lia - Ly + Zu - Lt. ¡R= +00 15, A 
17. x+ qa ¿0 Mirr+ qa 21.32 + ¿+ ze 23. 0.5299 25. 1.97435 
+09, (=p+1 27 
27. 22 29. 2.7182818 31. 0.0415 33. 0.0048 35. (a) y TT (b) 0.2398 
37. ay = 3a3 = -5;a, = 2,4; = -l;ag = 6 
EJERCICIOS 8.10 (página 733) 
n-1 == 109. E n 
1. 1.0986  3.0.3365 5. Ina+ a 7.102 + Y Ey! EZ 
n=1 n 
+oo +0 
x pr! -1+3-...:Qn-D, I 1 ED” :1:3:5:...:(Qn- 1)x” 
¿R=1 11.7+ ¡R=4 
do SN 27! A; 22 2 Ep! 
+00 +0 
Gn — 4) am, 14 SENA A 
AQ Op R=1 15.3 +3 2, a R= 43 
Ea E Mee MEE E A ss +2 
17. x+ E E =1 


2"n! 


pá? n+1 A a y 2 ax 
19. (a) 1 + ; n+ A (b) 0.510 21.00.3349 23. 2:0271 25, 0.4970 
n=2 ”: 
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n-1 no... a de, 2n+1 
27. FEE: R= 1  29.03090  3l.x+ Y A , 
n n+ 


33. 0.2424 35. -0.1494 


EJERCICIOS DE REPASO PARA EL CAPÍTULO 8 (página 736) 


4 
LPs) = 2 - E Rex) = Poda, 6, ¿entre 0 y x 
3. Pao = 3- ¿0a-9- 200 (1-99 + EOS - DA Rx) = - EM - 9, zentre9 yx 
ES A 5 x0 (2 + Me? 
5 Po = xx A GAR = A, zentre O yx 7.0.0873 9.5 1M.1l, 3.3.253 


13. 0,3,4,3751 15. 1,3,1,3;notiene límite 17.4, 7,2% 3065.22 19.0 21.-2 25, [-1,1) 


+0 
27. [3,3] 29.x=3 31. (7,5) 33. 1,3] 35. (1,1) 37. (a) R=1,-1,1 (0) Y ENMAMAR = 1; 
n=1 
+69 R y2n+1 
DES R= 
OR = +00; (0) (-00, +00) 41. Liza =4 


() EL). 39. (a) R = +00,(-00,+00);  (b) ya mE 7 
43. 0.161 45. 0493 47. (d) 0.261 49, 0.0124 51. 1.2840 53. 0.1947 


+00 n 
55. 0.9986 57. 1.6094 59, 3.1416 61. 0.5773 63,1 + 3 + Y (pr ES ev Lan Si ¿EL 
n=2 n: 
(nar 2 ON Y ("Ga + me! Y +1) $ (11227! 21 
65. sega ¡ (00, +00) 67. a >—: 69. a 71.0 73,1+ Ln 
EJERCICIOS 9.1 (página 746) 
1x2 + y? =16 3.12 + y? =16x>0 3. (1/4? + (y/25? = 1 
Ay AY 
8 
Al 
ll 
il L it (A A] : 
-8 -6 -4 20 -10 10 20 
y — 
=ét —2 
e 
7. (1/4? + (y/9? = 1x>0 9. x+2y= 11 mn 55 
AY 
sr 
6r 
Ñ 
2 
parra fays PE 
-8 -6 =2-.L 6 8 
—2)+ 
—4+ 
-6L 
-8L- 


l+In: Q+0-(1+I00Q +41 +12) 
te(2 +1) Ber (2 + 1 > 


5 ti L 050 t 
a a 
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21. (a) tangente horizontal: y = 0, y = 213, 
tangente vertical: x = 0,x = 2B, 

(b) cóncava hacia arriba: 1 < —1, 1 < 1< 2718 
cóncava hacia abajo: + > 23 

AY 


(a) no posee tangentes horizontales; 
tangente vertical: x = 0; 
(b) cóncava hacia abajo para toda t 


17. (a) tangente horizontal: y = 1; 19. 
tangente vertical: x = —1; 
(b) cóncava hacia arriba: t > 
cóncava hacia abajo: 1 < 5 


3? 


d dy 1 a? : 
34 ys y = PA e E 2 
23. x* + y 3xy 25. 543x + 2y = 20 27. de LL — daa 0 29. 3ra* unidades cuadradas 
31. (b) es la línea continua, (c) está punteada 33. (a) 3 cúspides; (b) 6 cúspides 35. (b) es la línea continua, (c) está punteada 


A) 
8 


6t 


CO O 


E E E) 


T 
Vx 


EJERCICIOS 9.2 (página 751) 


1. 1+ 14201 + 4/2) 3.2410 + /2InQQ + v5) 


2 
11. In(l + 4/2) 13. 87m 15, 39.19 17. 3.966 19. 8.462 21. 55.31 


EJERCICIOS 9.3 (página 764) 


5. (a) (3,0% (b) 1,5 (0) (2,243); (d) (4 43,-3) 
7.() (12,10; 0)Q,m, (9 Q42,1m, (0) (5, 9. (2) (+ y? =4xy (b) (124 y) = 1? 
11. (a) x=-1; (b) 4x?- 5y?- 36y- 36 = 0 
. (a) recta que pasa por el polo con pendiente /3;  (b) circunferencia con centro en el polo y radio 3 T 
. (a) recta que pasa por el polo con pendiente tan”! 2;  (b) circunferencia con centro en el polo y radio 2 
17. (a) Recta paralela al eje ¿Ty a 4 unidades a la derecha de él; (b) Circunferencia tangente al eje +, con centro en el eje 
polar y radio 2 
. (a) Recta paralela al eje polar y a 4 unidades debajo de él; 
longación del eje +a y radio 2 


7. 120 


9. /2(e - 1) 
25. a[in(cosh 2) - In(cosh 1)] 


s. ¿[032 - (1398) 
23. 6a 


(b) Circunferencia tangente al eje polar, con centro en la pro- 


. Cardioide; simétrica con respecto 23. Cardioide; simétrica con respecto 25. Caracol con un lazo; simétrico 


; ] ; ECN ON O 
al eje polar; apunta hacia la al eje 5 7; apunta hacia arriba. con respecto al eje 51; 


izquierda. 


apunta hacia abajo. 


Pri 


0 


Na 0 
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27. Caracol con hendidura; 29, Caracol convexo; simétrico 31. rosa de 3 hojas 
simétrico con respecto al con respecto al eje 1 re 
eje polar; apunta hacia la izquierda apunta hacia arriba ' 
8 8 4 
6 6 3 
4 2 
1 
A A | LTitittiiy A A LI ! 1 L l L l >» 
2.46 8 8 12.34 
E 
33. rosa de 8 hojas 35. rosa de 4 hojas 
4 L 
3 bh 
Et DES CEDER l Ly 
2.34 4 


39. espiral recíproca, algunos de sus puntos (r, 0) se muestran en la tabla siguiente: 


ed = 2576 


M1. 


(SS 


43. 


8 
6 


45. 


O OS 


NA Dn 


l h l 


Ll 


TTTTTT gene T 
1597 
ab 
E 
pe 
t 


(1 MONOS 
(a 


>| 


ppal 
204.6 08 
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47. 49, rosa de 4 hojas S1 


al 


53, rectas tangentes horizontales en (7, , m, (1, 3 70), (2, 3.87); rectas tangentes verticales en (5.34, 0.46), (5.34, 2.68) 

$5. rectas tangentes horizontales en (4.73, 1.95), (4.73, 4.34); rectas tangentes verticales en (2, 0), (6, 7) 

57, rectas tangentes horizontales en (-1, 35, El, ¿m, 3, 0,42), 2, 2.72), 4, 5.86); rectas tangentes verticales en (0, 1), 
(1,,4, 1.99), 2,429), 3. 5.13) 

59. rectas tangentes horizontales en (0, 0), (12, z Dem, 3 71); rectas tangentes verticales en (0, 7, (2, : Dm, Ey2, 2 E) 


61. (1.5, 2.60); (1.5,-2.60) 63. (0,0),(1.73,1),1.73,D) 65. (3,3m,G,-]m 67. elpolo;(2, 1m,(Q.-¿m 


EJERCICIOS 9.4 (página 773) 
1 Sr 3, 2ra S. 32 7. 12 9. + 45 te? - 1) M4. 6x 13. 19,38 15. 2,505 17. 4.455 
19.26.22 21. ¿7 unidades cuadradas 23. 4 unidades cuadradas 25, 4 unidades cuadradas 27. 2 7? unidades cuadradas 
29. ¿ unidades cuadradas 31 ( Lx - Usen”! : - 3 4/2) unidades cuadradas 33. ( 2% - p ./3 ) unidades cuadradas 
35. (¿rn — 9) unidades cuadradas 37. (18 — 27) unidades cuadradas 39. La + 1) unidades cuadradas 
41. (a) (1,43 m;(1,+27; (0) (3 7 — 2/3) unidades cuadradas — 43. (2) (2,1¿M:Q,11m(2,£1m:(2,+4m; 
(b) (n + 4/3) unidades cuadradas 45, 4 unidades cuadradas 47. 87:74? unidades cuadradas 49, 31a? unidades cuadradas 


EJERCICIOS 9.5 (página 781) 
3. 


PRRos0 


L (8) e = 345; (ae = 3421; S. (a)e = 3429; 
focos: (+ /3, 0); focos: (0, + 421); focos: (+ /29, 0); 
directrices: x = +3 vV3 directrices: y = +5 21; directrices: x = +5 4/29; 
(v) (») e (w) a 


TELITTETTAS 


7. (a) e = 5 9. (a) parábola; (b) hipérbola; (c) elipse; (d) circunferencia 
focos: (+5, 0); 11. (a) 1; (b) parábola; 13. (a) $ (b) elipse; 
directrices: x = + E (c) rcos O = -2; (c) r sen 0 = S; 


(b) (d) 
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15. (a) 3; (b) elipse; 17. (a) $; (b) hipérbola; 19. (a) 3; (b) elipse; 


(e) rcos 9 = —3; (e) rsen8 =-3; (c) rsen 0 = -5; 


(d) 


ty 
CARAS 
CARRO 


LN 


SR TS O 
21. (a) F (b) hipérbola; 27.r= O 
ZA Z 5 a -_3 16 : 
(c)rcos 9 = 2; 29. (a)r = erro (b) rcos 8 = 3 31. 3 4/3 re unidades cuadradas 
37. (a) r = PL. (p) 20000000 millas — 39, 4600 millas 


EJERCICIOS DE REPASO PARA EL CAPÍTULO 9 (página 783) 


1. 


1. d?y 1 


dy _ da 
E 1081 


(a) . di“ ar 


3. (a) 


TTITTTTTTT 


pora 
oh 


“x= 12y=16;y = -16 

(20,70, 1 0) (3.-1MG6,1 1.09 (0D; (0) (1,-43) (9 (242,242) €543,-3) 

. 442,31, 0)0,3m, (0) (6,1 (d (47m 15, r?(4cos? 8 - 9sen* 8) = 36 

. r=9cos0 -— 8senÚ 19. xy = 2 21. 1x4 + 2x%y? 4 y-y=0 

. (a) recta que pasa por el polo con pendiente 1; (b) circunferencia con centro en el polo y radio 4 

. (a) recta perpendicular al eje polar que pasa por el punto (3, 0); (b) circunferencia con centro en ( 3 , 0) y tangente al eje ja en el polo 
. caracol con una hendidura; simétrica 29. cardioide, simétrica con respecto al 31. caracol con un lazo; simétrica con 


con respecto al eje polar; eje polar; apunta hacia la izquierda respecto al eje +5; apunta hacia abajo 
apunta hacia la derecha 
8 4 
6 3 
4 2 
1 
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33. rosa de 4 hojas 35. 37. lemniscata 
Á 
A F 
3L LO LO. 
25 , P 
1 L 1 1 | ir Jl > —L 
3 10 1,0 
' x 
p L 
39. (a) (b) 


7 7 
y 4 


41. 3437 + ¿in(6 + 4/37) 43.32 45. (a) (167 — 24./3) unidades cuadradas; (b) (3277 + 24 ./3) unidades cuadradas 


ákx 


47. aX ¿1 + 7 (3) unidades cuadradas — 49. Í—— unidades cuadradas 51. r? — 2rprcos(9 — Op) + rg? = a? 

53. (a) e = 3; (b) elipse; (e) rsen8 =-2 55. (a)e= 3; (b) hipérbola; (c) 3rcos8 = 4 e 

5r=—— 58r=>Ú£- 61,38.014 63.26.73 65. (a) 28.6 millones de millas (b) 43.4 millones de millas 
1- 3c0s8 1 - sen 8 


EJERCICIOS 10.1 (página 797) 


1 (b)5  3.(0)7 Jl + del 5. (a) la (b) 7, (e) tan 0.4 =038 7. (2,-3) 9. (5,6) 

1.443 1B.(2,-5) 15. (a) (-L9; (b)(1,-5) 17. (a) -9,-4); (b) 4,-e) 

19. (a) (6,1); (b) /74; (e) J/1061 21. (a) 101 + 15j; (b) -24i + 6j; (0) 6i + 2j; (d) 2/10 

23. (a) V13 + V17; (b) -14i + 21j; (0)7/13, (d) 5413 - 6417 25. (a) -28i + 6j; (b) 2-/205 
11, 4. 3; An 3 4: m5 ¡qee Lo Da 

27. E + a+ 29. (531 - 5, 31 5d: (0) 242 (cos¿ xi + sengxj), 7 421 + 7 42] 


31. (a) 8(cos 21ri + sen3 xj), 2 + 3435; (b) l6(cos xi + sen 75), —i 3. h=2k=3 


3 


37. (a) 135lb; (b) 17” 39. 29.0% 41. (a)364.1%  (b) 243 millasfh 43. (a) 28.1%  (b) 1.7 millas/h;' (e) 0.53 millas 


51. (a) (1,-2) (b) (1, -2) 


EJERCICIOS 10.2 (página 809) 


1. (b) (7,2, 0), (0, 0, 3), (0, 2, 0), (0, 2, 3), (7,0, 3), (7,0, 0), (e) /62 

3. (b) (2,1,2), 61,3, 2), 1, 1, 5), (2,3, 2), (1, 3,5), (2,1, 5); (0) /22 

5. (b) (3,1, 0), (3, 3, 0), (1,3, 0), (1,3, 5), (1,-1,5),(3,-1,5) (093/5  7.(8 3; (bh (2,5, 2) 

(9% 0-1, 11. (8)742; (0) 1, 7.-3)  B.(+446,4,2) 

17. (a) [AB] = 942; [AC| = 2462; |BC| = 4/62; w) punto medio de AB: (3, 1, 3); punto medió de AG 1,25): 
punto medio de BC: Ei, a 1) 21. esfera con centro en (4, -2,-1) yr = 5 23. el punto (0, 0, 3) 

25. el conjunto vacío 27. x2+(y- 1? +(2+4?=9 29. (a) (21,-13,-2); (b) (25, -26, 5); 
(O) 7/59 - 5/41; (d) /1326 31. (a) (-19,-16,-1), (b) -6+/91,-84/91,-2491) 3J3.a=0b=0 


35 ii mo E LL 9120-41. (L,4.-5 


189 > /89 > /89 Ñ e 486 J36 


. (a 
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EJERCICIOS 10.3 (página 819) 


1. (a)10; (0) 1 3.(a)-2: (b)9  15.(0) 0; (b) paraningúnvalordek 17. (a) E (b) 12 i+ Di 
19. 2.30 21. (a) -44 : (b) -468; (0) -3l: (8) (84,198, 124) — 23. (2) 143; (0) 3 (09 (2,1,- 2 


50 
25, m5 6; (b) (25,2, E) 27.) 42422 31. 3 4/3 unidades cuadradas 33,(., TT, L ATIW(- E ATT, $ 17) 


35. -£ JI9 37. (a) 24 pie-lb; (b) 24 /3 pie-lb 39. (18 - 9/3) pie-lb 41. 25 pie-lb 43, 3 V6 pie-lb 45, 2 


E-H y E H y 
mp tE = H-Ó4Y 


59. E, = 


EJERCICIOS 10.4 (página 832) 


Ll x+2y-32+1=0 3Jy-2+3=0 5. x-3y-42-3=0 7. 3x + 2y + 62 = 23 


2 _1 21,2 1_2 4 _ 12 3 2 3 2 
IN 1. (> 0 (LB $5) 


15. Sx - 3y + 72+ 14=0 mayor 120 19. 4y -3z-1=0 y 2=1 
x-1 y-2 


21. 67.6% 23.69.22 25,46 27.3. Box=1+41y=2-312= 11 = “GS, 2=1 
= =- 2.2 =21-2y=-16n2 = ¿142 _ Y 273 
31. x = 131 y = -1212 = -81 55 5 = 73 * 3% 33 x =21- 2 y =-16t2 = 131 + 3; 2 == T67 
4 _ y+S 20 7 y 2177 
= =- = - ¿E = = 27 7 = = 7 
35. x= 4+1y=-5 + 31,2 =20 - 65% 3 Óó 37. = > ñ 


41. 8x — y - 66 = 0;13x — 5z - 102 = 0; 13y — 402 +42 =0 
43. 4x+y+3=03x-2+4=03y+42-7=0 45. 5/6  47.4x+7y-32+7=0 


- -6 - 
49. 4x + 2y=32+5=0  51(5,-2,5 53.2% = 14 5.247 6lx=xp9y=>» 


EJERCICIOS 10.5 (página 844) 
1. (7,13,-11) 3.490 11. (9,-1,-23)  15.%v/2 17. /89 unidadescuadradas 19. 9-/29unidades cuadradas 


lo. . IL, : 
- = - = _ - += 
21. 5x- 2y+72=0 23.x + 2y+2-2=0 25. +54 +] k) 27. +54 +2+L 
38 


3/78 


e 


29. 20 unidades cúbicas 31. 33. 187.9 pulg-Ib 


EJERCICIOS 10.6 (página 857) 


13. 12 + 22 = 4y 15. x? + 4y? + 42? =16 17. y? =9x7 + 92% 19 y? + 22 = sex 21. 1? + 22? = 16; 
_ejexoejey;ox? + 22 = l6,ejexoejez;o y? + 2? = 16, eje yo eje z 23. 2 - 22 =4 ejezjoy? -.22 = 4 ejez 
25. x? = [y], eje y; o 2? = ly |, eje y 27. y? = 9x% eje y; oy? = 927, eje y 29. (í) (d): paraboloide elíptico 
(11) (e): elipsoide; — (1ii) (b): paraboloide hiperbólico; — (iv) (f): hiperboloide de 2 hojas; (v) (a): hiperboloide de 1 hoja; 
(vi) (e): cono elíptico 31. elipsoide 33. hiperboloide de 1 hoja 35. cono elíptico 37. paraboloide elíptico 
39. paraboloide hiperbólico 41. hiperboloide elíptico de 2 hojas 43. (a)1 <|k|< 42; (b) |£] < 1 


abh? 


26 7 unidades cúbicas 


45. vértice: (1,-1,0);foco(1,0,0) 49. 87 unidades cúbicas 51. 


EJERCICIOS DE REPASO PARA EL CAPÍTULO 10 (página 861) 
$ 


: , 9. ., , | 

1. 25i + 63j 3. /4594 5, 1542 - 14/13 7.92 9, hos 17 m0 Mh=-=>33k= 3 

13. 2 15. -Hi- =j 1.-2/B 19 (80 + 58/3) 21.1 + 26] - 16k. 23. -3 25, 7/1270 
27. -3 a 29, m + 2j - 2k) 31. (60, -40, 80) 33. 16 35. 295 37. Un punto del eje x en R, una recta 
paralela al eje y en R?, un plano paralelo al plano yz en R3, 39. El eje x 41. La circunferencia del plano xz con 
centro en el origen y radio 2. 43. El plano perpendicular al plano xy que lo intersecta en la recta y = x. 45. El parabo- 
loide de revolución generado al girar y? = 92 alrededor del eje z. 47. El cono circular recto generado al girar y = x 


alrededor del eje x. 
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49. (a) 104.4 lb; (b) 35.5% 51, 127.28pielb 53, (-3, /167,1),(-3,-y/167, 1) 
55. (1+ 22 +(y+ 10 +(G0-3=17  5722=e% o x? = ePelejey 59.3 


7 5 2 7 Ss, 2 
61. (a Aa =-=—, =-—=, A A E 
(a) cos 78 cos $ 7% cos Y 7H (b) 7% 8 75 
63. (a) -1 435 (1)-Bi+ Aj- Ík  65.x-6y-102+23=0 67. 4/2 69.3 7.3 
73. 3 = 3 = pa =4bty=-3F2=1 7. 35 7 unidades cuadradas 79. 24 unidades cúbicas 


EJERCICIOS 11.1 (página 870) 


1. (209,0)U(0,4) 3.€1,1]  5.[-20U(0,U(%,4] 7. (4-mUerx0) U(0,m U (1,4] 
9. (a) 21 + 12j + 21k; (b) 21 + (12 - 2)j - 2k; (0) 3-3; (0) (0 + 2-20i - 41 + Qr- 9 + 1k 
M1. (a) (cost + sení)i + (cost — sen £)j; (b) (cost — senf)i — (cost + sen£)j + 21k; 
(0) A, (d) (sent — cos fi + t(sen£ + cos 1) + k 
13. (a) (2? - Di+(7-2-1+ Dj+(?-2t1+ Dk; (b) (?-20+ Di+(- Dj+(?- Dk; 
(9) Q+0i + (24205) ++k (dd): + +6 + 2)k 
15. (a) sen 1cos ti — sen? tj + rsenik; (b) sen? ti + sen £cos tj — tsentk; (ce) yl - Pi- ti + sen” 1k; 
(d) 1i+ y1-2j- sen ik 
17. 4j+2k 19 j+k 21 -i- aj +Ik  23.e4+j+k) 25, (1,2) U (2,+00) 


27. Todos los números reales distintos de (k + Dr, donde k es cualquier entero 29, Todos los números reales 
31. AY 33. Ay 35. 


arar 


l 
mn 
TATI 


37. 39. 41. 


20 


43. (a) (0,8,0); (b) (4,8, 4); (ec) (0, 0, 8) 
45. (a) (0,0, 10), (b) (-10,0,0) (e) (10, 0, 0) 


EJERCICIOS 11.2 (página 880) 
1 RG =i-15 RW =21  3.R)=Qr+ Dis 28jRYO =-4e + Di 407? 
5. R'= 2% + 0 j+ 21k RU) = 4e%4i - 17?j + 2k 


7. R() = bt. l Ls 1 k;R') = 24 t t 


9. R() = l0cos 21i — 4 sec 41tan41j — 8 sen2¿k; R'(1) = -20 sen 211 + (16 sec 41 — 32 sec? 41)j — 16 cos 21k 
M1. Q1-30-6 +57? 13. e” _ 33. In| sec+|i — In]: |j + C 
yl + 46% 
35. (nr Di+ ¿0j+ 0 37. e %i- 2eUj+(Je%- Zte)k+C> 39, In|sec+]i + In] sec 1 + tan ¿| j + In|r]k + C 
41. (3 - Di + (nJr - 2[- S)j 43. [FeU(sent — cost) + Z]i + (sent - Dj+ Q-e)k 45.1% + y? = 1:0 


47.0 49. /21+3+3Im(4 + 421) 51.13  53.9.571 55, 3.096 
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EJERCICIOS 11.3 (página 888) 


1, T() = —senti + cos tj; T(¿m) = —i,N() = =costi — senti; N(3 m0) = — 
3. T«) = costi + sentj; T(5%) = j¿N() = —senti + cos 1); N(3m = -i 


2 
E 21 za L, 1- 4 3; 
5. Tr) = i+ TQ 3i+ ¿5 NG i+ 3NQ)= 3i- ¿ 
(1) 21 Air Q) = JN) = at (Q)= 5 33 
j+rk -5+k 


7. T() = senti + cos £j; N() = cos fi — sen tj 9, T() = 


1+02' Yi +1? 

1. Tm = ¿NG Gm =- Bm =-k 13. T()= 3424 + KN) = 3426 + kB() = 

15. T(t) = —costi + sen tj; N(t) = senti + cos ?j; B(t) = -k 17. osculador: z = 2; rectificador: y = ¿ñ; normal: x = 1 

19. osculador: x = l; rectificador: -(y — 3) + (2 - 3) = (); normal: (y — 3) + (2 - 3) =0 

21. osculador: z = 2; rectificador: (x — 3 12) + (y - 32) = 0; normal: —(x — 142) + (y - 1/2) =0 

23. T(3m) = 34521 + k); Nm = -j, B(2m) = 2454 + 2k); osculador: x + 22 — 4 = 0; rectificador: y = 1; 
normal: 2x -2+2=0 

25. ¿V23 2. in M.os= 314 + 99% - 8] 

31. Rís) = (sen /2s - /2scos /25)i + (cos /25 + V2ssen/25)j + 2k 

33. Rís) =1i+ [Gs + 19% - 10 + 11Gs + 19 - 1PPk 35, R(s) = (1- 259% + (259%j + 2k 


EJERCICIOS 11.4 (página 896) 


1 1 

LK=!lp=3 3K=lkp=1 5K=Z:ip=% 7. 9. 15, 2 
a li - 213 E a le] 1(1+ y 

17. K() = : K(0) = ¡seca Mk =1:p22 2BDE=42:p=242 


(+6? +11 


2 
2- / 
0 A E A PA, A L(16x? + 81y2 


|x| Sn 
3/2 
31. A 33. 4|asen lr] 35. (jIm2,14/2)  37.(-3,-1) 41.K=2%p= l:(0,-1) 

a 

3 yA 2 2 2 
Y at boa PE 73 - 135 2 32 

43. (3% + 27, 5) as. 7 cos” f, 5 sente] 47. C= (3, E) Pp = En 99. (x + 2 + (y - 3 =38 

Bm. 14 Vi L 
5. K= 3 VTip=3 47 3.K= ida ló]a| 59 55 


EJERCICIOS 11.5 (página 907) 
LADA 
L (a) V() = 20 + 3A(9 = 21 || V(0 |] = Y4? + 1; [Ao ]] = 2; (b) VG) = 6i + j; AG) = 21 
3. (a) V(1) = 10 sen2ri + 6cos2tj, A(1) = -20 cos 2ti — 12 sen 21j; || V() |] = 2/25 sen? 21 + 9 cos? 21 ; 
Ac) |] = 4425 cos? 1 + 9 sen? 21 ; (b) V(Jm = -101, A(Fm = -125 
5. (a) VO) = eli + 2e jp, A() = el + 4025 | Vi) ]] = e Y1 + 4? ; Acto |] = e*/1 + 160? ; 
(b) Vdn 2) = 2i + 8j;A(n2) = 2i + 165 
7. (2) VO) = 1 + tan, A() = sec?ij |) V(0) |] = [sec +]; | AC0 |] = sec?r; (bd) V(Gm =i+ Am = 2] 
9. (a) VO) = (21 + 3)i — 6rj; A() = 24 - 63 [Vo |] = 4401? + 121 + 9; | A(0 |] = 2/10; (b) V(Z) = 41 — 3j; 
A(3)=2i-6j M.V(¿m) =-21+k;A(3m=-2j; [|W4m| = /5 13. VQ) =1+2j+2k; A(2) = 2; || v2)|| =3 
15. V(0) = 1 +] + kA(0) = 25 + k; [[VO) |] =V/3 17. (4- 2Qi+ GH +01 + 2) 


19, (e +31 Di+ (Ge + 31+ GI] 21 (0 + Di+ (+ 2)j-16k 23, (4 + 29i + (% + 30j + (Gé + 4)k 


pS 1 4 t 4 =t . 1 A s 2 
25. V(t) = 2i + 21j;A() = 25; TG) = i+ JN) = i+ jlvol= 241 +17; 
dl + 12 yl +1? y1+ 8? yl +? [veo ll 
21. Z Da 1 24. =24 
AD = Á E 2 Ayto) Si + 2 ¡K() = 241 Eno VQ) =2i+ 4j; TQ) = 51 5? J;¡A(2) = 2j; 
2 1 
NQ == IV) = 2 Ar(Q2) = ¡Ay(2 =:¡KQ) = — 
Q)= Zi Ivo! 4/5; Ar(2) AE a A 


27. V() = -15 sen3ti + 15cos 31j; A(r) = -45 cos 3ti — 45 sen 31j; T(t) = -sen3ri + cos 31; N(t) = —cos 3fi — sen 31j; 
[VO || = 15, Art0) = 0; Ay(0) = 45: K() = 73 VGD=-1Sj AGm = 45 TG =-N3D=4 | VG ml] =15 
AG) = 0;Ay( Fm) =45,K(31) = 2 
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29 Vo te =ly A(0 te -l4 TW e?! . 1 . NG) l . e A 
. t)=e1i- ¡A = e + e ¡TO = ——= 1d - ———=3jJ¿N0O = ———i- — —]): 
á A cl , Jets 1 Je y 1 A et +41 Ap 
ye +1. e —- 1 2et 207 . a cis 
[vo | = [=:4r0 = Ey OO a O AS 
1 L, 5 1 
T(0) = —i- ¿NO VW) | = /2;A7(0) = 0;A,(0 2;K(0) = — 
y IN A! +5 vOo! 42; Ar(0) M0) = Y25K0) = 
ñ fA 
a — 710+ —22-N0 33. 1T0 + ¿N0 35, 2V2+T60) + 2N() 39.30 -D-3M-D+G-1=0 
Jar? + 2 Jar? + 2 


41. (a) 160421 + 16042]; (b) x(0i + y(0j = 160/21i + (160/21 —- 1612)j; (c) 104/25; (d) 3 200 pie; 

(e) 800 pie; (f) 160/2i — 160 ./2 j; 320 pie/s; 

(g) R(6) = 960 /2i + (960 4/2 — 576)j; V(6) = 160/21 + (160/2 - 192)j; 64/34 - 15/2 = 229 pie/s; 

2 

(hb) y = x — 2 45. (25 + /631)s; (2000043 + 800/1893) pie 47. 283 m/s 
49. Caerá en el agua a 24,3 pie del barco. 51. 40%8' 53. Pasará 5 pie por arriba del árbol y caerá a 25 pie del banderín. 
55, (e) T(t) = -sen wti + cos 01]; N(t) = —cos Oti — sen 0tj; Ay(t) = 0, Ay(L) = ro?; (d) se cuadriplicará 
EJERCICIOS DE REPASO PARA EL CAPIT ULA 11 (página 910) 
1 [03)UG,+00) 3. [-2,-3MUC3m-31U13,3U(352  5.3i+ 3j 


222 2 
7. k 9. (0, 4) 11. Todos los números reales 13. 15. rea 
AY bh 
C ap 
6t E 
41 10F 
2F E 
pri pfifiiria A Ml 
A O E E 
21 s| 
-41 E 
=6+r 
-8L A 
rá 
-21 y Ls. l PB E 1 
RO) = 5 1i->i-"k:R = 6 A + 4j->k 
:2 A a 0 As a? P 
21 
19. D,|| Ri) || = PIS [ORO || = 3e! 21. [In + 2) = In2Ji + (ante + 1) 
9e* +8 
23. (dell — 2e)i + (de? - 6e7)j + (4senhl? - 4senhl+ Dk 25. L1r/8+ m2? + sen 1 /2r 27. 0.9950 
2 E 7 
eMi+j ie 4i+j i-4j 
29. T(0 = —==:N(9 = ===; Túin 2) = :N(n 2) = A 
det + 1 Jet +1 AT? y) 
Pi+21j+2k 211 + (2 - 12)j-21k 21 + 21j - Tk 
3135 TO) = 5 NÓ = - >= B(0) = ——————_—; 
d e 242 sl 2+2 sd 242 


osculador: -2(x — 3) + Ay - 1) - ( - 2) = 0; rectificador: Xx — 2) + (y - 1)-2z-2)=0; 
normal: (x — 5) + Xy - 1) + 2-2) =0 

33/37. T(1) = 50 cos 2ti + 2j — 3 sen 21k); N(t) = —sen2fi — cos2tk; B(t) = eii 
osculador: -2x + 3y = 0; rectificador: z = 3; normal: 3x + 2y = 0 39, qa + 21 


41. R(s) = Ps + 179W - 34Ji + 316s + 1790) - 169% 43, RG) = = 3sen(s/ 1D) + 25/4135 + 3 cos(s//13)k 


PON A DP a. g- 49. K 
ó parar? 8 (A+ 2y A 5 


5 K=%p=% 58 (2,32 

57. (a) VW) = 31 + (4 - 203 A() = -25 [VO || = Y4r? - 160 + 25; JA |] = 2; (b) VD) = 31 + 25:A(l) = — 
59, V(¿m) =-¿1Mi+j+ Kk A(3m) =-2i - e ¿742 6L.R()= (Je? + Ji ej 

63. RG) = 2cosri + (2sent + 2)j + tk; 65. (2 + Di+ (30 -31+ Lo + Gr-P-2)k 


67. Va =31 + (4- 2050 = 250 = 2-20 ng > LRM [vo || = Ya? = 161 +25; 
1 +25 


E2c0s2fi + 3j + 2 sen 21k); 


J 41? — 161 + 25 441? — 16 
418 6 6 3 
AO = == ;Ay(0) = ¡K() = VO) = 31 + 25A() = -2j; 
M2 Jard —161+ 25." Var? — 161 + 25 (4% 161 4 25)3/2" 
AA 1 A -4 6 
Tm) = Lei+ 29m) = as di 
()= ¿Gi+ 290) = 3 BLA (D = GAN KO 


69. 
71. 


73. 
77. 
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21 —21 21 21 

- 4 + de + 4, 

Ae EE MO + GANO - 
dde e? 4+e" +e€ 


(a) V(O) = 2senh 21i + 2 cosh 21j; A(£) = 4cosh 2ti + 4senh 21j; 

4 senh 41 4 5 
b) || V() || = 2 Ycosh 41; (c) Artt Al = 
(b) [VO || o (c) Ar(r) = A An) FEET 


(a) 75/31 + (751 — 162)j,  (b) 56s 3 pie; (e) pie; (d) 150 pie/s 75. 98.73 pie/s 
(a) 0.85s; (b) 18.38 pie 


EJERCICIOS 12.1 (página 923) 


(9-35 05 (03253 (00 391 (00342 (0316-02 -y 20; (0) 4x + dy +8 
5 (myl?d+yr Do 7Tianldrys y 9(ayl?-)3.2 1 1L nia +21) 
B (aylid?+y<l. 15 (06yly.tx 17 ((6y]-1<x-y<1) 19. (y |xy > 1) 
21. (my 0jr=y-2*0) 23 ((1yD|x? + 4y? + 2? < 16) 5. (05), alle, < 1, ly) < 1,12] < 1) 
2. (y? +y<4) 29. ((1y)]x? + y? < 16) 31 R? E R? 35, 
37. Circunferencias centradas en el origen de radio 416 — k? ,k = 0,1,2,3,4 
39. Circunferencias ape en el origen de radio 416 — k,k = 16, 12,7, 0, -9,-20 
41. Hipérbolas x?- y?=k, k=16, 9, 4, 0*,-4, -% -16 os rectas y = Ex) 43, Circunferencias de radio /2k,k = 8,6,4,2,0 
45. Hipérbolas xy = k,k = 0*, Ea 1, In 4,1n 2,-1,1n 1 (*los ejes x y y) 
47. (32 (96 (9 vx - y% (8) [x - yl; (0) lx Sa! 
49. híx, y) = sen! /1 — x? — y? ¡dominio: ((x, y)|x? + y? < 1) 51. (b) (iii) 53. (a) (iv) 
55. (a) x pies es el ancho, y pies es la altura, $C es el costo. C(x, y) = .32 [7 + E 4 12 + E] x>0y>0; (b) $5.92 
57. (a) V = hxy(6-x- 3y),x >0,y 2 0,x + 3y < 6 (b) 0.78125 lod rcabións 


59, 
61. 


63. 


Circunferencias centradas en el origen de radio y9 — 16/V?,V = 16, 12, 8,4 
Ramas en el primer cuadrante de las hipérbolas xy = f. f = 5,4,3,2,1 


Esferas centradas en el origen de radio JIn(4/P),P = 4,2, 1, 2 


EJERCICIOS 12.2 (página 940) 


1. 


21. 
29. 
31. 
33, 
35, 
39, 
43. 
45. 


49. 
53, 
67. 
7. 


0 3.-4 5.0 7.8= € 


El límite existe y es 0; tome 8 = [€ 23. El límite no existe 25. 
Continua en todo punto (x, y) de R? que no este sobre la recta y = 1 
Continua en todo punto (x, y) de R? que no este sobre el eje y 

Continua en todo punto (x, y) de R? que no este sobre la recta y = 2x 
Continua en todo punto (x, y) de R? que esté en el interior de la circunferencia x? + y? = 25 37. Continua en todo punto de R? 
Continua en todo punto (x, y) * (0, 0) de R? 41. Continua en todo punto de R? 

Todos los puntos (x, y) de R? que estén en el interior de la circunferencia x? + y? = 16 

Todos los puntos (x, y) de R? que estén en el exterior de la elipse 4x? + 9y? = 36 47. Todos los puntos (x, y) de R? para 


" los cuales [xy] >1 


Todos los puntos (x, y) de R? de los cuadrantes primero y tercero para los cuales [x + y | < 1 51. Todos los puntos de R? 
esencial 55, eliminable; f(0,0) = O 57. esencial 59. eliminable; f(0, 0) = O 

0 69. continua en todo punto (x, y, z) de R? que esté en el exterior de la esfera + y? +22=1 

continua en todo punto de R? 


EJERCICIOS 12.3 (página 952) 


1. 


15. 


25. 


33, 


37. 


x 


6 3.3x-2y 5 == Tx-6xy+2: 9xy+yo+rzr 114 13. 
yx? + y? 1? + y? 
a pe Ls Z l y A 
2 sen 39 sen 24 17. xy ep E y x) 19. ED 21. 4xy + Z 23. xze + A z 9x2y? 
2 
(a) -1; (b 12 27. —1n sen x; In sen y 29. as 2 - Se: (b) ae 31. (a) 4e?* sen y; (b) e sen y 
y 
1Y 2xy Y 2xy ! 
(a) 2 tan ñ = y (b) 2 tan y + PA 35. (a) 3y cosh x; - (b) 4x senh y 
5 
(a) e* cos y — a (b) =e*cosy - BL 39, (a) 12x + 20y: (b) 12x + 20y 41. (a) 0; (b) e 
y 
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—320rst -(b) 16r(5? + 125? - r?) 
(1? + 45? - si2y9" (1? + 45? - sit)? 


57. -4 grados/cm; —8 gradosfcm 59. (a) > ¿a - 1) (b) | 154 _ 1] = -24.4; (0) 5000 in 1.06 . 


43. (a) -2e*sene*”; (b) —2we“(sen e? + e“ cos e”) 45. (a) 55, 4 


(1 + ¿Y 0.0036 | (1.06)? 3(1.06) 
(d) ETT =-61 61. (a) 1; (b)1 63. (a)-2; (b)0 65, ninguna existe 
67. fi2(0,0) = -15f,(0,0) = 1 69. 0.0943 m*/kg; 6.42 m/m 


EJERCICIOS 12.4 (página 964) 


1. (a) 3(4x? + LANA y) — (Ay? + 14Ax - 6Ay; (b) 0.5411; (0) 14Ax — 6Ay; (d) 0.54 

3. (9) (2 + ANDES + Aye? + 4054 +49) 4 8678, (b) -0.0026; (c) 28e Ax - 14e Ay; (d) -0.0019 
5 (a) Ax + 4Ay + (Ax[Ay) + In(3 + Az) - InS5; (b) 0.2141; (c) Ax + 5SAy + 3Az (d) 0.214 

7. (12x? —- y2 dx + (3 - 2xy) dy 9. (cos y — ycosx)dx + (—xsen y — senx) dy 


2x dx — 2y dy + 22 dz _ 2y Xx 2) 
1-_——_—_ AAA 13. tawizdx- dy + + => |d 
24 y24 22 E O 142 7 2]4 


15. (a) 2(%0yo — Yo) Ax + Q? - 2x9) Ay + (ypAx + AxAy)Ax + 2xyAx — AxjAy, 
(b) €, = yy Ax + AxÁAy; €, = 2(x Ax — Ax) 


2xoy9Ax + yo (Ax)? — xp Ay Ya2Ax — 2xpy0 Ay xPAy 
17. (a) TT Ay Das A 2 TA 
Yo? + YO Ay Yo? + yo“ Ay Yo? + yo“Ay 


31. (a) (Yo — )AX + Xp Ay + Q2 — Xp) AZ — (AZKAx) + AxAy + (AzNAz); (b) €, = -Az, €, = Ax, €3 = Az 
35. 7.36 m? 37. 0.14 cm; 1.4% 39. 3 0.325% 41. $7 200 


¡ 1600 1 
2x sen ==—= - LE cos —— si (%,y) = (0,0) 
43. D¡f(,y) = yx? + y? q? + y? y + y? 
0 si (x y) = (0, 0); 
2y sen E A A (1, y) + (0, 0) 
Dafa, y) = A 
0 si (xy) = (0, 0); 


EJERCICIOS 12.5 (página 973) 


1. gu. (a) 6x — 2y; (hb) 16r - 10s; du, (a) -2x — 4y; (b) -10r - 6s 
3. qu. (a) 13x — 2y + 5; (b) 24r — 4ls + 5; du. (a) -17x — 7y - 10; (b) -4lr + 445 — 10 
yÍx ! yx 

5. Qu, (a) 2e (2x sent — ycos e) (b) 0; du. (a) zre (y sent + 2xc081); (b) 2e?'2* sec?; 

dr”. x? Ot Xx 
s_ 2,5 

ar y) rd Ll 2x4 y) 2 ETA somo, da des rcosso E 
5 6 s > Ñ F 1 - (3x + y) s yl — (3x + y) 
du _ 6s A A 

11. dr” 2 senh (ne ry; di pa seah ¿(Qxe yr3)=0 

13. qu = 2xsen bh cos O + 2y sen $ sen 8 + 22 cos [; Er] = 2xrcos $ cos 6 + 2yrcos ( sen 9 — 2zr sen [; 
du 


de = —2xr sen $ sen 0. + 2yrsen «cos 9 


15. (a) e*(cost — ysent) + eMxcost — sen; (b) e9%cos + — ser?t) + esU(cos?1 — sent) 
2 


xSecóf -— ysent+2c08f txe! — y xX+y+2t+ty-tx 
1. (Y) —— ==;  (b) tan 1 sec 19. —— Ii 1>0 211. ————_—_—_—__——— 1>0 
Ayo 2? — (a? + y?) (y + 0? 
_3x? - 8y _SEN y — y COS x 27. % dy -6x-42 di _ 3x-2y 
3y? — 8x " Xx COS Y + COS x "dx 22+4x "dy 22 +4x 
2. %Z.-1,%- 2y2 +1 35. 6se (2 + 1) -8e? 37. l0cos?8 +8 39, -lOrsen20 
dx x" dy 3xytan3xz - xy? 


43. decrece a la tasa de Al radfmin 45. crece ala tasa de 38401 cm"/min 47. crece a la tasa de 1.6 litrosfmin 


M 
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EJERCICIOS 12.6 (página 983) 
17 


1. 2 +5/12y 3. 3x + Y2y +42 58 —— 7. (8x - 3yi + Qy — 3x)j 9. i 
/2x a 42y Ba y (8x - 3y)i + (Qy )j TY q 
Mm. 22 14 3-2 Me Psecati— 2xj + oxtanzk) 18.6  17.-42 19. -2 
(x +2) x+z (x +2) 
21. 30% cos La 23. (a) (-4,-45 (b)-2-24/3 258. (8) (-12,2,145 (b)Í 2 ¿xm+ qq ima 
2, A => m1 32 
31. E 2 33. 0 = tan 77117 %= tn 341 TT 
35. (1)6 42 grados por metro; (b) en la dirección del vector —= + + E 
37. (a) —1 volt por pie; (b) en la dirección del vector —¡j e intensidad de 2 volts por pie 
EJERCICIOS 12.7 (página 989) 
- 217,272 -+2_13 Ca x+2_ y+4_ 2-6 
1. 2x — 2y + 32 = 17; === 3. 4x + 8y + 32 + 22 =0; ar E 
5. ex- y = 042 -= 134,2 =0 Tx -y-3=0 47 = a 
ezo x4_ yl _z-1 _ _ _ 2 x-8_ y-27 z-1 
9. x + 2y+22-8=0; E EE 11. 3x - 2y - 62 - 84 =0; 3 > == 
1x22_y+2_ 2 _ _ x _y2_ 2-1 : 
13. ri TA 15.x=4y= 16 17. rra ia 19. las superficies son tangentes 


21. 9x- 4y-1=0 23. 4x - Sy+6=0 


EJERCICIOS 12.8 (página 1001) 
1. f(0, 0) = 4, máx. abs. 3. fQ, 4) = -4, mín. abs. 5. f(1,0) = 9, máx. abs. 
7. f4, -2) = E , mín. rel.; f0,-3) = -¿, punto silla 9. f(1,2) = 0, punto silla 11. fi, 16) = -12, máx. rel. 


13. f(0, +1) =0, Puntos silla 15. f(1, 1) = 5, mín. rel.; f(-1, -3) = 31, máx. rel.; f(1,-3) = 27, fl, 1) = —1, puntos 
silla 17. so 0) = 1, punto silla 19. fQ, 4) = -4, mín. abs.; f(0, 0) = £Q2,0) = 16, máx. abs. 
21. fe?d,4) = , mín. abs.; f(2, 4) = 20, máx. abs. 23. f(0, 1) = -2, mín. abs.; f(0, 2) = 2, máx. abs. 25. 8,8,8 


33,. 9 1 414 1 1 
27. (4,- $2) 8 vía 39. (0. 5-35) y (0 57 A 31. ¿ c mg de droga A y 7 c mg de droga B 


33. 2 2 ./3 unidades cúbicas 35. la longitud de la base es 2 3 pie; el ancho de la base es 2 pie; la profundidad es 3 pie 


37. 3 horas-maquina y 9 horas-persona 39, $25 400 41. (a) 3120; (b) 9 43. (a) y = 534.7 — 0.423x 
(b) 390.6 mililitros por minuto por kilogramo 45. (a) y = 0.8329x — 25.13; (b) $62 320 


47. 12 del tipo 1; 10 del tipo 2; la utilidad total es $1064 49, largo, 1: ancho, 1; altura, + 


EJERCICIOS 12.9 (página 1012) : 
1 0.0y 00,4 3. Gor) 5. ft 135, 2) = E, máx. rel; (0,3) = 3, mín. rel.; f(0,-3) = = 
Te EFA3L 316,3 143) = fEFA3, 3 V6, 3 13) = AS VE, 343) = 343, 346, a )= 248. 
món.reli f(3 43. 148, 443)= 402 3146, 3 46)= f04 43, 3 46.3 V3)= 
1x3, -1 46 ES = 246, máx. rel. 


9, Fez 12435, +) = 2, máx. abs.; f(0,-3) = -3, mín. abs. 11. Todos los extremos del ejercicio 7 son absolutos 
13.3 15.343 1. (a) 12; (b) 4; () 1 19. 426 21.26 2% 25. L  37.22.5,7.5,3.625 
39. T+343,-4)= 570, )=-] 41. 15,10,7.5,30,6 


EJERCICIOS DE REPASO PARA EL CAPÍTULO 12 (página 1015) 


1. INES + 4y? > 16) 3, [G6,y ly > 12) 
5. [((y,2) ly 2 tz); el conjunto de todos los puntos de R? excepto aquellos en los planos y = tz 
2 2 2 - 
2 2 «la mi ; imsoide 4 Ey E =- L ¿<= 
7. (6, y |4x + 9y” < 36): la mitad superior del elipsoide — 9 tq + 36 1 9.y= TA ,k = 16,8,4,2 


11. (a)4xy - 3y? + 43 (b) 2x? — 6xy - 2; (0) 4y; (d) -6x, (e) 4x — 6y; (f) 4x — 6y 
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2x y - 2x1? 4x 4x 
13. (a s (b y (e)- y (Md -— 
(a) 3y (b) 37 (c) 3 (d) 3y a 
15. (a) ¿2 cos si? + te; (b) 25tcos st? + e; (0) 21(cos si? — si? sen sr?) + ef; (d) 2t(c05 st? — si? sen si?) + e* 
Lory A 1 exly l, 2X oxly 3% dy Ll : 
17. (a) má to (b) a E (c) 2 7 (d) pd + ae + > 
2 
y? + ES =x -2xy 2x2 
19. (a b > OI A TTAA 
Sir + y? Pa LEPE APR pa See 
-320uvw 161(12v? + Sw? — u?) 1 -2 2 
21. ; (b 23, : (b y (e 
a) (u2 + 4y? — 5w?)? (b) (u? + 4y2 — 5w? y a) rr? (b) ri? o pop 
27. (a) Qu = Aa + 31n(x? + y?); o = DE 2 1n(x? + y?); 
ot xo +y xXx +y 
a 0-2) LE 431088 + 188): qu = (81 - a - 21(8s? + 1812) 
ot 45% + 91? +91? 
29. (a) 18xyse3%"* + 6yse?d'? + 9x?r25? + 6xr?s? — 9r A (b) (1 + oct + 6(l + rsje?"* — 9 1n 4]r?5? 
31. (a) 3xcos1 - 4(y + 2x) sent; (b) 12cos21 — l6 sen 2t; o = -16 
t=11/4 


33. (a) 3El + A0G3 + Ay? - SEl + ADO + Az? - 21 + AG + AYQ + Az) - 5; (b) -0.48; 
(c) -SAx - 14Ay + 26Az; (d) -048 35.2 37. ¿fm 39. 8= mín, €) 
41. El límite existe y es 0; tome Ó = 3 43. El límite no existe 
45. Continua en todos los puntos (x, y) de R? que no estén en las rectas x = +2y 47. Continua en todos los puntos de R? 
49. 14 51. -5 v2 53. -¿ 55. (a) 31 + Jj (0) ¿0 + 43) 59 f61,1) = 1, máx. rel. 
63. 39€ 65. -32007 cm*/min 67. decrece a la tasa de 0.44 atm/min 


a A A ci O A Al 
69. aa A E A 
73. (a) la dirección del vector —12i — 1505;  (b) asciende; 
. : 23 4 e E Zo 
c) en la dirección de alguno de los vectores: i- o - + 
o E lez. 16297 J629 "16297 


75. f(E/5,0) = 10, mín.rel 77. f(0,11,15) = -362, máx. rel. 79. 1/6 


s1. 2, 2, 2 83, 243 por 3 4/3 por24/3 


343 +2 
11 
87. 18 pie por 18 pie por 18 pie 89. base cuadrada y una profundidad igual a la mitad de la longitud del lado de la base 
91. (a) y = 0.285x - 0.951; (b) 11 días 93. (a) y = 9.628x — 1488.2; (b) 2740 kilogramos por hectárea 

95. (a) 12; (b) -3 


2 
85. (a)- rados porcm;  (b E rados por cm en la dirección del vector --= i — 
) 8 p b)54Bg p E ME j 


EJERCICIOS 13.1 (página 1025) 


L (8) (0,3,5% (b)1, 7 43,-4) (e) (cos l,sen1,1) 3. (2) (46, 42,242); (0)(0,243,2% (0)(313, 3,43) 

5 (Y, 23%, 243) (b)(0, 37, 42) (0)(46, Lx, Y/6) 7. elipsoide;r? + 42? = 16 9. e a =3z 

11. cono ica r? cos 28 = 32? 13. esfera: p = 9cos h 15. cilindro circular recto; p sen $ = 

17. esfera; p = 8 sen $ cos O 19. (a) cilindro circular recto; x2 + y? = 16; (b) plano que pasa por el eje z; y = x 

21. x? - y? = 7 23. (a) esfera; x? + y? + 22 = 81; (b) semiplano que pasa por el eje 2; y = x, donde x y y son no 
negativos; (c) la mitad de un cono con vertice en el origen; z = y x2 4 y? 25. cilindro circular recto; x? + y? = 36 


Tx xd+ y +22 =2y 2, (a) (iii); (b) (vi); (e) (vii) 3L (a) (6); (b) (1) 35. (b)2x4a? + 1 


Y EJERCICIOS 13.2 (página 1039) 


1.45 3.50 5.1368 7.704 9.5075 11. 1376 13.686 15,382  17.10,24] - 19, [le 
21.42 23. 2 25. -2 27. | 29.1 31.45 33 2 35. 3a "37. e 39. 2 512 unidades cúbicas 


41. 'Cunidades cúbicas 43. 132 


a . 130 unidades cúbicas 45. unidades cuadradas 47. 72 unidades cuadradas 
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by l= jay? VA ya?- y? 
49. 20" - me - 70 dx 51 == unidades cúbicas 53. (a) ef UN Qx + ydxdy 55.0 
2a d bf 1- (jay? 


EJERCICIOS 13.3 (página 1050) 


16 
L 12kg,(2,2) 3. 7kg,(5,2) 5. Erkg( 3, 72) 7. ka kgi(3a( + m, 3300 + 1) 9. Ln kg [5 5%) 


2 7 29% 
IL ¿ko (5,5) 1. 9%kgm? 15. Lzka* kg-m? 17. Lk kg-m? 19. (a) Ékgm?;  (b) 54 kg-m?; (0) 2 15m 
(Métkgm 2h (a) ¿1kkgms (b) ¿TO - 3kkgm, (0) 46m; (0) (7 - mk kgm 
19 904 


23. ——kkg-m? 25. ./6 unidades cuadradas 27. 2 /1633 unidades cuadradas 29. 9 unidades cuadradas 


315 
31. ,(135 JTO - 134/26) unidades cuadradas 33. 32 unidades cuadradas 35.9 /2 unidades cuadradas 


37. mba? + p? unidades cuadradas 39. 27ra%(1 — e7!) unidades cuadradas 41. 12munidades cuadradas 43. 5h 46 pies 


EJERCICIOS 13.4 (página 1059) 


1. 6rrunidades cuadradas 3, la a8 + An 5. (41 + 12:33 3 ) unidades cuadradas 7, 47runidades cúbicas 
9. ÉGr — 4) unidades cúbicas 11. 7xrunidades cúbicas 13. Pxkkg;(0, Z) 15. ZkrkC,0) 17. Pkkg (E, 50m) 
3 97,13 - 1607] 5 2 Uprs 2 ls 
80 E Ed E mA e pal E ee 
19 Ni 7/3 — 147mk kg; . 1027 = 14% ] 21. ¿kx kg-m 23. ¡¿kma? kg-m 25. ¿4273 m 


27. rele? - 1) 29. 8xunidades cuadradas 31. 12/runidades cuadradas  33.¿1(2y2 - Ia? 


EJERCICIOS 13.5 (página 1065) 
L 37 5.-eln2? Tin-1 9% 1. 4- 13.36 157 17. £ 19. funidades cúbicas 
21. 


5 Trunidades cúbicas 23. 4munidades cúbicas 23, ¿mabe unidades cúbicas 27. 2h kg 29, 39k kg 31. 22.12 - kg 


sl 


EJERCICIOS 13.6 (página 1072) 


1. jad 3.6re-1) S.ma? 7.jad 9.3 11.87 13. faÍrkkg 15. 1250mkslug-pie? 17. 5a5zkkg 


19.87 21. Like?  2.8kmkg 25. Pra kslug-pic? 27. (0,0, D 2.18% 31. [242 - 1) 


EJERCICIOS DE REPASO PARA EL CAPÍTULO 13 (página 1075) 


L (343,53) 3. (az =r 1 + sen28) + 1; (b) r(25cos? 8 + 4sen G) = 100 5. 7.7 
9 je-j+e-¿ Mm 13.4 15.3 y. ¿min2 19 (1 -cos1) 21 icons MIST 23. 91 
25. z unidades cuadradas 27. 3 unidades cuadradas 29, 5 unidades cúbicas 31. > l unidades abicas 33. == % unidades cúbicas 


35.18 unidades cuadradas — 37. (7 — 4) unidades cuadradas 39. (2,3) 41. ¿Gr -— 7)kg 43. 67a* unidades cúbicas 
45. 3 unidades cúbicas 47. a4Oe + 1) kg- m? 49. k(1 + 5) kg-m? 51. 2kx kg-m?; 2 V2x m 


53. 65kmkg 55. 2 kx kg-m 


EJERCICIOS 14.1 (página 1088) 


2 
7. 6xi + 6y'j 2 y es 


; j malito 129) 
an Pe ( xy + yDi+( xy yo 


13. 2xye Wi + e *j - Ax ye Hk 15, conservador 17. no conservador 19. conservador 
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2. day =xy+€0 23. d(y) =eseny+ Co 25 d(xy) = x?%y? - xy? + 2y+ C 

27. H(x.y,2) = > + 52 2=xy+CO 29, D(xy,2) = 2e* + xe% - yet + C 

31. Hay 2) = y? Cos y — ya -=3x + 22+C 33. 0,5 35. 2e* sen yk; 2e* cos y 37. 0;2x + 2y + 2z 
e A 


39. senzi + senxj + sen yk; 0 41. ; 
+y 41 yr y+1 


+ 2z 


ye 


EJERCICIOS 14.2 (página 1097) 


11 32-32 53 71 92% 1% B-j mm 12 19 +24 21.8 


23. 5 pl 25. 202joules 27. 273 joules 29. (E ra! + a?) joules 31. 3joules 


33. (e? + e* + e3 - 3)joules 35, 2) joules 


EJERCICIOS 14.3 (página 1107) 


112 3.e? 5-4 7.15 9-de M.-14 13,18 15. 2e2-3e% +e% 173 19,11 21.1 


23. 4 25.0 27. 3 29. 4 31. -13 33. 216 joules 35. 32 766 joules 37. Er joules 


ni 


EJERCICIOS 14,4 (página 1119) 

5 1 Ey) 3 1 1 41 
Lai 3-34 5-7 To 9-3 Mi B>(6-4/2h)7 150 17.107 19.5 
21. 7 Unidades cuadradas 23, 3 unidades cuadradas 25, ¿na? 31. 247 joules 33. 0 35. 87 cm'/s 37. 2 cm?/s 
39. 15; (1) 41. 0; (ti) 


EJERCICIOS 14.5 (página 1127) — $ 
187 3.343 52/14 7156 -1D 9/2 1Mm.1/61 13.0 15. 8kxrkg 17.97 kg 
0. EV2rkg 21.18 23.451 25.7 


EJERCICIOS 14.6 (página 1134) 


L 3 3.1 518 77 927 34.32% 13,14% 15 17.0 19. %x 21.54% 23.-1 
25. 8H 27. - 


EJERCICIOS DE REPASO PARA EL CAPÍTULO 14 (página 1135) 


L Ary) =e Mmy+ O 3. fay= 2 -1-240C 
EZ Xx z 


3. (a) (4xy + 3y9)i + (2x? + 9xy%)j, (b) edi + (re? — yze? - 28%)j - yeYk 7. H(, y) = tani2xy? + C 


1-2 
2 
Y 


9 D(x,y.z) = z2tanx + y?e%? + C 11. x(e% — ei + y(e*? — ek; 0 13. 


15. - 11%-3 MÍ 22  2.9e-1 2571 27.13 29.4 


31. 127 33.0 35, 5unidades cuadradas 37. “%ijoules 39, Újoules 43.0 45. 54cmYs 47. 1x 
49. 3/14 51. ¿067437 - 1) 53. Íkmkg $5. 108/2x kg 57.567 59. 160% 63.0 
EJERCICIOS A. 1 espa: 1148) 
1 (-10,-7,-45,-2,-1,-3,-1,0, $, 3, 42,3,5,21) 3. (a) lx|-9<x< 8); (b) (y)-12 < y < 3); 

(0) fz[42-5<0) 5 a (x[2x +4 > 0): (b) (r]2<r<8J (0) (a]-5<a-2<7) 
7. (a) Q,+o0); (b) (-4,4] 9. (a) (2,12); (b) (-00,-4] U (4, +00) 11. (a) (2,12); (b) (+00, -4] U (4, +00) 


13. (a) 4,0]; (b) 00,7] 15, (a) (x]2<x< 7); (b) (x[-3Sx<6h (0) lx] -S<x< 4); 
(d) (x| -10 < x < -2] 17. (a) (x[x > 3); (db) (x]x < 0); (e) (x]x > -4); 
(d) el conjunto R de los números reales 


19. (a) 7 (b) ER (0) 3 - 43,(d)3 — 43 21. (a) 6; (b) 10; (c) 10; (d)6 23. (a) £; (b) 1 
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EJERCICIOS A.2 (página 1157) 


1. (a) primer cuadrante; (b) tercer cuadrante; (c) cuarto cuadrante; (d) segundo cuadrante 3. (a) (1,2); (b) El,-2); 
(c) (1,2); (d) (2,1) 5. (a) (Q2,-2); (b) (42,2); (c) +2,-2); (d) noes posible id 
7. (8) LI) (0) (1,35 (901,3 (1 43,-D 9() 62,2  11.|4B|= 10,|BC] = JTT; [CA] = 13 
1. 126:3/85: 1433 15.]AB]= 431, |4C|= J31, [BC] = 482. y [48]? +0]? = [30]? 2.1742 
23. -2u8 
En los ejercicios 25-31, se muestra la gs de (i). La parte continua es la gráfica de (ii) y la parte punteada es la de (iii). 
25. Simétrica con respecto al eje x. 27. Simétrica con respecto al eje x. 


2 A E 
29. Simétrica con respecto al eje x, 31. Simétrica con respecto al eje x, 
al eje y y al origen. al eje y y al origen. 
4 
4t 8 
3r 6 
21 4 
2 
L l l tk L > ¿BDO IO E HS RA PU | 1 l Li Lol daconb.— Ly] 
-4 -3 -2 Ene 2.34 -8 -6-4 2. 2 4 6 8 
-2 A a 
el e 
EE Ll y 
33. (a) (b) (c) (d) 
Ay AY 
AY p E 
E 8 st 
[ 6t 6 
E 41 at 
x 2t x 2 x 
Iiiiisisss II end del O ON O 
86742, 2468 28-64 -, 6 8 864-2174 68 
-41 -4b at 
E -6t -6 
Mg 81 3h, 
35. Todos son simétricos con respecto al origen. 37. Todos son simétricos con respecto al eje y. 


EJERCICIOS A.3 (página 1166) 


1. (a) La pendiente es : y (b) La pendiente es —1. 


A 


y 
86-421 2 
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3. (a) La pendiente es — P 5. (a) La pendiente es 0. 7. (a) 
Ay 


TTTTTTTAT 


(b) La pendiente es — y : (b) La pendiente es + (b) 


> 

e 

> 

e 
FTTTTTAS 


O A 


TITO TTT 


9. (a) 4x- y - 11 =0; (b) 11lx- 4y-9=0 11. (a) 2x + 3y-3=0; (b) 6x -3y+8=0 
BD. (dy =-7% (bx=2 15. (a) 4x - 3y+12=0; (bx-y=0 17.2x-y+7=0 
19. 5x+y-14=0 


21. (a) La pendiente es — l , la intercepción y es 2. (b) La pendiente es 0, la intercepción y es El 


7" 


A 


-8 -6 -4 2 
2 


E 
-4L 
-6t 
-8L 


(b) La pendiente es — >, la intercepción y es 3. 


1 
z* 
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25. y = -Sx + 8 27. La pendiente de cada recta es -5 . 29. Las pendientes de las rectas son 3 y- 5 . 
y 
8 
6 
de 41 
2 L 
Liar fa part 
286-4211 468 
AL 
—6 E 
-81 
ad + z 33. (a) colineales; (b) no colineales 35. (a) no colineales; (b) colineales 
37. Las pendientes de dos lados son — $ las pendientes de los otros dos lados son ; . 39. El área es de 5 unidades cuadradas. 


41. (a) y = 25x + 3000 43. (a) $600; (b) y = 30x + 600 45.8 
49. desde (3,-2): y = -h( - 3) — 2; desde (2, 4): y = 30 - 2) + 4; desde (-1, 1): y = 1 


EJERCICIOS A.4 (página 1171) 


1. (a) (0,0); (b)x =0; 3. (a) (0,0);  (b)x =0; 5. (a) (0,0), (b)x = 0; 
(0) (0,1); (d) y = —L; (0) (0,4  (d) y = 4; (90 pp (dy=-3; 
(e) 62,1, ,1) (e) (ES, -4), (8, -4) Y) CDA 

py y 


PTTFTTTT 


-8-6-42 1246 8 
21 
-4 
-81 
7. (a) (0,0); (b) y =0: 9. (a) (0,0) (b) y =0; 11. (a) (0,0% (b) y =0; 
(0) B,0; (d) x =-3; () 62,05 (d) x= 2 (0) GO dr=-¿ 
(e) (3,-6), (3, 6) (e) (2,-4), (2, 4) OGG 


= 


[oe] 
FT 


A A A 


ñ 
-8-6-4 2 2 


TTTTTTTT 
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13. (a) (0,0) (b) x =0; 15. (a) (0,0), (b) y =0; 
(0) (0-2 (d y = 2; () (0 (d)x=-¿ 
t) ED (5) COREA ATEN) 


y 


23. x? = 16y 25, x? = -20y 27. y? = 8x 
AY 
st 
6t 
4? 
2 
XxX 
-8-6-4-21 2 4568 
—2+- 
AE 
—-6+ 
Pm 


31. x? = 12y 33. 3y? = -8x 


39. 16.6 m 
43. (a) -3, (b) x? = -10y 


A 
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EJERCICIOS A.5 (página 1176) 


1. Se muestra la gráfica de (c). La parte continua es la gráfica de (a) y la parte punteada es la de (b). ' AY 
5 
SE 
3 
al o 
25-43. [73453 
Nx lo Y 
-3+ 


3 re s 7 Ay 
se 
l a 
1 3 
z 

1 1 AD 1 AS 1 AX 

-1 “LA 1 eL] 12345 

E E 
p - 
5 


15. (1-4 + (y+ 3 =25312+y2-8x+6y=0 17. (2 +5) + (y + 12? =9; x? + y? + 10x + 24y + 160 = 0 
19.2 +(-T7=ki1?+ y 14y+48=0 2. (-1?2+(y-2=13 23 (0-5 + (y + 1) =13 


25, (3,454 27. (-1,-5)2/2  29.(0,-5)%3 33, circunferencia 35, elconjunto vacío 37. el punto (7,=3) 


39, y = Í+4)+3 dl. y =-i0-5)+ 1 39. D' + E? >4F 
49. Si O es la circunferencia unitaria centrada en el origen y P es la circunferencia de radio 2, también centrada en el origen, 
entonces el conjunto consiste de los puntos que: (a) están dentro o sobre la circunferencia O; (b) fuera de la circunferencia O 


y dentro de la circunferencia P o sobre ella; (c) fuera de la circunferencia P. 


EJERCICIOS A.6 (página 1182) 


Lady? ls 14 = y 42) 3.1 74 y) = Pi 10 + py =y- 1 


AYAY 
12 
o en 
Xx 
2 -l 1 1 2 
Ib 
I 
a 
1 


S. 1? = By =x-2y=y+4 Ty? = 6x1 =x 4 5,y =y+3 


53 
E 


Loooo--, 
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9. (a) (0, -4); (b) x = 0; 
(o) (0-Ey (d)y=-T: 


O G-Der-d 
a) 


4* 


158. (9 GD; (bx = 3; 
(ce) (3,2); (d)y =0; 


(e) (3,2), (1, 2); 
(£) 


21. (a) (2,-2); (b) x = 2; 
(co) (2,0) (d) y = -4; 


(e) (6, 0), (2, 0); 
(1) 


(Y) (Q-1) (b) x= 2; 


() 0-5 (dy=-3; 


a GE 


. (2) 9,6); (b)y =-6: 


(o) (3,6), (d)x = 10, 


(e) (8, -4), (3, -8); 
(1) 


. (a) (3,2); (b) y = -2; 


OE (dar És 


E ADE 


13. (a) E9, 3); 
0)» (di=-2,; 


E? nes 


19. 


(6) 


(a) 


(04h (dy= 


(e) 
(£) 


33. 


(b) y = 3; 


4 
5 


7 3) 


(4,3) (b)x = 4, 


CC 


nia 


SE. 


LA a EE SA EE 


rr y 


” 


-» 
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35. 0% - A 3 


-8 -6 


43. 


EJERCICIOS A.7 (página 1191) 


1. (a) (0,0); (b) eje x; 3. (a) (0,0); (b) eje y; 5. (a) (0,0);  (b) eje x; 
(e) (ES, 0), (5, 0); (ce) (0, -4), (0, 4); (c) 10, 0), (10, 0); 
(d) (0, -3), (0, 3); (d) (2, 0), (2, 0); (d) (0, -6), (0, 6); 
(e) 44, 0), (4, 0); (e) (0,-243), (0,243); (e) 3,0), (3, 0); 
(£) (6) (£) 
Ay 
eL 
6r 
4 
A oa LA F z 
-8 QA 6 8 =! 
-4L Y 
-6L -6L 
-st -8F 
7. (a) (0,0), (b) eje y; 9. (9 Q,D; (b) y= 1; 11. (a) 1,23) (b)x =-—; 
(c) (0, -3), (0, 3); (e) El, D, (5, Dy; (e) El, -8), El, 12); 
(d) El, 0), (1, 0); . (d) Q,—D, Q, 3); (d) (6, 2), (4, 2); 
(e) (0, -2 4/2), (0, 2 42); (e) Q- 45,0,Q + v/3,1; (e) 1,2 - 543),(1,2 + 543): 
(1) (£) (£) 
AY Ay 
8 
6 
4 
x x x 
32 ETS 36-42 24 5.8” 591 
-al 
-6L 
- -81 
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13. el punto (— 3 ,4) 


19. 161? + 25y? = 100 
AY 


25 0,02 


25 


9 


15. (a) Q,0); 
(9) Q-34/3,0.Q + 343,0); 
(dd) Q,-3,(, 3); 
(8) Q-342,0,Q + 342,0); 
(£) 


(b) eje x; 


a+, 0-9 
64 


TTTTFT IT TTT 


=1 


PTTT 


EJERCICIOS A.8 (página 1200) 


1. (a) (0, 0); 


(b) eje x; 
(0) E3,.0), (8, 0); 


(d) 10, 0), (10, 0); 


(e) 


3 


1 Lal 


<= 


+ 


PATATA AAA 


wL 


[3 


Y 


3. 


(a) (0, 0); 


(b) eje y; 
(c) (0, -5), (0, 5); 
(d) (0, -13), (0, 13); 
(e) 


í 
17. el punto (1, —1) 
23. 12 + 4y? =4 
Ay 
4- 
31 : 
L 4 
cia) ? 
j 1 L L ; 
4 -3 -3 314 
-2+ 
-3b 
-4L 
29. 8. 4m 
31. 91? + 25y? = 562,500, donde la unidad 
es | millón de kilómetros 


5. (a) (0,0), (b) ejex; 
() 2,0), (, 0); 
(d) 413,0), (413, 0); 
(e) 
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7. (a) (0,0), (b) ejex; 9. (a) (0,0); (b) eje y; 11. (a) (0,0); (b) eje y; i 
(o) 5, 0), (5, 0); (c) (0, -2), (0, 2); (c) (0, -6), (0, 6); 
(d) (d) (d) ] 
AY de 
E 


13. (a) (3,-2)% (b)y = -2; 15. (a) E3,) (by = 1; 17. (a) 1,9; (Mb) x= -—5 
(e) 6, -2), (0, -2); (9) F.-D, (4,1) (e) 1,4 - 247), 
(d) (d) L,4 + 247); 
(d) 


“2 


= 


ata a 


-8-6-4 
Y 


És ns EN 
19. (3) 1,2) b)x= 1; 21. y = 1 y = qx 
to) (1,5), (1, 1); 23. y=-x4+5 y=x+1 
E IS | a 27, x? y? =1 
» (d) 25. y =-5x PY 3127 PO 
y 
3 
6 
4 
2 
ENE Ll ES 
-8-6-4 8 46 3 
2 
-4 
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2 2 2 2: 
A DEN EA G+1 _ (+2) EN A 
29. 32y? - 33x? = 380 do da + al 
pr pr ta 
8F 30. 16 
(-6,7) 61 Ñ eL 
4 tE 8r 
A 21 > 4t za 
ETE ERE A llililjiis O E E E A A A 
-8-6-4 2 F 24568 -16-12-8 gi 4 8 1216 
E al 
-6L 
-8s| 161 
2 2 
35. Tx - 3? - Uy - 4? = 128 37, (a) E z 1 2D =bi (by=2x+ 3, y =-2x-5 
1 d 9 ? y 4 4ES 
la 39, e aia 1 1. La rama derecha de la hipérbola > 1600 — 1 
8, 
6+ 
«uE . 
2F 
il ttii A 
-8-6 -4 2, 2 416 8 
EJERCICIOS A.9 (página 1207) 
LD Wim (0) (Deza (e) ¿a M3 (¿Mg 
3. (a) 45% (b) 120% (e) 330%; (dd 90% (€) 28939" (f) 540% (g) -114%36%  (M) 15* 
5. (a) 75 (0) 342: (0) 1 (07 7. (a)-3 435 (0) 342; (9-1: (0 9. (a) 43; (0) 1; (0) —L; (8) 1 
11. (a) 343: 00) a o (di. (342; (0) 742: (0) 42; (4) A 
IS. (a) -3 4/3: (d)-L: (0) -2 (8) -¿ 43  17.(9) 0, (bd) 1; (0) —l; (d) indefinido 
19. (a) 1; (bdo, (0) MÉS (d) 1 21. (a) -l1; (b) 1; (c) 343, (dd) 43 
23. (a) - 1/3; (0) -3433 (090, (d)0 25. (a) jm (b)x (e) 2 3, (890 
27. (a) 0,7%; (0) im, 5%m5 (90,7 (d)13x 2%.()lm%x (6). 4 im ()imim (dina 
31. (a) 3%, 35, e 07 33. (a), (b) 3x 35. x= 5cost,y = os 37. x= 2co8t, y = Asa 
39. x = 3cost + 2, y = 2senf + 1 4. x= 5cost — l,y = lOsent + 2 45. x = 8sect = 8/cost,y = 6tan! 


4. x 
5l. x= 


12 tant, y = 


1 


5 sect = 5[cos t 


2ltant- ly = 2/7 secr+4= 


49. x = 
2/7jc0s1 + 4 


EJERCICIOS A.10 (página 1215) 


1. (a) hipérbola; 


5. (a) hipérbola; 


(b) elipse; 


(b) 1? - y? = 16; 
(c) AY 
% ¡E % 
RA 
$ 


TT TTTOTATT 


(c) parábola; 


7. (a) hipérbola; 
(b) Xy = -4; 
(c) 


3 sec! - 3 = 


(d) dos rectas que se intersectan 


3/cos t — 3,y = 3 tant — 2 


3. (a) un punto; 
(c) parábola; 


(b) hipérbola; ; 
(d) el conjunto vacío 


y oO 
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En los ejercicios 9-25, los ejes Xy se han rotado un ángulo de medida «. 


9. (a) hipérbola; 11. (a) parábola; 13. (a) hipérbola; 
(b) a = 36.9%, (b) a = 3% (b) a = 3% y = 32; 
167? - 93? = 36; 7? 4 4/27 =0; 
(c) (c) (c) 
Ay 4Y 
% $ % 


TFTTTT 


rititis 


5 


TIT 


TTTTTATT 


15. (a) elipse; (b) q: = 


En los ejercicios 17-25, los ejes x 'y' también se han trasladado de modo quex' = Y — hy" =Y-—k. 


.17. (a) elipse; (b) a = 3% 19. (a) elipse; (b) a = 63.47, 
a E A 
+=1; h= NS A" TEMES =E 
(c) (c) á 
21. (a) parábola; (b) q = ¿7 23. (a) hipérbola; (b) q = 53.1%, 


h=0, k=-242, 421? = y; 
(c) 
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25, (a) parábola; (b) au = 26,6", 
4/57? + 6/57 = 0; 


3 3 1 2 4 3 
Lin x+2 3 AA 3 
S 3 3 2 
11 e 13. 2x 5+ 3773 +3 
6 14 2 7 
19. —> +24 —£>-3 1. 1 
Qx+bn? 2x+1 (x-D? x-1 2 + 
1 2x +4 2 4x1 - 3 
25 27.- . 
x-2 12 42x+4 x=1"x?+1 29 
2 1 x x-—1l x-1l 
33. F--+ . - =— 
x? x 12 4+2x+3 +1 (1? + 1? 


(c) 


27. Refiérase a la figura del ejercicio 9(c). 

29. Refiérase a la figura del ejercicio 11(c). 
31. Refiérase a la figura del ejercicio 17(c). 
33, Refiérase a la figura del ejercicio 21(c). 


9.5 2 923 __1 
=1 Bx+ lo x-2 "x 3x-2 21+3 
S 71 2 3 1 
15. 3 ti "on (1-2? 1-2 
16 18 6 4 x+5 
—— + —S + — 23, =- 
27 (a 2% 1-2 xo ox2+x+1 
4 y 3x1 x+2 x-2 
x+4 243 242 x2-=x-1 
x-15 3+4__2 
(242 1242 x-1 
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definición de, 1082 
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de una hipérbola, 1193 iniciales, 305 
Centroide de una región plana, 525 lateral, 1004 
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de curvatura, 892 
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de la segunda derivada para extremos relativos, 238, 994 
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de la razón, 690 
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de las series alternantes, 684 
de simetría, 1155, 1156 
Cuadrantes, 1150 
Cuádrica, 850 
central, 852 
no central, 853 
Cúbica alabeada, 867 
Curso, 792 
Curva(s) 
cerrada, 743, 1102 
de aprendizaje, 465 
de nivel (o de contorno), 918 
de producción constante, 919 
equipotenciales, 919 
generatriz de una superficie de revolución, 848 
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plana, 740 
longitud de arco de una, 748 
simple, 743 
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a trozos, 743, 1093 
Curvatura, 888-897 
centro de, 896 
circunferencia de, 892 
definición de, 890 
radio de, 893 
vector, 890 
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infinitos 
no periódicos, 1139 
periódicos, 1139 
Decreciente 
función, 223 
sucesión, 653 
Decrecimiento 
exponencial, 457 
natural, ley de, 456 
Dedekind, Richard, xxvii 
Demostración 
de un teorema, 1139 
del cono de helado, 1190 
Densidad 
de probabilidad, función de, 624 
lineal de una barra, 518 
superficial, (o de área), 522 
volumínica, 1068 
Derivada(s). Véase también Diferenciación. 
como tasa de variación, 145-152 
de la función 
cosecante, 156 
inversa, 481 
coseno, 154 
inversa, 475 
cotangente, 155 
inversa, 480 
exponencial 
de base a, 449 
natural, 441 
logarítmica 
de base a, 452 
natural, 420 
secante, 155 
inversa, 478 
seno, 153 
inversa, 472 
tangente, 155 
inversa, 477 
de la inversa de una función, 412 
de las funciones 
hiperbólicas inversas, 497 
trigonométricas, 152-162 
de orden superior, 130-132 
de una función, 104 
compuesta, 162-172 
vectorial, 873 
definición de, 104 
direccionales, 975-984 
lateral, 112 
n-ésima, 130 
notación para, 106-107 
numérica (NDER), 119 
parciales, 942-954 
de orden superior, 949 
definición de, 942, 948 
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Derivada(s) (continúa) 
por la derecha, 112 
por la izquierda, 112 


sucesivas (de la primera a la n-ésima), 130-132 


total, 967 
Descartes, Rene, xxvii, 1150 
Desigualdad(es), 1141 

continua, 1142 

de Cauchy-Schwartz, 821 

de triángulo (o triangular), 1147 

estrictas, 1141 

no estricas, 1141 
Desviación (o error), 998 
Dibuje la gráfica, xxix, 1154 
Diferencia 

de funciones, 12 

vectoriales, 868 

de dos vectores, 792, 806 
Diferenciabilidad 

de funciones vectoriales, 874 

y continuidad, 109-118 

y diferencial total, 955-965 


Diferenciación (o derivación). Véase también Derivada. 


de funciones algebraicas, 123-132 
definición de, 109 
implícita, 175 
logarítmica, 431 
parcial, 942 
reglas de. Véase Reglas. 
término a término de series de potencias, 708 
Diferencial 
de la variable dependiente, 281 
de la variable independiente, 282 
geometría, 872 
total de una función 
de dos variable, 959 
de n variables, 961 
Dimensión de un espacio vectorial, 796 
Dina, 517 
Dirección 
de máxima inclinación, 979 
de un vector, 788, 805 
Directriz 
de un cilindro, 846 
de una cónica, 777 
de una parábola, 1168 
Disco 
abierto, 927 
cerrado, 927 
Discontinuidad 
de salto, 70 
esencial, 69, 937 
infinita, 69 
removible (o eliminable), 69, 937 
Discriminante 
de la ecuación general de segundo grado 
en dos variables, 1213 
hessiano, 994 


Distancia 
dirigida, 1150, 1151 
entre dos puntos de A", 926 
fórmula de la, 1152, 1264 
no dirigida, 1151 
Divergencia 
campo vectorial libre de, 1115 
de un campo vectorial, 1086 
Divergente 
integral impropia, 619 
serie infinita, 661 
sucesión, 651 
División, 1139 
Dominio de una función, 4, 914 


e (base de los logaritmos naturales), 438 
Ecuación(es) 
algebraica, 1153 
cartesiana(s), 740, 754, 
de un plano, 823 
de una curva en R3, 866 
de Cauchy-Riemann, 974 
de Laplace, 953, 1087 
de un plano, 822 
de una circunferencia, 1173 
de una elipse, 1184 
formas estándar de las, 1187 
de una esfera, 803 
de una gráfica, 1161 
de una hipérbola, 1193 
formas estándar de las, 1197 
de una parábola, 1169, 1171 
formas estándar de las, 1179 
de una recta, 1161, 1266 
en R?, 1161-1163 
forma pendiente-intercepción de la, 1162 
forma punto-pendiente de la, 1161 
en R3, 828 
paramétricas, 828 
simétricas, 828 
de Van de Waals, 975 
diferencial, 319 
separables, 320 
solución completa de una, 320 
solución general de una, 320 
gráfica de una, 1153 
lineal, 823, 1163 
para la traslación de ejes, 1178 
paramétricas, 740 
de una recta en R?, 828 
polar, 754 
solución de una, 1153 
vectorial, 865 
Eje(s), 1142 
conjugado de una hipérbola, 1193 
coordenado(s), o de coordenadas, 799, 1150 
rotación de, 1211 
fórmulas para la, 1211 
traslación de, 1178-1183 


-q 


Eje(s) (continúa) 
de revolución, 383 
de una parábola, 1169 
de una superficie de revolución, 848 
mayor de una elipse, 1184 
menor de una elipse, 1184 
polar, 752 
principal 
de una elipse, 1134 
de una hipérbola, 1193 
real, 1143 
transverso de una hipérbola, 1193 
x, 799, 1150 
y, 799, 1150 
z, 799 
Elemento(s) 
de área, 333 
de un conjunto, 1140 
de un cono, 1183 
de una sucesión, 648 
de volumen, 381 
Elipse(s), 1183-1192, 1269 
centro de una, 1184 
definición de, 1184 
degenerada, 1189 
ecuación(es) de una, 1184 
formas estándar de las, 1187 
eje 
mayor de una, 1184 
menor de una, 1184 
principal de una, 1184 
excentricidad de una, 1190 
focos de una, 1184 
vértices de una, 1184 
Elipsoide, 850 
de revolución, 849 
Elíptico(a) 
cilindro, 846 
cono, 855 
hiperboloide 
de dos hojas, 851 
de una hoja, 851 
integral, 751 
paraboloide, 853 
Energía 
cinética, 1106 
ley de conservación de la, 1107 
potencial, 1105 
Enteros. Véase Números enteros. 
Epicicloide, 785 
Ergio, 530 
Error 
de redondeo, 594 
para una serie infinita, 711 
de truncado, 594 
Escalar, 795 
campo, 1082 
magnitud, 787 
multiplicación, de vectores, 794 


Escalar (continúa) 
producto, 811 


proyección, de un vector sobre otro, 815 


Esfera, 803, 851 Ñ 
centro de una, 803 
forma 


centro-radio de la ecuación de una, 803 


general de la ecuación de una, 803 
radio de una, 803 
Esferoide, 851 
oblato, 851 
prolato, 851 
Espacio 
vectorial 
dimensión de un, 796 
real, 795 
numérico 
n-dimensional (R”), 914 
tridimensional (R3), 799 
Espiral(es), 761, 764 
de Arquímedes, 761 
Euler, Leonhard, xxvii, 4, 438 
número e de, 438 
Excentricidad 
de una cónica, 774 
de una elipse, 1190 
de una hipérbola, 1199 
Exponente real, definición de, 437 
Exponencial : 
crecimiento, 457 
decrecimiento, 457 
función 
de base a, 448 
derivada de la, 449 
integral de la, 449 
de densidad, 624 
natural, 437 
derivada de la, 441 
integral de la, 442 
Extremo(s) 
absoluto(s) de una función, 202 


aplicaciones que involucran un, 207-215, 266-275 


de dos variables, 990 
de un intervalo, 1144 
libres, problemas con, 1004 
relativos, 198 


criterio de la primera derivada para, 225 
criterio de la segunda derivada para, 238, 994 


de una función, 198 
de dos variables, 990 
restringidos, problemas con, 1004 


Factor 
de amortiguamiento, 445 
de multiplicidad p, 1219 
p-—miltiple, 1219 
Familia de funciones 
de dos parámetros, 322 
de un parámetro, 320 
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Fermat, Pierre de, xxvii Función(es) (compuesta) (continúa) 
Fluido incompresible, 1115 continuidad de una, 77 
Flujo de un campo vectorial, 1116 de dos variables, 916 
Foco(s) de n variables, 916 
de una cónica, 775 derivada de una, 162-172 
de una elipse, 1184 límite de una, 77 
de una hipérbola, 1192 vectorial, 868 
de una parábola, 1168 - constante, 15 
Forma(s) _. continua, 67, 936 
cerrada de una integral indefinida, 587 en una bola abierta, 939 
centro-radio de la ecuación de una continuamente diferenciable, 959 
circunferencia, 1175 .. continuidad de una 
esfera, 803 - compuesta, 77 
de intercepción de la ecuación de un plano, 832 en un intervalo 
de Lagrange del residuo para un polinomio de Taylor, 640 abierto, 78 
general de la ecuación de una cerrado, 79 
circunferencia, 1175 


en un número, 67-76 
en una bola abierta, 939 
por la derecha, 78 
por la izquierda, 78 
vectorial, 869 
contradominio de una, 4, 914 
cosecante, 1204 
derivada de la, 156 
hiperbólica, 491 
derivada de la, 492 
integral de la, 434 
inversa, 480 
derivada de la, 481 
coseno, 1202 
derivada de la, 154 


esfera, 803 
indeterminadas, 604-618 
integral del residuo para un polinomio de Taylor, 646 
pendiente-intercepción de la ecuación de una recta, 1162 
punto-pendiente de la ecuación de una recta, 1161 
Fórmula(s) 
de álgebra, 1259 
de geometría, 1260 
analítica, 1264-1274 
de la distancia, 926, 1152, 1264 
de Maclaurin, 640 
de reducción, 552 
de Taylor, 639 
aproximaciones polinomiales mediante la, 639-647 
con forma de Lagrange para el residuo, 640 S e 
con forma integral para el residuo, 646 hiper Rica 420 
de trigonometría, 1261 denvada de la, 490 
hiperbólica, 1263 integral de la, 493 
del punto medio, 802, 1152, 1264 inverso, 495 
para integración por partes, 547 derivada de la, 497 
para rotación de ejes, 1211 integral de la, 303 


prismoidal, 603 inverso, 473 
Fracción(es), 1139 derivada de la, 475 
impropia, 1217 cotangente, 1204 
parciales, 1216-1222 derivada de la, 155 
propia, 1217 hiperbólica, 491 
racionales, 1216 derivada de la, 492 
Frenet, Jean-Frederic, 884 A inversa, 495 
sistema de referencia de, 884 derivada de la, 497 
Frontera de una región, 996 integral de la, 433 
Fuente de un fluido, 1116 inversa, 479 
Fuerza ejercida por la presión de un líquido, 536-542 derivada de la, 480 
definición de, 538 creciente, 223 
Función(es) cuadrática, 16 
algebraica(s), 16 cúbica, 16 
diferenciación de, 123-132 curvas de nivel de una, 913 
antiderivada de una, 297 de Bessel, 738 
armónica, 1087 de costo y 
cociente de, 12 marginal, 148 
como modelos matemáticos, 20-28 . promedio, 147 


compuesta, 13, 916 total, 147 
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Función(es) (continúa) Eunción(es) (continúa) - 
de densidad lineal, 15 
de probabilidad, 624 logarítmica . 
normal estandarizada, 466 de base a, 450 
-— Exponencial, 624 derivada de la, 452 
de dos parámetros, familia de, 322 natural, 418-429 
de ingreso definición de la, 420 
marginal, 149 derivada de la, 420 
total, 148 longitud de arco, 514 
de más de una variable, 914-926 máximo entero, 9 
límites y continuidad de, 926--942 monótona, 232 
de n variables, 914 normal estandarizada de densidad de probabilidad, 466 
de producción, 919 operaciones con, 12 
de un parámetro, familia de, 320 par, 16 
decreciente, 223 periódica, 1203 
definición de, 3,914 periodo de una, 1203 
definida a trozos, 7 polinomial, 16, 917 
derivada potencia, 172 
de una, 104 potencial, 1084 
numérica de una, 119 : producto de, 12 
total de una, 967 racional, 16 
diferencia de, 12 salto unitario, 11 
diferenciable, 109, 956, 961 secante, 1204 
continuamente, 959 derivada de la, 155 
de dos variables, 956 hiperbólica, 491 
de n variables, 961 derivada de la, 492 
en un intervalo abierto, 109 integral de la, 434 
infinitamente, 718 inversa, 477 - 
discontinua, 67, 936 derivada de la, 478 
dominio de una, 4, 914 seno, 1202 
escalón unitario. Véase Función salto unitario. derivada de la, 153 
exponencial hiperbólico, 490 
de base a, 448 derivada de la, 490 
derivada de la, 449 integral de la, 493 
integral de la, 449 inverso, 495 
de densidad, 624 derivada de la, 497 
natural, 437-447 integral de la, 303 
aplicaciones de la, 456-469 inverso, 470 
definición de la, 437 derivada de la, 472 
derivada de la, 441 signo, 11 
integral de la, 442 suave (lisa o uniforme), 510 
extremos absolutos de una, 202, 990 sucesión, 648 
gradiente de una, 978, 982 suma de, 12 
gráfica de una, 6, 917, 922 superficies de nivel de una, 922 
hipérbólicas, 490-502 tangente, 1204 
identidad, 16 derivada de la, 155 
impar, 16 hiperbólica, 491 
infinitamente diferenciable, 718 derivada de la, 492 
integrable, 340, 1029 inversa, 495 
inversa de una, 407 derivada de la, 497 
límite(s) integral de la, 433 
al infinito de, 257-268 inversa, 475 
bilaterales de, 50 derivada de la, 477 
de una, 38 trascendentes, 403 
de más de una variable, 928 trigonométricas, 1201-1208 
infinitos de, 55-67 continuidad de las, 85-93 
laterales de, 49-55 de un ángulo, 1205 
por la derecha de, 50 derivadas de las, 152-162 
por la izquierda de, 50 integrales de las, 303, 433-435 
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Función(es) (trigonométricas) (continúa) 
inversas, 469-484 
integrales que producen, 485-490 
uno a uno, 405 
utilidad, 1009 
valor absoluto, 9 
valor de, 4 
valor promedio de una, 358 
vectorial(es), 865-912 
Cálculo de las, 872-882 
continuidad de las, 869 
definición de, 865 
derivada de las, 873 
diferenciable, 874 
integral indefinida de, 877 
límites de, 869 


Galerias del susurro, 1186 
Gas ideal, ley del, 947 
Gauss, Karl, 1114 
teorema de la divergencia de, 1114, 1128 
en el plano, 1114 
Generatriz 
de un cilindro, 846 
de un cono, 1183 
Geometría 
analítica, 1150 
fórmulas de, 1264-1274 
diferencial, 872 
fórmulas de, 1260 
Gradiente de una función, 978, 982 
Grado de una función polinomial, 917 
* Gráfica(s) 
de una ecuación 
en R?, 1153 
en R3, 802 
de una función, 6, 917, 922 
ecuación de una, 1161 
generadas por computadora, 855, 921 
pendiente de una, 102 
polar, 754 
Graficadores matemáticos, 855 
Gravedad, aceleración debida a la, 324 
Green, George, 1108 
teorema de, 1108-1120 
enunciado del, 1108 
Gudermann, Christoph, 507 
Gudermanniano, 507 


Hélice, 866 
circular, 866 
cónica, 1027 
Hermit, Charles, 438 
Hessiano (discriminante), 994 
Hipérbola(s), 1192-1200, 1270 
asíntotas de una, 1195 
centro de una, 1193 
definición de, 1192 
degenerada, 1198 


Hipérbola(s) (continúa) - 
ecuación(es) de una, 1193 
formas estándar de las, 1197 - 
eje 
conjugado de una, 1193 
principal de una, 1193 
transverso de una, 1193 
equilátera, 1195 
excentricidad de una, 1199 
focos de una, 1192 
ramas de una, 1193 
rectángulo auxiliar de una, 1195 
unitaria, 1195 
vértices de una, 1193 
Hiperboloide 
de revolución, 849 
elíptico 
de dos hojas, 851 
de una hoja, 851 
Hipocicloide, 746 
Hipótesis de un teorema, 1139 
Hooke, Robert, 532 
ley de, 532 


Idéntico aditivo, 794, 810 
Identidad(es) 
de Jacobi, 845 
de polarización, 821 
pitagórica fundamental, 1203, 1261 
pitagóricas, 1205, 1261 
trigonométricas fundamentales, 1205, 1261 
Impropia(s) 
fracción, 1217 
integrales, 618-632 
Incremento 
de una función 
de dos variables, 955 
de n variables, 960 
de x, 101 
de y, 106 
Independientes, vectores, 795, 798, 810 
Índice 
de una suma, 329 
de utilidad, 1009 
Inercia, momento de, 1043, 1044 
Infinito 
límites al, 249-260 
negativo, 57, 1144 
positivo, 56, 1144 
Ingreso 
función de 
marginal, 149 
total, 148 
marginal, 149 
Integración, 366. Véase también Integral(es). 
constante de, 366 
de funciones 
exponenciales, 442, 450 
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Integración (de funciones) (continúa) Intercepción (continúa) 
racionales, 572--583 y de una recta, 1162 a 
de seno y coseno, 585 z de un plano, 824 
de potencias de funciones trigonométricas, 555-565 Interés compuesto continuamente, 462 
límites de, 341 Intersección de conjuntos, 1140 
inferior, 341 Intervalo j 
superior, 341 abierto, 1143 
mediante sustitución trigonométrica, 565-572 cerrado, 1144 
múltiple, 1021-1076 de convergencia de una serie de potencias, 704 
numérica, 591-603 extremos de un, 1144 
por partes, 545-554 partición de un, 339 
fórmula para, 547 semiabierto por la derecha, 1144 
región de, 1028 semiabierto por la izquierda, 1144 
signo de, 341 Invariante, 1213 
término a término de series de potencias, 712 Inversa de una función, 407 
Integral(es). Véase también Integración Isotermas, 919 
criterio de la, 680 
de línea, 1089-1097 Joule (unidad de trabajo), 530 
definición de, 1092, 1093, 1095 
independiente de la trayectoria, 1098-1108 Lado(s) 
teorema fundamental para las, 1100 de un rectángulo, 1028 
de superficie, 1121-1128 inicial de un ángulo, 1201 
definida, 338-351, recto (latus rectum) de una parábola, 1169 
definición de, 341 terminal de un ángulo, 1201 
doble(s), 1028-1041 Lagrange, Joseph Louis, xxvii, 106, 640 
aplicaciones de las, 1041-1052 forma de, del residuo para un polinomio de Taylor, 640 
definición de, 1029 multiplicadores de, 1004-1013 
en coordenadas polares, 1052-1060 notación de, para una derivada, 106 
elíptica, 751 Lámina 
impropias, 618-632 centro de masa de una, 524, 1042 
con una discontinuidad infinita definición de, 522 
en el límite inferior, 628 homogénea, 522 
en el límite superior, 629 masa total de una, 524, 1042 
en un número interior, 629 momento de masa de una, 524, 1042 
con límites de integración infinitos, 618-627 Laplace, Pierre Simon, marqués de, 1087 
convergente, 619 ecuación de, 953, 1087 
divergente, 619 Laplaciano, 1087 
indefinida, 341, 366 Leibniz, Gottfried Wilhelm, xxvii,'106, 360, 684 
en forma cerrada, 587 notación de, para una derivada, 106 
de una función vectorial, 877, 878 Lemniscata, 761, 764 
iterada, 1034 Ley(es) 
múltiples, 1028 asociativas para vectores, 810 
numérica (NINT), 344 conmutativas para vectores, 810 
que producen de acción de masas, 579 
funciones trigonométricas inversas, 485-489 de Boyle, 150 
funciones logarítmicas naturales, 430-436 de conservación de la energía, 1107 
signo de, 341 de crecimiento natural, 456 
simple, 1028 de decrecimiento natural, 456 
teorema del valor medio para, 356 de enfriamiento de Newton, 463 
trigonométricas, 555-565 de Hooke, 532 
triple(s), 1061-1066 de refracción de Snell, 821 
definición de, 1061 del gas ideal, 947 
en coordenadas cilíndricas, 1067-1074 del paralelogramo, 791, 821 
en coordenadas esféricas, 1070 distributivas para vectores, 810 
Integrando, 341 Libby, Willard, 468 
Intensidad (o módulo) de un vector, 788, 805 Limacon. Véase Caracoles. 
Intercepción Límite(s) 
x de un plano, 824 al infinito, 249-260 


y de un plano, 824 bilateral, 50 
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Límite(s) (continúa) 
criterio de comparación por paso al, 674 
de una función, 38 
de dos variables, 928 
de n variables, 928 
vectorial, 869 
de una sucesión, 650 
de una suma de Riemann, 340 
para una función de dos variables, 1029 
inferior 
de integración, 341 
de una suma, 329 
infinitos, 55-67 
laterales, 49-55 
por la derecha (o lateral derecho), 50 
por la izquierda (o lateral izquierdo), 50 
superior 
de integración, 341 
de una suma, 329 
Linealmente 
dependientes, vectores, 799 
independientes, vectores, 795 
Localización acústica, 1199 
Longitud de arco 
como parámetro, 885 
de la gráfica de una función, 509 
de una curva de R3, 880 
de una curva plana, 748 
de una gráfica polar, 766 
función, 514 
L"Hópital, Guillaume Francois, marqués de, 604 
regla de, 604, 609, 612, 613 


Maclaurin, Colin, 640 
fórmula de, 640 
polinomio de, 640 
serie de, 719 
Magnitud(es) 
escalar, 787 
vectoriales, 787 
Mapa de contornos, 918 
Marginal 
concepto de variación, 147 
costo, 148 
función 
de costo, 148 
de ingreso, 149 
ingreso, 149 
Masa, 516 
centro de, de una lámina, 524, 1042 
de una barra, 519 
total de una lámina, 524, 1042 
momento de, 517, 522 
de una barra, 520 
de una lámina, 524, 1042 
total, 522 
Mathematica (software), 867 
Máxima cota inferior de una sucesión, 655 


Máximo, valor, 
absoluto, 201 
de una función de dos variables, 990 
de una función, 198--207, 990-1003 la 
en un intervalo, 201 
relativo, 198 
de una función de dos variables, 990 
Mediana de un triángulo, 1157 
Medida, 333 
en radianes, 1201 
Método 
de aproximación de Newton, 275-278 
de capas cilíndricas para calcular el volumen 
de un sólido, 391-397 
de mínimos cuadrados, 998 
de multiplicadores de Lagrange, 1004 
Mínima cota superior de una sucesión, 655 
Mínimo, valor, 
absoluto, 201 
de una función de dos variables, 990 
de una función, 198-207, 990-1003 
en un intervalo, 201 
relativo, 198 
de una función de dos variables, 990 
Modelos matemáticos, las funciones como, 20-28 
Módulo (o intensidad) de un vector, 788, 805 
Momento 
de inercia, 1043 
de masa, 517, 522 
de una barra, 520 
de una lámina, 524, 1042 
polar de inercia, 1045 
Monopolio, condiciones de, 274 
Monótona 
función, 224 
sucesión, 653 
Movimiento 
armónico 
amortiguado, 445 
simple, 168 
circular uniforme, 909 
curvilíneo, 872-897 
de un proyectil, 904--907 
rectilíneo, 132-145, 319-326 


Multiplicación, 1139 


cruz, 834 

escalar, 793 

por un escalar, 793 

vectorial, 834 

Multiplicadores de Langrange, 1004-1013 


n-ésima derivada, 130 
NDER (derivada numérica), 119 
Negativo, 1139 
de un vector, 792, 810 
Newton (unidad de fuerza), 516 
Newton, Sir Isaac, xxvii, 106, 275, 360 
ley de enfriamiento de, 463 
método de aproximación de, 275-278 


Ml 


NINT (integral numérica), 344 
Norma de una partición, 340, 1028, 1067 
Normal 
componente, del vector aceleración, 901 
plano, 884 
recta 
a una gráfica, 103 
a una superficie, 986 
vector, 822 
a un plano, 822 
a una superficie, 985 
inferior unitario, 1124 
saliente unitario, 1113, 1126 
superior unitario, 1124 
unitario, 382 
Notación 
de Lagrange para la derivada, 106 
de Leibniz para la derivada, 106 
por construcción de conjuntos, 1140 
sigma, 329 
Número(s) 
crítico, 200 
de Euler (e), 438 
decimales 
finitos, 1139 
infinitos no periódicos, 1139 
infinitos periódicos, 1139 
directores de una recta, 828 
enteros, 1139 
irracionales, 1139 
racional, 1139 
reales, 1139 
trascendente, 438 


Ocho identidades trigonométricas fundamentales, 1205 
Octantes, 800 
Operaciones inversas, 297 
“Orden de una ecuación diferencial, 319 
Ordenada, 1150 
al origen, 1162 
Origen, 799, 1142, 1150 


Papuss de Alejandría, 528 
teorema de, 528 
Par(es) ordenado(s), 3, 1150 
Parábola(s), 1154, 1168-1172, 1267, 1268 
definición de, 1168 
degenerada, 1209 
directriz de una, 1168 
eje de una, 1169 
ecuación(es) de una, 1169, 1171 
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de proyección, 832 

de una recta, 832 

definición de, 822 
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hiperbólico, 501 
medida en, 1201 
Radio 
de convergencia de una serie de potencias, 704 
de curvatura, 893 
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Semivida (o vida media), 459 
Serie(s) infinita(s) 
absolutamente convergentes, 688 
alternantes, 684 
criterio de las, 684 
armónica, 664 
alternante, 688 
binomial, 730 
condicionalmente convergente, 688 
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intervalo de convergencia de, 704 
radio de convergencia de, 704 
de Taylor, 718-735 
definición de, 719 
de términos 
constantes, 659-671 


ÍNDICE 1357 


Serie(s) infinita(s) (de términos) (continúa) 
positivos, 671-683 5 
y negativos, 684-695 
definición de, 660 . 
divergente, 661 
geométrica, 660, 665 
hiperarmónica, 678 
p. 678 
residuo de una, después de-k términos, 686 
suma de una, 661 
sumas parciales de una, 660 
términos de una, 660 
Simetría 
de dos puntos, 1155 
de una gráfica, 1156 
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área de una, 1048 
cuádrica, 850 
central, 852 
no central, 853 
de nivel, 922 
de revolución, 848 
equipotenciales, 982 
integrales de, 1121-1128 
isotermas, 982 
tangentes, 988 
Sustitución trigonométrica, integración mediante, 565-572 
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diferencia de, 792, 807 
dirección de un, 788, 805 
en el plano, 787-799 
en el espacio tridimensional, 799-810 
existencia del idéntico aditivo para, 794 
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definición de, 865 
derivada de las, 873 
diferenciabilidad de las, 874 
integral indefinida de, 877 
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